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1. fejezet

Bevezetés

A targy és a jegyzet célja bevezetést adni olyan modellezési eljarasokba, melyek lehetdve
teszik ipari gyartoérendszerek €s kapcsolodd haldzatok analizisét és optimalizalasat. Az elem-
zések célja a rendszerekre vonatkozo kérdések megvalaszolasa mint példaul ,,Adott eréforras
kapacitas mellett, mekkora lehet egy termékbdl a maximalis kihozatal ?”” vagy ,,Egy adott sza-
mitogép halozati topologia mekkora maximalis savszélességet képes biztositani két csatlako-
zasi pont kozott?” Az optimalizalas célja pedig a rendszer valamely szempont szerinti legjobb
allapotanak meghatarozasa, ami lehet példaul a profit maximalizalasa, vagy a kornyezeti ter-
helés csokkentése. A gyartorendszerekhez kapcsolddo haldzat lehet az energia ellato rendszer,
a gyartashoz kapcsolodo logisztika, az informatikai rendszer, de akar a teljes ellatasi lanc is.

Az elmult tiz év soran ipari megbizasok és kutatds-fejlesztési projektek kapcsan végzett
munkank szadmos szép példat szolgaltat a jegyzet szamara. Az optimalizalési projektek ered-
ményeként elért jelentés megtakaritdsok pedig motivaciot adhatnak az olvasonak, hogy a
jegyzet megismerésével olyan ismeretek elsajatitasaba kezdjen, melyek hasonlo sikerek el-
érésére teszik Ot képessé késobbi palyéja soran.

A modellezés elofeltétele annak, hogy a rendszerek formalis eszk6zokkel vagy azok szoft-
ver implementacioival hatékonyan vizsgalhatoak legyenek. Mindezen rendszereket €s halo-
zatokat ezért a kovetkezdkben elsdsorban grafokkal és halozati folyamatokkal vagy ezek va-
lamilyen formalis matematikai leirasaval modellezziik, melyek szoftverekkel jol kezelhetoek.
A matematikai leirasok halmazokat, véaltozokat, valamint ezeken értelmezett Osszefliggéseket,
feltételeket tartalmaznak. A jegyzet kovetkez fejezete atismétli a halmazelmélet alapjait, a
relaciok ¢€s fliggvények, grafok és haldzatok fogalmat. A késdbbi fejezetekben ilyen model-
lek készitésével foglalkozunk, aszerint csoportositva 6ket, hogy milyen algoritmusokkal vagy
szoftverekkel vizsgalhatdak. A modellek elkészitéséhez egyrészt sémakat mutatunk, masrészt
modellgenerald szoftvereket ismertetiink.

A modelleket graf algoritmusokkal, matematikai programozassal és folyamathal6zat szin-
tézis eljarasokkal elemezziik és optimalizaljuk. Ezen elemzd és optimalizal6 modszerek mind-
egyikét egy-egy fejezetben targyaljuk. Megismerjiik ezen mddszerek fontosabb Iépéseit €s a
veliik kezelhetd feladatok korét. A fejezetek tartalmaznak olyan egyszerti példakat, melyek
szamitogépes tdmogatas nélkiil is konnyen megoldhatdak, de emellett hivatkozasokat Inter-
netrdl letdlthetd szoftverekre is, melyek nagyméretii, valos ipari feladatok kezelését is lehe-
tové teszik. A kiilonb6zé modszerek gyakran alkalmasak nagyon hasonl6 vagy akar azonos
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6 1. BEVEZETES

feladatok megoldasara, erre mindig felhivjuk a figyelmet. Tessziik ezt annak érdekében, hogy
az olvaso kell6 tapasztalatot szerezzen ahhoz, hogy a késdbbiekben a gyakorlatban felme-
rild kérdések nehézségét meg tudja becsiilni, €s a megoldashoz megfelelé eszkozt ki tudja
valasztani.

Bizunk benne, hogy a jegyzet hasznos olvasmany lesz mindazok szadmara, akik palyajuk
bizonyos szakaszaban ipari gyartorendszerek tervezésével vagy miikddtetésével foglalkoz-
nak, legyenek 0k mérnokok, kozgazdaszok vagy informatikusok. Az egyes témakorok tar-
gyalasat igyeksziink mindvégig gyakorlati példakkal szinesiteni és kdzérthetd szinten tartani
barki szamara, aki az alapvetd matematikai fogalmakat és a szovegértés képességét birja.
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2. fejezet

Modellezési alapismeretek

Modellezés esetén két kérdés megkeriilhetetlen: mit modelleziink, és mivel modelleziink.
Gyartorendszerek szamos szegmense modellezhetd tobbféle szempont szerint. A modellezés
eszkoze pedig esetlinkben matematikai modelleket jelent: példaul halmazokat, grafokat.

2.1. Eligazodas modellekben

Ebben a fejezetben attekintést adunk a gyartérendszerekrdl harom szempont szerint. E16szor
ismertetjiik a tipikus rendszerek f6bb komponenseit és azok kapcsolatait (térkép). Ezutan be-
mutatjuk a kapcsoldédé modellek csoportositasat részletességiik szerint. Végiil bemutatjuk
azokat az informatikai rendszereket, melyek a gyartorendszerek tervezésében ¢€s lizemelte-
tésében, segitségiinkre lehetnek.

2.1.1. Térkép

A globalizacidé eredményeként a gazdasagi szerepldk altalaban nem lokélisan, nem sziik kor-
nyezetiikben versenyeznek egymassal, versenyképességiiket az hatarozza meg, hogy milyen
ellatasi lancban szerepelnek. Ami jellegébdl adéddan nem vagy csak erds kompromisszu-
mok aréan szallithato, az helyi versenyt eredményezhet. Ilyenek a gyorsan romlo élelmiszerek
vagy olyan szolgaltatasok, melyek fizikai kapcsolat igényelnek. Jellemzd példai az éttermek,
cukraszdak, szinhazak, turisztikai latvdnyossagok, vagy az egészségiigyi szolgaltatasok. Min-
den olyan termék, mely realisan szallithat6 nagy tavolsagokra értékvesztés nélkiil, az barhol
elkészithetd. Ilyenek példaul a miiszaki és haztartasi cikkek, ruhazati termékek €s a tartos
¢lelmiszerek.

Egy ellatasi lanc tartalmazza a gyartashoz sziikséges erdforrasok beszerzését €s a termé-
kek ¢€letpalyajat a vasarlokig, s6t néha a karbantartasig vagy hulladékhasznositasig is, ha ezen
1épésekben a gyartonak szerepe van. Mindezen 1épések koltsége hatassal van a termék arara,
igy barmelyiken mulhat a versenyképesség. A gyartast éppen ezért szinte értelmetlen Snmaga-
ban vizsgalni. Sokszor a logisztikai rendszer optimalizalasaval tobb megtakaritast lehet elérni,
mint a gyartasi technologia finomhangoléasaval.

Az er6forrasok egyik része az energiaellatas : példaul elektromos energia, gaz, olaj, tavho,
ipari viz. Masik része a nyersanyagok, melyek lehetnek feldolgozatlan vagy kevéssé feldol-
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8 2. MODELLEZESI ALAPISMERETEK

gozott asvanykincsek és mezdgazdasagi termékek. Harmadik a munkaerd, mely biztositasa
nagy létszam esetén szintén komoly logisztikai feladatot jelent.

Mind az energiahordozdkat, mind a nyersanyagokat, mind a munkaer6t, mind a terméke-
ket tipikusan széllitani kell. A szallitas modja az elektromos tavvezetéktdl, a cséhaldzaton at,
a kiilonboz6 vizi, 1égi és szarazfoldi szallitoeszkozokig terjed. A szallitas bizonytalansaga,
iddigénye vagy a nagyobb méretben fajlagosan kedvezdbb koltsége miatt gyakran érdemes
tarolni, tartalékot képezni. Tartalék lehet egy raktar, egy szlinetmentes tapegység, de a ké-
szenléti allomanyban tartott személyzet is.

Ami a nagy tavolsagokat atoleld ellatasi lancok 1étjogosultsagat megalapozza és ezért a
logisztikara a korabbinal nagyobb hangstlyt helyez, az a gyartasi koltségek jelentds eltérése
foldrajzi helyenként. Ez a koltség adodhat a nyersanyagok vagy a termékeket felvevd piac
foldrajzi eloszlasabol, a helyi munkaerd arabol, de a gazdasagi kornyezetbol is. Gazdasagi
kornyezet alatt értjiik példaul a hely1 adorendszert, tdimogatési rendszert és a bevonhaté helyi
alvallalkozok korét is.

Mindezekbdl kitlinik, hogy gyartorendszert nem lehet modellezni a kornyezetének isme-
rete nélkiil. A fenti tényezOk nem csak azért érdekesek, mert tampontot adnak arra nézve, hogy
milyen paramétereket érdemes 0sszegyljteni, hanem leginkdbb azért, hogy elgondolkodjunk
rajta, hogy valoban az Achilles-sarkanal fogtuk-e meg a feladatot.

2.1.2. Lépték

Egy gyartorendszer modelljének felépitéséhez nem csak azzal kell tisztdban lenniink, hogy
egy Osszetett rendszer elemi koziil mely elemeket kivanjuk figyelembe venni, hanem azzal is,
hogy milyen részletességgel. Részletesség alapjan haromféle kategoridba sorolhatjuk a mo-
delleket. A harom kategdridba a makroszkopi-kus, a mezoszkopikus és a mikroszkopikus 1ép-
tékli modellek tartoznak.

A makroszkopikus a legmagasabb absztrakcios szint, itt a legnagyobb a modell altal at-
fogott teriilet, ugyanakkor ez a legkevésbé részletes. Ilyenkor ,,madartdvlatbol” tekintjiik a
gyartorendszert. Az ellatd lanc makroszkopikus modelljének elemei a beszerzési, gyarto, ér-
tékesitd és kozbiilsd logisztikai rendszerek, nem részletezve azok bels¢ folyamatait. A gyar
makroszkopikus modelljének elemei altalaban az egyes iizemek vagy technolodgiai 1€pések,
nem térddve azok belsé felépitésével. A felsorolt modellelemeket fekete doboznak tekintjiik,
csak a be- és kimenetei, kiilso kapcsolatai alapjan irjuk le 6ket mintha nem is tudnank belelatni
a belsejiikbe. A makroszkopikus modellezés a koncepcionalis tervezés eszkoze. A koncepci-
onalis tervezés csak alapvetd kérdésekre keres valaszt, mint hogy mit hol érdemes gyartani,
mely technoldgiaba érdemes beruhazni, €s mekkora a varhatdo megtériilési 1do.

A mikroszkopikus modell a legkisebb absztrakcios szint. Egy mikroszkopikus modell a
gyartorendszernek altaldban csak kis részletét emeli ki, de azt nagyon részletesen irja le. Ilyen
modellek adjak meg példaul egy berendezés miikodését, a benne lejatszodo fizikai, kémi-
ai vagy bioldgiai atalakulasokat. Altaliban 0j technologiak vagy berendezések tervezéséhez
hasznaljuk.

A mezoszkopikus szint 1éptéke a makrd és a mikrd kozé esik. Itt talalhato a technologia
1épések kapcsolatainak részletezése, vagy a koncepcionalis modell bizonyos szempontl ki-
fejtése. Tipikusan mezo modellek irjak le példaul vegyipari rendszerekben a technolégiai fo-

www.tankonyvtar.hu © Bertok Botond, Kovacs Zoltan, PE


www.tankonyvtar.hu

2.1. ELIGAZODAS MODELLEKBEN 9

lyamatok soran keletkezo termékek tisztitasat végzo szétvalasztasi haldzatokat, vagy a hiitési
¢s fitési igényeket biztositd hdcseréld haldzatokat. Ezek a rendszerek nem a termék kozvet-
len eldallitasat végzik, ugyanakkor koltségiik olyan mértéki lehet, mely eldontheti egy gyar
életképességét. Eppen ezért a mezoszkopikus modellezést a részletes koltségszamitasokhoz
hasznaljuk.

2.1.3. Iranytu

A modellek elemzése mellett gyakorlatban legalabb olyan fontosak azok az eszk6zok, me-
lyek a valds folyamatokrol adnak visszajelzéseket. A realis atfogo profit mellett egy ellatasi
lanc életképes miikodéséhez arra is sziikség van, hogy a valtozasokra gyorsan és hatékonyan
tudjon valaszokat adni. Ez pedig szamos informatikai ¢s kommunikacids megoldast igényel.
A valtozas, amire reagalni kell lehet kiils6 koriilmények valtozasa, de belsé folyamatok nem
megfeleldsége is. Hogyan tudjuk ellendrizni, hogy a folyamatok tervszeriien zajlanak-e ?

Az ellendrzéshez kdvetorendszerek sziikségesek. Folyamat kdvetésre alkalmas informaci-
Ot szolgéltathat a gyartasi folyamatban egy mérérendszer, az ellatasi lancban egy atfogo val-
lalatirdnyitasi rendszer, a logisztikaban pedig a mitholdas jarmiikovetés és a logisztikai azono-
sitok alkalmazasa. Egy vegyipari lizemben az dramlasmérdk jelzik a be- és kimend anyagok
mennyiségét. A vallalatiranyitasi rendszerben rogzitett atadas-atvételi dokumentumok igazol-
jak az lizleti folyamat elorehaladasat. A miiholdas kovetdrendszerek segitségével, folyamato-
san ellendrizhetd a jarmiivek helye és haladasi irdnya. A logisztikai azonositok, mint a vonal-
kod vagy a radidfrekvencids azonositd (RFID) akar a termékek és szallitoeszkdzok minden
egyes példanyanak automatikus detektalasat is lehetové teszik a folyamat kritikus pontjain. A
pillanatnyi torténések ismerete azonban csak akkor hasznos, ha tudjuk, hogy minek kellene
torténnie, €s a terv és a tény automatikusan is 6sszehasonlithatd. Az 6sszehasonlithatésagnak
feltétele, hogy a tervek is olyan részletességgel alljanak eld, mint a mért adatok. Ehhez pedig
szamitogéppel célszerli tervezni, a tervek idébeli lezajlasat pedig szimulacidval leszamlalni.

Ha a folyamatok tervezését modszeresen végezziik, akkor lépten-nyomon nagyszamu
megvalositasi alternativa tarul elénk, melyek koziil ki kell valasztanunk azt az egyet, amit
a gyakorlatban realizdlunk. Ha ekdzben mddszeresen toreksziink arra, hogy az alternativak
koziil a lehetd legjobbat valasszuk, akkor optimalizalasrol beszéliink. Ebben a jegyzetben
szamos példat latunk majd erre. Rédadasul olyan eszkdzoket mutatunk be, melyek helyes fel-
adatmegfogalmazas mellett garantaltan meg is talaljak a legjobb megoldést. A szimulacid
JO esetben mar nem igényel tovabbi dontéseket, azon feliil, melyek a tervezéskor megszii-
lettek. Ugyanakkor, éppen a bizonytalansagok feloldasa miatt, tobb informécioval dolgozva,
sokkal pontosabb szamitasokat tud végrehajtani. Ezen szamitasok egy része a tervezoi don-
tésekhez felesleges is lenne, ugyanakkor a tervek megvalositdséhoz mar jol hasznosithato.
Példaul egy logisztikai terv 6sszeallitasakor csak az érdekel minket, hogy egy adott tevékeny-
ség elvégzéséhez van-e elég kapacitas. A megvalositashoz ugyanakkor a feladatokat konkrét
szereplokhoz kell rendelni. Szerencsére ezen hozzarendelések is nagyrészt automatikusan el-
végezhetdek, még ha egyéni szempontok szerint a felelds dontéshoz6 modosit is rajtuk. Ha a
modositas szintén bekeriil az informatikai rendszerbe, akkor folyamat automatikusan kovet-
hetd ¢és feliigyelhetd lesz. Feliigyeleti rendszernek hivjuk azt a komponenst, mely a szimulacid
¢s a kovetés eredményeit dsszeveti €s a kritikus eltéréseket kivalogatja.
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Egy informatikaval megfelelden tamogatott ellatasi lancban a dontéshozoknak csak a ter-
vek jovahagyasaval, egyedi igények szerinti modositasaval és a kritikus kivételek kezelésével
kell foglalkozniuk. Egy rosszul timogatott rendszerben pedig azzal, hogy a megfelelé mun-
katarsakat alkalmazza, akik képesek a folyamatos kommunikaciora, a nagyszamu esemény
fejben kovetésre €s ellendrzésre, valamint a bekdvetkezd hibakat gyorsan jelzik ahelyett hogy
elfednék.

A jegyzetben bemutatdsara keriil6 modellek nem csak a tervezésben és optimalizalasban,
de a szimulaci6 soran is megjelenhetnek. fgy nem csak elméleti vizsgalatokra alkalmasak,
hanem a mindennapi feladatok hasznos segitdi is lehetnek.

2.2. Formalis modellezés alapjai

Gyakorlati feladatok szamitogépes elemzéshez formalis leirasok sziikségesek. A modszerek
helyességének bizonyitdsdhoz pedig matematikai alapok. A kovetkezdkben a gyartorendsze-
rek formalis modelljeinek legegyszertibb épitokoveit, a halmazokat, fliggvényeket és a grafo-
kat tekintjiik at.

2.2.1. Halmazok

Egy halmaz alatt valamilyen objektumok 6sszességét, sokasagat értjiik. Pl. az a, b, ¢, d betlik
Osszessége egy halmaz, amelyet L betlivel jelolve a kovetkezOképpen adhatunk meg: L =
={a, b, c, d}. A halmazt alkot6 objektumokat elemeknek vagy tagoknak nevezziik. A b beti
példaul az L halmaz egy eleme, amelynek jelolése b € L. Néha egyszertien csak annyit mon-
dunk, hogy b L-ben van, vagy azt, hogy L tartalmazza b-t. A z betii ellenben nem eleme az L
halmaznak, amelynek jelolése z & L.

Egy halmazban minden elem csak egyszer van felsorolva, igy a {piros, fekete, piros} hal-
maz megegyezik a {piros, fekete} halmazzal. Az elemek sorrendje sem lényeges, igy {3,1,9},
{9,3,1} és{1,3,9} ugyanazt a halmazt jelenti. Osszegezve : két halmaz egyenlé akkor és csak
akkor, ha azonosak az elemeik.

Egy halmaz elemei kozott semmilyen Osszefiiggésnek nem kell fennéllnia (azon kiviil,
hogy ugyanannak a halmaznak az elemei), példaul a {3, piros, {fekete, d}} egy haromelemii
halmaz, amelynek egy eleme 6nmagaban is egy halmaz. Eléfordulhat, hogy egy halmaznak
csak egyetlen eleme van; ebben az esetben szingletonrol beszEliink. Példaul {1} egy halmaz,
amelynek az egyetlen eleme 1, ezért {1} nem azonos 1-el. Azt a halmazt, amelynek nincs
eleme, iires halmaznak hivjuk. Jelolése: ). Természetesen egyetlen iires halmaz van, minden
mas halmazra azt mondjuk, hogy nemiires.

Egy 4 halmaz elemeinek szamat a szamossaganak nevezziik és |A4|-val jeloljiik. Példaul:
|4l =0, |{3,1,9}| =3 és |{piros, fekete}| = 2.

Mindezidaig a halmazokat igy adtuk meg, hogy elemeiket egymastol vesszovel elvalaszt-
va, kapcsos zargjelek kozott soroltuk fel. Ez a modszer végtelen halmazok megadasara nem
alkalmas. A természetes szamok halmaza, N, példaul egy végtelen halmaz , amelynek elemeit
megprobalhatjuk megadni N = {1,2,3, ...} modon, a harom pont helyére intuitivan végtelen
sok elemet odaképzelve. Amely halmaz nem végtelen, az véges.
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Lehet6ség van halmazok megadéasara mas halmazok, illetve elemeik tulajdonsagainak se-
gitségével is. Igy példaul ha 7= {1,3,9} és G = {3,9)}, akkor G megadhat6 tgy, mint / ketténél
nagyobb elemeinek halmaza. Ezt az alabbi mddon irhatjuk:

G = {x : x € I és x nagyobb mint 2}. (2.1

Altalanossagban, ha az 4 halmazt definialtuk és P egy tulajdonsag, amely 4 elemeire teljesiil
vagy nem teljesiil, akkor egy 0j halmazt a kovetkezéképpen adhatunk meg:

B ={x:x €A és x-re teljesiil a P tulajdonsag}. (2.2)
Pé¢ldéul a paratlan természetes szamok halmaza a kovetkezoképpen adhaté meg:
O = {x: x € N és x nem oszthat6 2-vel}. (2.3)

Azt mondjuk, hogy az 4 halmaz részhalmaza a B halmaznak, ha 4 minden eleme B-nek is
eleme. Jelolése: A C B. igy O €N, mivel minden pératlan természetes szam egyben természe-
tes szam is. Minden halmaz egyben 6nmaga részhalmaza is. Ha 4 részhalmaza B-nek, de 4
nem egyenld B-vel, akkor azt mondjuk, hogy 4 valédi részhalmaza B-nek, és ezt a kovetke-
zOképpen jeloljiik : 4 C B. Az iires halmaz minden halmaznak részhalmaza, azaz tetszOleges B
halmazra () C B, mivel ) minden eleme B-nek is eleme. Annak bizonyitasara, hogy két halmaz
A és B egyenld, egy lehetséges modszer, ha belatjuk, hogy 4 € B és B C A. Mivel 4 minden
elemét tartalmaznia kell B-nek ¢és forditva is, nem nehéz belatni, hogy 4 = B.

A mar meglévd halmazainkbol kiillonb6z6 halmazmiiveletek segitségével tijabb halmazo-
kat hozhatunk 1étre. Ilyen halmazmiivelet az unié is. Két halmaz unidjaként kapott halmaz
elemei azok az elemek lesznek, amelyek legalabb az egyik, vagy mindkét halmaznak elemei
voltak. Az uniot az U szimbolummal jel6ljik.

AUB = {x:x € 4 vagy x € B}. (2.4)

Példaul:
{1,3,9}U{3,5,7}={1,3,5,7,9}. (2.5)

Két halmaz metszete alatt a két halmaz k6z0s elemeinek 0sszességét értjiik, azaz

ANB={x:xe€ Aésx e B}. (2.6)
Példaul:
{1,3,9}N{3,5,7} = {3}, 2.7
és
{1,3,9}N{a, b, c, d} = 0. (2.8)

Végil két halmaz, 4 és B kiilonbségén azoknak az elemeknek a halmazat értjiik, amelyek
A-nak elemei, de B-nek nem. Jelolése: 4\ B.

A\B={x:x€ Aésx ¢B}. (2.9)

Példaul:
{1,3,9}\ {3,5,7} ={1,9}. (2.10)
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A halmazmiveletek bizonyos tulajdonsagai egyértelmiien kovetkeznek a definicioikbol.
Példaul ha 4, B és C halmazok, akkor a kovetkezd allitasok teljesiilnek:
Idempotencia:

AUA=A4 (2.11)
Kommutativitas:
AUB=BUA (2.12)
ANB=BNA (2.13)
Asszociativitas:
(AUB)UC=A4AU(BUCQO) (2.14)
ANB)yNC=A4ANBNCO) (2.15)
Disztributivitas:
(AUB)NC=(ANC)U(BNC) (2.16)
ANB)UC=AUC)N(BUC) (2.17)
Abszorpcio:
(AUB)NA =4 (2.18)
ANB)UA=A4 (2.19)
de Morgan azonossagok:
A\ (BUC)=(A\B)NA\O) (2.20)
A\ (BNC)=A\B)UMUA\O) (2.21)

Két halmaz diszjunkt, ha nincs k6zos elemiik, azaz a metszetiik {ires.

A metszet és unio kettonél tobb halmazra is definialhato. Jelolje S tetszéleges halmazok
osszességét. Ekkor | S jeldli azt a halmazt, amelynek elemeit ugy kapjuk, ha az 6sszes S-beli
halmaz elemeit uniozzuk. Példaul ha S={{a, b}, {b, ¢}, {c, d}} akkor | J S={a, b, c, d}, illetve
ha S = {{n} : n € N}, azaz § az olyan egyelemii halmazok halmaza, amely halmazok elemei a
természetes szamok, akkor  J S = N. Altalinossagban

U S={x:x e P tetsz6leges P € S halmazra }. (2.22)

Hasonloképpen
ﬂ S={x:x € Pminden P € S halmazra }. (2.23)

Egy A halmaz 6sszes részhalmazainak halmazat az 4 halmaz hatvanyhalmazéanak nevez-
ziik. Jelolése: g (4) vagy 24, Példaul a {c, d} halmaz részhalmazai {c, d}, {c}, {d} illetve @,

18y
o (e, d) =2 = (@, {c}, {d}, {c, d}}. (2.24)

Egy nemiires 4 halmaz particionalasa alatt 24 egy olyan [T részhalmazat értjiik, amely-
nek ) nem eleme és 4 minden eleme I1-nek pontosan egy halmaziban van benne. Tehat I1
A-nak egy particiondldsa, ha IT 4 részhalmazainak olyan halmaza, amelyre a kovetkezok tel-
jesiilnek :
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1. IT Osszes eleme nemires
2. TT elemei paronként diszjunktak
3. Un=4

Példaul az {a, b, c, d} halmaznak az {{a, b}, {c}, {d}} egy partici0ja, de a {{b, c}, {c, d}} nem.
A paros és paratlan szamok halmaza egy megfelel6 particiondlésa a természetes szamok hal-
mazanak.

2.2.2. Relaciok és fiiggvények

A matematika az objektumokkal kapcsolatos allitdsok mellett az objektumok k6zotti relaciok-
kal foglalkozik. Példaul a ,,kisebb mint” egy relacié bizonyos tipusu objektumok, nevezetesen
a szdmok kozott, amely 4 és 7 esetén teljestil, de 4 és 2 esetén mar nem. Hogyan tudjuk ki-
fejezni az objektumok kozotti relaciokat a jelenleg rendelkezésiinkre 4116 matematikai eszko-
zokkel, azaz halmazokkal ? Egyszerlien magat a relaciot is egy halmaznak tekintjiik. Példaul
a ,,kisebb mint” relaci6 olyan parok halmaza, ahol a parok elsé szdma kisebb, mint a masodik.

Relaciokhoz tartozo parok esetén elengedhetetleniil sziikséges, hogy a par két tagjat meg-
feleléen meg tudjuk kiilonboztetni. Ezeket a parokat halmazként nem irhatjuk fel, hiszen a
{4,7} halmaz példaul megegyezik a {7,4} halmazzal. A probléma kezelésére bevezetjiik a ren-
dezett par fogalmat.

Legyen a ¢s b két objektum. Az a és b objektumokbdl képzett rendezett part (a, b)-vel
jeloljiik ; ekkor a-t és b-t az (a, b) rendezett par komponenseinek hivjuk. Az (a, b) rende-
zett par nem egyenlo az {a, b} halmazzal. Rendezett par esetén fontos a sorrend, (a, b) nem
ugyanaz, mint (b, a), ezzel szemben {a, b}={b, a}. Egy rendezett par két komponensének nem
kell eltérének lennie; a (7,7) egy teljesen megfeleld rendezett par. Két rendezett par (a, b) és
(c, d) csak akkor egyenld, haa=cés b=d.

Az A és B halmazok Descartes-szorzata az 6sszes olyan (a, b) rendezett par halmaza,
ahola € A és b € B. Jelolése: A x B. Példaul:

{1,3,9} x{b,c,d}={(1,b), (1,0), (1,d), 3,b), 3,¢), 3,d), (9,D), (9,¢), (9,d)} (2.25)

Egy A4 és B halmazokon értelmezett binaris relaciéo az 4 x B halmaz egy részhalmaza.
Példaul{(1, b), (1, ¢), (3,d), (9,d)} egy binaris relacid az {1,3,9} és {b, ¢, d} halmazok ko-
z06tt. A ,.kisebb mint” relacid nem mas, mint az N x N halmaz egy részhalmaza, {(i,j) :i,j €N
és i <j}. A két halmaz, mely kozott bindris relacio all fenn, gyakran identikus.

Vegyiik az altalanos esetet, legyen n egy tetszoleges természetes szam. Haay, az, ..., a, n
darab egymadstol nem sziikségszerlien kiilonb6zd objektum, akkor (ay, az, .. ., a,) egy rende-
zett n-es és barmely i=1, ..., n-re q; az (ay, az, ..., a,) i. komponense. A rendezett kettesek
megegyeznek a fent bevezetett rendezett parokkal. Ha 41, 47, ..., 4, tetszéleges halmazok,
akkor az n-szeres Descartes-szorzat 4| x ... x A4, az 6sszes (ay, aa, ..., a,) rendezett n-es
halmaza, ahol minden i =1, ..., n-re a; € A;. Ha minden 4; halmaz ugyanazt az 4 halmazt
jeloli, akkor az A x ... x A szorzat helyett hasznalhatjuk az 4" alakot is. Példaul N? a ter-
mészetes szamokbol képzett rendezett parok halmaza. Egy n-szeres relacio az A1, Az, . . ., Ay
halmazok kdzott az A x Ay X ... X A, halmaz egy részhalmaza.
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Alapvet6 matematikai fogalom a fiiggvény is. Ha intuitivan szeretnénk meghatarozni, ak-
kor a fiiggvény nem mads, mint bizonyos tipust objektumok mindegyikének egy valamilyen
mas tipusu egyedi objektummal valo tarsitasa, példaul személyeket az ¢életkorukkal, kutyakat
a tulajdonosukkal, stb. A binaris relacio fogalmat felhasznélva az intuitiv meghatarozas mel-
lett egy konkrét definiciot is megadhatunk. Egy 4 halmazbol B halmazba képezd fiiggvény
egy olyan R binaris relacid 4 és B kozott, amely teljesiti a kovetkezo specialis tulajdonsagot:
minden a € 4-hoz pontosan egy olyan rendezett par tartozik R-ben, amelynek els6 komponen-
se a. Példaként legyen C a Magyarorszag varosainak a halmaza S pedig a megyék halmaza és
legyen

Ry ={(x,y) :x € C,y € §ésx egy varos y megyében}, (2.26)

Ry ={(x,y):x €S,y e Césyegy varos x megyében}. (2.27)

Ekkor R fliggvény, hiszen minden varos csak egy megyéhez tartozik, R, azonban nem, mivel
egy megy¢hez tobb varos is tartozik.

A fiiggvényeket altalaban betlikkel, azok koziil is gyakran f,g vagy h-val jeldljik. f:4— B
azt jeloli, hogy fegy fliggvény A és B kozott. Az A halmazt az f fliggvény értelmezési tar-
tomanyanak (domain) nevezziik. Ha a egy tetszdleges eleme A-nak, akkor f{a)-val jeldljiik
azt a B-beli b elemet, amelyre (a, b) € f; mivel f egy fliggvény, pontosan egy olyan b € B
lesz, amelyre ez teljesiil, igy f(a) egy egyedi objektumot jelol. Az f(a) objektumot a f alatti
képének (image) hivjuk. Egy f: 4 — B fliggvény megadasahoz elegend6 minden a € 4-hoz a
hozzatartozo f(a) értéket megadni; igy a példaban szerepld R; fliggvény megadasahoz elegen-
ddé megadni minden varoshoz, hogy melyik megyében taldlhatd. Az f fliggvény értelmezési
tartomanyanak képét f értékkészletének (range) nevezziik.

Ha a fiiggvény értelmezési tartomanya egy Descartes-szorzat, akkor nem szoktunk minden
zardjelet kitenni. Példaul ha az f: N x N — N fiiggvényt ugy definidljuk, hogy az (m, n)
rendezett par képef alatt m és n 6sszege, akkor a jelolés egyszeriisitése érdekében egyszeriien
f(m, n) = m+n-t irunk f((m, n)) = m+n helyett.

Haf:A; x Ay x...x A, — B egy figgvény és f(ai, ..., a,) = b ahol a; € A4; minden
i=1,...,nre és b € B, akkor ay, ..., a, -et a fliggvény argumentumainak, b-t pedig az
argumentumokhoz tartozé értéknek nevezziik. Igy f megadhat6 az argumentumaihoz tartozoé
értékek meghatarozasaval is.

Az f: A — B fiiggvényt injekcidénak, vagy kolcsonosen egyértelmii leképezésnek ne-
vezziik, ha barmely két kiilonb6z6 a, a’ € A elemre f(a) f(d'). Példaul legyen C Magyarorszag
varosainak halmaza, S a megyék halmaza, g:5— C pedig legyen a kovetkezoképpen megadva:

2(s) =s megye sz€khelye minden s € S-re. (2.28)

Ekkor g injekcio, mivel két kiilonb6zé megyének nem lehet ugyanaz a székhelye.

Az f:A— B fliggvény egy sziirjekcio, vagy raképezés B-re, ha B minden eleme valamely
A-beli elem f alatti képe. A g fliggvény nem raképezés, ellenben az R fliggvény igen, mivel
minden megyében van legalabb egy varos.

Az f: A — B leképezést bijekcionak, vagy kolesonosen egyértelmii raképezésnek ne-
vezziik, ha egyidejiileg sziirjekcio és injekcid is. Példaul ha Cy a megyeszékhelyek halmaza,
ag:S— (Cp fliggvényt pedig a (2.28) egyenlet szerint definidljuk, akkor g egy bijekcio S és
Co kozott.
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Az RC A X B binaris relacio inverze a {(b, a): (a, b) € R} binaris relacid, amelynek jelolése :
R™! C 4 x B. Példaul a fent definialt R, relacié az R; relacié inverze. Ebbdl kovetkezik,
hogy egy fiiggvény inverze nem feltétleniil fiiggvény. R inverze sem fliggvény, mivel vannak
megyek, amikben tobb, mint egy varos talalhato, azaz van két olyan egymastol kiilonb6zd
c1, ¢ varos, amelyre Ry (c1) = R (c2). Bijektiv fiiggvénynek mindig van inverze, ami szintén
bijekcio lesz. Tovabba ha f: 4 — B egy bijekcio, akkor /~ 1(f(a)) = a minden a € A-ra, illetve
f1(f(b)) = b minden b € B-re.

2.2.3. Grafok

Ebben a fejezetben, az optimalizalas teriiletén alkalmazott alapvetd matematikai eszkdzoket,
a grafokat mutatjuk be. A grafok akkor nyujtanak segitséget, mikor egy megoldando6 problé-
mat tobb, egymassal valamilyen kapcsolatban all6 objektumként szeretnénk modellezni és a
feladat megoldasahoz ezeket a kapcsolatokat kell figyelembe venni. Ilyen probléma lehet pél-
daul az, hogy egy uthal6zaton mely utvonalon haladva lehet elérni a célhoz a legrovidebb id6
alatt, vagy egy gyarban hogy tudunk minél kevesebb kabel felhasznaldsaval arammal ellatni
minden berendezést. De grafokkal leirhat6 kapcsolat lehet az is, hogy egy munkafolyamatban
melyik tevékenység melyiket koveti.

Legyen 4 egy halmaz, R C A x A pedig egy binaris relacio. Az R relacié egy ugynevezett
iranyitott graffal szemléltethetd. 4 elemeit ilyenkor apré korokkel abrazoljuk, amiket az
iranyitott graf esficsainak hivunk. Az irdnyitott graf egy a csucsabol nyil mutat egy b csucsaba
akkor és csak akkor, ha (a, b) € R. Ezeket a nyilakat az iranyitott graf éleinek nevezziik.

Az RC A x A relacidt szimmetrikusnak mondjuk, ha minden (a, b) €R esetén (b, a)eR. Ez
azt jelenti, hogy a relaciohoz tartozo iranyitott grafban ha van egy nyil két cstcs kozott, akkor
a két cstics kozott van az ellenkezd iranyba mutato €l is. Az ilyen relacidkat abrazolhatjuk
iranyitatlan graffal is. Ilyenkor a csucsokat nem oda-vissza mutat6 nyilak, hanem egyszeri
vonalak kotik Gssze.

A relaciok abrazolasan kiviil a grafok sok gyakorlati feladat modellezésében is alapvetd
szerepet jatszanak. A halozati feladatok (Gthalozat, kommunikaciés halozat, stb.) modelle-
zéséhez a graf, mint eszkdz, természetes valasztasnak tlinik, de rengeteg egyéb gyakorlati
feladat (szintézis, litemezés, stb.) is hatékonyan kezelhet6 vele.

A grafelmélet hatalmas témateriilet, kiilonb6zo agairdl konyveket irnnak, ezért atfogo tar-
gyalasat a jegyzet meg sem kiséreli. A téma irant mélyebben érdekl6do Olvasonak az alabbi
konyvet ajanljuk: [11]. A tovabbiakban azokat a fontos jeloléseket és alapfogalmakat vezetjiik
be, amelyek a jegyzet tovabbi részéhez, és az ott talalhato gyakorlati alkalmazasok megérté-
séhez sziikségesek.

A jegyzetben megkiilonboztetjiik az iranyitott ¢és iranyitatlan grafokat. Egy iranyitott
grafot, vagy mas néven digrafokat egy G = (V, A) parral adjuk meg, ahol V" a csucsok hal-
maza (vertices, nodes), 4 C V' x V pedig az élek halmaza (arcs). Ebben az esetben tehat az
¢leket rendezett parok reprezentaljak, hiszen egy €len beliil megkiilonboztetjiik a kezdd ¢€s a
cél csticsot.

Egy iranyitatlan grafokat pedig a G=(V, E) parral adjuk meg, ahol EC{e; TV és 1 <|¢;| <
<2), azaz az éleket (edges) legfeljebb két elemii halmazok definidljak, melyek a kezdd és cél
csucsot tartalmazzak, mivel egy él végpontjait egyenrangunak tekintjiik. Abban az esetben,
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16 2. MODELLEZESI ALAPISMERETEK

ha nem fontos, hogy egy graf iranyitott, vagy iranyitatlan, a jegyzet hatralevo részében a G =
= (V, E) jelolést hasznaljuk.

Nt/

2.1. dbra. Ot csucsot tartalmazé teljes iranyitatlan (Ks) graf

Olyan ¢leket, amelyek kezd6 és vég csuicsa ugyanazon csucs, hurokélnek hivjuk. A hu-
rokél formalis jelolése iranyitott grafban egy olyan par, melynek mindkét komponense azonos
(példaul (v;, v;)), iranyitatlan grafban pedig a csticsot tartalmazo egyelemii halamaz (példa-
ul {v;}). Azt mondjuk, hogy egy v; cstcs szomszédja egy v; csucs akkor €s csak akkor, ha
iranyitatlan esetben létezik {v;, v;} € E vagy iranyitott esetben (v;, v;) € 4 €l

Egy G = (V, E) graf részgrafja az a H = (W, F) graf, ahol W C V, F C E, gy, hogy ha

{i,j} € F, akkor i,j € W.
OO,

& ¢ @© 0

2.2. abra. Paros graf

A nevezetes grafok kozé tartozik a teljes graf, ahol E=V?, azaz minden cstics szomszédja
minden masik csucsnak. Az n csucsu teljes grafot K,,-nel jeldljiikk. A 2.1 abran egy Ks graf
lathato.

A nevezetes grafok masik fontos csoportjat alkotjak a paros grafok. Ezek olyan (V, E)
grafok, ahol a csucsok halmazat két particiora oszthatjuk (V=4AUB, ANB={) tigy, hogy minden
¢l egyik végpontja az egyik, a masik végpontja a masik particioban van (barmely {e;, e¢;} € E
esetén e; €4 és e; € B). Példaul, a 2.2 4bra egy olyan paros grafot tartalmaz, melyben a csticsok
az 1,2,3¢s 4,5, 6, 7 particiokra bonthato.

Sok gyakorlati feladat esetén nem elégséges azt modellezniink, hogy a valésag milyen ob-
jektumai allnak kapcsolatban egymassal, hanem e kapcsolatnak a mindségét is tudnunk kell
formalisan kezelni. Példaul azon kiviil hogy, tudjuk, hogy egyik varosbol el lehet jutni a ma-
sik varosba, fontos lehet, hogy az utazas mennyi id6t vesz igénybe. Ipari gyartorendszerben,
egy csOhaldzatban, alapvetden fontos a csé ateresztd képessége, hossza, vagy kapacitésa. E
modellezési folyamat eszkdze lehet, ha az objektumokat reprezentald graf csucsokat ossze-
kot élekhez sulyokat rendeliink. Ekkor stilyozott grafrol beszéliink. A sulyt egy wg: E— R,
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2.3. abra. Izoldlt csucsot (4-es csucs) tartalmazo iranyitott grdf.

@
0 ()

L v 4

2.4. abra. Iranyitott ut grafban (7—1-5-6)

illetve wy : 4 — R sulyfiiggvénnyel adjuk meg. A graf dbrazolasakor a stlyokat az élekre
irva tiintetjiik fel.

Egy cstcs fokszama az a szam, amennyi élhez csatlakozik az adott cstics. A 0 fokszamu
csuicsokat izolalt csucsnak nevezziik. A 2.3 abran az 1-es cstics fokszdma 3, a 4-es csucs pedig
izolalt csucs.

Két cstics szomszédos, ha él koti 6ket dssze. A szomszédos csucsok és az 6ket 6sszekotd
¢lek valtakozd sorozatat sétanak nevezziik. Azt a sétat, amin beliil a csomopontok nem is-
métlodnek dtnak nevezziik. A 2.4 abran lathatunk példat olyan ttra, ahol a 7-es, 1-es, 5-0s €s
6-0s csucsokat latogatjuk meg. Azt a sétat, amely elsd és utolsé csomopontjat kivéve minden
csomopont kiilonbozo, kornek nevezziik, ilyen a 2.5 abran az 1-es, 3-as, 7-es csomopontok €s
koztiil levo élek sorozata.

Egy grafra azt mondjuk, hogy osszefiiggd, ha barmely csomopontjabol eljuthatunk egy
ut mentén barmely mésik csomdpontjaba. Egy grafot kormentesnek hivjuk, ha nincs olyan

2.5. abra. Iranyitott kér a grafban: (7 —1-3)
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2.6. dbra. Fa graf

részgrafja, mely kor. Az osszefliggd kormentes grafokat fanak nevezziik. Ilyen példaul a 2.6
abran lathat6 graf.

2.3. Feladatok

2.1. Feladat Igazak-e az alabbi allitasok ?
(a) B0

(b) e

(c) ¥ €@}

(d) ¥ C {0}

() {a.b} € {a.b,c. {a,b}}

(0 {a.b} S {a.b. {a, b}}

(g) {a, b} C 2l@blab)]

(h) {{a, b}} € 21*P-{a.P]

@ {a, b, {a, b}}\{a, b} ={a, b}

2.2. Feladat Mi lesz az alabbi miiveletek eredménye?
(@) ({1,3,5}U{3,1})N{3,5,7} =?

(b) U3} {35}, MI{5.73, {7,931} =2

(c) (AL.2,51\{5,7,9D U({5,7.95\{1,2,5}) =7

(d) 2789\ 217:9) =9

(e) 2/ =7
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3. fejezet

Graf algoritmusok

A grafok sok, gyakorlatban felmeriild feladat esetén kézenfekvd modellezd eszkozok. Az
alabbiakban néhany nevezetes feladatot €s a feladatok algoritmust ismertetiink, mely sok gyar-
torendszerekhez kapcsolodo gyakorlati feladat megoldasara alkalmas.

3.1. Minimalis feszit6fa meghatarozasa

A G = (V, E) graf minimalis feszit6faja olyan részgrafja, amely fa,tartalmaz minden v € V'
csomoépontot, tovabba a fa €leinek 0sszstlya minimalis. Minimalis feszitéfa meghataroza-
sa optimalis megoldast adhat olyan tervezési feladatra, ahol koltségoptimalis halozatot kell
tervezniink, melyben barmely két objektum kozott kell utnak lennie és a halozat koltsége
az Osszekottetések fix koltségének Osszegébdl adodik. Ekkor a kiindulasi graf az sszes le-
hetséges Osszekottetést tartalmazza, az €lek sulya pedig az 6sszekottetés megvaldsitasanak
koltsége.

A minimalis feszitéfa meghatarozasara tobb algoritmus is 1étezik, az alabbiakban a Krus-
kal algoritmust ismertetjiik, és miikodését egy példan mutatjuk be. Tekintsiik a 3.1 abran sze-
repld grafot.

Az algoritmus a 3.3 abran lathaté. Lényege, hogy a meghatarozandé feszit6faba sorra
megprobaljuk besziurni a még nem vizsgalt legrovidebb €lt. Amennyiben az ¢l beszirasaval
az épiild grafban kor alakulna ki, az élt nem szurjuk be. Eléfordulhat, hogy az épiil6 fa egy
ideig tobb kiilonbozé komponensbdl all, amelyek késébb kapcsolodnak 6ssze a megfeleld elek
hozz4adasa utan. Kor akkor alakulhat ki, ha egy ¢l egy meglevé komponenshez tartozé két

3.1. abra. A lehetséges kapcsolatokat és azok kéltséget leird graf
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3.2. abra. Minden csucs kiilonbozo particioban

csucsot kot dssze. Ezért €1t csak kiilonbdzo komponensbe tartozé csucsok kozé szarhatunk be.
Ennek egyszerti vizsgélatahoz ,,szinezziik” meg az 6sszes csomopontot kiilonb6zo szinekkel.
A szinezést jelolhetjiik kiilonb6z6 szamozassal is, ahogy azt a 3.2 abra mutatja.

bemenet: G(V, E, w) stlyozott iranyitatlan graf
kimenet: G*(V, E*, w) a bemeneti graf minimalis sulyt feszit6faja

i=1
ciklus minden v € V-re
Szinek[v] :=i;
i=i+1;
ciklus vége
Elek := az E elemeit suly szerint ndvekv® sorrendben tartalmazo vektor;
E* =0,
i=1;
ciklus amigi < |E| és |E*| < |V]—1
{vi, vi} :=Elek[i];
ha Szinek[v;] Szinek[v;] akkor
E* =F*U {{V,’, Vj}} 5
ciklus minden v € V-re
ha Szinek[v] =Szinek[v;] akkor
Szinek[v] :=Szinek[v;];
elagazas vége
ciklus vége
elagazas vége
i=i+1;
ciklus vége
ha |E*| = |V] —1 akkor
kiir (V, E*, w);
kiillonben
kiir ,,A megadott grafnak nincs feszitéfaja.”;
elagazas vége

3.3. abra. Kruskal algoritmusa
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3.5. abra. A masodik iteracio utan

A csucsoknal két szamot latunk. Az elsé a cstics sorszama, a masodik pedig, hogy hanyas
particioba tartozik. Kezdetben minden cstcs kiilon particioban van. Az algoritmus eléreha-
ladésaval a particidk szdma csokken. Egy ¢l beszurasa utan az él egyik végpontjaba tartozé
juk”. Az algoritmus sikeres futdsanak eredményeként minden csomépont azonos particioban
lesz. Ennek egyetlen akadalya az lehet, ha az indul6 graf nem 6sszefliggd. Ekkor nincs benne
feszitofa.

3.6. abra. A harmadik iterdcio utan. Lathato hogy a feszitdfa tobb komponensbdl fog sszedllni

Fontos kérdés, hogy meddig fusson az algoritmus ? Tudjuk, hogy minden faban |E|=|V]|—
— 1, tehat az algoritmust addig kell futtatni, amig a beszurt élek szdma el nem éri a | V] — 1-et.
Megjegyezziik, hogy 6nmagéban az a tény, hogy egy grafban |E| = |V] — 1, még nem jelenti
azt, hogy a graf fa. Ehhez sziikséges az is, hogy a graf 0sszefiiggd legyen, vagy ne legyen
benne kor. Az €l beszurasanak ismertetett szabalya miatt biztos, hogy nem alakul ki kor a
meghatarozott részgrafban, ezért a kapott graf biztosan fa lesz. Tovabba, a fa élsulyainak
Osszege minimalis, ennek bizonyitdsatdl most eltekintiink, de az érdekl6éd6k megtalalhatjak
példaul ([21])-ben.

Lassuk az algoritmus miikodését egy példan. Hatarozzuk meg a 3.2 abran lathato graftban
a minimalis feszitofat. A faba vélasztott ¢leket a tovabbi dbrakon vastag vonallal jeldljik. Az

© Bertok Botond, Kovacs Zoltan, PE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

22 3. GRAF ALGORITMUSOK

3.7. abra. A negyedik iteracio utin

¢leket suly szerint rendezziik novekvé sorrendbe, majd a legkisebb sulyu élt bevalasztjuk a
feszitdfaba. Valasszuk kezdetben a {2, 3} élt, majd a 3-as csucs szinét irjuk at arra, ami a 2-es
csucs szine, ezzel jelezziik, hogy a 2-es €s 3-as csucsok egy particioba tartoznak (3.4 abra).

A kovetkez6 legrovidebb €l az {5, 6}. Mivel az 5-0s €s 6-0s csucsok szinei kiilonbozdek,
biztos, hogy ha beszurjuk ezt az €lt, akkor nem keletkezik kor, tehat az élt bevalasztjuk, majd
a két csucsot tartalmazo particiokat dsszeolvasztjuk (3.5 ébra).

A kovetkez0 legrovidebb élsuly a 2, valasszuk most az {1,2} élt. Ekkor az el6szor 1étre-
hozott particio 0j éllel boviil, majd a particié minden elemét az 1-es csucs szinére szinezziik
(3.6 abra).

A kovetkezo 2 stlyu élt is beszurhatjuk, hiszen a 3-as és 5-0s csiics mas komponens-
hez tartozik. Ekkor a két meglevd partici6 egybeolvad, minden ide tartozod cstcs szine 1 lesz
(3.7 ébra).

3.8. abra. Az otodik iterdcio utan megkapjuk a minimalis feszitofat

A kovetkez6 élsuly a 3, vizsgéljuk meg eldszor az {1, 3} élt. Itt az 1-es és 3-as cstlics szine
1, tehat azonos particiohoz tartoznak, ezért van mar Gt az 1-es csucsbol a 3-asba, a két csucs
kozé tjabb €1t behuzva kort hozunk 1étre, tehat ezt az €lt elvetjiik. Ugyanez igaz a {2, 5} élre
is, viszont a {4, 5} élt behuzhatjuk (3.8 abra). Az ¢élek szama ekkor 5, ami egyel kisebb, mint
a csomopontok szama, tehat az algoritmus sikeresen felépitette a minimalis feszitéfat.

Megjegyezziik, hogy a korok kialakuldsanak vizsgalatara tobb modszer is 1étezik, az ér-
deklddd olvasoknak ajanljuk a diszjunkt halmazok modellezésére valo adatszerkezeteket és
algoritmusokat ([22]).

3.2. Legrovidebb ut meghatarozasa

Ipari és logisztikai folyamtok tervezésekor és lizemeltetésekor gyakran felmeriilnek olyan
kérdések, hogy ismert kapcsolatrendszerben egy objektum hogyan érhetd el legkonnyebben
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egy masikbol térben vagy idoben. Példaul hogyan juthatunk leghamarabb egyik helyrdl a
masikra, vagy melyik terméket tudjuk legeldszor csomagolni. Ha az objektumok kapcsolatait
grafon modellezziik, és grafban az élek sulya annal kisebb, minél konnyebben elérhetd egyik a
masikbol, akkor ilyen kérdésekre gyakran megadja a valaszt a két objektum kozti legrovidebb
ut meghatarozasa.

bemenet: G(V, 4, w) stlyozott iranyitott graf, s, t € V' csticsok
Kimenet: (V*, A™) a legrovidebb ut s-bél ¢-be

F=0;

Ciklus minden v € V-re
d(v) :=00;
pv) =v;

Ciklus vége

d(s) :=0;

Ciklus amig van v € V'\ F, melyre d(v) < oo
Legyen v* € V'\ F, melyre d(v*) minimalis;
F:=FU{v*};

Ciklus minden (v*, u) € A-ra
Ha d(v*)+w(v*, u) < d(u) akkor
du) =dv*)+w(*, u);
p(u) ==v*;
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Ha d(¢) < oo akkor
vi=t
Ciklus amig v s
Vo= 1*uivy;
A" =47 U{(p(v), v)};
vi=pv);

Ciklus vége

V=1V U{s};

Kiir (V*, 4%);

Kiilonben
Kiir ,,Nincs ut a gratban s-bdl #-be.”;

Elagazas vége

3.9. abra. Dijkstra algoritmusa

Egy adott G=(V, A) gratban egy Ut hossza az utat alkot6 ¢élek sulyainak 6sszege. Stlyozat-
lan graf esetén az ¢élek sulyait 1-nek tekintjiik. Gyakran sziikségilink van két csomdpont kozott
(s-bol #-be) a legrovidebb ut meghatarozasara. Az egyik legismertebb algoritmust Dijkstra
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adta meg, amelyet Dijkstra algoritmusnak neveziink. Az algoritmus a 3.9 abran lathato. Futa-
sanak eredményeként megadja egy adott s csucsbol a legrovidebb utat minden mas csucsba.

3.10. abra. Ebben az iranyitott grafban keressiik a legrovidebb utakat az 1. csomopontbol

Kezdetben minden csticsra megbecsiiljiik, hogy milyen tavolsagban van az s csucstol. Je-
16]jik ezt egyd : V' — R fiiggvénnyel, ahol kezdetben d(s) := 0, és d(v) := oo, Vv € V'\ {s},
azaz az s csucsbol dnmagaba 0 hosszisagu uton juthatunk el, a tobbi cstics tavolsagat pedig
végtelennek tekintjiik mindaddig, mig meg nem gy6zddtiink rola, hogy elérhetd egyaltalan
a kiindulési cstcsbol. Az algoritmus futdsa soran a tavolsagok becsléseit folyamatosan pon-
tositjuk. Az F halmazba gylijtsiik azokat a csomoOpontokat, amelyekre tudjuk, hogy a rajuk
becsiilt tavolsag pontos. Kezdetben ez a halmaz legyen iires. Végiil, hogy a legrovidebb utat
tarolni tudjuk, sziikségiink lesz egy fliggvényre, amely minden csucshoz hozzarendeli a kiin-
dulas csucsbol hozza vezetd legrovidebb uton az 6t megeldzd csucsot: p : V' — V. Kezdetben
minden csucs megeldzdjeként onmagat tiintetjiik fel.

8/8|8|8|8|o/~

NN R WN—T

NN | AW N —

3.11. abra. Az iteraciok elotti allapot

Egy iteracio a kovetkezd 1€pésekbdl 4ll. Kivalasztjuk a v € V'\ F csticsok koziil (tehat ahol
a tavolsag becslések még nem pontosak) azt, amelyre a tadvolsadg becslés minimalis. Ekkor
a v csucsot betessziik az F halmazba, ezzel jelezziik, hogy az s-bdl v-be mend legrévidebb
ut hossza pontosan ismert, mégpedig d(v). Megvizsgaljuk a v cstics minden u szomszédjat,
hogy u-ba v-n keresztiil rovidebb uton juthatunk-e el, mint d(u). Azaz, ha teljesiil, hogy d(v)+
+w(v, u) <d(u), akkor talaltunk egy rovidebb utat u-ba. Ekkor d(u) :=d(v)+w(v, u) lesz, majd
feljegyezziik, hogy u-ba a v csticsbdl jutottunk el: p(u) :=v.

Az iteracidkat addig ismételjiik, amig van olyan ve J'\ F cstics, ahol d(v) <o0o. Amennyiben
az algoritmus lefutasa utan V'\ ' {J, ugy az s csucsbol nem érhetdek el iranyitott Gt mentén a
V'\ F-beli csomdpontok.
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Az iteraciok utan d(f) megadja a legrévidebb Ut hosszat s-bol kiindulva barmely ¢ € F-re.
Tudjuk, hogy v = p(d) az a csomdpont, amelyrdl a legrovidebb tton tovabb kell 1épni a #-re.
A p fiiggvényt felhasznalva #-bdl s felé visszafelé haladva sorra kiolvashatjuk a legrovidebb
utban résztvevo csuicsokat.

Egy példan bemutatjuk az algoritmus miikodését. A 3.10 dbran lathatd grafban keressiik
a legrovidebb utat az 1-es csomopontbol a 6-osba.

A grafon a tovabbiakban a d értékeket is feltiintetjiik (3.11 abra).

Kezdetben csak az 1-es csomoOpontot valaszthatjuk, hiszen d(1) =0, ami ekkor a legkisebb
érték, €és az 1-es csomdpont még nincs benne az F halmazban. Az 1-es csomopont szomszédai
a 2-es €s 3-as, az 1-esbdl mindkettdbe révidebb Gton lehet eljutni mint oo, ezért ezen csucsok d
értékeit frissitjiik, valamint jeloljiik, hogy mindkettébe az 1-esen keresztiil lehet eljutni (3.12
abra). Az 1-es csoméponttal végeztiink, ezért berakjuk az F" halmazba.

A kovetkezd 1épésben az 2-es és 3-as csomopontok koziil valaszthatunk. Mivel a 2-es
csomoéponthoz tartozo d érték a kisebb, ezért ezzel a csomoponttal megyiink tovabb. Az 2-
es szomszédai a 3, 4 és 5. Amennyiben lenne egy 1-be mend ¢l is a 2-esbdl, akkor az 1-es
csomoponton nem valtoztatunk, hiszen egyrészt itt a d értéke pontos, masrészt ha a 2-esrél
visszalépnénk az 1-re, akkor csak feleslegesen novelnénk az Gt hosszat. Az ismertetett algo-
ritmusban nem vizsgaltuk kiilon, hogy csak a I\ F halmazbeli szomszédokat frissitsiik, hiszen
az emlitett jelenség miatt ezeket nem fogja mar frissiteni az algoritmus. A 3-as csomoponthoz
tartozo d érték is kisebb lesz, mivel ha a 2-esr6l megyiink a 3-asra, akkor révidebb ton jutunk
el oda, mintha az 1-esrdl indulnénk. A 4 és 5-6s csomoOpontok d értékei is frissiilnek, valamint
jelezziik, hogy a 3-as, 4-es €s 5-0s csomoOpontba a 2-esbdl juthatunk el (3.13 abra).

d | F|p
1 0 + 1
2 1 - 1
3 3 1
4 ] 4
5 [°e) 5
6 o 6

d | F|p
1 0 + 1
2 1 + 1
3 2 - 2
4 5 2
5 4 2
6 © 6

3.13. abra. A masodik iteracio utan
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d F p
1] o] + 1
2 1 + 1
3 2 + 2
4 5 - 2
5 4 2
6 o0 6

3.14. abra. A harmadik iterdcio utan

d F p
1 0 + 1
2 1 + 1
3 2 + 2
4 5 - 2
5 4 + 2
6 5 - 5

3.15. abra. A negyedik iteracio utan

d F p
1 0 + 1
2 1 + 1
32+ ]2
4 5 + 2
54+ ]2
6 5 - 5

3.16. abra. Az otodik iteracio utan

A kovetkezo valaszthatd csomoOpont a 3-as, mert a becsiilt d itt a legkisebb és ez az érték
egyben pontos is, tehat ez is bekeriil az " halmazba. Most nem tudunk valtoztatni a tobbi
csomoépont d értékén, mivel az 5-6s csomdpontba ugyanakkora uton lehet eljutni 2-bdl mint
3-bol (3.14 abra).

A d értékei szerint az 5-6s csomopont kovetkezik, ennek a szomszédja a 6-0s, aminek a d
¢s p értékét frissithetjiik (3.15 abra). A 4-es csomopont elérése (3.16 abra) nem javit egyetlen
becstilt uthosszon sem. Végiil marad a 6-os csomopont véglegesitése (3.17 4bra).

Mivel mar minden csomdpont benne van az /" halmazban, ezért nem hajtunk végre tijabb
iteraciot. Mivel d(6) oo, ezért talaltunk utvonalat. Az utolsé 1€pésben pedig hatarozzuk meg,
hogy mely csomopontokon at lehet eljutni 1-bdl 6-ba. Mivel p(6) =5, tehat az 1t utolso6 el6tti
allomasa az 5-6s. p(5) =2, tehat ide a 2-esrdl 1épiink. Végiil p(2) =1, tehat a legrévidebb utat
alkot6d csomdpontok az 1-es, 2-es, 5-0s és a 6 -os (3.18).
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3.3. Graf bejarasok

Mérnoki tervezési feladatok soran olyan kérdések is felmeriilnek, ahol nem egy legjobb meg-
oldas megtalalasa a cél, hanem csak eldontendd kérdésekre kell valaszt adnunk. Ilyen kérdés
lehet, hogy bizonyos objektumok kozott van-e kdzvetlen vagy kozvetett kapcsolat. Példaul,
hogy a gyar két iizeme kozott van-e vezetékes Osszekottetés, vagy hogy egy litemezésben
két feladatnak meg kell-e el6znie egymast. Ha az objektumok vagy események kapcsolatait
grafon reprezentaljuk, akkor ilyen kérdésekre adhatnak valaszt a graf bejarasok.

Egy grafon vizsgalhatjuk azt, hogy egy adott csomopontbol 1étezik-e Ut egy masikba, a
graf 0sszefliggd-e. Ennek eldontésére alkalmas a Dijkstra-algoritmus is, de ha nem sziiksé-
ges, hogy a legrovidebb utat talaljuk meg, akkor a szélességi vagy mélységi bejaras is al-
kalmazhato. Bejaras helyett gyakran hasznaljak a keresés szot is. A két algoritmus egy adott
csom6pontbol indul ki. Nyilvantartjuk azokat a csomopontokat, amelyeknek a szomszédait
még nem vizsgaltuk meg, kivalasztunk koziiliikk egyet és megjeloljik ennek a szomszédait.
Ezt addig ismételjiik, amig van olyan csomdpont amit megjeldltiink, de a szomszédait még
nem vizsgaltuk. Ugyelni kell arra, hogy ha léteznek korok a grafban, akkor igy végtelen cik-
lusba keriilhet az algoritmus, hiszen a kdr csomopontjait Gjra és Gjra végigjarjuk. Ezt ugy
lehet kivédeni, hogy csak azokat a szomszédokat jeloljiik meg, amelyeket még nem vizsgal-
tunk. A kovetkezd vizsgalandd csomopont kivalasztasara két f6 modszer létezik, ez alapjan
beszéliink szélességi, illetve mélységi bejarasrol.

A szélességi bejarast ugy képzelhetjiik el, mint mikor egy vérosban elindulunk megke-
resni egy hazszamot gy, hogy a kiindulési csomdpontbol egyre nagyobb sugaru kdrzetben
keresiink, a varost ,,sz€élt€ben” jarjuk be. A mélységi keresés soran pedig elindulunk az egyik
iranyba, majd elmegyiink addig, ameddig lehetséges, ha nem értiik el a célt, akkor folytat-
juk a keresést egy masik iranyba, tehat ekkor kevesebb 1épésbdl joval ,,mélyebbre” jutunk a
varosban. El0szor a szélességi keresést, majd a mélységi keresést ismertetjiik.

3.3.1. Szélességi bejaras

A kezdd csomoépontot belerakjuk egy sor adatszerkezetbe. A sor a kovetkezé mdédon miko-
dik. Minden Uj elemet a végére fiizlink és csak a sor elején 1évd elemet vehetjiik ki beldle.
Szokéas FIFO adatszerkezetnek is mondani, ami az ,,els6nek be, elsdnek ki (first in, first out)
elv roviditése. Miutan az els6 csucspontot beillesztettiik a sorba, kovetkeznek az iteraciok.

NN | B |W[N|—
N WNNI—=O|a
|| ]
NN NN == [T

3.17. abra. A hatodik iteracio utan
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3.18. dbra. A legrévidebb ut 1-bél a 6-ba: (1 —-2—-5—-6)

Minden iteracidban megnézziik, hogy van-e elem a sorban, ha nincs, akkor az algoritmus
megall. Ellenkez6 esetben kivessziik az elsé elemet és ennek a szomszédait egyenként a sor
végére flizziikk. Minden szomszédrdl megjegyezziik, hogy 6k mar egyszer bekeriiltek a sorba.
Ha egy kor miatt késObb az algoritmus visszatérne ezekhez a csomopontokhoz, akkor ezeket
mar nem illessziik be Ujra, igy elkeriiljiik a végtelen ciklust. Masrészt, felesleges ezeket ujra
megvizsgalni, hiszen egyszer mar bebizonyitottuk, hogy ezek a csomdpontok elérhetdek ira-

bemenet: G(V, A) sulyozott irdnyitott graf, s, r € V csticsok
kimenet: Elérhet6-e a ¢ cstics s-bdl iranyitott Giton

Elérhetd :=hamis;
Ciklus minden v € V'\ {s}-re
Vizsgalt[v] :=hamis;
Ciklus vége
Sorba(s);
Vizsgélt[s] :=igaz;
Ciklus amig a sor nem iires é¢s nem Elérhetd

v :=Sorbol;
Ciklus minden (v, u) € 4-ra, amig nem Elérhetd
Ha u =t akkor
Elérhetd = igaz;
Kiilonben
Ha nem Vizsgalt[u] akkor

Sorba(u);
Vizsgalt[u] :=igaz;
Elagazas vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Kiir Elérhet6;

3.19. dbra. Szélességi bejards
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3.20. dbra. Ezt a grdfot jarjuk be az 1-es csomopontbol kiindulva

nyitott Giton a kezdé csomopontbdl. Az algoritmus nem csak akkor érhet véget, ha elfogytak az
elemek a sorbol. Eléfordulhat, hogy az a feladat, hogy el kell donteni, hogy egy v € V' csomo-
pontbdl elérhetd-e iranyitott Gton egy u € I csomodpont, €s haigen, akkor milyen Gtvonalon. Ez
esetben az algoritmus akkor is megéallhat, ha a sorbol kivalasztottunk egy w € V' csomdpontot,
aminek az egyik szomszédja u. Utvonalat hasonlé médon lehet meghatarozni, mint ahogy azt
a Dijkstra-algoritmusnal lathattuk. Az alabbiakban olyan algoritmust mutatjuk be, ahol el kell
donteni, hogy 1étezik-e iranyitott Uit s-bdl # csomdpontba. Az algoritmus pszeudokddja a 3.19
abran lathatjuk.

3.21. abra. Az elsé iteracio utan

Az algoritmus miikodését a 3.20 abran lathaté grafon mutatjuk be. A megvalaszolando
kérdés, hogy 1étezik-e iranyitott it az 1-es csomdpontbol a 12-esbe. Az algoritmus végigko-
vetése soran vastag korvonallal jeldljiik azokat a csomopontokat, amelyeket mar vizsgaltunk,
a graf alatt pedig feltiintetjiik a sor aktudlis tartalmat.

Kezdetben beszurjuk a sorba a kiindul6 csucspontot. Az elsé iteracioban kivessziik a sor-
bol az 1-es csucsot, majd annak szomszédait beillessziik a sorba, valamint ezeket vizsgaltnak
jeloljiik (3.21 éabra).

Ezutan a sor elején a 2-es csomodpont all. Ezt kivessziik, és beillesztjiik szomszédait a 4-est
€s 5-0st (3.22 abra).

A 3-as csom6pont kovetkezik a sorban. Szomszédai a 6-0s és 7-es (3.23 dbra). Jol 1athato,
hogy miért szélességi bejaras az algoritmus neve. El6szor a kiindul6é csomdponthoz legkdze-
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lebb es6 csomopontokat vizsgaljuk, majd fokozatosan tavolodunk tdle. Csak akkor Iépiink az
n+ 1 tdvolsagra 4llé6 csomdpontokra, ha megvizsgaltuk az dsszes n tdvolsagra elhelyezkedot.

A 4-es kivétele utan beszurjuk a 8-ast (3.24 abra). Az 5-6s kovetkezik. Az 5-6s szomszédja
szintén a 8-as, de a 8-ast mar megjeloltiik, ezért mégegyszer nem szurjuk be a sorba, igy a sor
rovidebb lesz (3.25 dbra). A 6-os csomopontot vessziik ki a sorbdl, majd beillesztjiik a 9-est
(3.26 abra). A 7-es kivétele utan szarjuk be a 10-est (3.27 abra).

A 8-as szomszédja a 11-es, ezzel felderitettiink minden 1-es csomopontbdl elérhetd elemet
(3.28 abra), 4m az algoritmus még nem ér véget, még meg kell mutatni, hogy semmilyen aton
nem ¢€rhetiink el a 12-es csomopontba.

A 9-es szomszédja a 3-as, am ha a 3-ast Gjra beszarjuk, akkor végtelen ciklusba kertiliink,
hiszen a sorban el fogunk érni a 3-as csomdponthoz, majd onnan Gjra elériink a 9-eshez. Mivel
tudjuk, hogy a 3-ast mar vizsgaltuk, ezért ezt elkeriilhetjiik ugy, hogy a 3-ast mar nem szurjuk
be jra (3.29 abra).

Mivel sem a 10-esnek, sem a 11-es csomopontnak nincsenek mar jeldletlen szomszédai,
az utolso iteraciokban csak annyi torténik, hogy ezt a két elemet eltavolitjuk a sorbol, ami igy
kitiriil. Ekkor a Vizsgalt tomb értékei alapjan lathatjuk, hogy mely csomopontok érhetdek el
az 1-esbol. A keresett 12-es nincs koztiik, igy az algoritmus kimenete hamis.

3.3.2. Mélységi bejaras

A mélységi bejaras nagyban hasonlit a szélességihez, az eltérés az, hogy nem sort, hanem ver-
met haszndlunk hozza. A verem olyan adatszerkezet, amely végére szurhatjuk az 01j elemeket,
viszont a sorral ellentétben nem az elejérdl szedjiik ki a kdvetkezd elemet, hanem a végérdl.
Ezt LIFO elvnek is szoktak mondani, azaz ,,utolsénak be, elsének ki’ (last in, first out). Ez azt
eredményezi, hogy ha beszarjuk egy csomdpont szomszédait a verembe, akkor a legutoljara
beszurt szomszéddal megyiink tovabb. Ennek eredményeként lesznek a kezd6 csomdponthoz
kozel és tole tavol levé csomopontok is, amelyeket megvizsgalunk. Az algoritmus pszeudo-
kédja a 3.30 abran lathato.

Lassuk, hogy a 3.20 abran lathato grafot hogyan jarja be az algoritmus. Kezdetben itt is az
1-es csomodpontot szurjuk be (3.31). Az elso iteracioban 1-es csticsot kivessziik €s beszurjuk

3.22. abra. A masodik iteracio utan
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(slefrfe] [ | |

3.24. abra. Az negyedik iteracio utan

a 2-est és 3-ast (3.32 4bra). Ezutan a 3-as van a verem tetején, ezért a 3-ast lecseréljiik a szom-
szédaira (3.33). Ezutan a 7-es csomopont kovetkezik (3.34 dbra), majd a 10-es (3.35 é&bra).

Lathatjuk, hogy a mélységi bejaras mindig csak a graf egy bizonyos tartomanyara kon-
central, egy adott irdnyba halad tovabb, ameddig csak lehet. A 10-es utan kovetkezik a 8-as
csomoépont (3.36 abra). Majd elérkeziink a 11-eshez (3.37 abra).

ey

o

O
(2)
(2)

|

(o7 5]

3.25. abra. Az 6todik iteracio utan
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3.27. abra. A hetedik iteracio utan

A 11-esnek nincs tobb szomszédja, tehat innen mar nem tudunk tovabb haladni, a bejart
ut mentén visszalépiink a legkozelebbi olyan csomdpontra, ahonnan megprobalhatunk tovabb
haladni, ez lesz a 6-os csomdpont (3.38 4bra).

A 9-es szomszédja a 3-as, &m hasonldan az el6z6 algoritmushoz, a 3-ast megint melldz-
ziik. Ezek utan csak a 2-es csomoOpont lesz a veremben. Ennek a szomszédait is beillesztjiik
(3.38 ébra).

e
o

(1
()
(2)

|

‘9‘10‘11‘

3.28. dbra. A nyolcadik iterdcio utan
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EXE

3.29. abra. A kilencedik iterdcio utan

bemenet: G(V, A) stlyozott iranyitott graf, s, t € V csucsok
kimenet: Elérhetd-e a ¢ cslics s-bdl irdnyitott Giton

Elérheto :=hamis;;
Ciklus minden v € V'\ {s}-re
Vizsgalt[v] :=hamis;
Ciklus vége
Verembe(s);
Vizsgalt[s] :=igaz;
Ciklus amig a verem nem tires és nem Elérhetd
v :=Verembol ;
Ciklus minden (v, u) € 4-ra, amig nem Elérhetd
Ha u = t akkor
Elérhetd := igaz;
Kiilonben
Ha nem Vizsgalt[u] akkor
Verembe(u);
Vizsgalt[u] :=igaz;
Elagazas vége
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Kiir Elérhetd;

3.30. abra. Mélységi bejaras

Az 5-6snek és a 4-esnek sincs mar olyan szomszédja, amit még nem jeldltiink meg, igy ez
a két elem anélkiil kertil verembdl, hogy tjakat sziirnank be. A verem kiiiriil, igy az algoritmus
megall, az eredmény ugyanaz, mint a szélességi bejarasnal.

Mikor melyik bejarast érdemes alkalmazni? Abban az esetben, ha a graf nem tal ,,mély”,
azaz a kezd6 csomoponttdl a legtavolabbi elem is elég kdzel van, tovabba a graf sok elagazast
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tartalmaz, ugy a mélységi keresés memoriaigénye gyakran nagysagrendekkel kisebb, mint a
sz¢lességi keresésé, hiszen a veremben csak kevés elemet kell tarolni. Ezzel szemben a sok
elagazast tartalmazo grafnal a szélességi bejarasnal a sorban tarolt csomdpontok szdma akar
exponencialisan is ndvekedhet, ami kdnnyen memoria problémakhoz vezethet. Ennek fOleg
nagy kiterjedésii fak bejarasakor van szerepe. A mélységi keresés alkalmazhatatlan lehet ak-
kor, ha a graf mélységét gyakorlatilag végtelen nagysagunak tekinthetjiik. Tovabba, el6for-
dulhat, hogy a mélységi keresés feleslegesen tolt el sok iddt a graf egy olyan tartomanyaban,
ahol nem talalhaté meg a keresett csomopont.

3.4. Maximalis folyam

Rendszerek elemzésekor taldlkozhatunk olyan kérdéssel, amely megvalaszoldsdhoz a rend-
szer egészének képességei egylitt €s egyszerre szamitanak. Egyik legegyszertibb ilyen kérdés
egy uthéldzat vagy cs6halozat ateresztd képessége vagy egy gyar maximalis kihozatala bizo-
nyos termékekbdl. Ilyenkor az induléstol a célig egyszerre tobb tton is eljuthatunk és mind-
ezek kapacitdsa egyszerre szdmit a megoldasban. Ha rendszert grafon modellezziik, akkor a
grafelmélet fogalmaival megfogalmazva egy maximalis folyamot keresiink.

Tekintsiink egy iranyitott G=(V, A) grafot, amely egy szallitd halozatot reprezental. A graf
egyik csomopontja termeldként, egy masik pedig fogyasztoként miikddik. A graf élein ke-
resztiil lehet szallitani anyagokat. Minden €lnek ismerjiik a kapacitasat, vagyis azt, hogy egy
idGegység alatt mennyi egység anyagot lehet szallitani. A kapacitast egy ¢ : 4 — R* fligg-
vénnyel adjuk meg. Azon ¢lekre, amelyek nem részei a grafnak, a kapacitast 0-nak tekintjiik.
A nem termeld és nem fogyasztd csomoOpontokra érvényes az anyagmegmaradasi torvény.
Vagyis, ezekben a csomopontokban nem termelddik és nem fogy anyag, valamint itt nem is
tarolunk semmit. Egy folyam f: 4 — R fiiggvény minden ¢élre megadja, hogy az adott élen
mennyi anyagot szallitunk éppen. Ennek az értéke nem haladhatja meg az ¢élre eldirt kapaci-
taskorlatot, tehat f(a) < c(a) minden a € A-ra. Fontos, hogy érvényesiilnie kell a ferde szim-
metria szabalynak, miszerint f(v, u) = —f(u, v), azaz ha u-bol v-be adott a folyam értéke, akkor
visszafelé a folyam értéke ennek ellentettje. Ha n egységnyi anyagot szallitunk u-bol v-be és
ugyanezt az anyagmennyiséget a masik irdnyba is szallitjuk, akkor a folyam értéke u és v ko-
z06tt lenullazodik, hiszen végeredményeben ugyanazt kapjuk ha nem szallitunk a kettd kozott
semmit. Maximalis folyamrol beszéliink akkor, ha a termelébdl a lehetd legnagyobb anyag-

3.31. dbra. Kezdetben az I-es csucsot jeloljiik meg
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3.35. dbra. A negyedik iterdcio utan

mennyiséget szallitjuk a fogyasztdba a haldzaton ugy, hogy teljesiil az anyagmegmaradas, ¢és
a kapacitasi korlatozasokat sem sértjilk meg.
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W

3.39. abra. Halozat kapacitasokkal és folyam értékekkel

Miel6tt ratérnénk a probléma megoldasara, sziikségiink lesz a rezidudlis halézat fogal-
mara. Tegytik fel, hogy mar beallitottunk néhany folyam értéket 0-nal nagyobbra. Egy adott
(u, v) €élre a rezidualis kapacitas a kovetkezd : c/=c(u, v) —f(u, v), azaz egy olyan ért€k, amely
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megadja, hogy adott folyam esetén legfeljebb mennyivel novelhetjiik a folyamot ugy, hogy a
kapacitast ne haladja meg. A rezidualis halozat olyan graf, amely tartalmazza az eredeti 6sszes
cstcspontjat, valamint olyan iranyitott éleket, amelyekre a rezidualis kapacitas nagyobb mint
0. A rezidudlis halozat tartalmazhat olyan ¢€leket is, amelyeket az eredeti graf nem. Példaul,
ha az eredeti graf csak az (u, v) élt tartalmazza, amelyre adott egy f(u, v) pozitiv folyam érték,
akkor f(vu) ennek ellentettje. Ekkor a rezidualis kapacitas a (v, u) irdnyban megegyezik az ¢l
kapacitasaval, valamint a folyam értékének abszolut értékével. Példaul, ha az u csomdpont-
bodl a v-be szallitunk 5 egységnyi anyagot, a kapacitas pedig 20, akkor a rezidudlis kapacitas
u-bol v-be 205, azaz 15. v-bél u-ba viszont a folyam értékét —5-nek tekintjiik, ugyanebben
az iranyban a rezidualis kapacitas 20 — (—5), azaz 25. Ez azt jelenti, hogy ha az ellenkez6
iranyba szallitunk el6szor 5 egységnyi anyagot, akkor megsziintetjiik az anyagaramlast, majd
a mennyiséget novelve megindul a szallitas v-bdl u-ba. A 3.39 dbran lathatunk példat egy ha-
l6zatra, ahol az éleken az elsé szam a folyam, a masodik pedig a kapacitas értékét adja meg.
A 3.40 abran lathato a rezidualis halozat.

3.40. abra. Az elozo halozat rezidualis halozata

Bemenet: G = (V, A, ¢) sulyozott iranyitott graf, c: 4 — R*, s, t € V
Kimenet: /: 4 — R az s és ¢ kozti maximalis folyamban
az ¢leken athaladdé mennyiség

Ciklus minden u, v € V-re
f(u, v):=0;
Ciklus vége
Ciklus amig van (V*, 4*) ut s-b6l ¢-be, ahol c(u, v) — flu, v) > 0
minden (u, v) € A*-ra
Cfinin = min{c(u, v) —f(u, v) minden (u, v) € 4*-re};
Ciklus minden (u, v) € A*-ra
S, v) :=flu, v) +Cfmin;
S, u) = fv, u) — Cfmin;
Ciklus vége
Ciklus vége

3.41. dbra. A maximadlis folyamot meghatdrozo algoritmus pszeoudokodja
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3.42. abra. A halozat az elsé iteracio elott

Lathato, hogy ahol a folyam értéke nullatol kiilonbozd, de kisebb mint a kapacitas, ott a
két csomopont kozott két rezidualis ¢l talalhato. Az egyik rezidudlis ¢l sulya a kapacitas €s
a folyam kiilonbsége, a masik pedig a folyam értékével egyenld, mivel az egyik irdnyban a
kapacitast 0-nak tekintjiik.

3.43. abra. Az indulo halozat rezidualis halozata

A maximalis folyam meghatarozasara a 3.41 abran lathaté Ford-Fulkerson algoritmust
hasznaljuk. A kovetkez6 modon miikodik. Kezdetben minden folyam értékét O-ra allitjuk.
A rezidualis hal6zaton keresiink egy utat a termeldbdl a gyartdba. Erre hasznélhatjuk valame-
lyik korabbi graf bejaro algoritmust. Amennyiben nem taldlunk utat, az algoritmus véget ér.
A kapott aton megvizsgaljuk, hogy melyik utat alkot6 €len a legkisebb a rezidualis kapaci-
tas, majd az it minden élén ennyivel noveljiik a folyamok értékét. Tehat meg kell vizsgalni,
hogy lehet-e még a gyartobol valamelyik irdnyba plusz anyagmennyiséget tovabbitani ugy,
hogy az anyagmegmaradas ne sériiljon, vagyis ezt a plusz mennyiséget is el lehessen juttatni
a fogyasztoba. A meghatarozott Uton azért a legkisebb rezidualis kapacitasu élt kell meg-
keresniink, mert ha ennél nagyobb mértékben ndvelnénk a szallitandé anyagmennyiséget az
ut mentén, akkor legalabb egy ¢Inél megsértenénk a kapacitaskorlatot. A keresett utat javito
utnak nevezziik. A folyamot addig tudjuk névelni, amig van javité ut.

3.44. abra. A halozat az elso iteracio utan
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3.45. abra. A rezidualis halozat az elsé iteracio utan

A 3.39 abran szerepld grafon bemutatjuk az algoritmus miikddését, ahol az 1-es csomo-
pont a termeld, a 6-os pedig a fogyasztd. Kezdetben minden folyam értéket 0-ra allitunk
(3.42 ébra).

Keressiink javito utat a rezidualis halozaton. A talalt utat vastag élekkel jeldljiik (3.43 ab-
ra). Itt az (5, 6) €l kapacitdsa a sziik keresztmetszet, ezért az (1,2), (2,5) és (5,6) ¢éleken
egyarant 1-re allitjuk a folyamot.

3.46. abra. A halozat a masodik iteracio utan

Az elsd iteracid utan kialakuld halézaton (3.44 abra) az eldbbi javitd utat nem kaphatjuk
meg Ujra, hiszen az a hozza rezidualis halozatban (3.45 abra) az (5, 6) €l mar nem szerepel.
A 3.45 é4bran lathatd masodik javité uton szintén 1 a szlik keresztmetszet. Miutdn ndveltiik
a megfeleld folyam értékeket, lathatd, hogy az (1,2) €len telitddott a folyam (3.46 ébra), a
kovetkezd javitd it mar nem haladhat ezen az élen (3.47 abra).

A 3.47 abran levO javit6 Ut athalad az (5, 2) rezidualis élen is, igy annak a folyam értékét
novelni kell. Ez azt eredményezi, hogy a (2,5) ¢l folyam értéke 0 lesz (3.48 abra), azaz itt
nem aramlik anyag. Figyeljiik meg, hogy ennek hat4sara a 2-es csomoOpontban az anyag nem
valik szét, hanem a teljes mennyiség halad tovabb a 4-es felé.

3.47. abra. A rezidualis halozat a masodik iteracio utan
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3.49. abra. A rezidualis halozat a harmadik iteracio utan

A kovetkez6 javito ut (3.49 abra) szintén 1-el noveli néhany élen a folyamot (3.50). A re-
zidudlis halézat a kovetkezd a 3.51 abran lathato.

3.51. abra. A rezidudlis halozat a negyedik iterdcio utan
Ezen a rezidudlis hal6zaton mar nem 1étezik javito ut 1-bol 6-ba, ezért az algoritmus meg-
all. A halozaton legfeljebb 4 egységnyi anyagot lehet szallitani egy idéegység alatt: A forrés-

bol ennyi indul ki, valamint a fogyasztdba is ennyi érkezik dsszesen.
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3.5. Feladatok

e

3.52. abra. Az 1. feladatban szerepl6 gyar alaprajza

1. feladat A 3.52 é4bra egy gyar alaprajzat tartalmazza. A gyar iizem épiilete 8 terembdl
all, ezek kozott atjarok talalhatoak. Az egyes termek kozott targoncéaval szallitjak az anyago-
kat, termékeket, szerszamokat. Minden helyiségre meghataroztak egy sebesség korlatozast,
amelyet a targoncak vezetdinek be kell tartani (3.53 4bra).

3.53. dbra. Az 1. feladathoz tartozo sebessegkorlatok

Sorszam | Helyiség Maximalis megengedett sebesség
1. anyag raktar 10 km/h

2. géphaz 6 km/h

3. tisztitd csarnok 12 km/h

4. fém megmunkal6 csarnok 3 km/h

3. mindség ellendrzd csarnok 4 km/h

6. étkezd 2 km/h

7. szerszam raktar 5 km/h

8. szerel6 csarnok 5 km/h

Az egyes termekben a targoncak szdmadra olyan athaladési tvonalakat jeldltek ki, hogy
minden teremben ugyanakkora tavolsagot kell megtenni, ha egyik helyiségbdl kell atmenni a
masikba. Ezeken az utvonalakon mindkét iranyba lehet haladni.

(a) Rajzoljon fel egy grafot, amellyel modellezhetd a targoncék altal bejarhat6 uthalézat!
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(b) Hatarozza meg, hogy mely ttvonalon érdemes haladni a targoncanak, ha a raktarbol kell
szallitani a szereld lizembe Ugy, hogy ezt az utat a legrovidebb id6 alatt tegye meg! Mi-
lyen algoritmussal oldhaté meg a feladat? irja le az algoritmus 1épéseit az a) feladatban
megrajzolt grafra, majd a feladatot oldja meg szamitogép segitségével is!

(c) Az1jlizemvezetd ugy dontdtt, hogy ezentil az anyag raktarba csak a tisztito iizemen ke-
resztiil lehet belépni, és a raktart pedig csak a géphazon keresztiil lehet elhagyni. Mddosul-
e az el6z6 feladatban megtervezett legrovidebb 1t, ha igen, akkor mennyi idével n6 az ut
megtétele ?

Jelmagyarazat

. csé elagazasi pont
7|T tiizolté berendezés
30 o
10
20 . 15 2 12
N
6 -
/N
[ ’
’ [
a . Y
" Nl
I| 5 8
0 N 20

3.54. abra. A 2. feladatban szerepld iizemek

2. feladat Az iizemben minden helyiséget el kell latni tizolt6 rendszerrel, amely tigy mii-
kodik, hogy tliz esetén egy szelep kinyilik a plafonon, és vizet szor a terembe. Minden terem
mennyezete folott talalhato egy ilyen tlizoltd berendezés, am ezekhez csé vezetékeken ke-
resztiil el kell juttatni a vizet. A cs6 halozat az alabbi 3.54 abran lathato, ahol feltiintettiik az
¢épiileten kiviil elhelyezkedd harom viz tartalyt is.

Minden cs6 szakasz mas és mas atmérdjli, igy az egyes szakaszokon egységnyi id6 alatt
kiilonb6z6 mennyiségli viz képes egyszerre dramlani, az dbran a cs6 szakaszok mellé ezeket
az értékeket jelenitettiik meg.

(a) Hatarozza meg, hogy az abran lathato rendszerben melyik terembe hény liter vizet le-
het szallitani egy idéegység alatt. Melyik terem ellatottsaga a legjobb és melyiké a leg-
rosszabb ?

(b) Ugy itélték meg, hogy a tiizvész eléfordulasanak valosziniisége csekély, ha eléfordul, ak-
kor is csak kis tliz keletkezhet. Emiatt elhataroztdk, hogy bizonyos csdszakaszokat meg-
szlintetnek. Olyan csoveket szeretnének meghagyni, hogy minden helyiségbe lehessen
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vizet szallitani, tovabba minél nagyobb kapacitast csoveket szeretnének kiszerelni, mert
azokat beolvasztva hasznositani szeretnék. Hatdrozza meg, hogy mely csoveket érdemes
leszerelni!
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4. fejezet

Linearis programozas

Az alabbi szakaszban ismertetjiik a linearis programozas modszerét, majd kitériink a legfon-
tosabb feladatokra €s azok megoldasara. A linearis programozas az optimalizalasi technikak
egyik alapvetd eszkoze. Torténetének kezdete a masodik vilaghaborara nyulik vissza, mikor
felmeriilt az igény egy olyan matematikai modszer kidolgozéséra, amely segitségével komp-
lex dontési problémakat tudtak megoldani. A habort utan felgyorsultak a kutatasok, mivel az
iparban is nagy érdeklddést mutattak az elmélet irant. 1947-ben George B. Dantzig kidolgozta
az ugynevezett szimplex modszert, amely segitségével megoldhatoak a linedris programozasi
feladatok. Az elmélethez ugyanabban az évben Neumann Janos is nagyban hozzéjarult.

Ez a fejezet csupan betekintést ny1jt a linearis programozasba, a téma hazai ¢és kiilfoldi iro-
dalma rendkiviil gazdag. A téma irdnt mélyebben érdeklddd Olvasoknak az alabbi konyveket
ajalnjuk: [15], [2] és[13].

4.1. Modellezés és formalizalas

Bevezetésként tekintsiik az alabbi feladatot. Egy fiktiv pizzériat {izemeltetiink, ahol kétfajta
pizzat készithetiink el, margarétat és hawaiit. Tudjuk, hogy akarmennyi pizzat elkészitiink a
nap elején, az estére mind elfogy, tehat nem marad felesleg. A margarétat 600, a hawaii-t 800
forintért aruljuk. A nap végére a lehetd legnagyobb bevételre szeretnénk szert tenni. Dontési
szabadsagunk pedig abban 4all, hogy melyik pizzdb6l mennyit készitiink. Ha csak a bevétel
érdekel minket, nem pedig a profit, akkor a nyersanyagok aratdl, a munkadijaktol és rezsi
koltségektdl eltekinthetlink. Az egyszertiség kedvéért az is megengedett, hogy ne csak egész
pizzat gyartsunk.

Az eddigi feltételek alapjan az a helyes dontés, hogy annyi hawaiit allitunk el6, amennyit
csak lehetséges. Am figyelembe kell venniink bizonyos megszoritasokat. A feltétekhez fel-
hasznalhatd nyersanyagok mennyisége korlatozott €s vannak olyan hozzavalok, amelyek tobb
pizzara is jok. A 4.1 tablazatban 0sszefoglaltuk, hogy melyik pizzahoz melyik alapanyagbol
mennyi sziikséges.

Egy nap sajtbol 550, sonkabol 150, anandszbol pedig 120 adag all rendelkezésre. Ezen
feltételek mellett pedig a megoldds mér nem trivialis, megfeleld megoldé modszert kell va-
lasztanunk. Az emlitett linearis programozas alkalmas ilyen jellegii feladatok megoldasara.
A modszer két £6 1€pésbol all. Eloszor felirunk egy modellt, masodszor megoldjuk azt. Ebben
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4.1. tablazat. A feladat paraméterei

margaréta | hawaii

sajt 10 5
sonka 2 4
ananasz 0 3

a szakaszban a modell felirdsara koncentralunk. Mivel a kurzus soran a megoldé modszerek
belsé mitkodésének mély ismeretére nincs sziikség, ez utobbiaknak csupan a lényegét vazol-
juk fel. Lassuk tehat, hogy hogyan kell felirni a modellt.

Azt szeretnénk tudni, hogy melyik pizzabol mennyit kell eldallitanunk, vagyis a kérde-
siinkre két mennyiség lesz a valasz. Vezessiink be tehat két valtozot, amelyek a megoldast
fogjak tarolni. Jelolje x; az eléallitandd margaréta mennyiségét, x, pedig az eldallitando ha-
wail mennyiségét.

Minden véltozoéhoz meg kell adni, hogy milyen értékeket vehetnek fel. Negativ mennyi-
ségll pizzat nem gyarthatunk, igy a valtozok legalabb 0-t kell hogy felvegyenek.

x>0, i=12 (4.1)

A modell a linearis kifejezéseket, egyenltlenségeket tartalmaz. Egy linedris kifejezéssel le
kell irnunk, hogy a bevételt szeretnénk maximalizalni.

max  600x; +800x; (4.2)

Amennyiben minimalizalni szeretnénk, ugy max helyett min-t irunk. Ezt a kifejezést célfiigg-
vénynek nevezziik. Célunk az, hogy a valtozok értékeit ugy hatarozzuk meg, hogy a célfiigg-
vény értéke maximalis legyen. Az alapanyagokra vonatkoz6 megszoritasokat egyenlétlensé-
gekkel tudjuk megadni.

10x; +5x2 < 550 (4.3)
2x1+4x, < 150 (4.4)
3x, < 120 4.5)

Ezeket az egyenldtlenségeket korlatozasoknak hivjuk.

A fenti modell lineéris, mert a benne szerepld egyenldtlenségekben és a célfiiggvényben a
valtozok sulyozott 6sszegei szerepelnek. Egy korlatozas jobb és bal oldala kozott szerepelhet
még = és > is. Fontos, hogy a < vagy > nem megengedett. Ennek oka, hogy nem tudunk
nyitott halmazban szélsdértéket keresni. Nem tudjuk megvalaszolni példaul, hogy melyik az
a legkisebb szdm, mely hatarozottan nagyobb mint egy.

Miutan felirtuk a modellt, azt meg kell oldani. A konnyebb targyalhatosag kedvéért az x;
valtozokat gyljtsiik egy x = (x1, x3) vektorba. A modell egy megoldasa olyan x vektor, amely
kielégiti a korlatozasokat. Megengedett megoldasnak nevezziik azt a megoldast, amely eleget
tesz a valtozokra vonatkoz6 megkotéseknek is. Maximalizalas esetén optimalis megoldasnak
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nevezzilk azt a megengedett megoldast, ahol nincs olyan x' vektor, amely szintén megengedett
megoldast reprezentdl, és amelyhez tartozé célfiiggvény értéke nagyobb lenne. Minimaliza-
las esetén természetesen akkor talaltunk optimalis megoldést, ha nincs olyan megengedett x'
vektor, amelyre a célfiiggvény értéke kisebb lenne. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az opti-
malis mar 6nmagaban egy lehetd legjobb megoldast jeldl, tehat a hétkoznapi életben gyakran
elhangzo ,,optimalisabb” és ,,legoptimalisabb” kifejezés értelmetlen, ezért 6vakodjunk a hasz-
nalatuktol.

A linearis korlatozasokkal és célfiiggvénnyel adott optimalizalasi feladat felirdsat €s meg-
oldasat linearis programozasnak vagy LP-nek nevezziik, magat a feladat ezen formajat pedig
linedris programozasi modellnek vagy LP modellnek hivjuk.

Vegyiik észre, hogy az optimalis megoldas definicidja megengedi tobb optimalis megoldas
1étezését is, ekkor azt mondjuk, hogy a modellnek alternativ megoldasa is van. Ez utobbiak
nagy jelentésége van akkor, mikor az optimalizal6 szakember a dontéshozoknak bemutatja az
altala meghatéarozott optimalis megoldast.

Gyakran el6fordul, hogy a kapott megoldas gyakorlati szempontbol nem megfeleld, mert
a megbiz6 nem kozolt minden szempontot, mely szerint egy megoldds megengedett, tehat hi-
anyzik korlatozas a matematikai modellb6l. Ekkor be lehet mutatni az alternativ megoldaso-
kat. Amennyiben ezek sem megfeleldek, akkor az eddig nem ismert feltételeket is figyelembe
kell venni a modellben, majd azt ijra meg kell oldani.

Linedaris programozasi modelleket tobb mddszerrel is megoldhatunk. A korabban emli-
tett szimplex moddszert publikéltak eldszor, de 1étezik ezen kiviil mas elven miikodd, példa-
ul az tigynevezett bels6 pontos modszerek is. Ezen modszerek gyakorlati alkalmazhatésaga
kiilonb6zo lehet. Példaul a szimplex tipust modszerekkel konnyebben talalhatunk alternativ
megoldasokat. Ugyanakkor, a belsdpontos mddszerek szamitogépes implementéacioi gyakran
nagyobb méretl feladatok megoldasara alkalmasak, mert kevésbé érzékenyek a szamabrazo-
lasi pontossagra.

A két modszercsoport bemutatasahoz dbrazoljuk a harom egyenlétlenséget egy koordinata
rendszerben, ahol a vizszintes tengelyen az x1, a fiiggélegesen pedig az x, valtozot helyezziik
el. Sziirkével jeloljiik azt a tartomanyt, amely mindharom egyenldtlenséget kielégiti. Az opti-
malis megoldas biztosan nem az alakzatunk belsejében talalhatd, hanem a kijelolt tartomany
valamely sarkan, vagy oldalan kell keresniink. Az egyenldtlenségekkel meghatarozott konvex
tartomanyt szimplexnek nevezziik. A korabban emlitett szimplex médszer a tartomany sar-
kait vizsgéalva keresi az optimalis megoldast, ha talél ilyent, akkor nem megy tovabb a tobbi
sarokra.

A bels6 pontos mddszerek nem a szimplex sz¢€lén, hanem a belsejében haladva kozelitik
meg az egyik élen vagy sarkon talalhat6 optimalis megoldast. Ha tobb optimalis megoldas is
van, akkor gyakran, az azonosan j6 megoldéasokat tartalmazo feliilet egy belsd pontjat ered-
ményezik.

A fenti algoritmusok részletes targyaldsa mas kurzusok témakorébe tartozik. Az algorit-
musokat szdmos szoftverben implementaltak, igy mikodésiil mély ismerete nélkiil is meg-
oldhatunk linearis programozas feladatokat. Mivel gyakori, hogy egy LP feladat csupan egy
bonyolultabb probléma részfeladata, ezért 1éteznek erre a célra irt fliggvénykonyvtarak, vala-
mint ezek koré irt megoldé szoftverek is. Ezek kozott 1étezik eléfizetéses és ingyenes is. Jelen
jegyzet irasakor az egyik legelismertebb és legjobb teljesitményli megold6 az IBM ILOG

www.tankonyvtar.hu © Bertok Botond, Kovacs Zoltan, PE


www.tankonyvtar.hu

4.2. FELADATMEGOLDAS GLPK-VAL 47

CPLEX szoftver, mely hasznalataért piaci kornyezetben fizetni kell. Az ingyenes valtoza-
tok kozott a két legelterjedtebb a Coin-OR és a glpk. Ezek teljesitménye szerényebb mint a
CPLEX-¢, am gyakran elegend6 a vizsgalt feladatok megoldéaséara. A kovetkez6 szakaszban
bemutatjuk, hogy kell megadni és megoldani egy LP feladatot a glpk szoftver segitségével.

4.2. Feladatmegoldas glpk-val

A glpk (GNU Linear Programming Kit) nyilt forraskodu, ingyenes szoftver. Tobb operacios
rendszeren is elérhetd, telepitheté Linux és Windows opereédcios rendszerek alatt is.

A modelliinket a glpk szamara értelmezhetd formaban, egy erre a célra megalkotott mo-
dellezési nyelven kell megfogalmaznunk. A modellezési nyelvek segitségével konnyen ge-
neralhatunk nagy feladatokhoz helyes modellt, ahelyett, hogy a valtozokat és egyenlétlensé-
geket kiilon-kiilon irnank fel. Az els6 és legelterjedtebb nyelv a GAMS (General Algebraic
Modeling System), amely a 70-es évek végén jelent meg. Sajnos a nyelv megalkotasakor a bil-
lentytizetek nem rendelkeztek tobb, ma gyakran hasznalt karakterrel, mint példaul a relacios
jelek, ezért ma mar nagyon baratsdgtalannak tlinik, raadasul fizetni kell érte még akadémi-
ai kornyezetben is. A kurzus soran a GNU MathProg modellezési nyelvet fogjuk hasznalni,
amelyet a glpk szoftverhez adott egyik program is képes értelmezni.

A modellt egy szovegszerkesztd segitségével kell megirnunk, majd fajlba mentjiik. A ko-
vetkezd 1épésben parancssorbol el kell inditani a glpsol nevii programot, amelynek paramé-
terben meg kell adni az eldbb elkészitett fajl nevét, majd a program megoldja a feladatot.

A modellt felirhatjuk a korabban bemutatott modon is, azaz kiilon megfogalmazzuk a val-
tozokra vonatkozo feltételeket, egyenként leirjuk a korlatozasokat. A korabbi feladat modellje
a GNU MathProg nyelvén megfogalmazva a 4.1 abran lathato.

var x1 >= 0;
var x2 >= 0;

s.t. sajt: 10*xl1 + b*xx2 <= bb0;
s.t. sonka: 2*xx1 + 4 % x2 <= 150;
s.t. ananasz: 3*x2 <= 120;

maximize koltseg: 600 * x1 + 800 * x2;
end ;

4.1. abra. A feladat modellje GNU MathProg nyelven

Egy GNU MathProg nyelvii leiras kifejezésekbdl all, minden kifejezést pontosvesszdvel
zarunk. Tobb kifejezést irhatunk egy sorba is. Fontos, hogy a nyelv megkiilonbozteti a kis
¢s nagy betiiket. A # karaktert6l kezdve a sor végéig minden megjegyzésnek szamit, igy a
bonyolultabb modelleket dokumentalhatjuk is.

Az els6 két sorban a var kulcsszoval 1étrehozzuk az x; €s x; valtozot. Opcionalisan meg-
adhatunk egy korlatot is, ebben az esetben a >= 0 kodrészlet azt jelenti, hogy a valtozok alsé
korlatja 0 legyen. Megadhatunk még egyenldséget és <= tipusu korlatot is. Mivel masképp
nem rendelkeziink, a valtozok folytonosak lesznek.
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A kovetkezd 1épés a korlatozasok felsorolasa. Egy korlatozast az s.t. Kulcsszoval kezdiink,
majd ezt kdveti a korlatozas neve, ez utan egy kettdspontot kovetden megadjuk a korlatozast.
A korlatozasban hasznalhatunk zardjeleket is, az egyenldtlenséget rendezhetjiik barmelyik
konstansra, vagy valtozora.

A célfiiggvényt a maximize vagy minimize kulcsszoval adjuk meg, attdl fliggden, hogy
maximalizalni, vagy minimalizélni szeretnénk. Ahogy a korlatozasoknak, a célfiiggvénynek
is meg kell adni egy nevet, kettdspont utan magat a célfiiggvényt. Végiil a leirast az end
kulcsszoval jelezziik, hogy a leirasnak vége van, barmi amit az end utan irunk, azt a program
figyelmen kiviil hagyja. Amennyiben az end-et nem ijuk le, az nem szamit hibanak.

A GNU MathProg nyelvii leirasokban kiilonféle objektumokat kell megadnunk. Ilyen ob-
jektumok a mar emlitett valtozok, korlatozasok és a célfiiggvény is, tovabba a késObbiekben
talalkozunk majd tovabbi objektumokkal is. Minden objektum rendelkezik egy egyedi névvel.

A fenti modellt mentsiik el a pizza.txt nevii fajlba, majd parancssorbdl adjuk ki a kovetkezd
parancsot:

glpsol -m pizza.txt -o megoldas.txt

Amennyiben elgépeltiik a modellt, a beolvasas a hiba helyén megéll és megjelenik a kép-
ernyon egy tajékoztatd szoveg a hiba jellegérdl. Miutan a hibékat javitottuk, és sikeresen
futtattuk a megoldot, a képernyon a 4.2 lathato informéaciok jelennek meg:

GLPSOL: GLPK LP/MIP Solver 4.38

Reading model section from pizza.txt..

9 lines were read

Generating sajt..

Generating sonka..

Generating ananasz..

Generating koltseg..

Model has been successfully generated

glp_simplex: original LP has 4 rows, 2 columns, 7 non-zeros
glp_simplex: presolved LP has 2 rows, 2 columns, 4 non-zeros

Scaling..

A: minlaij| = 2.000e+00 maxlaij| = 1.000e+01 ratio = 5.000e+00
Problem data seem to be well scaled

Crashing..

Size of triangular part = 2

* 0: obj = 0.000000000e+00 infeas = 0.000e+00 (0)

* 2: obj = 3.966666667e+04 infeas = 0.000e+00 (0)

OPTIMAL SOLUTION FOUND

Time used: 0.0 secs

Memory used: 0.1 Mb (114490 bytes)
Writing basic solution to “kimenet.txt'..

4.2. abra. A képernyon megjelend informdciok
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Ebbdl a legfontosabb az a sor, amely az OPTIMAL SOLUTION FOUND szoveget tar-
talmazza, a program ezzel jelzi, hogy sikeriilt optimalis megoldast taladlnia. Amennyiben a
modellnek nincs megoldasa, azt a program a PROBLEM HAS NO FEASIBLE SOLUTION
iizenettel jelzi. Ez utobbi akkor fordul eld, ha a korlatozasok koziil vannak olyanok, amelyek
egymasnak ellent mondanak.

A glpsol a -0 kapcsold hatdsara az eredményt a megoldas.txt-be mentette. Ennek a f4jlnak
az eleje 4.3 abran lathat6:

Problem: pizza
Rows : 4
Columns : 2
Non-zeros: 7
Status: OPTIMAL

Objective: koltseg = 39666.66667 (MAXimum)

No. Row name St Activity Lower bound Upper bound Marginal
1 sajt NU 550 550 26.6667
2 sonka NU 150 150 166.667
3 ananasz B 40 120
4 koltseg B 39666.7

No. Column name St Activity Lower bound Upper bound Marginal
1x1 B 48.3333 0
2 x2 B 13.3333 0

4.3. abra. A kimeneti fijl eleje

Az Objective sz6 utan talaljuk a célfiiggvény értékét az optimalis megoldasban. Alul ki-
olvashatjuk az x1 és x2 valtoz6 értékét, azaz, hogy melyik pizzabdl mennyit kell eléallitani.
Az ismertetett feladat esetében akkor tehetiink szert maximalis profitra, ha egy nap 48 ¢és
egy harmad margaréta, valamint 13 és egy harmad hawaii pizzat gyartunk, a bevétel ekkor
39666767 Forint. A fejezet egy késdbbi szakaszaban kitériink arra is, hogyan kell megoldani
a feladatot akkor, ha csak egész pizzakat szeretnénk eldallitani.

Az elézdekben lathattunk egy egyszerli GNU MathProg nyelvii leirast, ahol minden valto-
z6rol és korlatozasrol kiilon nyilatkoztunk. Ez hasonldan kis méretli probléméaknal nem okoz
gondot, am ha nagysagrendekkel tobb pizzat és hozzavalét kell figyelembe venni, akkor a
modell ilyen modon valo leirasa faradsagos €s idérablo folyamat, valamint megnd a hibak
elkovetésének a valdszintisége. Tovabba vegyiik észre, hogy ha a pizzas feladat méretét akar-
mennyire ndveljikk, a modell logikai felépitése valtozatlan marad, csupén a valtozok és kor-
latozasok szama, valamint az egyiitthatok valtoznak. Erdemes tehat a modell szerkezetének
leirasat és a konkrét adatokat kiilon valasztani. Ennek a megkozelitésnek az elonye akkor mu-
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tatkozik meg, ha az adatok valtoznak, példaul uj pizza kertil az étlapra, megvaltozik az egyik
ara. Ekkor a modellt nem valtoztatjuk meg, csak a hozza tartozo adatokat.

Hasznaljunk most két kiilon fajlt, az egyikbe a modell szerkezetének leirasat, a masikba
az adatokat helyezziik el. Ehhez sziikségiink lesz néhany 1j GNU MathProg objektumra.

A megoldand6 problémaban azonositani kell a részt vevd objektumokat, ezek most a piz-
zak ¢és a hozzavalok. Sziikségiink lesz tehat két halmazra, amelyek ezeket fogjak tarolni. A
halmazok megadésa a 4.4 abran lathat6. A halmazok tényleges tartalmat a 4.5 abran lathato
modon adhatjuk meg.

set Pizzak;
set Hozzavalok;

4.4. abra. Halmazok megaddsa

set Pizzak:= margareta hawaii;
set Hozzavalok:= sajt sonka ananasz;

4.5. abra. A halmazok tartalmanak megadasa

Az adat f3jlban csak olyan halmazok, és paraméterek szerepelhetnek, amelyek a modell
fajlban is megtalalhatéak. A halmaz elemeinek felsoroldsanal nem szabad kapcsos zarojelet
hasznalni, valamint a vesszok elhagyhatoak. A halmaz elemei ebben az esetben szimbolumok
lesznek, de szamokat is irhatunk az elemek kozé.

A pizzak rendelkeznek eladasi arral, a hozzavalokhoz tartozik a naponta elhasznalhaté ma-
ximalis mennyiség, valamint a pizza-hozzavald parokhoz hozzarendelhetiink egy mennyisé-
get, ami leirja, hogy az adott pizzabol az adott hozzavaldbol mennyit kell felhasznalni. Ezeket
az értékeket paraméter objektumokkal irhatjuk le. Egy paraméter egy adott halmaz adott ele-
meéhez tartozik, tehat egy ) paraméter objektum létrehozasakor meg kell adni azt a halmazt,
amely elemeihez tartozé paramétereket szeretnénk megadni a 4.6 dbran lathaté modon.

param PizzaAr{p in Pizzak};
param Mennyiseg{p in Pizzak, h in Hozzavalok};
param HozzavaloMax{h in Hozzavalok};

4.6. abra. A paraméterek létrehozdsa

A PizzaAr paraméter objektum a Pizzak halmaz minden eleméhez hozzarendel egy tulaj-
donsagot, vagy egy paramétert. A Mennyiseg pedig minden (p, h) parhoz rendel egy paramé-
tert, ahol p € Pizzak és h € Hozzavalok. A paraméterek tényleges értékeit az adat fajlban kell
megadni, mégpedig a 4.7 dbran lathaté modon.

A PizzaAr és HozzavaloMax esetében a paramétereket a kovetkez6 modon adjuk meg: a
param kulcssz6 utan kovetkezik a paraméter objektum neve, majd:= utan felsoroljuk a para-
métereket. Mivel az el6bbi két paraméter objektum egy-egy halmaz elemeihez rendel hozza
paramétereket, ezért a felsorolaskor leirjuk a halmaz egy elemét, majd az ahhoz tartoz6 para-
métert, végiil a felsorolast pontosvesszdvel zarjuk. A Mennyiseg paraméter objektum esetében
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param PizzaAr := margareta 600
hawaii 800 ;

param HozzavaloMax:= sajt 550
sonka 150
ananasz 120;

param Mennyiseg: sajt sonka ananasz:=
margareta 10 2 O
hawaii 5 4 3;

4.7. abra. A paraméterek megaddsa

(sajt, margareta) — 10
(sajt, hawaii) — 5
(sonka, margareta) — 2
(sonka, hawaii) — 4
(ananasz, margareta) — 0
(ananasz, hawaii) — 3

4.8. abra. A példa hozzdrendelései

nem egy halmaz egy adott elméhez rendeliink hozza paramétert, hanem két halmaz elemeibol
alkotott rendezett kettesekhez. A példa hozzarendeléseit szemlélteti a 4.8 dbra.

A paraméter objektum neve utan egy kettospontot kdvetden felsoroljuk a Hozzavalok hal-
maz elemeit. Ezzel jelezziik, hogy a paraméter értékek ezen halmaz megfeleld elemeihez tar-
toznak. Kettdspont és egyenldségjel utan megadunk egy elemet a Pizzak halmazbdl, majd
kovetkeznek azok az értékek, amelyek ehhez a pizzdhoz, és a megfeleld hozzavaldhoz tar-
toznak. Erdemes ugy tagolni a felsorolast, hogy az egy tablazathoz hasonlitson, igy kénnyen
atlathatova valik.

A kovetkezd 1épés a valtozok megadéasa. A modelliinkben minden pizzéhoz tartozik egy
valtozo, ezt a kovetkezé mddon fejezhetjiik ki:

var x{Pizzak} >= O;

Azaz, a Pizzak halmaz minden eleméhez tartozni fog egy x valtozo. Ezeket a valtozokat
ugy kiilonboztetjiik meg egymastol, hogy az x utan szogletes zardjelben feltiintetjiik a Pizzak
halmaz egyik elemét, példaul: x[margareta]. Ezt szemlélteti a 4.9 dbra.

X PizzaAr X PizzaAr

4.9. abra. A Pizzak halmaz minden eleméhez hozzarendeltiink egy valtozot és egy paramétert
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Miutan specifikaltuk az adatokat, meg kell adnunk a célfiiggvényt €s a korlatozasokat.
A célfiiggvény ebben a feladatban a gyartott pizzdk mennyisége és eladési arai szorzatanak
0sszege:

maximize koltseg: sum{i in Pizzak} x[i] * PizzaAr[i];

A sum miivelet a kovetkezé modon miikddik : A zardjelben megadott halmaz minden ele-
mét behelyettesiti az i ideiglenes valtozdba, majd a sum utani kifejezés kertil kiértékelésre.
Ebben az esetben az i értéke el6szor margareta lesz, majd hawaii. A fenti kifejezés a kovet-
kezdvel ekvivalens:

maximize koltseg: x[margaretal * PizzaAr[margareta] +
x[hawaii] * PizzaAr[hawaii] ;

A korlatozasokat hasonl6 mdédon adhatjuk meg:

s.t. hozzavalo{h in Hozzavalok}: sum{p in Pizzak} x[p]
Mennyiseg[p, h] <= HozzavaloMax[h] ;

Az s.t. kulcsszo jeldli azt, hogy korlatozdsokat adunk meg. A hozzavalo{h in Hozzava-
lok} kifejezés azt jelenti, hogy a Hozzavalok halmaz minden eleméhez generalunk egy-egy
korlatozast. Az aktudlis korlatozashoz tartozé hozzavalot a h ideiglenes valtozo jeldli, amely
a sum-hoz hasonldan végighalad a Hozzavalok halmazon. A kifejezésben a h helyére mindig
egy Hozzavalok halmaz-beli elemet helyettesit a megoldo program.

Végiil, a modell és adat f4jlt az end; kulcsszdval zarjuk le. A teljes modell f3jl tartalma
a 4.10 &bran, az adat f4jl tartalma pedig a 4.11 abran lathato.

set Pizzak;

set Hozzavalok;

param PizzaAr{p in Pizzak};

param Mennyiseg{p in Pizzak, h in Hozzavalok};
param HozzavaloMax{h in Hozzavalok};

var x{Pizzak} >= 0;

s.t. hozzavalo{h in Hozzavalok}: sum{p in Pizzak} x[p] * Mennyiseg[p, h]
<= HozzavaloMax[h] ;

maximize koltseg: sum{i in Pizzak} x[i] * PizzaAr[i];

end;

4.10. abra. A teljes modell file tartalma

Kés6bb, mikor az adatok modosulnak (megvaltozik az egyik pizza ara, 0j pizza kertil az
étlapra), elég csupan az adat f4jlt mddositani. A glpsol-t most a kdvetkezd modon kell inditani:

glpsol -m pizza_model.txt -d pizza_data.txt -o megoldas.txt
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data;

set Pizzak:
set Hozzavalok:

param PizzaAr:

margareta hawaii;
sajt sonka ananasz;

margareta 600
hawaii 800 ;

param Mennyiseg: sajt sonka ananasz:=

margareta 10 2 O

hawaii 5 4 3;
param HozzavaloMax:= sajt 550
sonka 150

end;

ananasz 120

4.11. abra. Az adat fajl tartalma

A -m kapcsol6 utan a modell f4jl, a -d utan az adat f4;jlt kell megadni. Egy sikeres megoldas
utani megoldas.txt tartalma lathat6 a 4.12 abran. Lathatjuk, hogy az eredmény ugyanaz, mint

Problem: pizza_model
Rows : 4
Columns : 2
Non-zeros: 7
Status: OPTIMAL
Objective: koltseg = 39666.66667 (MAXimum)
No Row name St Activity Lower bound Upper bound Marginal
1 hozzavalo[sajt]
NU 550 550 26.6667
2 hozzavalo [sonka]
NU 150 150 166.667
3 hozzavalo[ananasz]
B 40 120
4 koltseg B 39666.7
No. Column name St Activity Lower bound Upper bound Marginal
1 x[margaretal] B 48.3333 0
2 x[hawaii] B 13.3333 0

4.12. abra. A megoldas fajl tartalma

az egyszeriibb modelliink esetén, csupan a valtozok és a korlatozasok nevei kiilonbdznek.
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A GNU Mathprog ezen kiviil még szamos eszkozt ad a keziinkbe ahhoz, hogy minél
nagyobb szabadsaggal rendelkezzlink a modellek felirdsakor: Hasznalhatunk halmazmiive-
leteket (unio, metszet, stb.), 1étrehozhatunk 1j halmazokat, képernyore irathatunk bizonyos
informaciokat. Az érdekl6dd Olvasonak ajanljuk, hogy tanulmanyozza a GNU Mathprog do-

crer

4.3. Egészértékii valtozok

A bevezetd feladatban megengedtiik, hogy ne csak egész pizzat gyartsunk. Gyakoriak azonban
az olyan feladatok, mikor sziikség van arra, hogy bizonyos valtozok egész értéket vehessenek
fel, példaul a pizzéria tulajdonosa ugy dont, hogy csak egész pizzakat lehet siitni és elad-
ni. Ez a megkotés nagyban bonyolitja a feladatot, a megoldd programok joval nehezebben
oldjak meg az ilyen problémakat, szemben a csak folytonos valtozokat tartalmazokkal. Az
olyan feladatokat, amelyek csak egész valtozokat tartalmaznak, egészértékii linedris problé-
maknak (integer programming, IP) nevezziik. El6fordulhat, hogy a valtozok egy része egész,
mig a tobbi folytonos, ekkor vegyes egészértékii linearis problémardl (mixed integer linear
programming, MILP) beszéliink. Az egészértékii valtozokon beliil megkiilonboztetjiik a bi-
naris valtozokat. Ezen valtozok két értéket vehetnek fel, 0-t vagy 1-et.

Altalaban, minél tobb egész valtozot tartalmaz egy modell, annak megoldasa annal bonyo-
lultabb, tobb 1d6t vesz igénybe. Mig az LP modelleknél minél tobb korlatozast adunk meg, a
megoldas megkeresése annal tovabb tart, az egészértékii feladatoknal a korlatozasok hozza-
adasa tobbnyire gyorsit a megoldas menetén: Minél sziikebbre szabjuk a keresési teret, annal
hamarabb taldlunk megfelel6 megoldast. Itt akkor n6é a megoldasi idd, ha tobb egészértékii
valtozot adunk a modellhez. Amennyiben egy LP modellt egy korlatozassal bovitjiik, a meg-
oldoprogram futasi ideje csak kis mértékben (akar észrevehetetlen mértékben) nd, &m ha egy
IP, vagy MILP modell boviil egyetlen egész valtozoval, a megoldasi id6 akér a tobbszoro-
sére is nhet. Eppen ezért bizonyos problémékra a hatékonyan megoldhato MILP modellek
felirasdnak, vagy azok megoldasanak kutatasaval szdmos kutat6 foglalkozik.

Az alabbiakban egy elterjedt megoldo algoritmust ismertetiink. A megoldashoz felhasz-
naljuk a mar korabban ismertetett szimplex moddszert. Az elsé 1€pésben azt mondjuk, hogy
eltekintiink attol, hogy bizonyos valtozok csak egész értéket vehetnek fel, és igy oldjuk meg a

s

crer

vény értéke 39666.66667, az x| margareta] 48.3333, az x[hawaii] pedig 13.3333. Mivel a ka-
pott megoldasban az egész valtozok értékei nem egészek, ezért nem ér véget az algoritmus.
Vialasszunk ki egy valtozot, amely bar egész tipusu, de a relaxalt feladat megolddsdban nem
egészre jott ki. Legyen ez az x[hawaii]. Oldjuk meg ugy a feladatot, hogy ez a valtozd ne
vehesse fel a 13.3333 értéket: 13-at, vagy annal kevesebbet, illetve 14-et vagy annal tobbet
viszont felvehet. Szarmaztassunk tehat az eredeti modellbdl két ujabb modellt, azzal a modo-
sitassal, hogy az egyik esetében egy 1) korlatozéssal el6irjuk, hogy az x[hawaii] kisebb vagy
egyenld legyen mint 13, a masik valtozatban pedig nagyobb, vagy egyenld legyen, mint 14.
Azt mondjuk, hogy az x[hawaii] valtozé mentén szétvalasztjuk a feladatot. Oldjuk meg a két
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modositott modell relaxacidjat is, majd Gjra vizsgaljuk meg a kapott valtozokat. Az eredményt
a 4.13 abran lathatjuk.

Koltseg = 39666.667
X[margareta] =48.3333
x[hawaii] = 13.3333

x{hawaii] <= 13‘/ \‘x[hawaii] > 14

Koltseg = 39500
X[margareta] =48.5
x[hawaii] = 13

Koltseg = 39400
X[margareta] = 47
x[hawaii] = 14

4.13. abra. Elvégezziik az elsd szétvalasztast

Lathatjuk, hogy az x[hawaii] >= 14 esetben a valtozok értékei egészek, tehat ez egy meg-
valosithatd megoldas. Vegylik észre, hogy az Ujabb korlatozasnak kdszonhetden, mindkét
gyerek probléma célfiiggvényének értéke romlott az eredeti probléméahoz képest. Ezt a tu-
lajdonsagot kihasznaljuk az optimalis megoldas keresése soran. Az x[hawaii] <= 13 esetben
a célfiiggvény értéke jobb, mint a masikban, ezért nem zarhato ki, hogy ezt az agat tovabb
bontva a 39400-nal jobb megoldast kapunk. Vezessiink be egy max valtozot, amely az ak-
tualis legjobb megoldas értékét tarolja. Maximalizalasi feladat esetén ennek kezdeti értéke
minusz végtelen. Amennyiben taldlunk egy tjabb megvaldsithaté megoldast, és a max értéke
rosszabb, mint ezen megoldas értéke, ugy a max eltarolja az j megoldas értékét. Késobb, ha
olyan részproblémat kapunk, amely célfiiggvényének értéke nem jobb, mint a max aktualis
értéke, ezt a részproblémat eldobhatjuk, mivel ebbdl biztosan nem szdrmazik a max-nal jobb
megoldas. Ezt az eldobasi 1épést szokas vagasnak is hivni. A példankban az els6 szétvalasz-
tas utan a max értéke tehat 39400. Valasszuk szét a bal oldali részproblémat az x[margareta]
valtozo6 szerint, az eredmény a 4.14 4bran lathato.

Koltseg = 39666.667
x[margareta] = 48.3333
x[hawaii] = 13.3333

x[hawaii] <= i/ \‘x[hawaii] >= 14

Koltseg = 39500 Koltseg = 39400
X[margareta] =48.5 X[margareta] =47
x[hawaii] = 13 x[hawaii] = 14
X[margareta] <= 48‘/ \ X[margareta] >= 49
Koltseg = 39200 Koltseg = 39000
x[margareta] =48 x[margareta] = 49
x[hawaii] = 13 x[hawaii] = 12

4.14. abra. Szétvalasztjuk az elsd gyerek részproblémat

Sajnos mindkét esetben rosszabb megvalosithaté megoldast kaptunk, mint a max értéke.
Mivel mar nincs olyan részproblémank, ahol legalabb egy valtozo értéke nem egész, ezért
az algoritmus futasa véget ér, és megallapithatjuk, hogy a feladat optimalis megoldasa 47
margaréta és 14 hawaii pizza gyartasa naponta, igy pedig 39400 forint bevételre tehetiink szert.

Az ismertetett algoritmus a korlatozas és szétvalasztas elvét alkalmazta (angolul branch
and bound vagy B&B). Lathatjuk, hogy tobb egész valtozo esetén miért tart Iényegesen tovabb
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a probléma megoldasa. Minél tobb egész valtozo van, annal tobb eldgazas jon 1étre a faban,
a kiértékelendd részproblémak szama gyakran a feladat méretéhez képest exponencialisan
novekszik.

Modositsuk a GNU MathProg-ban megfogalmazott modelliinket ugy, hogy a valtozok
csak egészek lehessenek. Ehhez minddssze az integer kulcsszot kell beirnunk a valtozok 1ét-
rehozéasanak kifejezésébe.

var x{Pizzak} >= 0, integer;

A modositott modellt megoldva valoban azt kapjuk, hogy x[margareta] = 47, x[hawaii] =
=14, és a célfiiggvény értéke 39400. Vizsgaljuk meg a megoldd kimenetét, amely a 4.15 dbran
lathato.

Solving LP relaxation..

* 0: obj = 0.000000000e+00 infeas
* 3: obj = 3.966666667e+04 infeas
OPTIMAL SOLUTION FOUND

Integer optimization begins..

0.000e+00 (0)
0.000e+00 (0)

+ 3: mip = not found yet <= +inf (1; 0
+ 4: >>>>>  3.940000000e+04 <=  3.940000000e+04 0.0% (3; 0)
+ 4: mip =  3.940000000e+04 <= tree is empty 0.0% (0; 5)

INTEGER OPTIMAL SOLUTION FOUND

4.15. dbra. A megoldo kimenete

crer

na bontja ki a keresdéfat. Az Integer optimization begins... felirat utdni sorokban kovethetjiik
nyomon, hogy a megolddnak a keresési tér hany %-at kell még atnéznie, valamint hogy eddig
mennyi nyitott részprobléma talalhato a kereso faban, €s mennyi részprobléma kertilt szétva-
lasztasra. Valos, ipari feladatok esetén ez a lista ennél joval hosszabb lehet, ilyenkor a program
akar orakig, vagy napokig is futhat. Ekkor a megold6 idénként azt is kiirja, hogy mennyi ideje
fut, és mennyi memoriat hasznal jelen pillanatban.

4.4. Nevezetes feladatok megoldasa matematikai programo-
zassal

A 3. fejezetben ismertettiink néhany graf algoritmust, ebben a fejezetben pedig bemutatunk
egy-egy MILP modellt, amelyekkel az ott felvetett feladatokat szintén megoldhatjuk. Az ott
bemutatott problémaékat ebben a fejezetben ismertnek tekintjiik, tehat ha az Olvaso kihagyta
a graf algoritmusokrol sz616 részt, akkor ajanlott elolvasni azt.
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4.4.1. Legrovidebb ut

A legrovidebb ut kereséséhez azt kell kihasznalni, hogy az 0t egy olyan részgrafja a fanak,
amelynek az els6 és utols6 csomodpontjat kivéve minden csomopont foka kettd, az elséé és
utolsoé pedig egy. Azaz, ha az it mentén atlépiink az egyik csomopontrdl a masikra, akkor
legfeljebb egy iranyba haladhatunk tovabb. Tovabba a problémat tigy is megfogalmazhatjuk,
hogy mely ¢éleket kell kivalasztani ahhoz, hogy a kivalasztott ¢lek egy minimalis hosszisagu
utat hatdrozzanak meg. Valamint tudjuk azt is, hogy a kezd6 csomopontrél tovabb kell 1épni
valamelyik szomszédos csomopontra. A feladatot egy G = (V, A, w) iranyitott grafon oldjuk
meg, ahol w egy 4 — R* stlyfliggvény. Vezessiik be még a kovetkezd jeloléseket: d* (v)
jeldlje azon csomopontok halmazat, amelyekre van iranyitott €l a v csomopontbodl, a d™ (v)
pedig a v-t megel8z8 csomopontok halmazat. Példaul a 4.16 abran lathato grafon d*(5) = {1},
d—(5) =12, 3, 4}. Végiil, jeloljiik s-el a kiindulo, ¢-vel pedig a cél csomopontot.

4.16. abra. Keressiik meg a legrévidebb utat az 1. csomopontbol a 6-osba

A fenti észrevételeket kihasznalva a kdvetkez6 modon irhatunk fel egy MILP modellt.
Eldszor meg kell allapitani, hogy mik lesznek a dontési valtozok. Mivel arra vagyunk kivan-
csiak, hogy mely ¢leket kell bevalasztani, igy célszerti minden élhez hozzarendelni egy-egy
binaris valtozot, amiket ugy értelmeziink, hogy ha az adott valtoz6 értéke 1, akkor a hozza
tartozo élt bevalasztjuk, egyébként nem. Az a € A4 élhez tartozé valtozot jelolje x(a). Ezek
utan konnyen felirhatjuk a célfliggvényt. Az élek stlyainak megfelelden felirjuk a valtozok
sulyozott 0sszegét és ezt az értéket kell minimalizalni.

min Z x(a) *w(a) (4.6)

acA

Ez még nem elegendd a megoldashoz, eld kell irnunk, hogy valamilyen szempontok szerint
mindenképpen ki kell valasztani bizonyos éleket. Tudjuk, hogy a kezd6 csomdpontbol kiin-
dulo ¢élek egyikét biztosan ki kell valasztani, vagyis ha 0sszegezziik az indulé csomopontbol
kiindulé élekhez tartozé valtozokat, akkor pontosan 1-et kell kapnunk:

Y x((s. i) =1 4.7)
(s,i)ed" (s)
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Ha kivalasztottunk egy s-bol indulo €lt és az ahhoz tartozo valtozoé értéke 1 lesz, akkor biz-
tositani kell, hogy az ¢l masik csomdpontjabdl ujra kivalasszunk pontosan egy élt. Viszont,
ha az egyik ¢lt nem valasztottuk ki, akkor az ahhoz tartozé masik csomopontbol nem szabad
kiindulnia egyetlen €élnek sem. Példaul, ha az x((1, 2)) valtozoé értéke 1, akkor kivalasztottuk
az (1, 2) élt. Ez esetben valasztani kell a (2, 3), (2,4) és (3, 5) élek koziil. Tehat, az s és ¢
csomoépontokat kivéve minden mas csomopontra igaz az, hogy ha egy iranyitott ¢l mentén
raléptiink az adott csomopontra, akkor és csak akkor kell pontosan egy kimend él mentén
tovabb lépni egy masik csomopontra:

wel\{s.d: Y x(@v)= > x((v.0) (4.8)
(i,v)ed™(s) (v,i)ed* (s)

Lassuk, hogy a 4.16 abran lathato graf esetén hogy néz ki a modelliink a GNU Mathprog
nyelvén, ha az 1-es csomdpontbol szeretnénk eljutni a 6-osba. A modell a 4.17 abran lathato.

var x12 binary;
var x13 binary;
var x23 binary;
var x24 binary;
var x25 binary;
var x35 binary;
var x45 binary;
var x46 binary;
var xb6 binary;

s.t. indulas: x12 + x13 = 1;
s.t. n2: x12 = x23 + x24 + x25;
s.t. n3: x13 + x23 = x35;

s.t. nd: x24 = x45 + x46;

s.t. nb: x25 + x35 + x45 = x56;

minimize ut: x12 + 3%x13 + x23 + 4xx24 + 3*x25 + 2*%x35 + 3xx45 +
6*x46 + x56;
end ;

4.17. abra. A feladathoz tartozo modell

A modellt megoldva azt kapjuk, hogy az x12, x25 és x56 valtozok értéke 1, a tobbi pedig
0, tehat a legrovidebb ut az 1, 2, 5, 6 csomopontokon halad keresztiil, a hossza pedig 5.

frjunk egy altalanos GNU Mathprog modellt, ahol csak a graf adatait kell modositani!
Eldszor a modell f4jlt ismertetjlik, utana megmutatjuk a példahoz tartozé adat f3;jlt.

Elsé6 1épésként vegyiik fel a csticsok €s élek halmazat. Az élek halmaza rendezett ketteseket
tartalmaz, ezért a halmaz neve utan a dimen kulcsszoval meg kell adni, hogy 2 dimenzids
értékek halmazardl van szo:
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set Csucsok;
set Elek dimen 2;

Minden ¢élhez tartozik egy suly paraméter:
param Suly{ (i, j) in Elek};
Vegyiink fel még két paramétert, amelyekkel megadhatjuk, hogy melyik csomoépontbol

melyik csomopontba szeretnénk megkeresni a legrovidebb utat:

param start;
param cel;

Végiil adjunk egy-egy binaris valtozot minden élhez:
var x{(i, j) in Elek} binary;

Adjuk meg azt a korlatozast, ami biztositja, hogy a start csomdpontbdl mindenképpen
elinduljunk az egyik iranyba:

s.t. kezdoUt: sum{ (start, i) in Elek} x[start, i] = 1;

A start és cel csomdpontokat kivéve minden mas csomdpontra fel kell irni a tovabbhala-
dast biztosito feltételt:

s.t. tovabbHaladas{v in Csucsok diff {start, cel} }: sum{ (i, v) in
Elek } x[i, v] = sum{ (v, j) in Elek } x[v, jl;

A diff kulessz6 segitségével a Csucsok diff {start, cel} kifejezés eredménye egy olyan hal-
maz lesz, amelyben nem szerepel a start és cel csomopont. Végiil adjuk meg a célfiiggvényt:

minimize ut: sum{ (i,j) in Elek } x[i, j] * Sulyli, j];
end ;

A példéhoz tartozé modell f4jl tartalma a 4.18 abran lathato.

set Csucsok:= 12345 6;
set Elek:= (1, 2) (1, 3) (2, 3) (2, 4) (2, 5) (3, 5) (4, 5) (4, 6)
(5, 6);

param Suly:= [1, 2] 1 [1, 3] 3 [2, 3] 1 [2, 4] 4 [2, 5] 3 [3, &]
2 [4, 5] 3 [4, 6] 6 [5, 6] 1;

param start:= 1;
param cel =6;
end ;

4.18. dbra. A modell fajl tartalma
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4.4.2. Minimalis feszitofa

Ahhoz, hogy felirjunk egy modellt, amellyel egy graf minimalis feszit6fajat szeretnénk meg-
hatarozni, a kovetkez0 kovetelményeket kell teljesiteni. Az el6z6 feladathoz hasonldan bi-
naris valtozok segitségével ki kell valasztani a megfeleld éleket, amelyek a feszitofat alkot-
Jék, mégpedig gy, hogy ezen élek sszsulya minimalis legyen. Tovabba az éleknek le kell
fedniiik minden csomdpontot, végiil pedig az ¢leknek fat kell alkotniuk. Az elsé feltételt leg-
rovidebb ut keresésekor alkalmazott modszerhez hasonléan biztosithatjuk, azaz az élekhez
tartozo bindris valtozokat az ¢élek sulyaval szorozva Gssze kell adni, majd ezt az értéket kell
minimalizalni.

A fakrdl tudjuk, hogy benniik az ¢élek szama egyel kisebb, mint a csomopontok szdma,
Osszefliggdek és kormentesek. Ha a fenti 3 allitas koziil barmelyik 2 teljesiil egy grafra, ak-
kor az fa. Az élek mennyiségét konnyu biztositani, eld kell irni, hogy az éleket kivalasztd
binaris valtozok dsszege legyen a csomdpontok szamanal 1-el kisebb érték. A kormentesség
altalanos esetben ugy teljesithetd, hogy a grafban el6forduld dsszes korre felirunk egy-egy
korlatozast, amelyekben tiltjuk azt, hogy a kort alkotd élek egyszerre bekeriiljenek a faba.
Ennek a modszernek viszont nagy hatranya, hogy mar kozepes méretli grafokban is rengeteg
kor fordulhat el6, ezek felkutatasa alkalmanként roppant idéigényes feladat. Az irodalomban
egyébként gyakran hivatkoznak erre a modszerre. Mi most az 6sszefiiggdsség fenntartasara
fektetjiik a hangsulyt, latni fogjuk, hogy a korlatozasok szdma joval baratsagosabb lesz, mint
a korok elkeriilésekor.

Mikor 6sszefliggd egy graf? Gondoljunk a grafra egy anyag szallit6 halézatként, ahol az
egyik csomdpont termel, a tobbi fogyaszt. A bevalasztott élek mentén szallithatjuk a csomo-
pontokbdl az anyagot ugy, hogy ha egy csomopontban jelen van n egységnyi anyag, akkor
csak n— 1 egységnyit ad tovabb, mivel 1 egységet elfogyaszt. Ha valamelyik csomopontnak
nem jut anyag, akkor a graf nem 6sszefliggd. A modell a kovetkez6 modon irhato fel. A G =
= (V, E) iranyitatlan grafra tekintsiink gy, mint egy G = (V, 4) irdnyitott grafra ugy, hogy ha
egy u és v csomdpont Ossze van kotve, akkor az {u, v} irdnyitatlan ¢lbdl alkossunk egy (u, v)
¢és egy (v, u) €lt, ahol a két ¢l stilya megegyezik az eredeti iranyitatlan ¢l sulyaval. Minden
ujonnan kapott iranyitott €¢lhez tartozik egy binaris és egy folytonos valtozo. Jeldlje y(u, v)
az (u, v) ¢élhez tartozo binaris, x(u, v) pedig az ehhez az élhez rendelt folytonos valtozot. A
binaris valtoz6 szabja meg, hogy az élt bevalasztjuk-e a feszitéfdba, vagy nem, a folytonos
pedig megadja, hogy az élen mennyi anyagot szallitunk az egyik csomopontbdl a masikba.
Egy (u, v) élen akkor lehet anyagot szallitani, ha az €¢It kivalasztottuk, tehat ha y(u, v) értéke
1. Az ¢leken szallithatdo maximalis anyagmennyiség pedig egyel kevesebb, mint a csomopon-
tok szdma, ugyanis ennyi fogyasztd van és minden fogyasztd pontosan 1 egységnyi anyagot
fogyaszt. A tovabbiakban legyen M = | V| — 1. Ezek alapjén az x(u, v) véaltozokra igaz, hogy

0 <x(u,v) <M=xy(u,v) (4.9)

minden (u, v) € A-ra.

Az anyagéramlés biztositdsdhoz pedig minden fogyasztdé csomopontra eld kell irni egy
olyan korlatozas, hogy ezen csomdpontokbdl egyel kevesebb anyag egység aramoljon ki, mint
ami be aramlott. Jeloljiik s-el a forrasnak valasztott csomopontot (ez barmelyik lehet).

x(i,v)— x(v,i)=1 (4.10)
)3 2

(i,v)ed (v,i)ed
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4.19. abra. A minimalis feszitofa példahoz tartozo graf

minden v € E\ {s}-re.

Ez akkor teljesiilhet, ha a fa 1 foku csomdpontjaiba pontosan 1 egység anyag érkezik,
a tobbi csomopontnak pedig tovabb kell adnia valamennyi anyagot a szomszédjanak, ennek
kovetkeztében biztos, hogy minden csomdpontot lefediink, mégpedig egy Osszefliggd rész-
graffal. A grafban nem keletkezik kor, hiszen ha kor keletkezne, az azt jelentené, hogy van
olyan csomopont, amelybe tobb élen keresztiil is d&ramlik anyag, &m ez feleslegesen novel-
né a bevalasztott élek és igy azok Osszsulyainak 0sszegét, am azzal, hogy ez utobbi értéket
minimalizaljuk, kizarjuk az ilyen eseteket.

var xAB >= 0; var xBA >= 0;
var xBC >= 0; var xCB >= 0;
var xCD >= 0; var xDC >= 0;
var xAD >= 0; var xDA >= 0;
var xDB >= 0; var xBD >= 0O;

var yAB binary; var yBA binary;
var yBC binary; var yCB binary;
var yCD binary; var yDC binary;
var yAD binary; var yDA binary;
var yDB binary; var yBD binary;

s.t. ab: xAB <= 3%yAB; s.t. ba: xBA <= 3xyBA;
s.t. bc: xBC <= 3*yBC; s.t. cb: xCB <= 3*yCB;
s.t. cd: xCD <= 3*xyCD; s.t. dc: xDC <= 3*yDC;
s.t. ad: xAD <= 3xyAD; s.t. da: xDA <= 3*xyDA;
s.t. db: xDB <= 3*yDB; s.t. bd: xBD <= 3*yBD;
s.t. b: xAB + xDB + xCB - (xBA + xBD + xBC) = 1;
s.t. c: xBC + xDC - (xCB + xCD) = 1;

s.t. d: xAD + xBD + xCD - (xDA + xDB + xDC) = 1;

minimize feszitofa: yAB + yBA + yBC + yCB + 2% (yAD + yDA) + 2x(yDC + yCD)
+ 3*(YBD + yDB) 5
end ;

4.20. dbra. A grdfhoz tartozo modell
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set Csucsok;
set Elek dimen 2;
set Elek2:= Elek union setof { (i, j) in Elek } (j, i);

set forras;
param Suly{ (i, j) in Elek };

var x{(i, j) in Elek2} >= 0;
var y{(i, j) in Elek2} binary;

s.t. kapacitas{ (i, j) in Elek2 }: x[i, j] <= yl[i, jl * (card(Csucsok) -
D

s.t. aramlas{ v in Csucsok diff forras }: sum{ (i, v) in Elek2 } x[i, v]
- sum{ (v, i) in Elek2 } x[v, i] = 1;

minimize feszitofa: sum{ (i, j) in Elek } (y[i, jl + y[j, i]) * Sulyli,
il
end;

4.21. abra. A feszitofa feladat altalanos modellje

Lassuk, hogyan néz ki egy modell egy konkrét grafra. Most kivételesen nem arra a grafra
irjuk fel a modellt, mint amit a megfeleld graf algoritmus soran hasznaltunk, hanem egy kiseb-
bet valasztunk, hogy kevesebb valtozot hasznaljunk. Ez a graf a 4.19 dbran, a grathoz tartozo
modell pedig a 4.20 dbran lathatd. A feszitofa feladathoz tartozo altalanos modell a 4.21 édbran
lathato.

Az Elek2 halmaz objektumra azért van sziikségiink, mert az adat fajlban az éleket ugy tiin-
tetjlik fel, mint irdnyitatlan éleket, ahogy az az eredeti feladatban is van. A setof kulcsszoval
képziink egy olyan halmazt, amely olyan csucsparokat tartalmaz, amelyek az Elek halmazban
megadott élek forditottjai, majd ezt a halmazt unio miivelettel 6sszefiizziik az eredeti €élek hal-
mazaval. A forrast elegansabb lenne paraméterként megadni, am csak numerikus érték lehet
paraméter, ezért most kivételesen ezt egy egyelemii halmazzal adjuk meg. Magyarazatra szo-
rul még a card kulcsszd: Visszaadja a paraméterében megadott halmaz szamossagat. A példa
adatfajlja a 4.22 abréan lathatd. A modellnek kdszonhetden az adatfajl megadasakor nem kell
azzal foglalkozni, hogy az éleket iranyitotta kell tenni és minden ¢élt megduplazunk, ezt a
glpsol automatikusan elvégzi a modell alapjan.

set Csucsok:= A B C D;
set Elek:= (A, B) (B, C) (D, C) (B, D) (A, D);
param Suly:= [A, B] 1 [B, C] 1 [D, C] 2 [B, D] 3 [A, D] 2;

set forras:= A;
end ;

4.22. abra. A feszitdfa feladathoz tartozo adatfaj tartalma
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4.4.3. Maximalis folyam

Ha olyan modellt szeretnénk felirni, amely egy hal6zat maximalis folyamat adja meg, akkor
elég, ha megadjuk mindazokat a feltételeket, amelyeket a Ford-Fulkerson algoritmus targya-
lasakor is lattunk, nevezetesen: Egyik élhez tartozo folyam nagységa sem haladhatja meg az
¢l kapacitasat, valamint a kezd6 és cél csomdpontot kivéve minden mas csomodpontra igaz,
hogy amennyi anyag oda befolyik, annyinak kell tovabb haladnia. A modellt a 4.23 abran
lathat6 halozatra irjuk fel ugy, hogy az 1. csomdpontbdl juttatjuk el az anyagot a 6-osba.

4.23. dbra. Ezen a hdlozaton hatarozzuk meg a maximalis folyamot az 1. és 6. csomopontok kozott

var x12 >=0;
var x13 >=0;
var x24 >=0;
var x25 >=0;
var x32>=0;
var x35>=0;
var x45>=0;
var x46 >=0;
var x56 >=0;

s.t.cl2:x12<=2;
s.t.cl3:x13<=3;
s.t. c24:x24 <=4,
s.t. c25:x25 <=3;
s.t.c32:x32<=1;
s.t. ¢35:x35<=2;
s.t. c45:x45 <= 3;
s.t. c46:x46 <= 6;
s.t. ¢56:x56 <=1;

4.24. abra. Korlatozdsok a maximalis folyam feladathoz

Mivel a folyam értékeket szeretnénk meghatarozni, a valtozokat érdemes gy megvalasz-
tani, hogy minden folyamhoz tartozzon egy-egy folytonos véltozd. Minden valtozéra meg
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kell adni egy-egy korlatot, amely a kapacitas alapjan megszabja a valtozo, azaz a folyam fel-
s korlatjat a 4.24 dbran lathaté modon, illetve az anyagmegmaradast biztosito korlatozasokat
is fel kell irni a 2, 3, 4 és 5-0s csomoOpontokra a 4.25 abran lathaté modon.

s.t. kibe2: x12 +x32 =x24 + x25;
s.t. kibe3: x13 =x32 + x35;
s.t. kibe4: x24 = x45 + x46;
s.t. kibe5: x25 + x35 + x45 = x56;

4.25. dbra. Korldtozasok a maximalis folyam feladathoz

Végiil adjuk meg a célfiiggvényt. A maximalis folyam értéke megegyezik a kezdé csomo-
pontbdl kiindulé 6sszes anyag, vagy a cél csomopontba befolyd 0sszes anyag mennyiségével,
hogy melyiket valasztjuk, az lényegtelen:

maximize folyam: x12 + x13;
end;

A modellt megoldva a valtozok a 4.2 tablazatban lathato értekeket veszik fel.

4.2. tablazat. A valtozok eértékei

Valtozé | Erték
x12 2
x13 2
x24 3
x25 0
x32 1
x35 1
x45 0
x46 3
x56 1

Lathatjuk, hogy a maximalis folyam értéke négy. Vessiik dssze ezeket az értékeket a 3.4.
fejezetben megoldott maximalis folyam feladat megoldasaval és lathatjuk, hogy ugyanazokat
a folyam értékeket kaptuk.

Az altalanos GNU Mathprog modell a 4.26 abran, az adatfajl tartalma pedig a 4.27 abran
lathato.

www.tankonyvtar.hu © Bertok Botond, Kovacs Zoltan, PE


www.tankonyvtar.hu

4.5. FELADATOK 65

set Csucsok;
set Elek dimen 2;

param Kapacitas{ (i, j) in Elek} ;

param start;
param cel;

var x{(i, j) in Elek} >=0;
s.t. KapacitasKorlat{ (i, j) in Elek } : x[i, j] <=Kapacitas][i, j];

s.t. anyagMegmaradas{v in Csucsok diff {start, cel} }: sum{ (i, v) in Elek } x[i, v] = sum{
(V. j) in Elek } x[v, j];

maximize maxFolyam: sum{ (start, i) in Elek } x[start, i];
end;

4.26. abra. A maximalis folyam feladathoz tartozo daltalanos modell

set Csucsok:=123456;
set Elek:=(1,2)(1,3)(3,2) (2,4)(2,5)(3,5) (4,5) (4,6) (5, 6);

param Kapacitas:=[1,2] 2 [1,3]3[3,2] 1 [2,4]4[2,5]3[3,5]2[4,5]3[4,6]6[5,6] 1;

param start:= 1;
param cel :=6;

end;

4.27. abra. Az adatfajl tartalma

4.5. Feladatok

4.1. Feladat Egy butorgyarban a kovetkez6 termékeket gyartjak az alabbi eladasi arak mel-
lett:

e irdasztal: 20 000 Forint

e sz¢k: 10 000 Forint

e ruhdsszekrény: 25 000 Forint
e ¢tkezdasztal: 35 000 Forint

A fenti butorokhoz a kdvetkezd nyersanyagokat hasznaljak: tolgyfa, fenyofa, farostlemez,
enyv, szegek. Az alabbiakban megadjuk, hogy melyik butorhoz, hany egységnyit kell fel-
hasznalni a felsorolt alapanyagokbdl (a szegeknél 10 db felel meg 1 egységnek):

e irdasztal: 2 feny6fa, 1 farostlemez, 3 enyv, 2 szeg

e sz¢k: 1 tolgyfa, 4 enyv
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e ruhasszekrény: 3 farostlemez, 1 fenyofa, 1 szeg
e ¢tkezbasztal: 3 tolgyfa, 3 enyv, 4 szeg

Tudjuk, hogy amit egy héten eldallitanak, azt mind eladjak a kovetkezd hétre. A hét elején a
nyersanyagokbdl az alabbi mennyiségeket szerzik be:

o tolgyfa: 20 egység

e fenydfa: 30 egység

e farostlemez: 50 egység
e enyv: 40 egység

e szeg: 60 egység

(a) Linearis programozas segitségével hatdrozza meg, hogy az adott arak és rendelkezésre
allo nyersanyag mennyiségek mellett a héten mely butorbol hany darabot kell késziteni
ahhoz, hogy a lehetd legnagyobb bevételre tegyiink szert! Irja fel a hasznalt modellt for-
malisan, majd azt oldja meg GLPK segitségével. Fontos, hogy a vasarlok kizarolag teljes
butorokat hajland6ak megvasarolni.

(b) A héten fel nem hasznalt anyag mennyiséget hétvégén raktarban kell tartani, a raktar
hasznalata viszont pénzbe keriil. A kiilonféle nyersanyagok tarolasi koltsége 1 egységre
a kovetkezd:

e tolgyfa: 5000 Forint
fenydfa: 4000 Forint

e farostlemez: 3000 Forint

enyv: 500 Forint

szeg: 700 Forint

Modositsa az el6z6 feladatban felirt modellt, hogy a raktarozasi koltséget figyelembe véve
maximalizalja a profitot!

4.3. tablazat. A feladat paraméterei

szereld csarnok | raktar iroddk | mindség ellendrzd
szerel® csarnok hallhat6 hallhat6 hallhato
raktar hallhat6 hallhatd | hallhat6
irodak hallhaté | hallhat6
mindség ellenérzd hallhato hallhato
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4.2. Feladat Egy gyarba hangos bemondo rendszert telepitenek. A fejlesztés célja az, hogy
a bemondon elhangzott informdciokat mindenhol hallani lehessen, tovabba a feladatot minél
kevesebb hangszordoval kell megoldani. A 4.3 tdblazatban feltiintettiik, hogy ha hangszorot
telepitiink egy adott helyiségbe, akkor annak hangjat mely helyiségekbdl lehet hallani.

(a) Irj fel egy MILP modellt, amely segitségével meghatarozhato, hogy hogyan lehet a leg-
kevesebb szamu hangszoro telepitésével teljesen lefedni a gyarat.

(b) Moddositsd az el6z6 modellt Ggy, hogy a szereld csarnokban kétszer annyi hangszorot
lehessen hallani, mint a raktarban!
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5. fejezet

Folyamathalozat-szintézis és
optimalizalas

A folyamatszintézis feladata egy folyamatrendszer optimalis strukturdjanak, valamint a rend-
szert alkoto, kiilonféle miiveleteket végrehajtd funkcionalis egységek optimalis konfiguraci-
oinak, kapacitasainak meghatdrozasa [16]. Szerepe kritikus az anyag- €és energiafogyasztas,
illetve a kornyezetre gyakorolt negativ hatasok csokkentésében, ezaltal pedig a nyereségesség
novelésében. Szakirodalmi példa tdmasztja ald, hogy a hatékony folyamatszintézis az ener-
giafogyasztast akar 50, a koltséget pedig 35%-al is csokkentheti [20].

Idedlis esetben egy folyamat struktirdjat, €s a folyamatot alkoté miiveletek konfiguraci-
oit egyidejiileg tudnank megtervezni €s szintetizalni, mivel a teljesitményiik kihatassal van
egymasra. Ez azonban a gyakorlatban rendkiviil nehéz, ha nem lehetetlen, kdszonhetden a
probléma dudlis, egyidejiileg folytonos és diszkrét természetének. Az utobbi a feladat kom-
binatorikus komplexitasahoz vezet, ami a probléma optimalis megoldasanak megtalalasat je-
lent6sen megneheziti. Emiatt, a 2.1.2 fejezetben mar emlitett modon, a folyamatszintézisnek
3 fazisat kiilonboztetjiik meg: a makroszkopikus, mezoszkopikus €és a mikroszkopikus fazist.
A kiilonbo6z6 részfeladatokat mar ezek kozott a fazisok kozott osztjuk el, a végceélt, azaz az
optimalis folyamat megtervezését és szintézisét szem eldtt tartva. Ahogyan az neviikbdl is
kovetkezik, a 3 fazist az alapjan kiilonboztetjiikk meg, hogy milyen részletességgel foglalkoz-
nak a folyamat megtervezésével. A részrendszerek, a funkciondlis egységek dsszekapcsolésa,
azaz a rendszer szintézise a makroszkopikus fazisban megy végbe, ezért a folyamatszintézis
szempontjabol ez a fazis a legjelentdsebb.

A folyamatszintézis feladatok megoldasara kidolgozott modszerek két nagy csoportba
osztjuk, mégpedig a heurisztikus €s az algoritmikus azaz matematikai programozason alapu-
16 mddszerekre. Léteznek tigynevezett hibrid modszerek is, amelyek heurisztikus szabalyok
mellett egyidejiileg timaszkodnak a matematikai programozasra is.

A heurisztikus modszerek megvaldsitasa altaldban egyszerii, még nagy feladatok eseté-
ben is, azonban természetiiknél fogva csak lokalisan hatékonyak. Ennek oka, hogy az emberi
tapasztalatok, melyeken a heurisztikak szabalyai alapulnak, véges, €s gyakran korlatozott,
limitalt szdm megfigyelésbdl erednek. Kovetkezésképpen a heurisztikus modszerek 6nma-
gukban gyakran alkalmatlanok a globalis, vagy kozel globalis optimalis megolddsok megta-
lalasara [3].
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A heurisztikus médszerekkel szemben, a meglévo, hagyoményos algoritmikus modsze-
rek, melyek fobb 1épései az 5.1 abran lathatdak, csak viszonylag kis, illetve mérsékelt méretii
feladatok kezelésére alkalmasak. Ezek az algoritmikus modszerek csak akkor lesznek megfe-
leléen precizek, ha az altaluk hasznalt matematikai programozasi modelleket explicit médon

meg tudjuk konstrualni.
/ Bemeneti adatok /

| Modell generalasa |

Matematikai
programozasi modell

I Megoldas |

A

Optimalis halézat

5.1. abra. A hagyomdnyos algoritmikus modszerek fobb lépései

Ezen modszerek esetében a feladat definicidja mindig megadja a rendelkezésre all6 nyers-
anyagokat, a gyartani kivant termékeket valamint a felhasznalhaté miiveleti egységeket. A
kiilonb6zd kapcsolddd paraméterekre — mint koltségekre, 4rakra illetve anyagegyensuly fel-
tételekre — irjuk fel a matematikai programozasi modelleket. Ezeket a modelleket altalaban
félig-meddig korabbi tapasztalatokra alapozva adjak meg, folytonos fiiggvények segitségé-
vel. Mindemellett ezek a hagyomanyos modszerek nem tudjak kdzvetleniil és szisztematiku-
san, azaz algoritmikusan képezni a koltségfiiggvényt €s a kapcsolodo feltételrendszert, amely
megfelelden kifejezné a folyamatok halozat-strukturajat. Nem adnak modszert arra sem, hogy
algoritmikusan készitsiik el egy olyan strukturajat a folyamatnak, amely minden lehetséges
halézatot redundancia nélkiil tartalmaz. Ez azért kritikus, mert a matematikai programozas
egyrészt csak olyan eredményt adhat, ami része a matematikai modellnek, masrészt hasznal-
hatatlanul lelassulhat, ha a modell indokolatlanul nagy. A konvencionalis modszerek esetében
nincs garanciank a folyamatszintézishez hasznalt modellek €s az abbol szarmazoé megoldasok
mindségére.

Béarmely hagyomanyos algoritmikus modszer esetében, egy vizsgalt folyamat lehetséges
haldzat struktardja ,,manudlisan”, folyamatos fejlesztés, javitasok és modositasok eredménye-
ként 4ll el6. A javitasok és modositasok folyamata sordn egyrészt gyakori a heurisztikus és
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intuitiv megoldasok alkalmazasa, masrészt pedig a kézzel felirt, minden lehetséges és nem
lehetséges haldzatot tartalmazd teljes halozat struktiraba bevalasztott miiveleti egységek ko-
zotti redundéans kapcsolatok megsziintetése. Mindkét megkozelitésnek megvannak a maga
nehézségei. A heurisztikus modszereknek a fent mar emlitett buktatoi mellett — ahogyan azt
hamarosan majd latni fogjuk — a lehetséges miiveleti egységek potencialis 6sszekapcsolasi le-
hetdségeinek nagy szama. Lathato tehat, hogy heurisztikék alkalmazasa még az algoritmikus
modszerek esetében is gyakori.

Ahogyan azt kordbban mar emlitettiik, a folyamatszintézis komplexitasat a probléma ket-
tds, egyidejlileg folytonos €s diszkrét természete okozza. Az utdbbinak kdszonhetden a prob-
léma komplexitasa exponencialisan ndvekszik a rendelkezésre allo miiveleti egységek sza-
maval, amit jel51jon n, mivel az optimalis haldzatot 2"~ ! lehetséges alternativa koziil kellene
meghatarozni mindaddig, amig nem rendelkeziink olyan tudéssal a haldzat struktarajarol, ami
alapjan helytelen alternativak eltavolitisaval ezt a szamot csokkenteni lehetne. A 2"~! mar
viszonylag kis n esetén is hatalmas szam is lehet: n=35 esetén 34.36 x 10, mig n =36 esetén
mar 68.72 x 10°. Ez a probléma exponencialis jellegét is jol illusztralja, az n-t eggyel no-
velve az alternativak szama lényegében megduplazodott. Olyan robusztus dontéstamogatasi
rendszerekre van tehat sziikség a folyamatszintézis feladatok kombinatorikus komplexitasa-
nak megfelelé kezelésére, amelyek matematikailag szigortiak, lehetdleg axiomatikusak, és
szamitogépekre hatékonyan implementalhatoak.

Keresési tér - Potencialis halézatok

5.2. abra. A keresési tér csokkentése

Mindez a kombinatorika egy jol kidolgozott 4ganak, a grafelmélet eredményeinek felhasz-
naldsaval valosithato meg. Eredményiil egy grafelméletben gydkerezd, algoritmikus modszert
kapunk, amelyet ebben a fejezetben részletesebben is bemutatunk. A modszer a grafok egy
specialis osztalyan alapszik, amely segitségével a folyamatok struktiraja egyértelmiien rep-
rezentalhat6, igy lehetdség nyilik a gyakorlatban is megvaldsithatd folyamatokra jellemzd
kombinatorikus tulajdonsdgok kihasznéaldsara. Matematikailag az ilyen kombinatorikus tu-
lajdonsagok axiomaként fogalmazhatéak meg, amelyek harom algoritmus alapjaul szolgal-
nak [4, 7, 6]. Az 5.2 &bran lathatd, hogyan csokkenti a modszer a keresési teret az optimalis
megoldas keresése soran. A keresési tér, amely az 0sszes lehetséges halozatot tartalmazza,
lesziikiil azokra a halézatokra, amelyek kielégitik az axiomakat, azaz az ugynevezett kombi-
natorikusan lehetséges halozatokra, amit az abran CF jeldl. A két halmaz mérete kozott tobb
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nagysagrendbeli eltérés is lehet, amely a megoldashoz igényelt szamitasi kapacitas drasztikus
csokkenéséhez vezethet. A modszerrel megoldott gyakorlati példak soran el6fordult olyan
eset is, amikor ez az arany egy az egymilliardhoz volt. Itt érdemes talan megjegyezni, hogy a
folyamathal6zatok merdben eltérdek €s 1ényegesen komplexebbek sok egyéb tipust (példaul
telefon vagy autopalya) halozatnal az érintett miiveleti egységek nagy szamanak, illetve a raj-
tuk keresztiilaramlo anyagok valtozatossaganak tekintetében (példaul egy telefonhaldzaton
csak fotonok ¢s elektronok haladnak 4t). Emellett a probléma dudlis, folytonos és kombi-
natorikus (egész) természete miatt egy folyamatszintézis feladat matematikai programozasi
modelljéiil vagy egy MILP, vagy egy MINLP szolgal. Ezen dualitds mértéke eltérd a kii-
16nb6z6 folyamatszintézis feladatok, mint példaul az RNS (reaction-network synthesis azaz
reakciohalozat-szintézis), SNS (separation-network synthesis azaz szétvalasztasi haldozatok
szintézise), HENS (heat-exchanger-network synthesis azaz hdcseréld halozatok szintézise)
vagy PNS (process-network synthesis azaz folyamathal6zat-szintézis) esetében. Természeté-
nél fogva a legutdbbi a leginkabb kombinatorikus.

Ennek a grafelméleti alapokon nyugvo, algoritmikus modszernek egy korai [4, 7], sikeres
alkalmazasa egy régebbi, mar 1étezd Folpet folyamat ujraszintetizalasa, amely N-(trichloro-
methylthio) phthalimde eléallitasara szolgal. Ez egy gyomirtd, amelyet egészen az 1980-as
évek végéig gyartottak, jelenleg azonban mar nem alkalmazhat6 a toxicitasa miatt. Az Ojra-
szintetizalas a folyamat strukturalis optimalitasat vizsgalta. A vizsgalat eredményeként kide-
riilt, hogy a folyamatban résztvevd miiveleti egységek koziil 5 redunddns. A fennmarado 35
miiveleti egységbdl a modszer PC-re (PC/AT) implementalt verzidja kevesebb, mint egy perc
alatt eléallitotta a szigoru szuperstruktarat, 3465 kombinatorikusan lehetséges folyamathalo-
zatot eredményezve.

Egy masik esetben azt vizsgaltak a modszer felhasznalasaval, hogyan lehet egy meglévo
mezdgazdasagi komplexumot optimalisan 4talakitani (Hertwig et al., 2001). A komplexum
10 nagyobb iizembdl és a hozzdjuk kapcsolodd melléképiiletekbdl allt, amit a modellben 20
miuveleti egység reprezentalt. A feladathoz tartozé optimalis hal6zat meghatarozasa kevesebb,
mint 5 masodpercet vett igénybe egy alacsony teljesitményti (Pentium III, 500 MHz) asztali
szamitogépen.

Az elsd esetben a 35 miiveleti egységnek koszonhetéen lehetséges (2% — 1) alternativa
koziil kell megtalalni az optimalisat, ami 34 539 738 647, a masodik esetben pedig a 20 mii-
veleti egység miatt (220 — 1) = 1 048 575 koziil. A lehetséges halozatok nagy szama miatt a
hagyomanyos algoritmikus mddszerekkel az ilyen nagysagrendii feladatok mar nem kezelhe-
toek megfelelden. Az alabbiakban bemutatjuk a mar emlitett, grafelméleti alapokon nyugvo,
algoritmikus modszert, amivel még az ilyen komplexitasu gyartasi folyamatok is hatékonyan
kezelhetdek és modellezhetéek folyamatszintézis feladatként.

5.1. A P-graf modszertan alapjai

A P-graf modszertant az 1990-es évek elején dolgoztak ki komplex vegyipari termelérend-
szerek modellezésére és optimalizaldsara. A nevét egy irdnyitott paros grafrol, a P-grafrol
kapta, amely segitségével lehetdség nyilik a lehetséges megoldasstrukturdk kombinatorikus
tulajdonsagainak kihasznalasara, ezaltal pedig a nagyméretii feladatok optimumanak megha-
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tarozasara is. A modszertan fobb 1épései az 5.3 abran lathatoak. A mddszertanrdl j6 attekintést

ad a kovetkezd konyv: [12].
/ Szintézis feladat /

Maximalis struktara

| SSG | | ABB |

Y Y

Megoldasstruktura Optimalis struktira

5.3. abra. A P-graf modszertan fobb lépései

5.1.1. Alapfogalmak

Jelolje M azoknak az anyagoknak a halmazat, amelyek a modellezend6 gyartasi folyamatban
definialva vannak. M egy véges, nemiires halmaz. Az, hogy M elemeit milyen részletességgel
adjuk meg, mindig az adott feladattol, illetve a modellezdtdl fiigg. Példaul

M, :=1{4,B,C,D,E, F} (5.1

és
My ={(x1,9,9), @, x2,9), (D, D, x3), (x1,x2,90), (D, x2, x3), (x1, X2, x3)} (5.2)

egyarant megfeleld lehet, attol fliggden, hogy csak maguk az anyagok, vagy azok dsszetétele
is Iényeges.

Az M anyagaihoz kapcsolodo szintézis feladatot egy (P, R, O) harmassal adjuk meg, ahol
P jeloli a termékek, R a nyersanyagok, O pedig a rendelkezésre 4116, gyartas soran felhasznal-
hat6é miiveleti egységek halmazat. A P halmaz elemei azok az anyagok, amelyeket a folyamat
soran valamilyen szempont szerint optimalisan szeretnénk eldéllitani, az R halmaz elemei
pedig azok az anyagok, amelyek kiindulaskor, a gyartds megkezdésekor rendelkezésiinkre
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allnak. Matematikailag az M, P és R halmazok kozotti relacio a kovetkezoképpen fejezhetd
ki:
PCM,RCMésPNM=0. (5.3)

Az O halmaz elemei, azaz a miiveleti egységek végzik az egyes anyagok kozotti atalakitaso-
kat. Ennek megfeleléen az O halmaz és az M halmaz kapcsolata:

OC pM) xpM). (5.4

Egy miiveleti egységet matematikailag egy rendezett parral modelleziink, azaz («, B) € O,
ahol o jeloli az egység bemenetei anyagainak, 8 pedig a kimenetei anyagainak a halmazat. A
fentiek illusztralasara, azaz egy gyartasi folyamat megadésara tekintsiik az alabbi hipotetikus
példat:

M:={A,B,C,D,E,F,G,H,1J,K) (5.5)
Pi={A) (5.6)
R:={D,F,H,T (5.7)

illetve

O :={({B}, {4, E}), {C}, {4,J}), ({D, E}, {B}), ({E, F}, {B}), ({F, G}, {C,K}),
({H}, {ED), {1, S}, {G)} =1{01, Oz, 03, O4, Os, Og, O7} (5.8)

A fenti, 10 anyagot és 7 miiveleti egységet tartamalmazo6 példaban az 4 anyagot szeretnénk
gyartani a kiindulaskor rendelkezésre allo D, F', H, I anyagokbdl. Azokat az anyagokat, ame-
lyek se nem nyersanyagok, se nem végtermékek, mint a fenti példaban B, C, E, G, J nem
szoktuk kiilon halmazként feltiintetni a feladat megadésakor.

Azokat az anyagokat, amelyek bizonyos miiveleti egységek kimeneti, illetve bizonyos mii-
veleti egységek bemenetei anyaghalmazanak is elemei, koztes anyagoknak nevezziik. Tehat
koztes anyagok azok az anyagok, amelyek kiindulaskor nem allnak rendelkezésiinkre, azokat
a gyartas soran miveleti egységek allitjak eld, illetve a termék eldallitashoz fel is hasznal-
jék o6ket. A fenti példaban B, C, E, G, J is ilyen, a G anyagot példdul az O7 miiveleti egység
gyartja és Os hasznalja fel.

Azokat az anyagokat, amelyeket a gyartas soran miiveleti egységek allitanak eld, de mas
miiveleti egységek nem hasznaljak fel és nem elemei a P halmaznak sem, melléktermékeknek
nevezziik. A fenti példaban ilyen melléktermék a K anyag, amelyet Os gyart, de nem hasznalja
fel egyetlen mas miiveleti egység sem, tovabba nem eleme a termékek halmazanak sem.

5.1.2. P-graf

Annak érdekében, hogy a lehetséges, gyakorlatban is megvalésithatd megoldasok kombina-
torikus tulajdonségait ki tudjuk hasznalni az optimalis megoldas keresése soran, a folyamat
egyértelmu strukturalis reprezentacioja sziikséges. A gyakorlatban altalaban hasznalt hagyo-
manyos grafok erre alkalmatlanok, az egyértelmii reprezentacidohoz egy specialis, iranyitott
paros graf, az igynevezett P-graf (Process-graph, P-graph) sziikséges. Egy graf akkor péros,
ha a csticshalmaza particiondlhaté két diszjunkt halmazra gy, hogy az azonos halmazban
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1évo csucsok koziil egymassal semelyik kettd sem szomszédos. A folyamat strukturajanak
reprezentaldsa soran is ezt a tulajdonsagot hasznaljuk ki, mivel alapvetden két, anyag illetve
miveleti egység tipust csucsot kiilonboztetiink meg és két azonos tipusu cstucs nem kapcso-
l6dhat egymashoz kozvetlentil.

A P-graf matematikai definicidja a kovetkezd. Legyen m és o két véges halmaz, amelyekre

0 < p(m)x p(m). (5.9)
Ekkor a P-graf egy olyan (m, o) par, ahol a graf csticsai a
V=mUo (5.10)

halmaz elemei. Az m halmaz elemei az anyag tipust csucsok, az o halmaz elemei pedig a
miuveleti egység tipusu csucsok. A graf élei az

A=A41UA, (5.11)
halmaz elemei, ahol
A= {5 )= (@, B) €0 ésx e a) (5.12)
és
Az ={(, 0)|y=(a, B) € 0sx € B}. (5.13)

A fenti formalis definicioban x jeloli az anyag tipusu csucsokat, y a miiveleti egység tipu-
su csucsokat, « jeloli azon anyag tipusu cstcsok halmazat, amelyekbdl mutat irdnyitott €l a
miuveleti egység tipust csticsokba, B pedig azon anyag tipusu csucsok halmazat, amelyekbe
mutat iranyitott ¢l a miiveleti egység tipust csucsokbdl. Mas szavakkal mondva, az 4 élhal-
maz minden eleme anyag tipusu csucsokbol miiveleti egység tipust csticsokba mutat, mig az
A»> ¢élhalmaz minden eleme miveleti egység tipusu csucsbol mutat anyag tipust cstcsba.

crer

z6képpen definidljuk:
(m1, 01)U(m2, 02) = (m1 Umy, 01 Uo) (5.14)

(m1, 01) N (m2, 02) = (m1 Nmy, 01 N02) (5.15)

Tovabba az (m1, 01) graf az (my, 0,) graf részgrafja, azaz
(my, 01) € (my, 02) (5.16)

ha
m; C my és o) Co;. (5.17)

Egy folyamat strukturaja definialhaté P-graftként. Legyen (P, R, O) egy szintézis feladat,
legyen m az M anyaghalmaz részhalmaza, o pedig az O miveleti egység részhalmaza, tovabba
tegyiik fel, hogy o C g (m) x g (m) teljesiil. Ekkor a rendszer strukturdja az m anyaghalmaz,
¢s az o miiveleti egység halmaz felhasznalasaval az (m, o) P-graffal formalisan definialhato.
A definiciobol kozvetleniil kovetkeznek az alabbi tulajdonsagok:
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5.4. abra. A halozatszintézis-feladathoz tartozo P-graf

1. Az anyagokat a graf anyag tipusu, a miiveleti egységeket a miiveleti egység tipusu csu-
csai reprezentaljak.

2. Egy anyag és egy miveleti egység tipust csucs kdzott akkor és csak akkor megy €1, ha a
megfeleld anyag és a miiveleti egység kapcsolata része a reprezentalando folyamatnak.

3. Az élek irdnyai megegyeznek a folyamat elérehaladdsanak iranyaval.

Az anyag tipust csucsokat korokkel, a miiveleti egységek tipusuakat vizsszintes téglalapokkal
abrazoljuk. A fenti példahoz tartozd P-graf az 5.4 abran lathato. A kiilonb6zd anyag tipusu
csucsok reprezentacid, mint nyersanyag, termek, vagy melléktermék az 5.5 abran lathatoak.

I Miveleti egység

O Nyersanyag
@ Termék
. Koztes anyag

5.5. abra. Szimbolumok

5.1.3. Kombinatorikusan lehetséges megoldasstrukturak

A P-graf segitségével nem csak a rendszer szintaktikdja, hanem a szemantikdja is kifejezhe-
t6. A gyakorlatban egy valds folyamat strukturdja nem irhatd le egy tetszéleges P-graffal:
egy valos folyamat megfelel6 reprezentalashoz minden P-grafnak teljesitenie kell bizonyos
kombinatorikus tulajdonsagokat. Ezeken a tulajdonsagokon alapulva kiilonb6z6 axiomakat
fogalmazhatunk meg.
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Vannak bizonyos kombinatorikus tulajdonsagok, amelyeket egy megoldasban szerepld
miiveleti egységeknek és nyersanyagoknak mindig teljesiteniiik kell. Példaul ha egy struk-
turaban nincs kapcsolat a termékek és a nyersanyagok kozott, akkor a struktura alkalmatlan
gyakorlati folyamatok reprezentalasara. Kulcsfontossagt tehat azoknak az altalanos kombina-
torikus tulajdonsagoknak a megtalalasa, amelyeket egy folyamat strukturajanak rendelkeznie
kell. Az igy 6sszegylijtott tulajdonsagokkal minden, a szintézis feladat lehetséges megoldasai-
hoz tartozo struktiranak rendelkeznie kell. Azok, és csakis azok a strukturak lehetnek lehetsé-
ges megoldasstruktirdk amelyek ezekkel a tulajdonsagokkal rendelkeznek ; semmilyen egyéb
struktarat vagy feltételt nem kell figyelembe venni az optimalis megoldas keresése soran.

5.1.4. Axiomak

Az alabbi axiémak [5] fogalmazzak meg azokat a tulajdonsagokat, amelyekkel egy valos,
gyakorlatban megvalosithatd folyamatot reprezental6 strukturanak rendelkeznie kell:

(S1) Minden legyartando6 termék, azaz P minden eleme szerepel a struktirdban.

(S2) Egy a strukturadban szerepld anyag akkor €s csak akkor nyersanyag, ha egyetlen a struk-
turaban szerepld miiveleti egység sem allitja eld.

(S3) Minden a strukturaban szerepld muveleti egység a szintézis feladatban definialt.

(S4) Minden a strukturaban szereplé miveleti egységbdl vezet Ut legalabb egy legyartandd
termékhez.

(S5) Haegy x anyag része a struktiranak, akkor létezik a strukturdban olyan miiveleti egység,
amelynek x anyagot felhasznalja vagy eldallitja.

Onmagaban mindegyik axiéma trivialisnak tiinik, azonban azokat egyszerre alkalmaz-
va kiszlirhetdek a kombinatorikusan nem megfeleld, gyakorlati alkalmazasok modellezésére
hasznélhatatlan halozatok. Ha egy szintézis feladathoz tartozo P-graf kielégiti ezeket az axio-
makat, akkor a P-grafot a probléma egy megoldasstruktarajanak mondjuk. Tekintsiik az alabbi
szintézis feladatot a megoldasstrukturak koncepcidjanak az illusztralasara:

M:={4,B,C,D,E,F,G,H,1I (5.18)
P = {4} (5.19)
R:={(D, F, H) (5.20)

O:={({C}.{4.1}) . (B}, {4. E}) . ({D, E}, {B}) ,
(£, F}{BY), {F, GLACYH , (A, 1}, {G)) . } (5.21)

A feladathoz tartozo két kiilonbozé megoldasstruktira lathato az 5.6 dbran. Erdemes meg-
jegyezni, hogy ha egy miiveleti egység tipust csucs része egy megoldésstruktirat reprezentalo
P-grafnak, akkor a miiveleti egység bemeneti €s kimenetei anyaghalmazainak 6sszes eleme is
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5.6. abra. Két kombinatorikusan lehetséges megolddsstruktira

a grafhoz tartozik. Az is emlitést érdemel, hogy egy megoldasstruktiura nem tartalmazza feltét-
leniil az M anyaghalmaz 6sszes elemét, illetve az R nyersanyaghalmazbol sem kell feltétleniil
mindent felhasznalnia a gyartas soran.

Mivel a gyartando termék, 4, mindkét struktiraban szerepel, az els6 axioma mindkét eset-
ben teljesiil. A masodik axioma az elsd struktiraban az F, a masodik struktiraban az F és
G csucsok miatt teljesiil, mivel nyersanyagként egyediil ezekbe a csucsokba nem vezet €l
miuveleti egységekbdl, azaz ezeket az anyagokat nem gyartja semmi. Az elsO struktira két,
a masodik pedig harom miveleti egységet tartalmaz, amelyek mindegyike definidlva van a
szintézisfeladatban, igy a hdrmas axidma is teljesiil. A négyes axidmanak megfelelden, mind-
két strukturaban minden miiveleti egység tipusu csticsbol vezet ut a legyartando termékhez.
Az 6t0s axioma is teljesiil, mivel mindkét struktiraban minden egyes anyag tipusu csucs leg-
alabb egy miiveleti egységnek a kimenete, vagy a bemenete. Ez a két struktara tehat kielégiti
az 0sszes axiomat, szemben az 5.7 dbran lathat6 strukturaval, amelyre az egyes, kettes, négyes
és OtOs axidma sem teljesiil.

Legyen S(P, R, O) azahalmaz, amely a (P, R, O) szintézisfeladat 6sszes megoldas-struktirajat
tartalmazza. Ekkor a megoldas-struktirakra vonatkozoan az alabbi tételt fogalmazhatjuk meg:

1. Tétel. A megoldasstrukturak zartak az uniora, azaz két megoldasstruktura unioja is meg-
oldasstruktura. Formalisan: ha

o1 €SP, R, 0) és 0y € S(P, R, O) (5.22)

akkor
(o1Uop) € S(P, R, O). (5.23)

Az el6z6 példa két megoldasstukturdjanak unidjat abrazolja az 5.8 dbra. Mint az lathato, a két
megoldasstruktira unidja maga is egy megoldasstruktura.

© Bertok Botond, Kovacs Zoltan, PE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

78 5. FOLYAMATHALOZAT-SZINTEZIS ES OPTIMALIZALAS

5.8. abra. Az 5.6 dabran lathato strukturdk unioja

5.1.5. Maximalis struktura

Mivel a megoldasstrukturak halmaza véges €s zart az unidra, a halmaznak lesz egy eleme,
w(P, R, O), amely az 0sszes megoldasstruktiira unidja, azaz

uP.RO= [J o (5.24)
o €S(P,R,0)

feltéve ha a megoldasstruktirak halmaza nem f{ires, azaz S(P, R, O) #). Ekkor a halmaz
w(P, R, O) eleméta (P, R, O) szintézisfeladat maximalis strukturdjanak nevezziik. A szakiro-
dalomban a maximalis strukturat gyakran nevezik szuperstruktiranak is. A maximalis struktd-
ra minden csucsa és éle része legalabb egy megoldas-struktiranak, illetve minden megoldas-
struktara P-grafja részgrafja a maximalis struktirat reprezentalo P-grafnak. A fent bevezetett
példahoz tartozd maximalis struktira az 5.9 4dbran lathato.

2. Tétel. A maximalis struktura maga is megoldasstruktura, azaz u(P, R, O) € S(P, R, O).
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5.9. abra. A szintézisfeladathoz tartozo maximalis struktira

A maximalis struktura a feladat 6sszes lehetséges megoldasat tartalmazza, igy az optimalisat
is. Tulajdonképpen a maximalis struktira meghatarozasaval lecsokkentjiik a keresési teret,
mivel az optimalis megoldas meghatarozasa soran elegendd csupan a kombinatorikusan le-
hetséges megoldasstruktardkat megvizsgalnunk. A kordbban mar emlitett, 35 miiveleti egy-
séges ipari példa esetében ez a csokkenés tobb mint 99,99%-o0s, mivel 34,539,738,647 helyett
elegendd csupan 3465 lehetséges alternativat megvizsgalni.

5.1.6. Az MSG algoritmus

A szintézis feladathoz tartoz6 maximalis strukturat a P-graf modszertan az MSG (Maximal
Structure Generation) algoritmus segitségével hatdrozza meg. Az algoritmus a fent mar ismer-
tetett axiomakon alapszik, €s szamitogépes implementacidja az alabbi négy fobb 1épésbdl all.

Az els6 1épésben definidljuk magat a (P, R, O) szintézis-feladatot az M anyaghalmaz, a
P termékhalmaz, az R nyersanyaghalmaz illetve az O, a lehetséges miiveleti egységek hal-
mazanak megadasaval. Az M halmaznak nem csak a koztes anyagokat, de a termékeket és a
nyersanyagokat, azaz P és R elemeit is tartalmaznia kell.

A masodik Iépésben meghatarozunk egy kezdeti strukturat, vagy kiindulési halozatot ugy,
hogy 6sszekapcsoljuk a miiveleti egységeket a hozzajuk tartoz6 kozos anyag tipusu csticsok
mentén.

A harmadik 1épésben eltavolitjuk a halézatbol azokat az anyagokat és miiveleti egysé-
geket, amelyek nem lehetnek részei a maximalis struktiranak, mert megsértik az axiomak
valamelyikét. Ez az algoritmus redukcios szakasza. Kikeriilnek azok a miiveleti egységek,
amelyek nyersanyagokat gyartanak, illetve azok az anyagok, amelyek nem szamitanak nyers-
anyagnak, de mégsem allitja eld ket semmi. Ez iterativan torténik, mivel el6fordulhat, hogy
bizonyos anyagok ¢és miiveleti egységek eltavolitasa ijabb anyagok és miiveleti egységek el-
tavolitasat vonja maga utan.
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A végso fazis az algoritmus épitd szakasza. Ebben a fazisban 1épésrol 1épésre €pitjlik fel a
halozatot a termékektdl kiindulva eldszor azokat a miiveleti egységeket hozzdadva, amelyek
a termékeket gyartjak, majd azokat a miiveleti egységeket, amelyek ezek bemeneteit gyartjak,
egészen addig, amig el nem ériink a nyersanyagokig. Ha szemléletesen szeretnénk fogalmaz-
ni, akkor a lebontas feliilrdl lefelé, a nyersanyagoktol a termékek felé haladva, az épités pedig
alulrdl folfelé, azaz a termékektdl a nyersanyagok felé haladva torténik. A szuperstruktarat
persze nem elég dnmagaban meghatarozni, hanem lehetdleg minél hatékonyabban szeretnénk
ezt megtenni. Az MSG ennek is eleget tesz, mivel a futasi ideje polinomidlis. Az MSG algo-
ritmus miitkodését az alabbi hipotetikus példan szemléltetjiik:

M={4,B,C,D,F, G, H,L, M} (5.25)
P={(B) (5.26)
R={(F, H L, M) (5.27)

0={({C,D, F}, {4}, (D}, {B, G} , ({F, G}, {C, D}, {G, H}, {D}) ,
(M}, {G)} ={01, 02, 03, O4, Os} (5.28)

A gyartas soran a B terméket szeretnénk eldallitani a rendelkezésre 4ll6 F, H, L, M nyersanya-
gokbol. Definicidnak megfelelden, P és R elemei szerepelnek az M halmazban is. A példaban
szerepld 5 muveleti egység lathato az 5.10 abran.

- - -

D c ) D (vii G G It M
o1 02 03 04 05

A B G [} D D G

5.10. dbra. A példahoz tartozo miiveleti egységek

A kiindulasi halozatot a miiveleti egységek kozos kimeneteik és bemeneteik Gsszekap-
csolasaval kapjuk. Ebben a példaban Os-at és O1-et C-n keresztiil, O3-at és O4-et O;-hez és
0>-h6z D-n keresztiil végiil Oy-t és Os-6t O3-hoz és O4-hez G-n keresztiil kapcsoljuk ssze.
Az eredményiil kapott kiindulési halézat az 5.11 abran lathato.

A redukcios szakaszban az L nyersanyagot kivessziik a struktirabol, mert sérti az 6tos
axiomat, illetve az O; miiveleti egységet is, mert sé€rti a négyes axiomat. Az O muveleti
egyseég eltavolitasabol kovetkezik, hogy az 4 anyag sem marad része a struktaranak, mivel
nem lesz, ami eldallitja. A tobbi anyag €s miiveleti egység nem sért egyetlen axiomat sem,
igy részei maradnak a strukturanak.

Az eredményiil kapott struktira az 5.12 abran lathato, amely megfelel a maximalis struk-
turanak is, amit az algoritmus épitd szakaszanak végrehajtasa utan kapunk.
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5.11. abra. A szintézisfeladathoz tartozo kiinduldsi struktira

5.1.7. Az SSG algoritmus

Az MSG eredményeként kapott maximalis struktira tartalmazza az 6sszes kombinatorikusan
lehetséges megoldasstrukturat, amelyek alkalmasak annak a gyartasi folyamatnak a modelle-
zésére, amely soran a megadott termékeket allitjuk el a rendelkezésre alld nyersanyagokbol.
A maximalis struktira tartalmazza tobbek k6zott a megadott célfiiggvény, altalaban a koltség
szerinti optimalis megoldést is. Nincs azonban altalanosan elfogadott szabaly azzal kapcso-
latban, melyik megoldas az optimalis, példaul nem biztos, hogy az a megoldasstruktira allitja

rd
-
=

I O 5

5.12. abra. A szintézisfeladathoz tartozo maximalis struktura
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el6 a terméket minimalis koltséggel, amely a legkevesebb miiveleti egységet tartalmazza, igy
ebben a fazisban még mindenképpen a megoldasstruktirak tovabbi vizsgalata sziikséges.

A tovabbi vizsgalathoz ad segitséget az SSG (Solution Structure Generation) algoritmus,
amely minden kombinatorikusan lehetséges struktirat pontosan egyszer general. Az algorit-
musnak tobbféle szamitdgépes megvalositasa is 1étezik.

Az egyik megvalositas a dontési leképezéseken alapszik, az alabbiakban ennek a vazlatat
ismertetjilk. A dontési leképezések soran arr6l dontlink, hogy mely anyagot mely miiveleti
egységgel vagy egységekkel gyartunk, azaz mely miiveleti egységeket vonjuk be egy adott
megoldas-struktiraba. Ebbol kdvetkezdleg a dontési leképezések soran arrol is dontlink, mely
miuveleti egységeket zarjuk ki az adott strukturabol. A dontések soran iigyelniink kell a kon-
zisztenciara is, ha egy muveleti egységrél mar dontottiink egy anyagra vonatkozdan, hogy nem
keriil be a strukturaba, akkor egy masik anyagra vonatkozé dontés soran mar nem vélaszthat-
juk be. Egy miiveleti egységnek, ha szerepel a struktiraban, minden kimeneti anyagat eld
kell allitania; egy inkonzisztens dontés azt eredményezné, hogy bizonyos anyagokat eldallit,
bizonyos anyagokat pedig nem. Ez a gyakorlatban nem megengedett, példaul sok vegyipari
anyag eldallitasakor keletkeznek karos melléktermékek, amelyek a gyartas velejaroi. Az SSG
algoritmus dontési leképezésen alapuld megvaldsitasa rekurzivan hivja magat. Az algoritmus
mitkddését az alabbi hipotetikus példan illusztraljuk:

M={4,B,C,D,E, F, G} (5.29)
P={4) (5.30)
R={(E,F} (5.31)

0={({C}, {4, G}, (D}, {4, BY) , {E, G}, {CH , ({F, C}, {DH)} =
={01, 02, O3, O4} (5.32)

Az SSG a megadott szintézisfeladat 6sszes kombinatorikusan lehetséges megoldasstruktira-

jat, kozte a maximalis strukturat, amely maga is megoldasstruktira, pontosan egyszer gene-
ralja. A generalt megoldas-struktirak az 5.13 abran lathatoak.
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5.13. abra. Az SSG altal generdlt megoldas-strukturak

5.1.8. A vegyes-egész matematikai programozasi modell

Eddig csak olyan eszkozeit ismertettiik a P-graf mddszertannak, amely strukturalis szempont-
bol vizsgalja a folyamatszintézis feladatokat. Az aldbbiakban ismertetjiik a modszertan altal
hasznalt vegyes-egész matematikai programozasi modellt is.
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A modellben szerepld folytonos valtozokat x-el, a binaris valtozokat pedig y-al jeloljiik.
Ez a jelolés mas, altalanos MILP modellek esetén is elfogadott a szakirodalomban, bar ott a
bindris valtozok jelolésére gyakran hasznaljak a gérog § betiit is. Ezeket a valtozokat a miive-
leti egységekhez rendeljiik hozza. Az x; folytonos valtozé jeloli az O; miiveleti egység méretét
vagy kapacitasat, az y; binaris valtozé pedig azt, hogy az adott miiveleti egység szerepel-e a
struktiraban, vagy sem: ha az y; € {0, 1} bindris valtozo értéke 0, akkor az O; miiveleti egység
nem szerepel a struktirdban, ha pedig 1, akkor igen.

Ha az O; miiveleti egység része a strukturanak, azaz y; = 1, akkor a miiveleti egység ka-
pacitéasat reprezentald x; folytonos valtozo barmilyen értéket felvehet 0, és a miiveleti egység
felso kapacitaskorlatja, U; kozott. Formalisan:

xi < y;U; (5.33)

ahol U; az O; miiveleti egység kapacitasara vonatkozo felso korlat. Ha a feladatban nincs ilyen
korlat definidlva, akkor U; helyett egy tetszéleges, megfelelden nagy M szam hasznalhato.

A célfiiggvényt a koltség minimalizalaséara irjuk fel. A koltség a beruhazasi koltségek
0sszegébol, a miiveleti egységek miikodtetésének a koltségeébdl, illetve a nyersanyagok arabol
tevodik Ossze. Ezek az 0sszetevok lefedik a halozat, azaz a szintetizalandd folyamat teljes
koltségét. A modellben a miveleti egységek koltségét egyszerlien az a + bx 0sszefiiggéssel
adjuk meg, ahol x jel6li az adott miiveleti egység méretét vagy kapacitdsat, a a fix koltséget,
b pedig a proporcionalis koltséget.

5.1. tablazat. A miiveleti egységek kimeneti és bemeneti anyagai

Miveleti egységek | Bemenetek | Kimenetek
0, C(5) A(4),G(1)
02 D(9) A(8),B(1)
O3 E(4),G(1) C(5)
O4 F(10) C(1),D(9)

5.2. tablazat. A miiveleti egységek koltségparameéterei

Miiveleti egységek | Fixkoltség | Ardnyos koltség
O 4 1
(03 3 1
O3 2 1
Oy 2 0,5

A fent mér emlitett, x; < y,;U; tipusu korlatozasi feltételek mellett tovabbi feltételeket sza-
bunk meg az anyagegyensulyokra, a termékekre, illetve a nyersanyagokra vonatkozoan. A ter-
mékekre altalaban also korlatokat szoktunk megadni, amellyekkel azt szabjuk meg, mennyit
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kell legalabb az adott termékekbdl eldallitanunk, mig a nyersanyagokra fels6 korlatokat ad-
hatunk, amennyiben az adott tipustl nyersanyagbdl nem all rendelkezésre korlatlanul felhasz-
nalhaté mennyiség. Az anyagegyensuly feltételeket a kdztes anyagokra kell definidlni. Ezek a
feltételek azt fejezik ki, hogy minden koztes anyagbol legalabb annyit kell eléallitani, amennyi
az Oket felhasznald miiveleti egységek mitkodéséhez sziikséges, mivel enélkiil a gyartas fo-
lyamata megakadna.

5.3. tablazat. A nyersanyagok arai

Nyersanyag | Ar
E 0,8
F 1,6

[rjuk fel a vegyes-egész matematikai programozasi modellt az el6z6, SSG szemléltetését
bemutat6é példara. A modell felirdsahoz dnmagaban nem elegendd az az informacid, hogy
melyik miiveleti egység milyen anyagokat hasznal fel illetve 4llit el, hanem az is sziikséges,
hogy mibdl mennyit. Ezt az informacidt tartalmazza az 5.1 tablazat, az anyagok neve mellett
zarojelben feltliintetve. A miveleti egységek koltségparaméterei az 5.2 tablazatban talalha-
toak, a nyersanyagok arait az 5.3 tablazat tartalmazza, mig a termékekre és nyersanyagokra
vonatkoz6 megkotések az 5.4 tdblazatban lathatoak. Az adatok alapjan az aldbbi matematikai
programozasi modell irhato fel:

5.4. tablazat. A termékekre és nyersanyagokra vonatkozo feltételek

Termék Feltétel
A >4

Nyersanyag | Feltétel
E <10

A feladathoz tartozo koltségfliggvény :
min  x;+4y;+x2+3y, +4.2x3+2y3+16.5x4+ 2y, (5.34)

Az anyagegyensuly feltételek a koztes anyagokra:

Canyag: —5x;+5x3+x4 >0 (5.35)
D anyag: —9x+9% >0 (5.36)
G anyag: X1 —X3 >0 (5.37)

A termékre vonatkozo feltétel:
A termék: 4x1+8x >4 (5.38)
A nyersanyagokra vonatkoz6 megkdtések:
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E nyersanyag: 4x3 <10 (5.39)
Tovabbi, a miiveleti egységekre vonatkozo feltételek :
O1: x1<yM (5.40)
Or: x» fsz (5.41)
O3: x3<y;M (5.42)
Os: x4 <yM (5.43)

Az F nyersanyagra vonatkozoan nem adtunk meg korlatozo feltételt.

5.1.9. Az ABB algoritmus

Mint vegyes-egész programozasi feladatnak, ennek a modellnek a megoldésara is hasznal-
hatoak az altalanos branch-and-bound tipusti moédszerek. Bar a feladat optimalis megolda-
sa ezekkel a mddszerekkel is meghatarozhato, hatékonysaguk még tovabb javithato, mivel a
megoldas keresése soran nem veszik figyelembe a szintézis feladatok specialis tulajdonsagait.
A P-graf médszertan az optimalis megoldas meghatarozasara ennek megfelelden egy specia-
lis korlatozas és szétvalasztas tipust algoritmust, az ABB-t (Accelerated Branch-and-Bound)
hasznalja.

Az ABB algoritmusnak az SSG algoritmushoz hasonldan tobbféle implementaciodja léte-
zik. Az egyik megvalositds a mar SSG-nél is emlitett dontési leképezéseken alapszik. Ennek a
megkozelitésnek az az elonye, hogy az ABB csak a kombinatorikusan lehetséges strukturakat
vizsgalja az optimalis megoldas keresése soran. Az algoritmus alkalmaz egyéb kombinatoru-
kis gyorsitasokat is, mint példaul az igynevezett neutralis kiterjesztést.

5.2. Nevezetes feladatok megoldasa folyamatszintézissel

A folyamatszintézis eszkozeivel megoldhatoak azok a feladatok is, melyek elemi graf algorit-
musokkal. A graf leképezhet6 folyamatgrafként, a keresés célja pedig optimalizalasi célként.

A graf minden esetben hasonld6 modon irhato at a folyamatszintézis nyelvére. A csu-
csokhoz anyagokat, az iranyitott élekhez pedig miiveleti egységeket rendeliink. A csucsok
egy {1, 2,3, 4,5, 6}halmazat példaul az M = {m1, m2, m3, m4, m5, m6} anyaghalmaz jeldli,
mig az iranyitott élek egy {(1, 2), (1,3), (2,3)} halmazat az O = {012 = ({m1}, {m2}), 013 =
= ({m1}, {m3}), 023 = ({m2}, {m3})} miveleti egység halmaz. Irdnyitatlan graf esetén az élek
mindkét lehetséges irdnyat kiilon-kiilon rogziteni kell. Tehat irdnyitatlan élek egy {{1, 2},
{1,3}} halmazataz O={({m1}, {m2}), ({m2}, {m1}), ({m1}, {m3}), ({m3}, {m1})} miveleti egy-
ség halmaz adja meg. Az algoritmusok céljat az anyagokra és miiveleti egységekre vonatkozo
korlatokkal és koltség paraméterekkel tudjuk kijeldlni.

5.2.1. Minimalis feszitofa szintézise

Minimalis feszitéfa egy olyan 0sszefliggd graf, mely minden csucsot tartalmaz, és az élek
sulyanak Osszege minimalis. A graf Osszefliggdségét biztositja, ha olyan folyamot szinteti-
zalunk, melyben egyik csucsot forrasként azaz nyersanyagként, minden mas cstcsot pedig
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5.5. tablazat. Anyagok

Név Tipus Alsé korlat | Felso korlat
ml | nyersanyag 5

m2 termék 1

m3 termék 1

m4 termék 1

m5 termék 1

mo6 termék 1

nyelOként azaz kotelez6 termékként definidlunk. A termékekre sziikséges pozitiv mennyiségi
also korlat beallitasa, hogy a hozza vezetd miiveletek legalabb egyikének mérete ne lehessen
nulla. Ezutan az élek sulyat, mint a leiré muveleti egységek fix koltségét adjuk meg. Kruskal
algoritmus bemutatdsanal szerepld feladat folyamatszintézis atirasa az 5.5 és 5.6 tablazatok-
ban lathato.

5.6. tablazat. Miiveleti egységek

Név | Bemend anyag | Kimend anyag | Fix koltség
ol2 ml m2 2
021 m2 ml 2
ol3 m1l m3 3
031 m3 ml 3
023 m2 m3 1
032 m3 m2 1
024 m2 m4 4
042 m4 m2 4
025 m2 m5 3
052 m5 m2 3
035 m3 m5 2
053 m5 m3 2
045 m4 m5 3
054 m5 m4 3
046 m4 mo6 6
064 mo6 m4 6
056 m5 m5 1
065 mé6 m5 1

A feszitofat azok az élek adjak, melyekhez tartozo miiveleti egységek szerepelnek a szin-
tézis feladat optimalis megoldasaban. Ilyen megoldast ad példaul az ABB algoritmus szoftver
megvalositasa.
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5.7. tablazat. Anyagok

Név Tipus Also korlat | Felso korlat
ml | nyersanyag 5

m2 | koztes anyag

m3 | koztes anyag

m4 | koztes anyag

mS5 | koztes anyag

mb6 termek 1

5.2.2. Legrovidebb ut szintézise

A legrovidebb 1ut hasonloan hatarozhaté6 meg mint a feszitfa, azzal a kiilonbséggel, hogy a
legrévidebb uthoz csak a kiindulasi és a cél csucsot 6sszekdto grafot kell meghatarozni, mely-
ben az ¢élek stlyanak dsszege minimalis. Ennek megfelelden, a folyamatszintézis feladatban
a kiindulési csucsot adjuk meg nyersanyagként, a cél csticsot pedig kotelezé termékként va-
lamely pozitiv eléallitando mennyiséggel. Az €lek stulyat ismét a miiveleti egységek fix kolt-

5.8. tablazat. Miiveleti egységek

Neév

Bemend anyag

Kimend anyag | Fix koltség

ol2
021
ol3
031
023
032
024
042
025
052
035
053
045
054
046
064
056
065

ml
m2
ml
m3
m2
m3
m2
m4
m2
m5
m3
m5
m4
m5
m4
mo6
m5
mo6

m2
ml
m3
ml
m3
m2
m4
m2
m5
m2
m5
m3
m5
m4
mo6
m4
m5
m5

—_—
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ségeként definialjuk. A Dijkstra algoritmusnal bemutatott példara a folyamatszintézis feladat
az 5.7 és 5.8 tablazatokban lathato.

A legrovidebb utat azok az élek adjak, melyekhez tartozo miiveleti egységek szerepelnek
a szintézis feladat optimalis megoldasaban. Ilyen megoldast ad példaul az ABB algoritmus
szoftver megvalositasa.

5.2.3. Maximalis folyam szintézise

A maximalis folyamoknal a graf éleihez rendelt tulajdonsag nem a koltség, hanem a kapacitas.
Ezen kapacitas mellett kell a lehetd legnagyobb mennyiséget egy forrasbdl a nyeldbe juttat-
ni. A graf leirasa hasonlo6 az el6zo két alfejezetben targyaltakhoz, de az ¢leket reprezentalo
miiveleti egységeknek itt nem koltsége lesz, hanem maximalis kapacitdsa, mely megegyezik
az megfeleld ¢l kapacitasaval. A maximalis folyamot az motivalja, hogy a nyelén megjelend
anyagmennyiséget egy olyan termékkel irjuk le, aminek van egy pozitiv ara, tehat a minél
nagyobb termelése, egyre nagyobb profitot hoz. Annak érdekében, hogy az ¢leken ne foly-
jon olyan anyagmennyis€g, melynek nincs szerepe a maximalis folyamban, mert csak koz-
biils6 csucshoz vezet, korlatozzuk nullara a kozbiilsé anyagpontokon megmaradé megmara-
do anyagmennyiséget az anyag felsd korlatjaval. A Ford-Fulkerson algoritmusnal megismert
példat megado szintézis feladat leardsa az 5.9 és 5.10 tablazatokban lathato.

5.9. tablazat. Anyagok

Neév Tipus Alsé korlat | Felsé korlat | Ar
ml nyersanyag ) 0

m2 | koztes anyag 0

m3 | koztes anyag 0

m4 | koztes anyag 0

m5 | koztes anyag 0

mo6 termek 00 1

A maximalis folyamot a szintézis feladat optimalis megoldasaban szerepld miiveleti egy-
ségek altal reprezentalt élek adjak, felhasznalt kapacitdsuk pedig megegyezik a megfeleld
miiveleti egységek optimalis kapacitasaval. Ilyen megoldast ad példaul az ABB algoritmus
szoftver megvalositasa.
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5.10. tablazat. Miiveleti egységek

Név | Bemend anyag | Kimend anyag | Kapacitas felso korlat
ol2 ml m2 1
ol3 ml m3 3
032 m3 m2 1
024 m2 m4 4
025 m2 m5 3
035 m3 m5 2
045 m4 m5 3
046 m4 mo6 6
056 m5 m5 1

5.3. Demonstracios szoftverek

Ebben a szekcioban két olyan szoftvert ismertetiink, amelyekkel folyamathalozat-szintézis
feladatokat fogalmazhatunk meg, modellezhetiink le, illetve meghatarozhatjuk a létrehozott
feladatok optimalis megoldasat. A szoftverek a www.p-graph.com oldalrol barki szdmara in-
gyenesen hozzaférhetdek, tovabba a jegyzet mellékletén megtekinthetd egy video a szoftverek
miikddésérol.

5.3.1. PNS Draw

A PNS Draw egy rajzoloprogram, amely kimondottan P-grafok rajzolasara szolgal. Bar P-
grafok rajzoldsara hasznalhatoak egyéb, tetszéleges rajzprogramok is, a gyakorlati tapaszta-
latok azt mutatjak, hogy ezek hasznalata a legtobbszor nehézkes, kezelésiik pedig nem feltét-
leniil felhasznalobarat, aminek kdszonhetden az egyszeriibb P-grafok rajzolasa is idéigényes
tevékenységgé valhat.

A PNS Draw futtatasahoz legalabb egy 800 MHz-es Pentium IlI-as (vagy azzal egyenérté-
ki1) processzor €s 256 Mbyte RAM sziikséges az alabbi operacios rendszerek valamelyikével :
Windows 2000 SP3, Windows XP SP2, Windows Vista vagy Windows 7. Az elsd két opera-
ci6s rendszer esetében tligyelniink kell arra is, hogy legyen a szamitogépen .NET 2.0 is.

Inditas utan azt latjuk, hogy a program feliiletének nagy részét elfoglalja a rajzolofelii-
let (bar ez allithatd), ahol a szerkesztés és rajzolas nagy része torténik, felette talalhatd egy
eszkOztar, az eszkoztar felett pedig egy meniisor. A rajzolofeliilet mellett két ablak talalhato,
az egyik az objektumok tulajdonsagainak, a masik pedig a gyorsnézet megjelenitésére szolgal.

A rajzolas a lehetd legegyszeribb modon, drag'n'drop torténik : kivalasztjuk az eszkdztar-
bol a kivant tipusu P-graf csticsot, ami lehet nyersanyag, koztes anyag, termék vagy muveleti
egység, rakattintunk, majd a gomb nyomva tartasa mellett lehtizzuk a rajzolofeliileletre, ahol
szabadon pozicionalhatjuk. A racsozés és a racsra illesztés alapbdl aktiv, ezeket a view me-
niiben tudjuk kikapcsolni. A csucsok 0sszekapcsolasdhoz at kell allitanunk az eszkdztaron a
drawing mode-ot link-re. Ezutan ra kell kattintanunk a kiindulasi csticsra, majd arra a csucsra,
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amelyikkel 0ssze szeretnénk kotni. Amint ez megtortént, 1étrejon egy iranyitott él, amely az
elsd csticsbol mutat a masodikba. Az élen 1évd nyil mindig afelé a cstcs felé fog mutatni,
amelyiket masodiknak valasztottuk. A szoftver nem enged azonos tipusu csucsokat dsszekot-
ni: anyag tipusu csucsot csak miiveleti egységgel, miiveleti egységet pedig csak anyag tipust
csuccsal fog 6sszekotni.

VYA EOR

Painter

Link:

Raw Material
Inkermediate Material

Product

lo®d .~

OperatinglUnit

5.14. abra. A drawing mode kivdlasztdsa

Ahhoz, hogy az objektumok tulajdonsagait szerkeszteni tudjuk, a drawing mode-ot
pointer-re kell allitanunk, csak igy tudjuk kijeldlni az objektumokat. Ezutan a kiilénb6z6 ob-
jektumokra kattintva, az object properties ablakban tudjuk szerkeszteni a tulajdonsagaikat.
A kiilonb6z6 objektumok kiilonb6z6 tulajdonsdgokkal rendelkeznek.

Anyagokra kattintva, tudjuk szerkeszteni a megjelenitéssel kapcsolatos tulajdonsdgokat,
mint példaul név, szin, betliméret, stb., illetve meg tudunk adni a folyamatszintézis feladattal
kapcsolatos tulajdonsagokat is, mint példaul ar, als6 és fels6 korlat az eldallitandd mennyi-
ségre, stb. Utobbi tulajdonsagok alapbol nem lathatéak az abran, itt talalhaté az az opcio is,
ami ezeket lathatova teszi.

Object Properties
E mMain

Narne D

Calor Il o.0.0
Coards 2128, 2701
= mLabel

Text

Font Size 12 (default)

Color Il 00,0
Offset 103,100 1
El IComment

Text

Font Size 12 (default)

Colar o000
Offset 103, 20

= Parameters

Price:
Req. flow
Ma. flowr
Font Size 12 (default)
Color Il 00,0
Offset 103, 140

5.15. abra. Egy anyag tulajdonsagainak szerkesztése

A miuveleti egységek megjelenitéssel kapcsolatos tulajdonsédgai megegyeznek az anyago-
kéval, a folyamatszintézis feladat szempontjabdl Iényeges paramétereik azonban nem: itt a
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feladatnak megfelelden also és felso korlatot, fix és valtozo koltséget, stb. tudunk szerkeszte-
ni. Alapbeallitdsok mellett ezek sem lathatdak, azonban lathatova tehetdek.

A PNS Draw-ban az élek is objektumoknak szamitanak, amelyeknek szerkeszthet6 tulaj-
donséagaik vannak. Egy élre kattintva szerkeszthetjlik annak szinét, a rajta elhelyezkedd nyil
helyzetét, illetve a rajta megjelend szoveget is, amely alapbdl a rajta &tmend flow értéke. Eb-
bdl kovetkezik, hogy azt, hogy egy miiveleti egység mennyit hasznal fel egy adott bemeneti
anyagbdl, vagy mennyit allit el6 egy kimeneti anyagbdl, az dket 6sszekoto €len kell megadni,
a rate paraméternél.

Az ¢leken lehetség van toréspontok elhelyezésére, ezaltal pedig gorbék 1étrehozasara is.
Kétféle toréspontot kiilonboztetiink meg, mégpedig ideiglenes és allandd toréspontokat. Az
ideiglenes toréspontokat apro korok, az allando toréspontokat nagyobb korodk jelzik. Nagyobb
toréspontokat a kisebbekre kattintva, majd azokat mozgatva tudunk 1étrehozni. A téréspon-
toknak is vannak szerkeszthet6 tulajdonsagai, ezekkel elsésorban az iv ,,simasagat” tudjuk
befolyésolni.

Object Properties
B Misc H
DOffset 1500, 1800
Smonth True
Smooth After 1000
Smooth Befo 1000
Smooth Ster 50 1

4

5.16. abra. Toréspontok elhelyezésével lehetoség van gorbék létrehozasara is

Az elkészitett abrakat png, svg és pns formatumokba tudjuk exportalni. Ezek a leheto-
ségek a file menii alatt taladlhatoak. Az exportdlandd kép pontos testreszabasat az Edit menii
Settings beallitasai alatt tudjuk elvégezni, a Print View-hez kapcsolodd checkmarkok segitsé-
geével. Exportalas eldtt ne felejtsiik el ellendrizni, hogy az eszkdztar jobb oldalan az Original
Problem, vagy a Print View van-e kivalasztva. A pns formatumba exportalt feladatot a PNS
Studio tudja betolteni.

5.3.2. PNS Studio

A PNS Studio egy olyan szoftver, amelyben folyamathaldzat-szintézis feladatokat tudunk
definialni, majd a definialt feladatokat a szoftverben implementalt P-graf modszertan algorit-
musokkal megoldani. Rendszerkdvetelménye megegyezik a PNS Draw rendszerkdvetelmé-
nyével.

A grafikus feliilet nagy részét itt is kitolti a szerkesztofeliilet, ahol a feladatokat definialni
¢s szerkeszteni tudjuk. A szerkesztés itt is probal a lehetd legegyszeriibb, drag'n'drop tipu-
st lenni. A feliiletet alapbol négy részre oszlik, balrdl jobbra haladva ezek a kdvetkezdk: az
anyagok listdja, a miveleti egységek listaja, az anyagok tulajdonsagai, a miiveleti egységek
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tulajdonsagai. Az utobbi kettd 0j feladat definidlasakor iires. A feliilet felépitésének kdszon-
hetden jol attekinthetjiik a feladatot, ami jelentésen megkdnnyiti a szerkesztés folyamatat.

= Materialz = Operating Unitz A

=- Raw Materials = electr_feeder
electricity_grid = Input Materials
hatural_gas electricity_grid: 1 Mwh/yr
alea_com = Output b aterials
area_com_silage electricity: 1 Mwihiur
area_grass_silage = corn_silage_prod
area_wood = Input M aterials
<Mews area_com_silage: 1 hadyr

= Intermediates = Output M atenals
grazs_silage corn_silage: 12 thyr
corn_gilage = grass_silage_prod
carn = Input Materials
corn_straw area_grass_silage: 1 hadyr
wood = Output b aterials
biogas_plan_annual_capacity grass_silage: 12 thyr
biogaz_CHP_plan_annual_capaci =I- corn_prod
biogaz = Input Materials
gaz_bumer_annual_capacity area_com: 1 hafyr
hieat = Output b aterials

5.17. abra. Az anyagok és miiveleti egységek hierarchikus megjelenitése

Uj feladatot kétféleképpen tudunk létrehozni: vagy beimportalunk egy, a PNS Draw-ban
késziilt rajzot, vagy kézzel kezdiink el szerkeszteni, anyagokat és miiveleti egységeket a PNS
Studio szerkesztdfeliiletén hozzaadva. A beimportalt feladatot modosithatjuk, illetve rogton
futtathatjuk is ra a kivalasztott folyamathal6zat-szintézis algoritmusokat.

Kézi szerkesztés esetén 01j anyagokat és miiveleti egységeket az anyagok és miiveleti egy-
ségek felsorolasanal tudunk hozzaadni. Az anyagok listdjan beliil a szoftver megkiilonbozteti
a termékeket, koztes anyagokat illetve nyersanyagokat, amit tiikr6z a lista hierarchikus fel-
épitése is. Uj anyagot a megfeleld helyen a <New>-ra kattintva tudunk hozzaadni. Ekkor a
feliilet eddigi iires részén megjelenik egy tablazat, amelyben az 0j anyag tulajdonsagait szer-
keszthetjiik, mint példaul ar, eléallitandé mennyiség, rendelkezésre all6 mennyiség, stb. Uj
objektum hozzdadasanal a szoftver segit abban, hogy az objektum neve egyedi legyen, mivel
nem engedi meg azonos nevil objektumok definialasat.

E mmBasic -
Name electr_feeder
“working hours per year 8000 hyr [default)
Payout period 10 yr/pavout period [default)

E mECapacity constraints
B Capacity constraints
Lower bound 0 [default)

Upper bound 100000000 [default]
E mCost parameters
B Operating cost

Fixed charge O

Fixed charge Mu £l

Proportionality constant 0&M

Proportionality constant Mu - £

5.18. dbra. Tulajdonsagok szerkesztése

A miiveleti egységek hozzdadasa ¢és tulajdonsagaiknak szerkesztése hasonlo modon tor-
ténik. Az anyagokat drag'n'drop tudjuk a miveleti egységekhez rendelni: rakattintunk egy
anyagra, majd azt egy miiveleti egység kimeneti vagy bemeneti anyagaihoz huzzuk.

Ha elkésziiltiink a szerkesztéssel, akkor a Synthesize mentiibdl kivalaszthatjuk a futtatni
kivant folyamathalézat-szintézis algoritmust. A szoftverben az MSG, SSG és ABB algorit-
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musok mellett van egy SSG+LP opci6 is. Itt minden kombinatorikusan lehetséges megoldas-
struktara koltségét kiszamolja a szoftver, irdnyitott keresés nélkiil. A szoftverben implemen-
talt ABB képes az optimalis halozat mellett az N-legjobb hal6zat meghatarozéasara is. Ennek
gyakorlati szempontbol lehet jelentdsége, el6fordulhat, hogy valamilyen egyéb eldnyos tulaj-
donsédga miatt egy viszonylag j6 megoldas vonzobb a koltség szerinti optimalis megoldasnal.
Ha tobb megoldast keresiink €s azok 1éteznek, akkor azokat a Solutions fiilre kattintva tudjuk
egymassal dsszehasonlitani.

Solution #1: Total annual cost: 476363 £/ Sl 5 olution #2: Tatal annual o 't v
=1 Solution #1: Total annual cost: 476363 €4r =1 Solution #2: Total annual cost: 476433 €4r
[=)- Materials: [=)- Materials:
electricity_grid: consumed amount = 2047.5 Miwh/pr, Cost: 305077 area_cor_silage: consumed amount = 117687 halyr, Cost: 0 £/
area_wood: consumed amount = 500 hadyr, Cost: 0 €/ area_wood: consumed amount = 367,729 hadur, Cost: D€/
hot_utility: produced amount = 5000 Miwéh/pr, Cost: O£ hot_utility: produced amount = 5000 Miwéh/pr, Cost: O£
electricity_utiity: produced amount = 2000 Miw'h/wr, Cost: 08/ electricity_utiity: produced amount = 2000 Miw'h/wr, Cost: 08/
electricity: balanced electricity: balanced
wood: balanced com_silage: balanced
heat: balanced wood: balanced
burner_annual_capacity: balanced biogas_CHP_plan_annual_capacity: balanced

5.19. dbra. Megoldasok osszehasonlitisa

Szamolaskor iigyeljiink arra, milyen mértékegységeket adunk meg, ez Iényeges szempont
a megoldas kiértékelés soran. Az alapértelmezett mértékegységeket az Options meniiben tud-
juk bedllitani. Az options meniiben lehetdség van egyéb alapértelmezett értékek beallitasara
is, a deafult values meniipont alatt.

Default Measurement Units E‘
E =D efault measurement units of available quantity types -~

mass t

-

amount of substance kmol

energy, wark, quantity of heat Mk

bme v

cumency £

length m

electric cunent A

area ha

speed m's

5.20. abra. Alapértelmezett értékek megaddasa

5.4. Feladatok

5.1. Feladat Rajzolja fel az alabbi folyamatszintézis feladathoz tartoz6 P-grafot!
M:=1{4,B,C,D,E,F,G, H,I) (5.44)

O:={({4.B}.{C}) . {C}L. {D. ED , (E. F}. {G)) . G}, {H. 1}) . ({1}, {F. B)}  (5.45)

Mely anyagok lehetnek potencidlisan termékek illetve nyersanyagok ?

5.2. Feladat Rajzolja fel az alabbi folyamatszintézis feladathoz tartoz6 P-grafot!
M:={A4,B,C,D,E,F,G,H, I} (5.46)
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O:={({4}. {B) . ({C. D}, {E}) . ({D. F, B}, {E, G})
(£}, {H, BY) , ({B, I}, {E})} (5.47)

PNS Studio hasznalatdval hatdrozza meg a maximalis strukturat és a kombinatorikusan lehet-
séges megoldasstruktirakat.

5.3. Feladat Az axiomak segitségével hatarozza meg az adott folyamatszintézis feladathoz
tartozo maximalis struktarat!

M:={4,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K) (5.48)
R:={4,J} (5.49)
P:={G) (5.50)

O:={({4}, (B, C}), ({D, C}, {ED) , ({B}, {F}) , ({E}, {G, D}),
(£ A, ), (V) (KD} (5.51)
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6. fejezet

Utemezés

Utemezési feladatok széles korben fordulnak eld az informatikai rendszerekben, a termeld
iparban (pl. a vegyiparban, az olajiparban, a gépiparban), a mezdgazdasagban és az épitdipar-
ban. Ezért gyakorlati szempontbol fontosak az optimalis vagy kozel optimalis megoldasok
meghatarozasara alkalmas modszerek.

A termel6 rendszerek mellett a szolgéltatd és az informatikai rendszerekhez is kapcsolod-
nak bonyolult {itemezési feladatok. Ha a rendszer tartalmaz olyan konkurens folyamatokat,
melyek ugyanazokat az er6forrasokat igénylik és nem all rendelkezésre megfeleld szamu erd-
forras, akkor az er6forrasok iitemezésével lehet a folyamatokat kiszolgélni.

A fejezet olyan graf leirason (S-graf, ahol az S az {itemezés angol nevének a schedule-
nak az els6 karakterét jeloli) alapul, amely alkalmas a gyarté rendszerekben eléforduld iite-
mezési feladatok specialis tulajdonsagait megfelelden kifejezo leirasara. A modszer egy, az
S-grathoz illesztett szétvalasztas és korlatozas algoritmust hasznal, amely képes a feladatok
hatékony megoldasara. A kovetkezo részben vizsgaljuk az S-graf hasznélata soran felmerti-
16 kérdéseket. Bemutatjuk a feladat korrekt felirasahoz sziikséges specialis S-graf, az tgy-
nevezett recept-graf felépitésének menetét. Matematikai modszerekkel megadjuk, hogy egy
S-graf hogyan és mikor reprezental egy megoldast valamint hogyan definidlja az ehhez sziik-
séges fogalmakat.

6.1. Bevezetés

Mivel egy iitemezési feladat megoldasai a teljes rendszer miikddési idejére vonatkozoan nagy-
mértékben eltérhetnek egymastol, ezért fontos a megoldasok koziil a szamunkra legjobbat
megtalalni, valamint az is elengedhetetlen, hogy az ilitemezési feladatokat a felhasznalo sza-
mara elfogadhat6 1don beliil meg lehessen oldani.

Egy iitemezési feladat tobbféleképpen definidlhatd. A fejezet elsd felében tlitemezési fel-
adatnak nevezziik azt a feladatot, ahol a lehet6 legrovidebb id6 alatt kell adott mennyiségii
termékeket eldallitani a rendelkezésre 4116 szakaszos miikodésti berendezések felhasznalasa-
val, ahol egy terméket taszkok adott sorrendli végrehajtasaval lehet eldallitani. A gyakorlatban
egy taszk elvégzésére tobb berendezés is alkalmas lehet, a koziiliikk vald valasztas is az lite-
mez¢si feladathoz tartozik. A fejezet masodik részében egy masik tipusu litemezési feladattal
is megismerkediink, ahol adott idon beliill kell majd a lehetd legnagyobb profitot elérni.
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Egy szakaszos miikddésii rendszerben a taszkokra a kovetkezo tulajdonsagok teljesiilnek :

» Egy taszk adott bemenetbdl adott kimenetet allit eld.

* A teljes bemenetnek a taszk induldsakor rendelkezésre kell allnia.

A kimenet csak a taszk befejezése utan all rendelkezésre.

» Egy taszk adott ideig tart, ahol az id6 fiigghet a hasznalt berendezéstol.

* A taszk nem megszakithato.

A szakirodalomban eddig ismert megoldasi mdodszerek egy része gyakorlati tapasztalatok-
nak megfeleléen megfogalmazott heurisztikus szabalyokon alapul, melyek f6 hatranya, hogy
nem tudjak biztositani az optimumot. Egy masik napjainkban hasznélatos modszer, hogy min-
den litemezési feladatosztalyhoz felirnak egy specialis matematikai modellt, és azt altalanos
célu megoldo szoftverekkel oldjak meg. Ez a megkdzelités a feladat nagyfokti kombinato-
rikus bonyolultsag miatt er6sen korlatozza a megoldhato feladatok méretét. A gyakorlatban
egy ltemezési feladat matematikai modelljének megfeleld leirasdhoz rengeteg valtozot kell
bevezetni (példaul a berendezések taszkokhoz vald rendeléséhez, a termelés és a taszkok sor-
rendjének leirasahoz, a taszkok iddzitéséhez), amely modell nehezen vagy gyakran egyaltalan
nem oldhat6 meg altalanos célti megoldo szoftverekkel.

Az elobbiekbdl latszik, hogy minden iitemezési feladatosztalyhoz egy specializalt algorit-
musra ¢s megoldo szoftverre van sziikség, amelyhez jo kiindulasi pontot nyujt az S-grathoz
([18], [12]) illesztett korlatozas és szétvalasztas modszeren alapuld algoritmus ([19]). Ehhez
az alapalgoritmushoz készithetdek feladatspecifikus valamint 4ltaldnosan hasznalhato eljara-
sok illetve gyorsitasok, amelyeket konynyen illeszthetiink a meglévd algoritmushoz, és ame-
lyek adott feladatosztaly specialis tulajdonsagait figyelembe veszik és kihasznaljak. A feladat
elozetes vizsgalata soran eldonthetd, hogy ezek koziil az eljarasok kozil melyeket kell, il-
letve melyeket érdemes hasznalni a gyorsabb megoldas érdekében. Ezenkiviil az algoritmus
rugalmassaga lehetové teszi, hogy a felhasznalo altal kért kovetelményeket figyelembe le-
hessen venni, példaul az elsé harom legjobb megoldas megadasa vagy specialis heurisztikak
beépitése.

A szakirodalomban eddig kozolt vizsgalatokban nem forditottak kelld hangsulyt arra,
hogy az litemezési feladatoknak létezik-e altalanos, jol hasznalhato leirdsa, amely segitségével
az iitemezés szinte minden feladatosztalyat meg lehet oldani. Szakaszos mitkddésii rendszerek
iitemezéséhez a jol hasznalhato, hatékony graf leirast, az S-grafot, és a hozza elkészitett algo-
ritmust hasznaltunk. Tekintettel arra, hogy ezt a mddszertant késébbi felhasznalasra szanjuk,
a tovabbi kiterjesztések és gyorsitdsok hatékony fejlesztése érdekében szigoru formalizmust
vezettiink be.

Amennyiben az Olvasé komolyabban érdeklédik az S-graf modszertan irdnt, kérjiik lato-
gassa meg a www.s-graph.com honlapot.

6.2. Flow shop, job shop, open shop

Utemezési feladatokat széles korii eléfordulasuk és dsszetett jellegiik miatt sokféle szempont
alapjan osztalyozhatjuk. Az iitemezési feladatokat osztalyozhatjuk a termékek elkészitéséhez
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sziikséges miiveletek, feladatok végrehajtasanak modja alapjan. Igy megkiilonbdztethetiink
,flow shop”, ,.job shop” és ,,open shop” ilitemezési feladatokat.

A taszkokat ebben a fejezetben miiveleteknek (operation) hivjuk, ezek csoportjat pedig
munkanak (job), amely egy termék eldallitdsdhoz sziikséges miiveleteket tartalmazza a gyar-
tas sorrendjébne. Feltételezziik, hogy a kiilonb6zé munkakhoz tartoz6 miiveletek kdzott nincs
sorrendi feltétel, kivéve azokat a miiveletek, amelyeket ugyanazon gépekkel (machine) lehet
elvégezni. A fejezetben a kovetkezd feltételezésekkel éliink:

1. A miiveletek nem megszakithatoak, és minden miivelethez pontosan egy gép tartozik,
amivel végre lehet hajtani.

2. Nem lehet egy géppel egyszerre tobb miiveletet végezni.

LegyenJ={J1, ..., J,} amunkak halmaza és M={M, ..., M,,} a gépek halmaza. Minden
J; munka ¢; darab miiveletbdl all (Oy;, Oy, ..., Oj,) ahol ¢; munkanként més és mas lehet.
Lehetnek olyan miiveletei egy munkéanak, amelyeket ugyanaz a gép hajt végre igy c; lehet na-
gyobb, mint m. Az Oy miivelet miikddési idejet p;;-vel, aJ; munka miikodesi idejének vektorat
pj-veljeloljuk. A gépek hozzarendeléset miveletekhez my; (i=1,2, ..., ¢j,j=1,2,..., n)sza-
mokkal jeloljik, ahol O;; miiveletet az m;; gépen kell elvégezni. A cél a miiveletek optimalis
sorrendjének meghatarozasa igy, hogy a rendszer teljes miikddési ideje minimalis legyen.

Ezekkel a jelolésekkel tudjuk definialni a flow shop, job shop és open shop feladatokat a
kovetkezd modon.

* Egy flow shop feladatban minden munka minden gépen végigmegy pontosan ugyan-
olyan sorrendben. Az altalanossag elvesztése nélkiil feltételezhetjiik, hogy a tovabbiak-
ban a sorrend M, M>, ..., M,,.

Tipikus példa flow shop feladatra a futdszalag, ahol a munkésok és a munkaalloméasok
jelentik a gépeket. Egy flow shop feladat jellemezhet6 a kovetkezoképen cj=m és m;;=i
(i=1,2,...,mj=1,2,...,n).

» Egy job shop feladatban nincsenek megkotések a miiveletek szamara €és a hozzajuk
rendelt gépekre. A gépek sorrendje minden munkara kiilonb6z6 lehet, valamint a fel-
hasznalt gépek is munkanként kiilonbozhetnek.

» Az open shop iitemezési feladat hasonlo a job shop feladathoz, eltérés abban van, hogy
mig job shop feladatoknal a munkak miiveleteinek a sorrendje rogzitett, addig open shop
feladatokban a munkak miiveleteit barmilyen sorrendben végre lehet hajtani a megfele-
16 gépeken. Azaz a munkékhoz tartozé miiveletek sorrendje nincs megkotve, de mindet
el kell végezni.

Egy flow shop, job shop vagy open shop iitemezési feladat megoldasa abrazolhatd az
ugynevezett Gantt diagrammal (Gantt chart), ahol a gépek a fiiggdleges tengelyen vannak
abrazolva, az id6 pedig a vizszintes tengelyen helyezkedik el.

6.1. példa. Egy job shop feladatban harom munka van, amelyek sorrendben kettd, harom
¢s harom miveletbol allnak. Az elsé munka két miiveletbol all, ahol az els6 munkat a 2-
es géppel lehet elvégezni 2 idéegység alatt, a masodikat pedig az 1-es géppel 1 idéegység
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alatt. A masodik munka harom miiveletbdl all, ahol a gépek sorrendje 1, 3, 2, a hozzajuk
tartoz6 mitkddési 1d6 pedig sorrendben 1, 3, 2 idéegység. A harmadik munka szintén harom
miiveletbdl all, itt a gépek sorrendje 1, 2 és 3, a miikodési idok pedig sorrendben 3, 2, 2. A
korabbiakban bevezetett jelolésekkel ez az alabbi forméaban irhato le:

Ji:(mi,my) =2, 1) p1=2, 1
Jr i (myp, ma, m32) =(1,3,2) pr=(1,3,2)
J3 1 (my3, ma3, m33) =(1,2,3) p3=@,2,2)

A példa egy megoldasanak Gantt diagrammja a 6.1 dbran lathat6, ahol péladul az 1-es gép
(M7) 0 iddpillanatban elkezd dolgozni a J3 munkan, ami tart 3 idéegységig, majd 1 idéegysé-
get tolt a J; munkaval, végiil J, munkanak a miiveletén dolgozik 4 iddpillanattol kezdve az 5
iddpillanatig.

M1 J3 1] J2 |
M2

M3F 3] J2
| | | | | | | |

|
|
5 10

6.1. dbra. A 6.1. példa egy megoldasa Gantt diagrammal

Gannt diagrammok rajzolasnal figyelni kell arra, hogy egy géphez tartoz6 miiveletek ne
fedjék egymast, ahogy ezt a fejezet elején tett masodik feltételezésbdl kdvetkezik (nem lehet
egy géppel egyszerre tobb miiveletet végezni). Fontos tovabba, hogy az egy munkahoz tartozé
miveleteket nem lehet egyszerre elvégezni, valamint flow shop €s job shop esetén a munkéhoz
tartoz6 miiveletek sorrendje a feladatban rogzitett.

Flow shop feladatoknal egyszerti megmutatni, hogy ha minden miikddési id6 pozitiv, ak-
kor van olyan optimalis megoldas, ahol a munkak miikodési sorrendje megegyezik az elsé
két miiveleten, valamint megegyezik a mitkddési sorrend az utolsé két miiveleten is. Ebbol
kovetkezik, hogy haromgépes flow shop feladatoknal ugyanaz a gépek hasznalati sorrend-
je a munkékhoz, mivel az elsén ugyanaz a sorrend mint a masodikon valamint a masodikon
ugyanaz a sorrend, mint a harmadikon. Ha legaldbb négy gép van, akkor lehet olyan optimalis
megoldas, hogy a gépek miikodési sorrendje kiilonbozik a munkakon.

2-gépes flow shop feladatok hatékonyan megoldhatdak Johnson algoritmusat hasznalva:

begin

N1 < {j 1 p1j <pyj}

No < {j:p1j =yl

rendezziik Nj-et nem csokkend sorrendbe p,; szerint

rendezziik N>-t nem ndvekvd sorrendbe p, )i szerint

optimalis megoldasban a rendezett N; halmaz elemeit a rendezett N, koveti
end

6.2. példa. Adott egy 6t munkat tartalmazé két gépes flow shop feladat a munkak miikodési
id6k vektoraval: p,=(4, 2), p,=(1, 3),p3=(4, 4), p4=(5, 6), ps=(3, 2). Ezek alapjan felirhatjuk
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a halmazokat: Ny = {2, 4}, N, = {1, 3, 5}. Majd ezeket rendezziik: Ny = {2, 4}, N, ={3, 1, 5}
¢s a rendzett halmazokat dsszeflizve végiil megkapjuk az optimalis megoldast: 2,4, 3,1, 5,
melynek Gannt diagramja a 6.2 dbran lathato.

M1 J&a [ J38 1 J1 sl
M2 2 J4 [ I3 1J1 s

6.2. abra. A 6.2. példa optimalis megoldasa

Tobb specialis flow shop feladat (amelyben tobb, mint két gép van) hatékonyan megold-
hato specializalt algoritmusokkal. Egy nagy része a feladatoknak kezelhetd a Johnson algo-
ritmussal, vagy annak kis valtoztatasaval. Példaul Johnson bebizonyitotta, hogy harom gépes
esetben ha a masodik (k6zépsd) gép legnagyobb miikodési ideje joval kisebb, mint az elsd
vagy az utolso gép legkisebb ideje (az uralkodik rajta), akkor egy optimalis megoldast kap-
hatunk a Johnson algoritmus segitségével, ha a masodik gépet ,,0sszevonjuk™ azzal, amelyik
uralkodik rajta.

6.3.

Utemezési feladat altalanos megfogalmazasa

A tovabbiakban a kovetezd alapfogalmakat hasznaljuk:

Terméknek (product) nevezziik a gyartd rendszerben eld allitani kivant anyagot.

A berendezés (equipment unit) a termékek eldallitdsdhoz felhasznélhat6 eszkoz, erd-
forras. A berendezés megujuld erdforras, azaz hasznalat utan ujra rendelkezésre all.

A taszk (task) egy olyan tevékenység, amely nem bonthat6 résztevékenységekre és
adott 1d6 alatt adott bemenetekbdl adott kimeneteket general. Egy taszk végrehajtasdhoz
egy vagy tobb berendezés all rendelkezésre, ahol a végrehajtasi id6 fiigg a felhasznalt
berendezéstol. Egy berendezés egy idoben csak egy taszkhoz rendelhetd, azaz nem lehet
egy berendezéssel egyszerre tobb taszkot végrehajtani. Tovabba egy taszkhoz csak egy
berendezés rendelhetd, azaz a taszkok nem megoszthatoak.

A recept (recipe) tartalmazza azokat a minimalis informéciokat, melyek a termékek
eléallitasahoz sziikségesek. Ezek a termékek eldallitasdhoz sziikséges taszkok haloza-
ta, a taszkokhoz rendelhetd berendezések (a miikodési idovel egyiitt) és az eldallitando
termékmennyiségek. A receptben, az eddigiektdl eltérden lehetnek tobb bemenettel il-
letve kimenettel rendelkez0 taszkok is, azaz a termékek eldallitasa nem feltétleniil egy
vonal mentén torténik.

Szakaszos termeld rendszerekben a termelés adagokban (batch) torténik. Ez azt jelenti,
hogy ha az eldallitand6 termék mennyisége tobb, mint amennyi a recept egyszeri végre-
hajtasa soran keletkezik, akkor a recept tobbszori megismétlésével allitjak eld a kivant
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termékmennyiséget. A recept egyszeri végrehajtasat, litemezését jelenti egy adagnyi
termék eldallitasa.

6.3. példa. Tekintsiik a kdvetkezo litemezési feladatot, ahol harom terméket kell eldallitani
harom Iépésben. A termékek eldallitasi modjai (receptjei) €s a felhasznalhaté berendezések
a 6.1 tablazatban lathatoak (példaul az A termék els6 taszkjahoz az E1 berendezés hasznalhato,
melynek miikodési ideje 6 perc). A sziikséges termékmennyiségek adagok szamaval adottak
a 6.2 tdblazatban.

6.1. tablazat. Recept a 6.3. példahoz

A termék B termék C termék
Taszk Berendezés 1d0  Berendezés 1d6  Berendezés  1do
[perc] [perc] [perc]
1 El 6 E3 9 E2 7
2 E2 9 E3 15 El 17
3 El 14 E2 16 E3 8

6.2. tablazat. Adagok szama a 6.3. példdhoz.

Termék A B C
Batch-ekszama 1 1 1

A feladat egyértelmii leirasahoz meg kell még hatarozni, hogy van-e lehetdség a keletkezo
koztes termékek taroldsara a taszkok kozott. Ilyen lehetdség lehet egy tarold berendezés vagy
maga az anyagot eldallité berendezés. Ha van ilyen lehetdség, akkor fontos, hogy milyen
mennyiségben lehet tarolni az anyagot és a tarolokat hol (mely taszkok vagy berendezések
kozott) lehet haszndlni; ha nincs, akkor a gyartd berendezésben véarakozhat-e az anyag. Ezen
tulajdonsagok alapjan a kovetkezo tarolasi stratégidkat kiilonboztethetjiik meg:

* Nincs lehetdség koztes tarolasra:

o NIS tarolasi stratégia (non intermediate storage policy): A koztes termékek taro-
lasdhoz nem all rendelkezésre tarold berendezés. A taszk elvégzése utan a koztes
terméket az azt el6allitd berendezésben tarolhatjuk, ilyenkor a berendezést csak
akkor lehet hasznalni egy masik taszk végrehajtasahoz, ha a keletkezett anyagot
mar attoltottiik egy masik, értelemszerlien a kdvetkez6 taszkot végrehajtod beren-
dezésbe.

Gyakorlatban az egyik leggyakoribb eset.

o ZW tarolasi stratégia (zero wait policy): A koztes termék tarolasahoz nem all
rendelkezésre tarold berendezés valamint az 6t el6allité berendezésben sem tarol-
hatjuk. Ilyenkor az anyagot azonnal at kell tolteni a kovetkezd berendezésbe.
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Ez gyakran el6fordulhat olyan esetekben, amikor nem stabil anyagot gyartunk,
vagy az anyag tulajdonsagai megkovetelik, példaul acélgyartas esetében nem ta-
rolhatjuk a forré fémet, mivel az megszilardul és a tovabbiakben nem lehet fel-
hasznalni.

* Van lehetdség koztes tarolasra:

o UIS térolasi stratégia (unlimited intermediate storage policy): A koztes terméke-
ket ,,végtelen” mennyiségben lehet tarolni. A taszk elvégzése utan a berendezés-
bol a koztes terméket taroljuk egy, gyakorlati szempontbdl ,,végtelen” kapacitasu
taroloban, azaz a berendezést tisztitas utdn rogton tudjuk hasznalni.

Ilyen tarol6 lehet egy megfeleléen nagy raktarhelyiség, ahol a keletkezett félkész
termékek elhelyezhetdk.

o FIS tarolasi stratégia (finite intermediate storage policy): A rendszer véges szamu
€s méretl tarolot tartalmaz. Minden tarolo csak két elére meghatarozott berende-
z¢s kozott hasznalhato.

Ilyen lehet egy folyékony anyagokat gyart6 rendszer, ahol a berendezések a mé-
retiik miatt nem mozdithatoak és csak a kiépitett csoveken keresztiil lehet anyagot
szallitani.

Szintén FIS-nek nevezik azt az esetet, amikor a tarolok nem berendezésekhez ren-
deltek, hanem anyagokhoz. Azaz egy tarol6 berendezés csak bizonos tipusu anya-
got tarolhat.

o CIS tarolasi stratégia (common intermediate storage policy): Ebben az esetben
is véges szamu és méretll tarolo all rendelkeszésre. Ez a tarolasi stratégia abban
kiilonbozik a FIS stratégiatol, hogy itt a tarolok helye nem rogzitett, valamint arra
is figyelni kell, hogy ha tobb anyagot tarolunk benne, akkor a tarolasok kozott ki
kell tisztinai a berendezést.

A FIS esetnél emlitett csdvek haldzatot alkotnak, ahol nagyobb az §sszekdttetési
lehetdség.

o MIS tarolasi stratégia (mixed intermediate storage policy): Az el6z0 négy tarolasi
stratégia keveréke, a rendszer kiilonb6zd pontjain kiillonbdzo stratégiak lehetnek.

A szakirodalomban talnyomorészt az UIS stratégidval foglalkoznak, amely stratégia féleg
a gépiparban hasznalatos, ahol példaul egy raktarhelyiséggel megoldhaté nagy mennyiségii
koztes termék tarolasa is. Gyakorlatban viszont figyelembe kell venniink azokat az eseteket
is, amikor nincs lehetdség koztes tarolasra (NIS stratégia).

Egy egyszerl recept leirasahoz, amikor a termékek eldallitdsa linearis, azaz a taszkok
sorrendje minden termékre egyértelmiien rogzitett, elegendéek a fentiekben bemutatott in-
formaciok. Osszetett recept esetén, amikor a receptben van tobb kimenettel, illetve tobb be-
menettel rendelkez6 taszk, sziikségilink lehet tovabbi adatokra a feladat korrekt leirasdhoz.
Amikor egy taszknak tobb bemenete is van, akkor a bemenetek idézitése is fontos. Lehet,
hogy a bemeneteknek egyszerre jelen kell lenniiik a taszk kezdeténél, a bemenetek sorrendje
rogzitett, a bemenetek tetszéleges sorrendben rendelkezésre allhatnak, illetve lehetséges ezen
esetek kombinacidja is. Ez az id6zités a megvalosithatosagra is hatassal lehet, példaul az els6
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esetben (egyidejii bemenetek esetén) NIS stratégiat hasznalva egy taszk két bemenetét nem
allithatjuk el ugyanazzal a berendezéssel, a tobbi esetben viszont igen.

A kovetkez6 fejezetben bemutatjuk az S-graf graf leirdst, amely a feladat 6sszes eddig
bemutatott strukturalis tulajdonsagat jol abrazolja. A reprezentacio NIS tarolasi stratégidhoz
késziilt, de barmely fent emlitett tarolasi stratégiahoz alkalmazhat6.

6.4. S-graf leiras

A termékek eldallitasat leird receptet hagyomanyosan lehet abrazolni egy iranyitott graftal,
ahol a graf csomdpontjai jelentik a taszkokat, a kozottiik 1€vo élek pedig ezek sorrendjét.
A miikddési idOk és a taszkokhoz rendelkezésre allo berendezések a megfelelé csomopon-
tokban adottak. A 6.3 dbra mutatja egy harom lépésben (harom taszkkal) eldallithatd termék
Osszetett receptek is leirhatdak ezen a mddon, példaul a 6.4 abran lathatod receptben az A
terméket két koztes anyag 0sszekeverésével, majd a keverék tovabbi feldolgozasaval lehet
eldallitani.

vy

PT:1,5 PT:15 PT 1,5
Eq: 1 Eq: 1 Eq: 1

6.3. abra. Harom lepésben eléallithato termék eloallitasi modja és receptiének hagyomanyos leirdsa.

PT:6 PT:9

Eq: 1,2 "1Eq: 3,4 \
PT: 16 | PT:19 .
Eq: 5 > Eq: 6 —» Atermék

PT:7 JPT9

Eq: 1,2 Eq: 3,4

PT:9 PT:15 JPT:17 | PT:7 .

Eq: 2 > Eq: 3,6 > Eq: 1 > Eq: 4,5 > B termek
PT: 25 o .
Eq:5 7 » C termék

6.4. abra. Harom termék eldallitasanak hagyomdnyos leirdsa.

Ebben a hagyomanyos leirdsban az élek a taszkok sorrendjét adjak meg, minden egyéb
informéaci6 a csomopontokhoz van rendelve. A 6.4 dbran lathato receptnek a grafleirdsa a 6.5
abran lathato, ahol Si azoknak a berendezéseknek a halmaza, amelyekkel az i csomodponttal
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reprezentalt taszkot végre lehet hajtani (példaul S1 = {E1, E2}), valamint egy-egy tovabbi
csomoépont jeldl minden terméket. Ebben a leirdsban az élek sulya alsé korlatot jelent a két
kapcsolodo taszk kezdési idejének kiilonbségére. Egy taszk miikodési ideje a hozzé rendel-
hetd berendezésektdl fiiggden kiilonbozd lehet, ebben az esetben az ¢l sulya a felhasznalhato
berendezések mukodési 1ddi koziil a legkisebb lesz. Ez az érték a feladat megolddsa soran
természetesen valtozhat a berendezések taszkhoz valé hozzarendelése soran.

6.5. abra. Grdf leirds a 6.4 abran lathato recepthez.

Ha egy szakaszos miikddésii gyartasi folyamat struktardja kort tartalmaz, az nem eredmé-
nyez kort a receptet leird grafban, mivel a latszolagos recirkulacio egy idoben késobbi adag
(batch) valamely taszkjanak a betaplalasat jelenti. Ezért feltételezhetjiik, hogy barmely recept
egy kormentes iranyitott graffal dbrazolhato.

Tegyiik fel, hogy minden termékre adott a legyartandé mennyiség, valamint adott, hogy
melyik taszk melyik berendezéssel vagy berendezésekkel hajthatd végre. A taszkok sorrendje
abrazolhat6 egy iranyitott graffal, ahol a taszkok sorrendje élekkel adott ugy, hogy az élek
kotik 0ssze az egy berendezéshez tartozo taszkokat jel6l6 csomdpontokat. Az élek a taszkok
miikddési idejével sulyozottak és megadjdk ezek miikodési sorrendjét. Az €lek sulya azért
van stlyozva a miikodési idével, mert ezekre az élekre is igaz, hogy alsé korlatot jelentenek
a kapcsolddo taszkok kezdési idejének kiillonbségére és a berendezésnek eldbb végre kell
hatjania az aktudlis taszkot €s csak utana kezdheti el a kovetkezot.

Ez a fajta leiras jol hasznalhat6 UIS tipusu feladatok megoldéasara, de nem megfelelé NIS
tarolasi stratégia esetén. Az UIS stratégia feltételezi, hogy a berendezések a taszkok végezté-
vel azonnal rendelkezésre allnak, azaz a koztes termékek, amelyek a taszk végrehajtisa soran
keletkeznek, kikeriilnek a berendezésbdl és eltarolasra keriilnek, amig a kovetkezd taszk el
nem kezddédik. A legtobb szakaszos miikddésti folyamatban ezt nem lehet biztositani, azaz
NIS esetet kell figyelembe venniink.

NIS stratégianal a berendezések nem allnak rendelkezésre egy taszk befejezése utan egé-
szen addig, amig a tarolt anyag at nem toltddik a kdvetkezo taszkot végrehajtd berendezésbe.
A grafban ezt a tovabbi feltételt is reprezentalni kell illetve lehet egy vagy tobb €l segitségével
a kovetkez6 modon. Jeldlje T azokhoz a taszkokhoz tartoz6 csomdpontokat, amelyek a recept
szerint a j csomoOponthoz tartoz6 taszkot kozvetleniil kovetik. Ha az Ei berendezés a k taszkot
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végzi el kozvetleniil a j utan, akkor egy nulla sulyt (vagy valtasi idével sulyozott) élet hlizunk
7 minden elemébdl k-ba. Ezt a fajta leirast nevezziik S-grafnak.

A 6.6 abran lathato az E1 berendezés 1-6-7 miikddési sorrendjének megadasa S-graf se-
gitségével. Az dbrarol leolvashato, hogy az E1 berendezés eldszor végrehajtja az 1 csomdpon
altal reprezentalt taszkot, majd megvarja a 2-es taszkot végrehajtd valamelyik berendezést
(S2 halmaz) és attolti bele az anyagot, utdna végrehajtja a 6-os taszkot, amivel eldallit egy
terméket, végezetiil a 7-es taszkot hajtja végre €s attdlti az nyagot az S8 halmazbol a 8-as
taszkohoz rendelt berendezésbe. Mivel a példaban a valtasi élek stilya mindenhol nulla, ez azt
jelenti, hogy nincs sziikség az E1 berendezés tisztitasara a kovetkezo taszk elott.

0.6. abra. Az E1 berendezés 1-6-7 mitkédési sorrendjének megadasa NIS esetben

Matematikai jelolésekre attérve, egy iranyitott G grafot egy (N, 4) parral adhatunk meg,
ahol N véges halmaz, a csomopontok halmaza és 4 az élek halmaza (4 € N x N). Egy S-
grafnak két tipusu éle van (léteznek recept-élek és iitemezési-élek). igy egy S-grafot G(N, 41,
Ay) formaban adhatunk meg, ahol N a csomopontok, 41 a recept-¢lek, 4, pedig az litemezési-
¢lek halmaza feltéve, hogy A| CNxN, Ay CNxNés A1NAr=0; tovabba minden (i, j)) €41 UA,
¢lhez tartozik egy nem negativ érték c(i, j), az él stilya. Ha egy €l i-bdl j-be mutat ((7, j)) € A1 U
U A>), akkor az a gyakorlatban azt jelenti, hogy az j csomoponthoz tartozé taszk legaldbb
c(i,j) iddvel késobb kezdi a mitkddését, mint az i csomoponthoz tartozo taszk.

Specialis S-grafot vezetiink be a recepthez (recept-graf) és a megoldashoz (iitemezési-graf).

6.4.1. Recept-graf

Egy iitemezési feladat receptje megadja minden termékhez a termékekhez tartozé taszkok
sorrend;jét, a koztiik 1év0 anyagaramokat, valamint az egyes taszkokhoz felhasznalhat6 beren-
dezések halmazat a hozzajuk tartozo mitkddeési idovel. Ezeknek az informacidknak a recept-
grafban szerepelniiik kell ahhoz, hogy a receptet megfelelden le tudjuk vele irni.

A termékek gyartasat leird recept alapjan a recept-graf alapjat jelentd taszk-halozat fel-
épitéséhez a kovetkezod 1€péseket hajtjuk végre:

1. Rendeljiink egy-egy csomdpontot minden taszkhoz (taszk-csomdpont) és egy-egy cso-
mopontot minden termékhez (termék-csomopont).
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2. Egy él (recept-¢l) mutasson minden taszkot reprezentald taszk-csomodpontbol a recept-
ben utdna kdvetkezd taszkot reprezentald taszk-csomdpontba, valamint a terméket gyar-
to taszkokhoz tartozo csomoépontokbdl a megfeleld termék-csomdpontba.

3. Egy recept-¢l stilya legyen egyenld az ¢l kezdd csomdpontjahoz tartozo taszk mitkodési
idejével abban az esetben, ha a taszkhoz csak egy berendezés all rendelkezésre. Ha tobb
berendezés is rendelkezésre all, akkor a miikodési idok koziil a legkisebbel egyezzen
meg az ¢l sulya.

4. Ha egy termékbdl nagyobb mennyiségre van sziikség, mint amennyit a recept alapjan
egyszerre eld lehet allitani (tobb adagra van sziikség), akkor a termék eldallitasdban
résztvevo taszkok taszk-csomopontjai, a termék-csomopont, valamint a kézottiik 1évo
¢lek annyiszor keriilnek be a grafba, ahany adag mar minimalisan elegendo a sziikséges
anyagmennyiséghez.

Az igy keletkezett grafot hivjuk taszk-halozatnak, ahol N, jeloli a taszk-csomopontok, N,
pedig a term¢k-csomopontok halmazat (N,N N, = 0).

Fontos megjegyezni, hogy tobb adag esetén minden taszkhoz tobb taszk-csomopont is
tartozik. Ha a feladat szempontjabol fontos, hogy egy taszkhoz tobb csomodpont is tartozik,
akkor ezen csomopontok altal reprezentalt termelési folyamatot (és tovabbiakban magat a
csomoépontot is) tevékenységnek nevezziik, egyébként a taszk kifejezést hasznaljuk.

A tovabbiakban nem vessziik figyelembe a tobb bemenettel rendelkezo taszkok bemene-
teinek iddzitését. Ebbn az esetben a taszk-haldzat alkotja a recept-grafot. A recept-grafban
minden a receptben taldlhat6 strukturalis informacié adott. Ha G(N, 41, A2) egy recept-graf,
akkor kormentes €s 4, =(. Legyen N;(C N;) azon csomdpontok halmaza, amelyek az i beren-
dezéssel végrehajthatok. Feltehetjlik, hogy minden taszkhoz 1étezik legalabb egy berendezés,
amivel végre lehet hajtani, azaz a taszk-csomdpontok halmaza megadhato6 a kovetkez6 mdédon
Ny=N1UNU---UN,, ahol N; és N; (i,j =1, 2, ..., n) tartalmazhat azonos elemeket, azaz
metszetlik nem sziikségszertiien iires.

6.4. példa. Tegyiik fel, hogy két terméket kell eldallitanunk, A-t és B-t, A-bdl két adagot, B-
bol egyet. A-t két egymas utani Iépésben lehet eldallitani, ahol az elsé 1épés az S1, a masodik
pedig az S2 halmazban 1év berendezések barmelyikével végrehajthato 6 illetve 9 idbegység
alatt. B-t harom egymast kovetd 1épésben lehet eldallitani az S3, az S4 illetve az S5 halma-
zokban 1évo berendezésekkel 14, 16 illetve 8 iddegység alatt. A feladat recept-grafja a 6.7
abran lathato.

6.4.2. Utemezési-graf

Az ltemezési-graf olyan specidlis S-graf, amely egy megoldast reprezental; az ilitemezési
feladat minden megoldaséhoz 1étezik egy litemezési-graf és ez a graf minden megoldéshoz
kiilonbozd. A G'(N, Ay, Ay) S-grafot a G(N, Ay, @) recept-grafhoz tartozo litemezési-grafnak
neveziink, ha a recept-graf minden csomopontja (taszkja) iitemezve van, figyelembe véve a
berendezés-taszk hozzarendelést. Egy megfeleld keresési modszerrel az optimalis megoldas-
hoz tartozo iitemezési-graf és berendezés-taszk hozzarendelés megtalalhato. Megfeleld kere-
sési modszerrel nem csak az optimalis, hanem az 6sszes megoldas generalhato.
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6.7. abra. A 6.4. példa recept-grafja: két adag az A termékbdl és egy a B-bol.

6.5. példa. Harom termék eldallitasa a 6.8 abran lathato recept-graf szerint torténik. Minden
taszkhoz egy berendezés all rendelkezésre, ahol S1={E1}, S2={E3},S3 ={E2}, S4={E2},
S5 = {E3}, S6 = {E1}, S7 = {El}, S8 = {E2}, S9 = {E3}. A feladatnak nyolc kiilonboz6
megoldasa létezik, amelyek litemezési-grafjai a 6.9 dbran lathatoak.

1\ 6 9 7
) e )

4 9 15 17
It

14 8 16 9 8

7
\\S? S8 S9 /

6.8. abra. Recept-grafa 6.5. példdhoz.

Az litemezési-graf formalis leirashoz tételezziik fel, hogy a G(V, A1, ) recept-grathoz
adott egy G'(N, A1, Ay) iitemezési-graf, ahol Ao C N x N. Jelolje M; (i=1, 2, ..., n) azoknak a
csomdpontoknak a halmazat, amelyekhez tartozo taszkokat az i berendezés hajtja végre, azaz
azokat a csomoOpontokat, amelyekhez az i berendezést hozzarendeltiik. Feltételezziik, hogy
a megoldasban egy taszkot pontosan egy berendezéssel lehet vegrehajtani, azaz M; N M; =
=0(ij,i,j=1,2,...,n). Ebbdl kdvetkezik, hogy M, M, ..., M, egy particionalasa a taszk
csomoépontok halmazanak (N, = NyUN, U- - -UN,) ugy, hogy M; CN; (i=1,2,...,n).

Ahhoz, hogy az litemezési-graf korrekt matematikai leirdsat meg tudjunk adni, sziiksé-
giink van egy specialis S-graf bevezetésére, amelyet komponens-grafnak neveziink. A kom-
ponens-grafok mutatjak meg az egyes berendezéseknek a megoldashoz tartoz6 miikodési sor-
rendjét. Ebbdl kovetkezik, hogy a komponens-graf része az aktualis iitemezési-gratnak. For-
malisan az i berendezéshez tartozd komponens-graf Gi(N}, A1;, A2i) (S G'(N, 41, A2)) egy
olyan S-graf (i=1, 2, ..., n), ahol

* N tartalmazza G'-b6l az M; 6sszes csomopontjat és az 6sszes olyan csomodpontot, amely-
be M;-bdl indulo recept-¢él mutat. Azaz tartalmazza azokat a csomopontokat, amelyhez
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7. Utemezési-graf 8. Utemezési-graf

6.9. abra. A 6.5. példa iitemezési-grafjai
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az i berendezés hozza lett rendelve, valamint a receptben ezeket kdvetoket, ahova az
elkésziilt anyagot at kell tolteni.

N,=M;U{k:keNés3j €M, hogy (j, k) € 4} (6.1)

* Ay, tartalmazza az 6sszes olyan recept-élet G'-bSl, amely M;-b6l indul. Azaz az dsszes
olyan recept-¢let, amely 6sszekdti a i berendezéshez rendelt csomopontokat a receptben
utana kovetkezokkel és amelyen a berendezés miikodési ideje szerepel.

A1i={(. k) : (. k) € 41 és j € My} (6.2)

* Ay, tartalmazza az Gsszes olyan iitemezési-élet G'-bdl, amely A; valamely élének vég-
pontjabol M; valamelyik elemébe mutat. Azaz az dsszes olyan iitemezési élet, amely az
i berendezés miikodési sorrendjére vonatkozo dontéseket jeloli.

A2i={(G, k) : (j, k) € A2, k € M; és 3l € M;, hogy (1, )) € 41;} (6.3)

6.5. példa (tovabbi vizsgalat). A 2. iitemezési-graf (6.9 abra) komponens-grafjai Gy, (i
=1,2,3) a 6.10 abran lathatoak a kovetkezO berendezés-taszk hozzarendeléssel: Mg
={1,6,7}, Mg ={3,4, 8}, Mgz ={2, 5, 9}.

A komponens-graf segitségével a kovetkezoképpen definidljuk az litemezési-grafot. A
G(N, A1, 9) recept-grathoz és az M; (i=1, 2, ..., n) berendezés-taszk hozzarendeléshez tar-
tozd G'(N, A1, A2) S-graf litemezési-graf, ha teljesiti a kovetkez6 négy feltételt.

G (&)l
e )
b &

@G’ (b) G,

6.10. abra. A 6.5. példa 2. iitemezési-grafjanak (6.9 abra) komponens-grafjai.

© 6,
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(SG1) G’ nem tartalmaz iranyitott kort.

(SG2) G;komponens-graf altal meghatarozott rendezés teljes minden M;U{j} halmazon, ahol
JEN;¢ési=1,2,...,n.

(SG3) Az N (i=1,2,...,n)halmazok minden elemébél legfeljebb egy 4»;-beli él indul.
(SG4) A G iitemezési-graf megegyezik komponens-grafjainak unidjaval, azaz G' = J_, G’

Az iitemezési-grafok és a megvaldsithato litemezések kozotti kapesolat azon alapul, hogy
az (i, ) €l az S-grafban azt mutatja, hogy a j csomdpont altal reprezentalt taszk leghamarabb
c(i, ) idével késobb kezdddhet el, mint az 7 altal reprezentalt. Ebbdl kovetkezik, hogy ha az
(SG1) feltétel nem teljesiil, akkor a megoldas nem megvalosithatod, mivel vagy az idébeliség
vagy a NIS tarolasi stratégia feltételei nem teljesiilnek. A 6.11 &bran lathato S-graf iranyi-
tott kort tartalmaz, mely vastag vonallal van jelolve. Ha a kor mentén végignézziik az élek
jelentését, akkor azt tapasztaljuk, hogy a 4-es taszknal 3 iddegységgel késobb kezdeheti el a
munkajat az 5-6s, annal nem kezdddhet hamarabb a 3-as, azutan leghamarabb 2-vel kezddd-
het a 9-es, majd 2-vel a 4-es. Ez azt jelenti, hogy a 4-es tasz 7 iddegységgel késébb kezdheti
el a munkat a 4-es taszknal, azaz ellentmondashoz jutottunk.

6.11. abra. Iranyitott kér az S-grdafban.

Tegyiik fel, hogy (SG1) feltétel teljesiil, de (SG2) nem. Ekkor két esetet kiilonboztethetiink
meg: nincs teljes rendezés az M; halmazon, vagy teljes rendezés van az M; halmazon, de van
olyan j(€ N;), hogy ezzel kiegészitve M;-t nincs teljes rendezés. Az els6 esetben, ha nincs
teljes rendezés az M; halmazon, akkor létezik két olyan taszk, amelyek miikodési sorrendje
nem egyértelmiien meghatarozott. Példaul a 6.12a abra S-grafja teljesiti a komponens-graf
mitkddési sorrendjérdl nem tudunk semmit. A masodik esetben a NIS stratégia sériil. Példaul
a 6.12b abra komponens-grafjan lathatd, hogy bar az E1 berendezéshez tartozé csomopontok
(1, 6, 7) kozott teljes a rendezés, de hianyzik egy iitemezési-¢él a 2-es és a 7-es csomoOpont
kozott, igy az E1 berendezésnek nem kell megvarnia a 2. taszkon dolgozé E3 berendezést az
anyag attoltéséhez.

Az (SG3) és (SG4) feltételek teljesiilése nem sziikséges ahhoz, hogy az ilitemezési-graf
altal reprezentalt megoldas megvalosithato ¢€s teljes legyen, de az optimalis megoldas mindig
megtalalhatd az (SG3) és (SG4) altal lesziikitett keresési térben. (SG3) biztositja, hogy ne
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(&) o &)

o @
@—’ EBZ E71 |582

(a) (b)

6.12. abra. Az SG2 szabaly megsértése

legyenek redundans iitemezési-¢lek a grafban, azaz a minimalis szamu ¢€llel valosuljon meg az
iitemezés. A 6.13 dbran lathatdé komponens-grafban a 2. és 6. csomdpontok kdzotti litemezési-
¢l redundans, nem hordoz informéciot, mivel az E1 berendezés mindenképpen csak az 1 taszk
végrehajtasa utan kezdheti meg a 6. taszkot, ha mar a 7 taszkot is végrehajtotta. Az (SG4)
feltétel pedig kisziiri azokat az éleket, amelyek nem tartoznak egyik berendezés iitemezéséhez
sem, azaz minden ¢l vagy a recept-graf recept-¢le vagy valamely berendezés iitemezéséhez
tartozo litemezési-¢l. Az eldbbeikbdl kovetkezik, hogy az (SG3) és (SG4) feltételek teljesiilése
esetén az S-graf minimalis abban az értelemben, hogy ¢l elhagyasaval nem ir le megoldast.

7
QE1

0.13. dbra. Felesleges iitemezési-élek az S-grafban.

6.5. Alapalgoritmus ilitemezésre S-graffal

A fejezetben Sanmarti és tarsai [ 1 9] altal bevezetett alapalgoritmust mutatjuk be, amely altala-
nosan hasznalhat6 barmilyen tipust iitemezési feladatra. Az algoritmus bemenetként megkap-
ja a feladat recept-grafjat, kimenete pedig egy optimalis litemezés iitemezési-grafja. Az algo-
ritmusban a cél az optimalis megoldas (litemezési-graf) megtaldlasa a receptbdl (recept-graf)
kiindulva részfeladatok (altalanos S-graf) sorozatan keresztiil. Definicio alapjan a recept-graf
mindig részgrafja a hozza tartozo Osszes iitemezési-grafnak ugy, hogy a grafok csomdpont-
jai nem valtoznak, és a recept-¢leknek is legfeljebb a stlya ndvekedhet a berendezés-taszk
hozzarendelés alapjan. Az el6z6 fejezetben leirtak szerint egy ilitemezési-graf minden éle,
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amely nem tartozik a kiindulo6 recept-grathoz, litemezési-¢l. Ha figyelembe vessziik az (SG1)-
(SG4) feltételeket és a lehetséges berendezés-taszk hozzarendeléseket, akkor a recept-graf
Osszes, a feltételeknek megfeleld kiterjesztése litemezési-¢lekkel elvezet benniinket az 6sszes
iitemezési-grathoz. Mivel a lehetséges kiterjesztések szama véges, az dsszes tlitemezési-graf
a hozza tartozo berendezés-taszk hozzarendelésekkel véges 1€pésben eldallithatd. Az S-graf
leiras jo alap egy szétvalasztas és korlatozas (branch-and-bound, B&B) tipust algoritmushoz.

6.5.1. Szétvalasztasi lépés

Az alabbiakban bemutatando szétvalasztas €s korlatozas algoritmus képes eldallitani barmely
recept-grathoz a hozza tartoz6 Osszes litemezési-grafot, ahol minden részfeladathoz egy S-
graf és egy részleges berendezés-taszk hozzarendelés tartozik, valamint természetesen egy
csomoépont a kereséfaban. A keres6fa gyokeréhez a recept-graf tartozik, a leveleihez pedig
itemezési-grafok.

A szétvalasztas soran minden részfeladatnal kivalasztunk egy berendezést. A részfeladat
minden gyerek részfeladataban a berendezést hozzarendeljiik egy megfeleld, még be nem iite-
mezett taszkhoz (természetesen mindegyik részfeladatban masikhoz), valamint a kivalasztott
taszkot belitemezziik a berendezés aktudlisan utolsod 1épésének. Mivel a taszkok miikodési
ideje fligghet a felhasznalt berendezéstol, ezért egy berendezés hozzarendelése egy taszkhoz
modosithatja a taszkot jel616 csomdpontbdl kiinduld recept-€l (vagy elagazas esetén recept-
¢lek) stlyat. Az egyszeriiség kedvéért feltételeztiik, hogy a megoldasban egy taszkot pontosan
egy berendezés hajthat végre.

Az algoritmus megvalositasanal nagy szabadsagot ad a keresési stratégia kivalasztasa.
Pé¢ldéaul, hogy melyik berendezést valasztjuk ki {itemezésre nagyban befolyasolhatja az al-
goritmus hatékonysagat. Gyakorlatban a berendezések ,,leterheltségének” sorrendjében vald
iitemezés altalaban jo stratégianak bizonyult. Ezen kiviil a részfeladat kivalasztésa is jelentds
hatassal van az algoritmus futasi idejére. A szamitogépes megvalositasnal érdemes mélység-
ben eldszor keresést alkalmazni, az egy szinten 1év0 részfeladatok koziil a legjobb also korlatut
valasztva.

6.5.2. Az algoritmus korlatozasi 1épése

A korlatozas soran eldszor egy megvalosithatosagi vizsgalatot (feasibility test) végziink el.
Ha az aktualis részfeladat megvalosithatonak (feasible) bizonyul, akkor meghatarozunk egy
also korlatot a részfeladatbodl elérhetd megoldasok miikodési idejére. Ha a koztes termékek
varakozasi ideje két taszk kozott nem korlatozott, akkor az S-graf altal reprezentalt megoldas
akkor €s csak akkor megvalosithato, ha a graf nem tartalmaz iranyitott kort, azaz az S-gaf
egy litemezési-graf. Ezek alapjan a megvaldsithatdsagi vizsgalat elvégezhetd egy korkeresd
algoritmus segitségével, melyre léteznek hatékony polinomialis algoritmusok. Ha a koztes
termékek varakozasi ideje korlatozva van (ZW téarolasi stratégia), akkor tovabbi vizsgalat
sziikséges, példaul egy linedris programozasi (LP) feladat felirasa és megoldasa.

Egy részfeladat S-grafja mindig részgrafja barmely leszdrmazott részfeladat S-grafjanak,
mivel a grafot a szétvalasztas soran legfeljebb éllel bévitjiik, de soha nem torliink beldle. Mi-
vel egy 0j (nemnegativ sulyu) él hozzdadasa egy grathoz nem csokkentheti a leghosszabb
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utat, ezért egy litemezési-graf barmely részgrafjadhoz tartozo leghosszabb ut alsé korlat az
itemezési-graf leghosszabb Utjara. Tovabba egy iitemezési-grafthoz tartozod leghosszabb 1t
értéke also korlatja a hozza tartozé megoldas értékének, mivel minden (i, j) él egy S-gratban
azt jelenti, hogy a j csomdpont altal reprezentalt taszk elvégzése leghamarabb c(i, j) idOvel
késobb kezdddhet el az i csomoOpont altal reprezentalt taszk elkezdéséhez képest. Ebbol ko-
vetkezik, hogy egy litemezési-graf barmely részgrafjahoz tartozo leghosszabb ut also korlatot
ad az litemezési-grathoz tartozd megoldas értékére.

6.5.3. Az algoritmus miikodésének szemléltetése

A Sanmarti és tarsai [19] altal publikalt alapalgoritmus a leghosszabb ut kereso algoritmust
hasznalja, ezért az algoritmus mitkddésének bemutatdsahoz mi is ezt hasznaljuk. A szemlél-
tetO példa recept-grafja a 6.14 abran lathatd, ahol két terméket kell eldallitani két 1épésben két
berendezéssel.

/1 3 2 4
E1

3 4 5
E1
0.14. abra. Recept-graf a szemlélteté példahoz.

A példahoz tartozo keresé fa a 6.15 abran lathatd. A csomdpontok a részfeladatokat jelo-
lik és a generalasi sorrend szerint szdmoztuk dket. A szétvalasztasokat (dontéseket) a taszkok
sorrendjével jeloljiik, amelyeket meghataroznak. A megoldast leegyszerisitettiik annyiban,
hogy a két taszk-berendezés hozzarendelés €s a sorrendjiik meghatarozasa egy 1épésben tor-
ténik meg. Az als6 korlat minden részfeladat csomopontja mellett félkovér karakterekkel sze-
repel. A nem megvalosithato részfeladatok csomdpontjai 4t vannak hiazva (pl. 4. részfeladat).
A részfeladatokhoz tartozo S-grafok a 6.16 dbran lathatoak.

A keresdfa gyokeréhez (1. részfeladat) tartozik a recept-graf, itt a leghoszszabb ut hossza,
azaz az also korlat értéke 9. Ebbdl a részfeladatbol két 11j részfeladatot szarmaztatunk (2. és 3.
részfeladat) az E1 berendezés litemezésével : 1-3 illetve 3—1 sorrendekkel, 12 illetve 11 also

E1

E2

6.15. abra. A szemlélteto példahoz tartozo keresofa.
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0 3 7
G~

1. részfeladat

OG-

0

Leghosszabb ut: 9

2. részfeladat 3. részfeladat

a0
7 12

Leghosszabb ut: 12

4. részfeladat 5. részfeladat

6. részfeladat 7. részfeladat

Leghosszabb ut: 12 Nem megvalésithatd

6.16. abra. A szemlélteto példa részfeladataihoz tartozo S-grdafok

korlattal. A legjobb alsé korlattal a 3. részfeladat rendelkezik, tehat ennek szétvalasztasaval
folytatjuk az algoritmust. Ebbdl a részfeladatbdl a szétvalasztas utan két tijabb részfeladat ke-
letkezik (4. és 5. részfeladat) az E2 berendezés 2—4 illetve 4-2 sorrend valasztasaval. Mind
a két részfeladat egy teljesen beiitemezett megoldast jeldl, azaz egy 1j fels6é korlatot kapha-
tunk a feladatunkhoz. A 4. részfeladat S-grafja kort tartalmaz, tehat nem megoldhato ezért
eldobjuk. Az 5. részfeladat S-grafja iitemezési-graf, ahol a leghosszabb ut 13. Ez jelenti az 4j
felso korlatunkat az optimumhoz. Az algoritmus a 2. részfeladat szétvalasztasaval folytatodik,
ahol az E2 berendezésrol donthetiink 2—4 illetve 4-2 iitemezési sorrendekkel. Igy két részfel-
adat generalodik (6. és 7. részfeladat), amelyek teljesen belitemezett megoldast jeldlnek. A
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6. részfeladat egy megoldast jelol, amelynek értéke 12, ami jobb, mint az aktualis fels6 kor-
latunk, ezért ez lesz az 0j felsd korlatunk. A 7. részfeladat kiértékelése nem sziikséges, mert
a szlldjének (2. részfeladat) alsé korlatja nem jobb, mint az aktualis felsé korlat. Ha mégis
kiértékeljiik, akkor kideriil, hogy a hozza tartozo S-graf iranyitott kort tartalmaz, tehat nem
megvalosithatd megoldast jelol.

6.6. S-graf modszertan Kkiterjesztései

Az S-graf modszertant tobbféle szempont szerint lehet kiterjeszteni. Ezek koziil kett6t fogunk
a tovabbiakban megvizsgalni. Az els6 esetben a szétvalasztas és korlatozas algoritmus kere-
sési tér bejarasi modszerét modositjuk, a masikban pedig a célfiiggvényt valtoztatjuk meg,
amely természetesen a keresési tér és a hozza kapcsolddd megoldasi modszer megvaltoztata-
sat is magaval vonja.

6.6.1. Taszk alapu dontési stratégia

Az alapalgoritmusban ,,berendezés alapu dontési stratégiat” (EQ-SG algoritmus) hasznaltunk.
Ebben az esetben dontésnél a részfeladat egy titemezendd berendezésének a kivalasztasa utan
hozzaflizlink a berendezés végrehajtasi soranak végére egy még be nem litemezett taszkot.
A gyermek részfeladatok az Osszes lehetséges taszk hozzaflizést figyelembe véve keletkez-
nek. Az ebben a fejezetben bemutatando ,,taszk alaptl dontési stratégiat” hasznalo algoritmus
(TA-SG algoritmus) ugyanazt a keresési teret jarja be, mint a berendezés alapt és bizonyos
feladatokra hatékonyabb litemez6t biztosit ([1]). A taszk alapt dontéseket hasznaléd algorit-
mus szétvalasztas 1épésében a dontések 1) alapdtlete az, hogy rendeljiink hozzé egy még be
nem iitemezett taszkhoz egy lehetséges berendezést és szurjuk be a taszkot a berendezés vég-
rehajtasi sorrendjébe figyelembe véve az Gsszes lehetoséget.

Az algoritmus, mint minden szétvalasztas ¢és korlatozéas elvén miikodo algoritmus, egy
keres6 fat valamilyen médon bejarva hatdrozza meg a feladat optimalis megoldasat. A ke-
resé fa csticspontjaihoz tartoznak a részfeladatok. Minden részfeladatnak tarolnia kell a ke-
resd fa gyokerébdl indulva a részfeladathoz vezetd éleken meghozott dontéseket. A keresd
fa gyokeréhez a recept-graf tartozik, leveleihez pedig az iitemezési-grafok ugyanugy, mint a
berendezés alapu iitemezésnél.

A szétvalasztasi eljaras a dontési [épésében két miiveletet hajt végre: kivalaszt egy olyan
taszkot, amely még nincsen beilitemezve, majd a kivalasztott taszkot beilleszti egy megteleld
berendezés aktualis litemezésébe. A taszkot végrehajtani tudo Osszes lehetséges berendezést
hozz4 kell rendelni a taszkhoz, azaz befliizziik az 6sszes rendelkezésre allo berendezés aktualis
iitemezésébe az Uj taszkot, ahol minden hozzarendelés egy 10j részfeladatot jelent.

Tegylik fel, hogy egy i taszkhoz egy berendezés all rendelkezésre valamint ehhez a beren-
dezéshez mar hozza van rendelve k darab taszk (j;, j,, ..., j;) sorrendben. Ebben az esetben
legfeljebb k+ 1 darab gyerek részfeladat lesz, ahol a berendezés miikodési sorrendje rend-
1€ (0, /15 /25 -+ 5 Ji)s Uts Bd2s oo s Ji)s Utsdas b oo Jids oo Grsdas s 671 Grs Jas - oo Jo D),
pontosabban ezek koziil azok, amelyek a megvaldsithatdsagi teszten megfelelnek.

Abban az esetben, ha az litemezésre kivalasztott taszkot két kiilonboz6 berendezéssel lehet
végrehajtani, mely berendezések jelenlegi litemezése mar ki, illetve k, darab sorba fiizott
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taszkot tartalmaz, akkor az j taszk valamely berendezéshez vald hozzarendelése és befiizése
a berendezések taszk végrehajtasi soraba (kj + 1) + (kp + 1) darab 1) gyermek részfeladatot
eredményez, mivel egymastol fliggetleniil mindkét berendezéssel végre lehet hajtani a taszkot.
Mindkét berendezés esetén az 1j ilitemezendd taszkot be lehet flizni valamelyik jelenleg is
szerepld taszk elé, vagy pedig a taszk végrehajtasi sor legvégére, azaz dsszesen lancolt lista
elemszama plusz egy 10j lehetdség all fent.

Az EQ-SG algoritmus esetén a sziil0 részfeladat S-grafjanak leghosszabb ttja része a gyer-
mek részfeladat S-grafjanak, hiszen a gyermek részfeladat S-grafjdban ugyanazok az ¢€lek
szerepelnek, legfeljebb a recept-élek sulya novekedhet. Ezért teljesiil, hogy a gyermek rész-
feladat alsé korlatja nem kisebb, mint a sziil6 részfeladaté. A TA-SG algoritmus soran a gyer-
mek részfeladatban a berendezések iitemezésének valtozasakor litemezési-¢l torlodik a sziild
részfeladat S-grafjadhoz képest, ami miatt el6fordulhat, hogy a sziilé részfeladat S-grafjanak
leghosszabb utja nem szerepel a gyermek részfeladat S-grafjaban. A TA-SG algoritmus akkor
oldja meg helyesen a feladatot, ha a kdvetkezd feltétel teljesiil.

Ha az iitemezési feladat receptjének valtasi idejeire teljesiil a haromszog egyenlétlenség,
azaz barmely berendezés esetén teljesiil, hogy #; < i+, ahol #;;, ti, ti; a berendezés val-
tasi ideje az i, j, az i, k és a k, j taszkok kozott. Ilyenkor a sziild részfeladatbol a taszk alapa
dontésen alapulo szétvalasztas eljarassal eldallitott barmely gyermek részfeladatnak az alsé
korlatjai nem kisebbek, mint a sziild részfeladat als6 korlatja.

A feltétel a gyakorlatban azt jelenti, hogy két taszk kozotti tisztitdst nem kivaltani két
Osszeségében rovidebb idejii tisztitassal. Formalisan ennél élesebb korlatot is lehet adni,
amelyre még mindig helyesen mitkddne az algoritmus, de a gyakorlatban ez a feltétel mindig
teljestil.

A taszk alapt dontéseket alkalmaz6 szétvalasztasi eljaras nem befolyéasolja az EQ-SG al-
goritmus korlatozas eljarasat, ezért valtoztatas nélkiil hasznalhatéak az EQ-SG algoritmusban
bevezetett korkereso és leghosszabb ut kereso algoritmust hasznald korlatozas eljaras. A kor-
latozas 1épésben a részfeladat megvaldsithatosagat az S-graf kormentességének vizsgalataval
dontjiik el. Amenynyiben a részfeladat megvalosithatd litemezést jeldl, akkor a leghosszabb
ut keresd algoritmussal szamolhatjuk ki a részfeladatbol elérhetd iitemezések végrehajtasi
idejének also korlatjat.

6.6.2. Profit maximalizalasa

Ebben a fejezetben a célunk nem a legrovidebb miikodési id6 meghatarozasa lesz, hanem adott
id6 alatt a lehetd legnagyobb profitot (hasznossagot) kell elérni és ehhez meghatarozni, hogy
melyik termékbdl mennyi adagot kell/lehet legyartani. Ipari feladatok esetén a profit maxima-
lizalas a leggyakoribb célfliggvény. Ebben az esetben az eld4llitandd termékmennyiségek nem
adottak, hanem a termékek hasznossagi mutatdjat és egy idohorizontot kell bevezetni, ahol a
hasznossagi mutat6 megadja, hogy egy adagnyi termék mekkora hasznossaggal (profittal) jar,
az idéhorizont pedig fels6 korlatot jelent a rendszer miikddési idejére.

A megoldast egy iranyitott keresési modszerrel hatarozzuk meg ([14]). A keresési mod-
szer hatékonysaga két dolgon alapul. El6szor, a termékek adagjainak (batch-jeinek) szdma
rogzitett a keresési tér minden pontjaban és ez az érték minden pontban mas és mas, igy ki-
zarjuk a redundanciat a keresés soran. Masodszor a keresési térbdl egy eléfeldolgozas soran

www.tankonyvtar.hu © Bertok Botond, Kovacs Zoltan, PE


www.tankonyvtar.hu

6.6. S-GRAF MODSZERTAN KITERJESZTESEI 117

kizarjuk azon csomopontokat, melyek olyan adagszamokhoz tartoznak, amelyek nem lehet-
nek optimalisak, igy a keresésiink sokkal gyorsabb, mintha teljes leszamlalast alkalmaznank.

Mivel a keresési tér minden pontjaban az adagok szama rogzitett, ezért hasznalhatjuk a
kordbban megismert S-graf algoritmust. Ezekben a részfeladatokban nem kell az optimalis
mitkodési idejli megoldast megkeresni, elég, ha az algoritmus talal egy, az id6horizonton beliil
megvalosithatd megoldast az adott adagokkal. Azaz ha az iitemezés soran talalunk egy az
iddkorlaton beliili titemezést, akkor a tobbi részfeladatot mar nem is kell megvizsgalni.

A keresési stratégia konnyebb érthetdségének kedvéért tekintsiink egy példat két termék-
kel (A és B). Az A termék egy adagjanak a profitja (hasznossaga) legyen 2 egység (R4), B
terméknél ez legyen 1 (Rp). Tovabba tételezziik fel, hogy ha csak egy terméket gyartunk, ak-
kor A termékbdl az idéhorizonton beliil 3 adagot tudunk eldallitani, B-bol pedig 4-et. Ekkor
a keresési teret a 6.17 abran lathatdé modon dbrazolhatjuk, ahol a fliggdleges tengelyen az A
termék adagjainak szamat (N,), a vizszintesen a B termék adagjainak szamat (Np) jeloljiik.
Az adagszdmok utan bekeretezve az aktudlis profit értéke talalhato.

‘ - Potencialisan optimalis régioé
N Profit
A

-

Np/[_Profit |

6.17. dbra. Keresési tér két termék esetén

A fiigglleges ¢€s a vizszintes tengelyek metszéspontja tartozna egy szokasos szétvalasztas
¢s korlatozas algoritmus keres6fajanak gyokeréhez. Ez a metszéspont nulla adagot jelent min-
den termékbdl. A kereséséi tér vizszintes €s a fliggdleges hatarat termékek maximalis adag-
szdma adja meg, amit az id6horizont alatt el lehet allitani beldliik. Természetesen a keresési
tér csak a csucsokat tartalmazza nem a teljes bejeldlt teriiletet.

Mivel minden terméknél az egy adaghoz tartoz6 profit fix, ezért minden csomdpontban
a profitot az NyR4 + NpRp linearis egyenlettel szamolhatjuk. A 6.17 dbran lathat6, hogy az
A termékbdl 3 adag eldallitasa esetén 6 egységnyi profitot tudunk elérni, ezért, mivel ez egy
megoldast jeldl, az ennél kisebb értékkel rendelkezd csomdpontokat nem kell figyelembe ven-
nilink. A keresési térben a 6 egységi profitnal kisebb értékii csomopontok az N4R4+NpRp =6
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NA - Optimalis megoldast nem tartalmazoé régié

- Potencialisan optimalis régio

Profit =6

L
Ng| Profit |

6.18. abra. Profit-egyenes

egyenes (profit-egyenes) alatt talalhatoak, ezeket kizarhatjuk a keresésbol (lasd 6.18 abra).
Ha egy csomodpont a vonalon fekszik, azt sem kell megvizsgalni, mivel az nem adhat jobb
megoldast a mar megtalalt 4 adagnyi A-nal.

A keresés soran a profit-egyenes helye véltozhat, amikor talalunk egy az aktualisnal jobb
megoldast. Az 0j profit-egyenes az eredetivel parhuzamos lesz, mivel ha példaul az uj profit
értéke 8, akkor az egyenes egyenlete NyR4+NpRp = 8 lesz (6.19 ébra).

Ny [ Profc

- Optimalis megoldast nem tartalmazoé régié

- Potencialisan optimalis régio

Profit=8

Profit = 6
-

Ng/| Profit |

6.19. abra. A profit-egyenes mozgatasa
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NA l:| Optimalis megoldast nem tartalmazé régio

Potencialisan optimalis régié

- Megvaldsithatatlan eseteket tartalmazé régié
N_ 7

3/6] L

00 @ L g
o0 A 22 33 44 Np! Profit

6.20. abra. Keresési ter csokkentése

Ha a keresés soran nem megvaldsithatd csomopontra (részfeladatra) taldlunk, akkor a ke-
resési teret tovabb csokkenthetjiik. Tegyiik fel, hogy az A-bdl 2 adag és B-bdl 3 adagot jelentd
csomdpont nem megvalosithatonak bizonyult. Ez azt jelenti, hogy ekkora mennyiségii termé-
ket nem lehet az id6horizont alatt eldallitani. Ebbdl viszont az is kovetkezik, hogy tobbet sem
lehet, azaz minden olyan csomopontot, amely legalabb 2 adag A-t és 3 adag B-t tartalmaz, ki-
zarhato a keresési térbol. Ez a keresési teriinkben egy téglalap alaku teriiletet jelent az aktualis
csomopontunk felett jobbra (6.20 dbra).

6.7. S-Graph Studio: Program az S-graf keretrendszerhez

Az S-Graph Studio egy szoftver csomag, amely segit megtervezni szakaszos rendszereket
¢és optimalizalja Oket kiilonb6z6 modszerekkel. A program grafikus felhasznaloi feliilettel
rendelkezik a feladatok megadésahoz. Az S-Graph Studio az iparban a szakaszos miikodést
rendszerek leirasahoz hasznalatos BacthML szabvanyu allomanyokat hasznalja. Ezen kiviil a
program képes kezelni megfeleld formatumt Excel allomanyokat is. A programban hasznalt
megoldd a Pannon Egyetem Miiszaki Informatika Karanak Rendszer- és Szamitastudomanyi
tanszékén kidolgozott S-graf keretrendszer alapjan késziilt. A jegyzet mellékletén megtekint-
het6 egy vided, amely szoftvert miikodés kdzben mutatja be.

Az S-Graph Studio hasznalata harom {6 1épésbdl all, melyeket a kovetkezOkben egy pél-
déan keresztiil mutatunk be.

1. Utemezési feladat készitése, amely lehet egy 0j iitemezési feladat vagy egy korabbinak
a betoltése

2. Az aktualis feladat megoldasa kiilonbozo beallitasokkal
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3. Az eredmény megjelenitése és értelmezése

6.7.1. Feladat megjelenitése és készitése

[ alap_problema.bml 3 =0
Description.

Description:  5CH Problem, Robert Adenyi dissertation
Version: 10

Create Date:  09,/09,/2009

Author: Samu

Project Type:
Throughput maximization

s Makespanm|mmlzatl0|'|

6.21. abra. Egyeb adatok az titemezési feladathoz

Az S-Graph Studio az S-graf keretrendszeren alapul, igy az litemezési feladatok megadéasa
egy recept-graf megadasat jelenti. E16szor a recept-graf elemeit kell definialni: a taszkokat, a
taszkok sorrend;jét, a rendelkezésre allo berendezéseket, a berendezések miikodeési és tisztitasi
idejét az aktualis taszkhoz, valamint az el6allitand6 termékmennyiségeket. A bemeneti adatok
harom csoportra vannak osztva: berendezés adatok (unit data), recept adatok (recipe data)
¢s egy¢b adatok (additional information). Az utols6 csoportban, amely a 6.21 4bran lathato,
lehet megadni a bemenet verzidszamat (version), a készitdjét (author), leirasat (description)
¢s a feladat tipusat (problem type). A feladat tipusa lehet profit maximalizalas (throughput
maximization) vagy mitkodési idé minimalizalas (makespan minimization).

A kovetkezOkben a berendezések adatainak megadasa kovetkezik (6.22 abra). Minden
berendezésre definidlni kell a berendezés nevét (Name), a tisztitasi idoket (Ch. O. Time) és azt,

[ alap_problemabml &3

Units

Mame:

31
2
B3
B4
£

Ch. O, Time:
0.0

0.0
0.0
0.0
0.0

#[&] &) &[5

Portion:

[ e e

alr| fale| [afr| [al| [o]

Properties

Properties

!

Properties

f

Properties

[

Properties

=
o
=

6.22. abra. Berendezések adatainak beallitdasa
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f\f\@

Task 11 ™ Task 12 * Task 13 L

6.23. abra. Szemlélteto példa recept-grafia S-Graph Studio-ban

£ Product Prop. @1 1
=0

Mame: lf\ 1

Batch: 1 E °

Lo I ) K .

Tacl- 2 Tacl-O ~m

6.24. abra. A termékek tulajdonsagainak megaddasa

(2
&

hogy az adott berendezésbdl hany darab all rendelkezésre (Portion). A programban a tisztitasi
1d6 nem fiigg attol, hogy a berendezés milyen taszkot végzett el korabban és milyen taszkot fog
elvégezni. Léteznek olyan feladatok, ahol a tisztitasi id6 fligg a kapcsolodo taszkoktol. Példaul
festékgyartasnal egy vildgosabb festék gyartasa utdn nem kell olyan alaposan kitisztitani a
berendezést, mint egy sotét utan.

Kovetkezd 1€pés a recept-graf grafikus megadasa (6.23 4bra), ahol a recept-graf tartal-
mazza a taszkok halmazat és a kozottiik 1€vo sorrendi feltételeket. S-graf keretrendszernél a
termékek szintén a recept-grafban adottak. Minden termékhez meg kell adni a nevét (Name)
¢s a sziikséges adagok szamat (Batch), lasd 6.24 dbra. Minden taszkhoz be lehet allitani a taszk

<
& Units Req. @ a

Mame:

Task0

Time on task: [
E 6 [

[WlE2 8 I
Oe i
Eles :
[ oK l [ Cancel ] E
w-_

6.25. abra. A taszkok tulajdonsdgainak megadadsa
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nevét (Name), a taszk végrehajtasahoz hasznalhaté berendezéseket és a hozzajuk kapcsolddo
miikddési idoket (Time on task), ldsd 6.25 abra. Ha mindezeket megtettiik, akkor definialtuk
az iitemezési feladatot.

6.7.2. Feladat megoldas

Az S-Graph Studio-ban a felhasznaloi feliilet és a megoldo teljesen kiilon van vélasztva, igy
kiilonb6z6 megoldok hasznalhatok €s ezek cseréje is egyszerli. A megoldot ki kell valasztani
futtatas elott és természetesen a megoldohoz tartozod paramétereket beéllitani (6.26 abra). Itt
lehet még megadni a tarolési stratégiat (Storage Strategy), amely szintén fontos paramétere a
feladatnak, mivel ez nagyban befolyasolja a megoldasok strukturajat. Tovabbi paraméterekkel
lehet befolyasolni a megoldo sebességét, mint példaul a részfeladat kivalasztasanak modszere
(Chosing PP) a korlatozasi eljaras (Bounding), az eldzetes korfelismerés (Pre Cycle det.) vagy
a segéd-¢lek hasznalata (Aux Edges, [10], [2]).

7 Solver configuration =5

Solver: [DCSST solver -

Version: 01

Description: Solver, developed by DCSST

Owner:

Storage Strategy: NIS.

Equipment cheesing: | sequentially

Equipment: scending

LRIERIERIE]

1

LHIE

Pre Cycle det: Enabled

Aux Edges: Enabled

I

Number of solutions:

i

6.26. abra. A megoldo paramétereinek bedllitasa

6.7.3. Az eredmény megjelenitése

A program az iitemez¢ési feladat megoldésa abrazolni tudja Gantt diagrammal (6.27 abra) vagy
iitemezési-graftal (6.28 abra). Ezek kiilonbdzé formatumokba exportalhatok, példaul Excel
allomanyba, pdf formatumba. A megold6 képes meghatdrozni a masodik, harmadik, n-edik
legjobb megoldast és mindegyiket meg is tudja jeleniteni. Ezek koz6tt a megoldasok kozott a
jobb felsé sarokban 1évé gombokkal navigalhatunk.

Utemezési-graf nézetben (6.28 abra) az S-grafrél leolvashaté a recept-graf és az iiteme-
z¢si-graf is. A taszkok receptben definidlt sorrendjét a fekete szinii recept-élek mutatjak, a
berendezésekhez rendelt taszkok miikodési sorrendje pedig a piros szinil iitemezési-élek se-
gitségével olvashatdak le. Az élekhez tartozo stly kék szinnel az élek kozepén szerepel.
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6.8. Feladatok

-é- GanttChart (7) Recipe 1'
U

(WD - Task1l D-Taskl2 A -Task

O e
0 5 10 15 20 25 30 35

6.27. abra. A megoldas Gantt diagramja

6.1. feladat. Adja meg az optimalis iitemezését a kovetkezd két gépes flow shop feladatnak
Johnson algoritmus segitségével ! Rajzolja fel a megoldas Gantt diagrammjat is!

P11 = (37 3)’p2 = (2’ 1):])3 = (Za 4)ap4 = (1’ 2)3p5 = (27 3)’p6 = (3a 1)

6.2. feladat. Adja meg az optimalis iitemezését a kovetkezd két gépes flow shop feladatnak
Johnson algoritmus segitségével ! Rajzolja fel a megoldas Gantt diagrammjat is!

p1= (2’ 4)9p2 = (1v 1)’p3 = (37 2)ap4 = (4a 2)ap5 = (1’ 3),p6 = (3’ 1)

6.3. feladat. Adja meg az optimalis litemezését a kovetkezo két gépes job shop feladatnak
Jackson algoritmus segitségével ! Rajzolja fel a megoldas Gantt diagrammjat is!

Jirer=1,my1 =2, p

=(2)

Shicx=2,mp=1,mpn=2,p,=(4,2)
S3ie3=2,m3=2,mpy=1,p3=(2,3)
Jyiea=1,mua=1,py=(1)

() GanttChart @) Recipe L

6.28. abra. A megoldas iitemezési-grdfja
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J5:cs=2,m15=2,m25=1,p5=(1,5)
J6ZC6=l,ml6=l,p6=(5)
J7:C7:1,m17:2,p7:(3)
Jgieg=2,mg=1,myg=2,pg=(2,4)

6.3. tablazat. A 6.4. feladat receptje

A B C
Task Ber. 1d6 Ber. 1d6 Ber. 1d6
1 El 1 E2 4 E3 2
2 E3 5 El 9 E4 8
3 E2 3 - - E2 3
4 E4 7 - -

6.4. feladat. Rajzolja fel a 6.3 és 6.4 tablazatban megadott litemezési feladat recept-grafjat!
Harom termék (A, B, C) eldallitasa 4 berendezéssel (E1, E2, E3, E4).

6.4. tablazat. A 6.4. feladat adagjainak szama.

Termék A B C
Adagok 1 2 1

6.5. feladat. Oldja meg az el6z0 feladatot S-graph Studio segitségével.

6.5. tablazat. A 6.6. feladat receptje

A B C
Taszk Ber. 1d6 Ber. 1d6 Ber. 1do
1 El 3 E3 4 E4 5
E2 5
5 4 A E2 10 1 :
El 3
3 E3 2 E4 5 E3 2
E2 2 E2 4

6.6. feladat. Rajzolja fel a 6.5 és 6.6 tablazatban megadott iitemezési feladat recept-grafjat!
Harom termék (A, B, C) eldallitasa 4 berendezéssel (E1, E2, E3, E4).

6.7. feladat. Oldja meg az el6z0 feladatot S-graph Studio segitségével.

6.8. feladat. Hatarozza meg a 6.29 abran lathato iitemezési-graf leghosszabb utjat és rajzolja
fel a Gantt diagrammot.
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6.6. tablazat. A 6.6. feladat adagjainak szama

Termék A B C
Adagok 1 2 1

4 /2 9
et h

0 0

g 4 4 9
E1 13
9 ml 2 0
&)t a
o
3

9 2 107 8 1
E3 E4 E2 )

v

v

~

3

QS

6.29. abra. A 6.8. feladat iitemezési-grdfja

6.9. feladat. Hatarozza meg a 6.30 abran lathato litemezési-graf leghosszabb utjat és rajzolja
fel a Gantt diagrammot.

@4

6.30. abra. A 6.9. feladat iitemezési-grdfja
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7. fejezet

Tévedések és kockazatok

Mint a korabbi fejezetekben is lathattuk, szamos moddszer all rendelkezésre folyamatok opti-
malizalasara. Ezek modszerek azonban bemenetiikon nem gyartorendszerek €s ellatasi lancok
adatait varjak, hanem azok modelljeit. A modell megoldasa pedig nem egy vezetdi dontésre
adott valasz, hanem valtozok értéke, esetleg, grafok, strukturdk. Mindebbdl az kovetkezik,
hogy a bemutatott eszk6zok gyakorlati alkalmazasa kdzel sem trivialis. A gyakorlati kér-
déseket modellezniink kell, a megoldd6 moddszert kivalasztanunk, majd a megoldast interp-
retalnunk. Ez a tervezd feleldssége. Barmelyik 1épésben nagy a tervezoi hiba kockazata. A
kovetkezokben erre mutatunk néhany példat.

7.1. Strukturalis leiras

A gyartorendszerek hatékonysagara legnagyobb hatéassal a struktirajuk van. Ezért a tervezés-
kor, optimalizalaskor a strukturalis alternativak feltarasa alapvetd fontossagi. Hagyomany
graf leirasok gyakran elfedik az olyan kérdéseket, hogy egy halozat épitdelemei alternati-
vai lehetnek egymasnak, vagy sziikségszeriien egészitik ki egymast. Ebbdl a szempontbdl
a P-grafok alkalmazasa célszerli valasztas. A P-grafok ezen logikai kapcsolatokat tisztan és
expliciten irjak le. P-grafban egy miiveleti egység mitkodéséhez minden bemenetének rendel-
kezésre kell allnia (és kapcsolat), ugyanakkor egy anyagot a hozza vezeté miiveleti egységek
barmely kombinacidja eldallithatja (nem kizar6 vagy kapcsolat).

A j6 dontéshez alternativak kellenek. Egy gyakorlati feladat felirasakor az aktualis fo-
lyamat leirasa mellett minden 1€épésénél fel kell tenniink azt a kérdést, hogy lehetne-e ezt
mashogyan, van-e alternativdja. Az a lehetdség, ami a modellbe nem keriil bele, az a modell
megoldasban sem keriilhet el6. Ipari projektekben sokszor mar e kérdések felvetései jelen-
tds eldrelépést hoz, mert kimozditja a megrendeldt, egy megszokott allapotbol, esetlegesen
berdgziilt rossz megoldasbol.

A strukturalis leiras masik fontos kérdése, hogy formalisan konnyen kezelhetd legyen.
Szamitogépes tervezésnél, ha grafokrol beszEliink, akkor nem egy papirra vetett abrara gon-
dolunk, hanem objektumok halmazarol és koztiik levo relaciokrol, melyek algoritmikusan is
kezelhetdek. A szakirodalomban szdmos grafikus moédszert ismeriink, melyek tévesen grafel-
méletinek tituldlnak, de a rajz és a matematikai modell kdzotti kapcsolat nem formalis, algo-
ritmikusan nem értelmezhetd.
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7.2. Megoldasok strukturalis tulajdonsagai

A modellek és megold6 algoritmusok ismerete azért nélkiilozhetetlen, mert mindegyiknek
vannak korlatai. Ilyen korlat példdul, hogy milyen struktiraja megoldast képes generalni.
Szétvalasztasi halozatok esetén csak a nyersanyagok ¢€s a termékek ismertek, valamint tobb-
féle mivelet, amelyek a nyersanyagbol a termékhez vezetd halozatban tobbszor is felhasznal-
hatoak. Ilyen feladatoknal a modellgeneralas része az is, hogy meghatarozzuk, hogy a tervezés
soran bizonyos berendezésbdl hanyat és milyen kapcsolatokkal kivanunk figyelembe venni.
Ha ezt nem kell6 megalapozottsaggal tessziik, akkor nagy a tévedés kockazata.

Rangos folyoiratban megjelent publikacid szerint példaul konkav koltségfiiggvényti, de
egyszerli ¢és ¢€les szétvalasztokat tartalmazoé héaldzat optimalis megoldasaban nem lehet re-
cirkulacio (Floudas, C.A., Separation Synthesis of Multicomponent Feed Streams into Multi-
component Product Streams, AICHE J., 33, 540 (1987).). Egyszerti szétvalasztd, aminek csak
egy bemenet és két kimenete van. Eles egy szétvalaszté, ha a bemeneti aramanak komponensei
koziil mindegyik csak egy kimenetben szerepel. Az allitasra bizonyitast is kozoltek. Késdbb
kidertilt, hogy nem csak a bizonyitas volt hibas, de az allitas is hamis, van ra ellenpélda [24].

Linearis koltségli szétvalasztasi halozatoknal is ismert olyan publikacio elismert szerzok-
tdl, ahol a berendezések megengedett kapcsolatai nem tartalmaztdk a gyakorlati feladat op-
timalis strukturdjat. A tévedés eredményeként az elérhetd legjobbnal kdzel 30%-al rosszabb
megoldast adtak a gyakorlati feladatra. Késobb erre a feladatosztalyra atfogo, bizonyitottan
helyes megoldé modszer sziiletett [23].

7.3. Ismeretlen informacio sziikséges a megoldashoz

Utemezési feladatok matematikai programozéssal torténd megoldasa gyakran véges szamu
iddpontot feltételez, amikor a berendezések feladatot valthatnak. Ez a szam sziikséges a mo-
dell felirasahoz, de a gyakorlati feladatbol nem kézenfekvden kovetkezik. Rdadasul ezen pa-
raméter novelésével a megoldandé feladat nehézsége exponencidlisan nd. Ha alul becsiiljiik
a valtasi pontok szamat, akkor elveszitjiik az optimalis megoldast, ha pedig tul nagy szamot
valasztunk, akkor egy ipari méretli feladatra a szamitési id6 gyakorlatban kivarhatatlan lesz.
Koréabban azt feltételezték, hogy ha ezt a szamot egyesével novelgetik, €s egy tjabb novelés
nem hoz jobb megoldast, akkor elérték az optimumot, de ez nem igaz [17].

Szerencsére a jegyzetben ismertetett S-graf mdodszertan és megoldo alkalmazasahoz ilyen
paraméterekre nincs sziikség. Raadasul az S-graf megoldo futési ideje is versenyképes az
emlitett matematikai programozasi modellre épiilé optimalizalassal.

7.4. Nem megvalosithato megoldas

Az elézéekben lathattuk, hogy ha indokolatlanul szilire szabjuk az optimalizalas lehetdségeit,
akkor elvéthetjiik a legjobb megoldast akéar 30%-al. Ha azonban fontos feltételeket hagyunk
ki a modellbdl, akkor eléfordulhat, hogy a modell optimalis megoldasa nem megvaldsitha-
t6. Utemezés irodalmaban erre is tobb példat taldlunk. Ilyen példaul a koztes tarolas nélkiili
iitemezésben, ha tobb berendezés egymasra var, hogy a mésikba attolthesse anyagat.
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Az S-grafos megoldoval ez is elkeriilheto [£]. Ez annak kdszonhetd, hogy az S-graf meg-
oldé a matematikai programozési modellel szimbidzisban grafos leirast is hasznal, amin bi-
zonyos tipusi megvaldsithatosagi feltételek konnyebben ellendrizhetdek.
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