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Eloszo

Ez a feladatgytlijtemény foleg a kiilonb6z6 informatika BSc és MSc szakokon tanul6 hallgatok
szamara késziilt. Az elsO hat fejezet nagyjabol a BSc, a masodik hat (némi atfedéssel) inkabb
az MSc szakok tematikajat dolgozza fel. A gylijteményt haszonnal forgathatjak mindazon
mérndkhallgatok is, akik a numerikus matematikahoz kapcsolodo tanulméanyokat folytatnak.

A feladatok kiilonb6z6 nehézségliek, az egészen egyszeriitdl kezdve a tobb ismeret dssze-
kapcsolasat igénylo Osszetettebb problémakig. Jellegiik is valtozatos: vannak csak szdmolast
1gényld, begyakorlast eldsegitd tipusu és elmélyiiltebb tudast feltételezd elméleti(bb) felada-
tok is.

Terjedelmi korlatok miatt a viszonylag nagyszaml (mintegy 500) feladatnak csak egy
rész¢éhez adtunk megoldast. Reményeink szerint ezek, a rovid itmutatdsok, tovabba az Iro-
dalomjegyzékben szereplo jegyzetek €s szakkonyvek tanulmanyozdsa utan a tobbi feladat
sem okoz nehézséget. A felhasznalt fogalmakkal, matematikai eredményekkel, a feladatok-
hoz sziikséges numerikus algoritmusok részleteivel kapcsolatban szintén az Irodalomjegyzék
adhat eligazitast.

Amint a [2]- [6] és [15] irodalmakbdl is latszik, a numerikus matematika oktatasaban az
utobbi években jelentds hangstlyeltolodasok torténtek. A régebbi, papir+ceruza/zsebszamo-
16gép, sok elmélet, sok tétel megkdzelités mellett mostandban inkabb a kisérletezd tanulasra
buzditd, a tanuldst matematikai programcsomagokkal (Matlab, Maple, Octave, Scilab, stb)
megtamogato6 szemlélet nyert teret.

A gylijtemény ezért is tartalmaz olyan feladatokat, melyek célja valamely numerikus mod-
szer demonstracios szintii implementaldsa. A mintaprogramok az elsd részben a Scilab 5.2
verzidjat, a masodikban a Maple 13-at, illetve a (Linuxon fut6) standard C nyelvet/gcc fordi-
toprogramot feltételeznek.

Ezen tal szinte minden feladat megolddsanal nagy segitség lehet, ha kézi szamolas helyett
valamilyen kézreall6 matematikai szoftvert hasznal az Olvaso.

Végiil szeretnénk koszonetet mondani Pozsgai Tamasnak, aki nagy segitséget nyujtott a
feladatok, programok és abrak egy részének elkészitésében, formazasaban.

Szeged—Veszprém, 2010. december

Mihalyko6 Csaba — Viragh Janos
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Jelolések

G =span(g;, g, -, &,)
AB, ..., W

IAl

AT

det(A)

A—l

PA()\)

p(A)

deg(p(x))

f:R—~>R

F1@) (), s fO(x)

f(x) €Cla,b]
f(x) e Ca,b]
F:R"— R"
F;:R'"— R

a természetes, a valds, illetve a komplex szamok halmaza
az a szam abszolut értéke

a p(x) polinom fokszdma

az n dimenziods valos vektorok halmaza

az n x m-es valds matrixok halmaza

tetszéleges vektorok

az a vektor normaja

az a vektor transzponaltja, a komponenseket vesszd
valasztja el

az a és b vektorok belso vagy skalaris szorzata

az a ¢és b vektorok kiilsé vagy diadikus szorzata
ag,g,...,g, vektorok altal generalt (kifeszitett) altér
tetsz6leges matrixok

az A matrix normaja

az A matrix transzponaltja

az A matrix determinansa

az A matrix inverze

az A matrix karakterisztikus polinomja

az A matrix spektralsugara

a p(x) polinom fokszama

f(x) egyvaltozos valos-valos fliggvény

az f(x) fuggvény els6, masodik, ..., k-dik derivaltja
f(x) [a, b]-n folytonos

f(x) [a, b]-n n-szer folytonosan differencialhato fiiggvény
F(x) R" -b6l R" -be leképezd ,,vektor-vektor” fliggvény
az F(x) fiiggvény F; i-dik komponens fiiggvénye

A fonti jelolésekben halmazok szerepelnek. Az egyszerliség kedvéért az egyes matematikai
struktarakat tartohalmazukkal azonos modon jeldljiik. Igy példaul az n x n-es valds matrixok
gytirijére szintén az R™*" szimbolummal hivatkozunk.

© www. tankonyvtar.hu
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Elso rész

Feladatok
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1. fejezet

A numerikus analizis alapfogalmai

1.1. Egész szamok abrazolasa

1.1.1. Feladat. Adja meg 8 biten direkt kod hasznalataval az 59-et, a —59-et, a 13-at, a 42-t
és a —15-06t!

1.1.2. Feladat. Adja meg 8 biten kettes komplemens kod hasznalataval az 59-et, a —59-et, a
13-at, a 12-t és a —15-6t!

1.1.3. Feladat. Adja meg 8 biten 129-et, ha lehetséges direkt kod hasznélataval !

1.1.4. Feladat. Legaldbb hany bit sziikséges ahhoz, hogy 129-et abrazolni lehessen direkt
kodban? Adja meg ennyi bit segitségével a szdmot!

1.1.5. Feladat. Adja meg 16 biten —45629-et kettes komplemens kodot hasznalva!

1.1.6. Feladat. Legalabb hany bit sziikséges ahhoz, hogy —45629-et dbrazolni lehessen kettes
komplemens kodban? Adja meg ennyi bit segitségével a szamot !

1.1.7. Feladat. Adja meg azokat a tizes szamrendszerbeli szamokat, amelynek a 8 bites alakja
direkt kodban:
a) 10110011 b) 11001110 ¢) 01101100 d) 01001110

1.1.8. Feladat. Adja meg azokat a tizes szamrendszerbeli szamokat, amelynek a 8 bites alakja
kettes komplemens kédban:
a) 11000011 b) 10110011 c¢) 01101100 d) 01000110

1.1.9. Feladat. Melyik az az x negativ egész szdm, amelynek direkt kodban és kettes komp-
lemens kodban m biten felirt alakja megegyezik!

1.1.10. Feladat. Mutassa meg, hogy ha —2"~! < x < 0, x € Z, akkor ugyanazt a kettes
szamrendszerben felirt szamot kapjuk, ha a c=2"+x szdmot abrazoljuk m biten, valamint, ha
m biten abazoljuk |x|-et és utana minden 1-est 0-ra, minden 0-t 1-re atvaltoztatunk és végiil
az igy kapott szdmhoz hozzdadunk 1-et!

1.1.11. Feladat. Mi mondhat¢ az el6z0 feladatban megadott mdodon felirt két kettes szamrend-
szerbeli szdm egyenldségérdl, ha x nem a megadott tartomanyba esik ?

© www. tankonyvtar.hu © Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE
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1.2. Lebegopontos szamok abrazolasa

1.2.1. Feladat. Adjamega —4.6,a13.2,a135.5 és a —105.25 egyszeres pontossagu lebego-
pontos alakjat!

1.2.2. Feladat. Adja meg a 42.8, a —8.4, a 139.25 és a —1000.5 dupla pontossagt lebegd-
pontos alakjat!

1.2.3. Feladat. Hatdrozza meg mivel egyenldek tizes szdmrendszerben felirva az alabb meg-
adott egyszeres pontossagu lebegOpontos szdmok !
a) 11100000111010000000000000000000

b) 11000111010110000000000000000000
¢) 01100111001101000000000000000000

1.2.4. Feladat. Adja meg, hogy mi lesz az értéke az x szdmnak, ha egyszeres pontossaggal
szamolunk ¢és az adott sorrendben végezziik el a miiveleteket!

x = 2% +1000 — 23

1.2.5. Feladat. Adja meg, hogy mi lesz az értéke az x szdmnak, ha dupla pontossaggal sza-
molunk és az adott sorrendben végezziik el a miiveleteket!

x = 2341000 — 2%

1.2.6. Feladat. Minimalisan hany biten lehet abrdzolni a —12.25-6t, ha az dbrazolas strukta-
raja megegyezik az egyszeres illetve a dupla pontossagu abrazolas strukturajaval ?

1.3. Hibaanalizis

1.3.1. Feladat. Legyen x = 5.01, y = —2.49, mig kozelit6 értékei X =5, y = —2.5. Adja meg,
hogy mekkora abszolut hibat kovet el, ha a pontos értékek helyett a kozelitd értékeket adja
0ssze, vonja ki, szorozza 0ssze, illetve osztja el !

1.3.2. Feladat. Az el6z0 feladatbeli pontos és kozelitd értékekkel szdmolva mekkora lesz a
relativ hiba az alapmiiveletek elvégzésekor?

1.3.3. Feladat. Adjon becslést x pontos értékére, ha tudja, hogy a kozelitd értéke 5 és az
ehhez tartoz6 abszolut hiba nem nagyobb, mint 102!

1.3.4. Feladat. Adjon becslést x pontos értékére, ha tudja, hogy a kozelitd értéke 5 és az
ehhez tartozé relativ hiba nem nagyobb, mint 10~2!

1.3.5. Feladat. Az el6z6 két feladatban szerepld 10~2 hibakorlat helyett adhat6 lenne-e olyan
koz0s hibakorlat, hogy eredményiil ugyanazt a becslést kapja x-re?

1.3.6. Feladat. Létezik-e olyan X kozelit6 érték, amely esetén adhatd k6z6s € > 0 hibakorlat
az abszolut és a relativ hibara az el6z6 feladat mintajara?

© Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE © www. tankonyvtar.hu
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1.3.7. Feladat. Létezik-e olyan X kozelit6 érték, amely esetén megadhaté olyan pozitiv € il-
letve €5 abszolut, illetve relativ hibakorlat, hogy ugyanazt a becslést kapja a pontos x értékre ?
1.3.8. Feladat. Legyen x =5.1, y =3.05, X =5, ¥ = 3. Adjon becslést a
2xy

X=y
kifejezés abszolut hibajara a szamitasok elvégzése nélkiil. A becslés soran x és y helyett hasz-
nalja X-t és y-t! Hasonlitsa Ossze az igy kapott becslést a tényleges abszolut hibaval !
2xy

1.3.9. Feladat. Az el6z6 feladatbeli x, y, X, J értékek mellett adjon becslést a

kifejezés
x J—

relativ hibajara a szamitasok elvégzése nélkiil. A becslés soran x és y helyett hasznalja X-t és

y-t!

1.3.10. Feladat. Legyenek X =5, 5 = 2 kozelitd értékek 10~2 abszolut hibakorlattal. Adjon

becslést az X - y+x? kiszamitasakor elkovetett abszolut hibara !

1.3.11. Feladat. Legyenck X = 5, J = 2 kozelité értékek 10~ relativ hibakorlattal. Adjon
becslést az X - y+x2 kiszamitasakor elkovetett relativ hibara !

1.3.12. Feladat. Az aldbbi muveletek koziil melynek lesz/lehet kisebb az abszolut hibara

vonatkozé becslése ? Adjon példat!
a) ¥ty

Z 7 Z

~ A~~~

abszolut hibakorlatra!

1.3.15. Feladat. Vizsgalja meg az el6z0 feladatbeli értékeket a relativ hibakorlat szempont-
jabol!

1.3.16. Feladat. Adja meg a pontos tizedesjegyek szamat az e kovetkezo kozelitése esetében:
e~ 2.7183!

1.3.17. Feladat. Adja meg 10 tizedesjegy pontossaggal e értékét!

1.3.18. Feladat. Hatarozza meg, hogy legfeljebb mekkora abszolut hibat kdvethetiink el, ha

(99T
a sin | ——— | értékét sin(rr )-vel helyettesitjiik !

1000

1.3.19. Feladat. Adjon becslést az el6z6 feladatban elkdvetett relativ hibara !
1.3.20. Feladat. Legfeljebb mekkora abszolat hibaval rendelkezé X-mal helyettesithetjiik x-
et, ha In(x) értékét legfeljebb 10~3-0s abszolut hibaval szeretnénk kozeliteni In(X)-mal és x
végigfut az [1,10] intervallumon ?

1.3.21. Feladat. Egy téglatest 3 oldalat rendre 10, 20 és 50 cm-nek mérték. Az elkdvetett
mérési hiba sorra legfeljebb 1, 2 és 5 mm. Mekkora lehet legfeljebb a téglatest feliilete €s
térfogata? Adjon fels6 becslést a feliilet €s a térfogat szamitasakor elkdvetett relativ hibara!

1.3.22. Feladat. Egy mérés szerint egy test 5 masodperc alatt 10m utat tett meg. Mind az
id6tartam, mind a tdvolsag mérésekor maximum 1%-os hiba tértént. Mennyi volt a test atlag-
sebessége? Adjon az eredményre vonatkozdan abszolut és relativ hibakorlatot!
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2. fejezet

A linearis algebra numerikus modszerei

2.1. Eliminacios modszerek

2.1.1. Feladat. Oldja meg Gauss-eliminacidval az alabbi egyenletrendszereket (ha lehet)!

—2X1 — SXQ — 3X4
a) —3x1—2x9—2x3—3x4
3x1 —3x9+tTx3+2x4

—x1t+tx0—2x3+tx4

3x9+tx3 =
—2x1+10x0+2x3 =
—3x1—x9+2x3 =

¢)

12)61 - 2)(2 —X3 =
—X1+T2x9+3x3 =
6x1+t4xo —2x3 =

—2x1t+4x9+t6x3 =
12x1 —2x9—x3 =

2)

—3x1 —2x9+x3 =

= 11
= —10
= 066
= =22

8
13
4

b) —3x1—2x9+x3
X1 —2Xx9 — X3

12)61 — 2)62 — X3

x1t+2x9+3x3
4x1+5x9+6x3
Tx1+8x2+9x3

x1+8x9+3x3
11x1+4x9+10x3
12x1+11x0+8x3

4x1+2x9+x3
h) 2x1+2x9+x3

X1 +XQ+§X3

—24
—86

12
30
48

64
32

S N

e}

2.1.2. Feladat. Oldja meg a 2.1.1. feladat egyenletrendszereit Gauss-Jordan modszerrel (ha

lehet)!

2.1.3. Feladat. Oldjamega2.1.1. feladat egyenletrendszereit oszlop szerinti részleges féelem-
kivélasztasos Gauss-eliminacioval!

2.1.4.Feladat. Oldjamega2.1.1. feladat egyenletrendszereit teljes foelemkivalasztasos Gauss-

eliminacioval!
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16 FELADATOK

2.1.5. Feladat. Hatarozza meg a 2.1.1. feladat egyenletrendszereiben szerepld egytitthatd
matrixok determindnsat a Gauss-eliminaciot felhasznalva! Ahol sziikséges, alkalmazzon sor-
cserét!

2.1.6. Feladat. Adjamega 2.1.1.a. és a 2.1.1.b. feladatbeli egyenletrendszerekben szerepld
egylitthaté matrixok LU felbontasat! Ezek utan oldja meg az egyenletrendszereket az L €s az
U matrixok segitségével !

2.1.7. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi matrixnak nem létezik LU felbontasa!

4 4 2
A= 1 11
8 1 0
2.1.8. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi matrixnak végtelen sok LU felbontdsa van!

A:

N QO =
DN QO =
— =

8

2.1.9. Feladat. Oldja meg a 2.1.1.h. feladatbeli egyenletrendszert Cholesky felbontas segit-
ségével !

2.1.10. Feladat. Mutassa meg, hogy ha az A matrixnak létezik Cholesky felbontasa, akkor
a;; >0 Vi-re.
2.1.11. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi matrixnak nem létezik Cholesky felbontasa!
(0 2
)

2.1.12. Feladat. Invertalja a kovetkezd matrixokat!

1 -2 3 1 111

) | -2 1 -2 -1 b) A=[1 2 3
3 -2 1 5 1 3 6
1 -1 5 3

2.1.13. Feladat. Igaz-e, hogy triangularis, tridiagonalis illetve szalagmatrix inverze is trian-
guldris, tridiagonalis illetve szalagmatrix ?

2.1.14. Feladat. Hatarozza meg az alabbi A matrixban o és g értékét ugy, hogy a matrix
invertalhato legyen és adja meg A~ !-t!

1
A= 2
1

o™ R
N = O

2.1.15. Feladat. A 2.1.14. feladatbeli A matrixban hatarozza meg « és g értékét ugy, hogy a
matrix legyen
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A LINEARIS ALGEBRA NUMERIKUS MODSZEREI 17

a) soronként domindns diagonalisu, b) oszloponként dominans diagonalisu.
Mutassa meg, hogy mindkét esetben invertalhatd az A matrix !

2.1.16. Feladat. A 2.1.14. feladatbeli A matrixban hatarozza meg « és g értékét ugy, hogy a
matrix pozitiv definit legyen !

2.1.17. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszbéleges, akar soronként, akar oszloponként domi-
nans diagonalist matrix invertalhato !

2.1.18. Feladat. Hatdrozza meg b értékét ugy, hogy legyen megolddsa az alabbi lineéris
egyenletrendszernek ! Adja meg a megoldast is!

x1+t2x9+x3 = 1
2x1+t4x0+8x3 = b
6x1+12x0+16x3 = —4

2.1.19. Feladat. Hatarozza meg c értékét az alabbi egyenletrendszerben ugy, hogy 0, 1 illetve
végtelen sok megoldas legyen! Adja meg a megoldasokat!

Xx1tcxg = 5
X1txotxg = 4
cx1txg = ct+4

2.1.20. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely adott lineéaris egyenletrendszert old
meg Gauss eliminécioval.
Az eljaras paraméterezése Gauss (A, b) alaku legyen, ahol
Gauss az eljarés neve,
A az egyenletrendszer bal oldalanak egyiitthatoibol képzett matrix,
b az egyenletrendszer jobb oldalabdl képzett oszlopvektor.

2.1.21. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely adott linearis egyenletrendszert old
meg Gauss-Jordan eliminacioval.
Az eljaras paraméterezése GaussJordan(A,b) alaku legyen, ahol

GaussJordan az eljaras neve,

A az egyenletrendszer bal oldaldnak egyiitthatoibol képzett
matrix,
b az egyenletrendszer jobb oldalabol képzett oszlopvektor.

2.1.22. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely adott linearis egyenletrendszert old
meg oszlop szerinti részleges féelemkivalasztasos Gauss eliminacioval.
Az eljaras paraméterezése rGauss (A,b) alaku legyen, ahol
rGauss az eljaras neve,
A az egyenletrendszer bal oldalanak egyiitthatoibol képzett
matrix,
b az egyenletrendszer jobb oldalabol képzett oszlopvektor.
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18 FELADATOK

2.1.23. Feladat. A 2.1.20. feladatban elkészitett programmal oldjamega 2.1.1. feladat egyenlet-
rendszereit!

2.1.24. Feladat. A 2.1.21. feladatban elkészitett programmal oldjamega 2.1.1. feladat egyenlet-
rendszereit !

2.1.25. Feladat. A 2.1.22. feladatban elkészitett programmal oldjamega2.1.1. feladat egyenlet-
rendszereit!

2.2. Vektor- és matrixnormak, Jacobi és Gauss-Seidel itera-
cio

2.2.1. Feladat. Hatarozza meg az alabbi vektorok 1-es, 2-es €s végtelen normajat!

a) V:(—i) RN E C)V:(1’2v3’4)T

2.2.2. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az aldbbiak vektornormak !

Zl!:l Xi

ahol ||.|| tetszbleges, adott vektornorma, A pedig tetszoleges, rogzitett, invertalhaté matrix.

a) ||x|| = maxi<j<n b) [Ix][a = [|A-x]],

2.2.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges x € R" esetén igaz:
a) |[X|[oo = [IX[l1 = n[|X[|oo

b) [[xlloo < [Ix[l2 < v/nlIX]loo
o) lIxll2 < [Ixll1 = /nlIxll2

2.2.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges rogzitett A pozitiv definit matrix esetén az
||x|| = v xT Ax vektornorma! Igaz-e ez, ha A pozitiv szemidefinit matrix ?

2.2.5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszbleges ||.|| vektornormara igaz, hogy ||.|| folytonos
figgvény R"-en!

2.2.6. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi matrixok 1-es, 2-es €s végtelen normajat!

2 1 3 00
a) A:<_13 b) A= 05 5
055

2.2.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges||.|| matrixnorma esetén igaz az alabbi egyen-
16tlenség !
A= 1IBIl| < ||A—Bl|

2.2.8. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges A € R"*”" esetén igaz:
2) 1Alloo < nllAll b) 1Al < nl|Alloo
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k' \3

dik eleme fog el6szor 10~ !-nél kevesebbel eltérni a limeszvektortol, ha

1 /2\F
2.2.9. Feladat. Hatarozza meg, hogy a vy = (2, -, (—) ) ,k=1,2, ... vektorsorozat hanya-

a) l-es b) 2-es c) végtelen

normaban szamolunk!

1 1\*
2.2.10. Feladat. Legyen A= 2 % , k=1,2,3, . ... Hatarozza meg az A o =limy_, oo Ag
V5
matrixot! Milyen k esetén lesznek eldszor igazak az alabbi egyenldtlenségek ?
a) b)
1 Aco — Al < 107 1400 — Alloo < 1072

2.2.11. Feladat. Mutassa meg, hogy ha A oszloponként dominans diagonalisti, akkor a Jacobi-
iteracio és a Gauss-Seidel iteracio is konvergens !

2.2.12. Feladat. Mutassa meg, hogy a fenti allitas akkor is igaz, ha A soronként dominans
diagonalisu !

2.2.13. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az A egyiitthatdo matrix invertalhato és felsé harom-
szO0g matrix, akkor a Jacobi-iteracioval véges sok 1épésben megkapjuk az Ax = b egyenlet-
rendszer pontos megoldasat!

2.2.14. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a fenti allitas igaz Gauss-Seidel iteracid esetén is!

2.2.15. Feladat. Oldja meg az alabbi egyenletrendszereket Jacobi-iteracidval kozelitleg ugy,
hogy megallaskor az eltérés az el6z6 vektortdl végtelen normaban kisebb legyen, mint € =
=5-10"11 Az x; kezddvektor legyen a nullvektor!

a) 2x1+x2=1>5 b) ox1t+x0=1>5
x1+4x9=06 X1+5x9=1
10x;+2x9+x3=1 x1+tbxgt+tx3=1
9 d)
dxo+txg=1 9x1+x3=0
x1+2x9+10x3="5 x1+x9+10x3=0

Tx1—2x9+3x3=12

e) —2x1—5xg—x3+x4=-10 f)
4x1 —2x9+10x3+3x4=3
—x9t4x3—Tx4="06

—4x1 —2x9+x3=-9
5x1—10x9+2x3 =28
2x1—3x9+7x3=—3
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20 FELADATOK

2.2.16. Feladat. Oldja meg a fenti egyenletrendszereket Gauss-Seidel iteracioval kozelitdleg
ugy, hogy megallaskor az eltérés az el6z6 vektortol végtelen norméaban kisebb legyen, mint
€=5-10"11 Az x; kezdévektor legyen a nullvektor.

2.2.17. Feladat. Adjon fels6 becslést a 100. kozelitd vektor és a megoldasvektor eltérésére
egyes normaban a 2.2.15.a. és 2.2.15.b. feladatbeli egyenletrendszerek Jacobi- illetve Gauss-
Seidel iteracioval torténd megoldasakor nullvektorbol vald indulassal !

2.2.18. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely adott linearis egyenletrendszer ko-
zelité megoldasat adja meg Jacobi-iteracidval.
Az eljaras paraméterezése Jacobi (A,b,x,t) alaka legyen, ahol
Jacobi az eljaras neve,
A az egyenletrendszer bal oldaldnak egyiitthat6ibol képzett matrix,
b az egyenletrendszer jobb oldalabol képzett oszlopvektor,
X kezdeti vektor,
t a megoldas pontossaga.

2.2.19. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely adott linearis egyenletrendszer ko-
zelité megoldasat adja meg Gauss-Seidel iteracidval.
Az eljaras paraméterezése GaussSeidel (A,b,x,t) alaku legyen, ahol

GaussSeidel az eljaras neve,

A az egyenletrendszer bal oldalanak egyiitthat6ibol képzett
matrix,

b az egyenletrendszer jobb oldalabol képzett oszlopvektor,

X kezdeti vektor,

t a megoldas pontossaga.

2.2.20. Feladat. A 2.2.18. feladatban elkészitett programmal oldja meg a 2.2.15.a. feladatot
€ =103 esetén!

2.2.21. Feladat. A 2.2.19. feladatban elkészitett programmal oldja meg a 2.2.15.a. feladatot
€ =103 esetén!

2.3. Kondicioszam, perturbacio

2.3.1. Feladat. Szamitsa ki az alabbi matrixok cond; és conds, kondicidoszamat!

(2 3 (5 1
a) A—<1 4> b) A—(1 5)
1 1 1
0 A=<2i(1)é> d) A=|1 2 38
1 3 6
2.3.2. Feladat. Tekintsiik a
40x1+x9 =41
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e ey

40.01x1 +x2 =41
241x1+6x9 =247

Magyarazza meg a pontos megoldasok nagymértéki eltérését!

2.3.3. Feladat. Vizsgalja meg, mi a helyzet, ha az el6z0 feladatbeli els6 egyenletrendszer
matrixa valtozatlan marad, de a jobb oldal a b=(41, 247.01)T vektorra valtozik ! Adjon magya-
rdzatot a megoldasok nagymértékii eltérésére !

2.3.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a jobb oldal relativ hibaja 10~ és az egyiitthatomatrix
kondicidszdma 10°, akkor s adja azon decimalis szamjegyek szamat, amelyeket elveszitiink,
ha a hibés jobb oldalhoz adjuk meg a megoldast!

2.3.5. Feladat. Mutassa meg, hogy A invertalhat6 matrix esetén a matrix kondicioszdmanak
értéke fiiggetlen a matrix determindnsanak értékétol!
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3. fejezet

Fuggvénykozelitések

3.1. Lagrange interpolacio

3.1.1. Feladat. Hatdrozza meg a masodfoku Lagrange interpolaciohoz tartoz6 alabbi Vander-
monde matrix determinansat!
x5 xo 1
V= x% x1 1
x% x9 1

3.1.2. Feladat. Hatarozza meg a Vandermonde egyiitthato-matrixi egyenletrendszer meg-
oldasaval azt a harmadfokt polinomot, amely az x; = i,i = 0,1,2,3 pontokban felveszi az
f(i) =20 j(j+1) értékeket! Bizonyitsa be, hogy a kapott L(x) polinom minden i € N
esetén megegyezik f(i)-vel!

3.1.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges n € N esetén a

n n—1
Xy Xp -eooxp 1
xf x’f_l ceeooxp 1
V =
xtoxrbos oy, 1
n n n
Vandermonde matrix pontosan akkor invertalhato, haaz x; e R,i=0,1, ..., n szamok paron-

ként kiilonbozoek ! Adja meg V determinansat!

3.1.4. Feladat. Szamitsa ki az aldbbi adatokhoz tartozé Lagrange-féle interpolacids polino-

mokat!
a) (0,0),(1,1),(2,4) b) (0,0), (1,1), (2,8), (3,27)

3.1.5. Feladat. Adjon modszert a Lagrange interpolacio segitségével a py1(n) = 3 j*
polinomok meghatarozéasara!

3.1.6. Feladat. Hatarozza meg a 3.1.5. feladatbeli py+1(n) polinomokat £ =0,1,2,3 esetén!
3.1.7.Feladat. Hatarozza meg az f (x)=e* fiiggvényhez tartozo6 n-ed foku Lagrange interpola-

*r M r l .
ci0s polinomot n = 1,2,3 esetén, ahol x; = —,i =0,1, ..., n.
n
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3.1.8. Feladat. Adjon fels6 becslést az el6z6 feladatban meghatarozott L, (x ) Lagrange interpo-
lacios polinom és az e figgvény eltérésére a [0, 1] intervallumon!

3.1.9. Feladat. Hanyadfoka Lagrange interpolacids polinom sziikséges ahhoz, hogy a [0, 1]
intervallumon ekvidisztans pontokon 1073-0s pontossaggal interpolaljuk az e* fiiggvényt?

3.1.10. Feladat. Lagrange interpolacios polinom felhasznalasaval kozelitse a sin(x) fiigg-
vényt R-n 1073 pontossaggal ! Hanyadfoku polinom sziikséges ehhez?

3.1.11. Feladat. Oldja meg az el6z0 feladatot cos(x) esetében is!
3.1.12. Feladat. Adja meg a 3.1.10. feladatbeli Lagrange interpolacios polinomot!

3.1.13. Feladat. Mutassa meg, hogy Vx € R, n € N esetén a Lagrange-féle interpolacios
polinom segédpolinomjainak 6sszege 1, azaz

n n n
X—X;
;:li(x):Z [ Xi_xfj=1!

i=0 j=0.j7i

3.1.14. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely Vandermonde matrixszal torténd
interpolaciot valosit meg!
Az eljaras paraméterezése LagrIntV(x,y) alaku legyen, ahol
LagrIntV az eljaras neve,
X vektor az adott pontok x koordinataibol all,
y vektor az adott pontok y koordinataibol all.

3.1.15. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely a Lagrange alakt polinom eldallita-
sat valositja meg!
Az eljaras paraméterezése LagrIntp(x,y) alakl legyen, ahol
LagrIntp az eljaras neve,
X vektor az adott pontok x koordinataibol all,
y vektor az adott pontok y koordinataibol all.

3.1.16. Feladat. A 3.1.14. feladatban szerepld program segitségével adja meg a 3.1.2., a
3.1.4.,a3.1.6.,,a3.1.7. ésa 3.1.10. feladatok polinomjait!

3.1.17. Feladat. A 3.1.15. feladatban szerepld program segitségével adja meg a 3.1.2., a
3.1.4.,a3.1.6.,a3.1.7. ¢sa 3.1.10. feladatok polinomjait!

3.1.18. Feladat. Szamitsa ki a kdvetkezd osztott differenciakat!
flxo,x1, o xik], xk =k, k=0,1... és f(x)=x4.

Mutassa meg, hogy x* = Zg=o I 1xo, x1, o0y Xk] ]_[];;01 (x—x;)!

3.1.19. Feladat. Vizsgalja meg, hogy mi mondhato, ha az el8z6 feladatban f(x) = x"?

3.1.20. Feladat. Legyenek xq, x1, ..., x,; paronként kiilonb6z06 valos szamok. Mutassa meg,
hogy ha P egy n-ed foku polinom, akkor P [xq, x1, ..., x| =0 minden n < m esetén!
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3.1.21. Feladat. Szamitsa ki az f [xg, x1, ..., x¢] osztott differencidkat, ahol x; = %k, k=

=0,1,...,3¢és f(x)=sin(x)! Abrazolja valamilyen ismert matematikai program segitségével
az Ny (x)=Y_j_o f [x0, X1, ..., x¢] ]_[1;;01 (x—x;),n=1,2,3 polinomokat és a sin(x) fliggvényt

T
egy abran a [O, 5] intervallumon!

3.1.22. Feladat. Hatarozza meg osztott differenciak segitségével a Newton alakjat az interpo-
lacios polinomnak a 3.1.4. feladatbeli adatok alapjan!

3.1.23. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely a Newton alaku polinom eléallitasat
valdsitja meg!
Az eljaras paraméterezése NewtIntp(x,y) alakl legyen, ahol
NewtIntp az eljaras neve,
X vektor az adott pontok x koordinataibol all,
y vektor az adott pontok y koordinataibol 4ll.

3.1.24. Feladat. A 3.1.23. feladatban szereplé program segitségével adja meg a 3.1.2., a
3.14.,a3.1.6.,,a3.1.7.,a3.1.9. ¢sa 3.1.10. feladatok polinomjait!

3.1.25. Feladat. Vizsgalja meg az elkészitett programmal az f (x)= fiiggvény [—1,1]

crer

1+25x2

b6z6 10 <n < 40 esetén!

3.2. Hermite interpolacio

3.2.1. Feladat. Legyen f folytonosan differencialhaté fliggvény. Mutassa meg, hogy az alab-
bi hatarértékek 1éteznek !

a) f [xo0, xo] =limy_ y, f [x0, X] b) f [x0, x0, x1|=limy_, f [x0, X, x1]
¢) f [xo, x1, x1]=limy_, f [x0, X, x1]
Igazolja, hogy f [xo, xo] = f'(x0)!

3.2.2. Feladat. Adja meg az alabbi pontokon interpolalé Hermite interpolacios polinomokat!

xi|-1 1 2 xi |0 1
a)lyi| 1 -1 -29 b)yi |0 1
yi |5 -7 -61 y. |0 3

3.2.3. Feladat. Tekintse az f(x) = logs(x) fliggvényt és az x; = 1,3,9,27 alappontokat. Ha-
tarozza meg az ehhez tartozo Hy(x) Hermite interpolacids polinomot! Szamoljon elészor 4,
majd 8 tizedesjegyre valo kerekitéssel. Mit tapasztal ?

3.2.4. Feladat. Adjon az el6z6 feladatbeli H7(x) polinom és a logs(x) fiiggvény eltérésére

felsé becslést a 2, a 4 illetve a 20 pontokban ! Abrazolja a két fliggvény kiilonbségét egy ismert
matematikai szoftver segitségével! Mit mondhat a tényleges eltérésre ezekben a pontokban ?
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3.2.5. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely a Hermite polinom eléallitasat valo-
sitja meg!
Az eljaras paraméterezése Hermint (x,y,yd) alaku legyen, ahol

Hermint az eljaras neve,

X vektor az adott pontok x koordinataibol all,
y vektor az adott pontok y koordinataibol all,
xd vektor az adott pontok y derivalt koordinataibol all.

3.2.6. Feladat. A 3.2.5. feladatban szerepld program segitségével adjamega 3.2.2. ésa 3.2.3.
feladatbeli polinomokat!

1
3.2.7. Feladat. Vizsgalja meg a 3.2.5. feladatban elkészitett programmal az f(x) = 15252
X

crer

pontokon kiilonb6z6é 5 < n < 20 esetén !

3.2.8. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha P egy legfeljebb (2n + 1)-edfoku polinom, x;
(i=0,1, ..., n) paronként kiilonb6z6 alappontok, akkor az alappontokhoz és a P(x;), P'(x;)
értekekhez tartoz6 Hermite polinom azonos P-vel!

3.3. Spline interpolacio

3.3.1. Feladat. Adja meg a (%z , sin (%z )), i =0,1,2,3 adatokat interpolalo linearis spline
fliggvényt a [0, %] intervallumon !

3.3.2. Feladat. Adjon fels6 becslést a 3.3.1. feladatbeli linearis spline és a sin(x) fliggvény
legnagyobb eltérésére a [0, %} intervallumon !

3.3.3. Feladat. Mutassa meg, hogy egy adott f : [a, b] — R folytonosan differencialhato
fiiggvényt az [a, b] intervallumon ekvidisztans, i 1épéskozii osztopontjaiban interpolalod Sy,
lineéris spline fiiggvényre igaz a kovetkezo egyenldtlenség:

| f(x)—=Sh(x)| < Mih, x € [a, b], ahol M1 = max |f(x)|

x€la,b]

3.3.4. Feladat. Adja meg a (0,0), (1,1) és (2, 8) pontokat interpolald természetes kobos
spline-t!

3.3.5. Feladat. Adjamega (0,0), (1, 1), (2, 8) és (3, 27) pontokat interpolalo kobos spline-t!

3.3.6. Feladat. Adjamega (%z , sin(%i )) ,1=0,1,2,3 adatokat interpolalo természetes kobos

spline-t a [0, 7] intervallumon!

3.3.7. Feladat. Adjon felsd becslést a 3.3.6. feladatbeli természetes kobos spline és a sin(x)
fliggvény legnagyobb eltérésére a [0, 7| intervallumon!
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3.3.8. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely a linedris spline eldallitasat valdsitja
meg!
Az eljaras paraméterezése LinSpl (x,y) alaku legyen, ahol
LinSpl azeljaras neve,
X vektor az adott pontok x koordinataibol all,
y vektor az adott pontok y koordinataibol all.

3.3.9. Feladat. A 3.3.8. feladatban elkészitett program segitségével adja meg a 3.3.1. feladat-
beli linearis spline fiiggvényt!

3.3.10. Feladat. Készitsen olyan (Scilab) eljarast, amely a természetes kobos spline eldalli-
tasat valositja meg!
Az eljaras paraméterezése QSpl (x,y) alaku legyen, ahol
QSpl az eljaras neve,
x  vektor az adott pontok x koordinataibdl all,
y  vektor az adott pontok y koordinataibol all.

3.3.11. Feladat. A 3.3.10. feladatban elkészitett program segitségével adja meg a 3.3.4., a

3.3.5. és a 3.3.6. feladatokban szerepld természetes kobos spline-okat !

1
3.3.12. Feladat. Vizsgaljamega 3.3.10. feladatban elkészitett programmal az f (x):m
X

crer

osztopontokon kiillonbozo 5 < n < 40 esetén !
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4. fejezet

Nemlinearis egyenletek megoldasa

4.1. Intervallumfelezés, hurmodszer

4.1.1. Feladat. Adja meg a kovetkezd egyenletek gydkeit az intervallumfelezéses modszer
segitségével € = 10~2-0s abszolut hibakorlattal! Ahol tobb gydk van, ott mindegyiket haté-
rozza meg!

a) e —bx=0 b) 3x3 —x%4+2x —2=0
c) X3 —3x—2=0 d) x+0.5cos(0.25x) =0
e) In(x)+2—x=0 f) eF+x=0

4.1.2. Feladat. Oldja meg az el6z0 feladat egyenleteit a hirmddszer segitségével gy, hogy
a behelyettesitési érték abszolut értéke legyen kisebb, mint 102!

4.1.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a hurmédszer konvergensa4.1.1.a. ésa4.1.1.c. feladatok
esetében a [0,2.5] kezd6intervallum, illetve a 4.1.1.d. és 4.1.1.1. feladatok esetében a [—1,0]
kezddintervallum valasztdssal !

4.1.4. Feladat. Az el6z0 feladatban megadott kezddintervallumbol kiindulva hatdrozza meg
ad.l.l.a,a4.l.1.c,a4d.1.1.d. és4.1.1.f. feladatbeli egyenletek esetében az adott kezddinter-
vallumbeli gyokot 1073 abszolit hibakorlattal a hurmédszer segitségével !

4.1.5. Feladat. Adjon meg a 4.1.3. feladathoz hasonloan olyan kezddintervallumot, hogy a
hirmdédszer konvergens legyena4.1.1.b. ésa4.1.1.e. feladatok esetében ! Igazolja a valasztas
helyességét!

4.1.6. Feladat. Adjon becslést arra, hogy legalabb hany intervallumfelezés sziikséges ahhoz,
hogy 10~3-0s abszolut hibakorlattal hatarozzuk meg a gyokota4.1.1.a. és a 4.1.1.b. feladatok
esetében, ha [0,2] a kezd6intervallum!

4.1.7. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az intervallumfelezéses modszer eldallitasara!
Az eljaras paraméterezése Intfel (f,a,b,t) alaka legyen, ahol
Intfel azeljarés neve,

f a fliggvény, aminek a gyokét keressiik,

a a kezdeti intervallum bal oldali végpontja,
b a kezdeti intervallum jobb oldali végpontja,
t a megoldas pontossaga.
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4.1.8. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast a hairmodszer eléallitadséara!
Az eljaras paraméterezése Hur (f ,a,b,t) alaku legyen, ahol
Hur az eljaras neve,
a fliggvény, aminek a gyokét keresstik,
a kezdeti intervallum bal oldali végpontja,
a kezdeti intervallum jobb oldali végpontja,
a megoldas pontossaga.

c T p Hh

4.1.9. Feladat. Oldjameg a4.1.1. feladat egyenleteit a 4.1.7. feladatban elkészitett program-
mal!

4.1.10. Feladat. Oldja meg a 4.1.1. feladat egyenleteit a 4.1.8. feladatban elkészitett prog-
rammal !

4.1.11. Feladat. Vizsgalja meg az elkészitett programok segitségével, hogy a 4.1.1. feladat
egyenletei esetében melyik modszer bizonyul hatékonyabbnak a sziikséges 1ddigény szem-
pontjabol!

4.1.12. Feladat. Adjon meg olyan kezddintervallumot, amelyrdl inditva a hirmodszer kon-
vergal a sin(x)—In(x)=0 egyenlet gydkéhez ! Hatarozza is meg ezt a gydkot 10~3-os abszolut
hibakorlattal!

4.1.13. Feladat. Hatarozza meg kozelitéleg az f(x)=0 egyenletek x* gyokét intervallumfe-
lezéssel oly modon, hogy a kozelité megoldasként elfogadott x,,-re teljesiiljenek az alabbiak :

| f (x,)] < 1072 és/vagy |x, —x*| < 1072

a) f(x)=1—=In(x+1)—x b) f(x)=e"—4dx
9 flx)=x"=2 d) f(x)=sin(x)+x—2
e) fx)=x—e* f) f(x)=xe"—1

4.1.14. Feladat. Hatarozza meg kozelitdleg az f(x) =0 egyenletek x* gyokét hurmodszerrel
oly modon, hogy a kozelitd megoldasként elfogadott x,-re teljesiiljenek az alabbiak:

| f (xn)] <1073 és/vagy |x, —x*| <1073

a) f(x)=e"+x—10 b) f(x)=1—x—In(1+x)
¢) flx)=x3+x—1 d) fx)=xe*—1
e) f(x)=e"—4x f) f(x)=1—x—sin(x)

4.1.15. Feladat. Oldjamega4.1.13. feladategyenleteita4.1.7. feladatban elkészitett program-
mal!

4.1.16. Feladat. Oldjamega4.1.14. feladat egyenleteita 4.1.8. feladatban elkészitett program-
mal!
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4.2. Erintomodszer, szelomodszer

4.2.1. Feladat. Adja meg a 4.1.1. feladatban szerepld egyenletek gydkeit az érintémodszer
segitségével € = 10~3-0s abszolut hibakorlattal !

4.2.2. Feladat. Adja meg a 4.1.1. feladatban szerepld egyenletek gyokeit a szelémoddszer
segitségével € = 10™3-0s abszolut hibakorlattal !

4.2.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az érintdémddszer lokalisan kvadratikusan konvergal a
4.1.1.d.,a4.1.1.e.ésa4.1.1.f feladatok esetében!

4.2.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az érintémodszer az x3 — 3x2+4 = 0 egyenlet kisebbik
gyokéhez masod, nagyobbik gyokéhez csak els6 rendben konvergal !

. 1 a

4.2.5. Feladat. Tekintse az x,,+1 = 3 (xn + —) , a > 0 ugynevezett Héron-sorozatot. Mutassa
Xn

meg, hogy a sorozat megegyezik az x“ —a = 0 egyenletre alkalmazott érintdmodszer altal

kapott sorozattal. Adja meg az xg kezdOpontok azon halmazat, amelyekbdl inditva konvergens

lesz a sorozat!

2

4.2.6. Feladat. Altalanositsa a Héron-sorozatot az x*

a konvergenciat ad6 xo kezddpontok halmazarol ?

—a=0, k > 0 egyenletre! Mi mondhatd

4.2.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a szelémodszera4.1.1.a.,a4.1.1.b. ésa4.1.1.c. feladatok

esetén rendben lokalisan konvergal a gyok(6k)hoz!

4.2.8. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az érintdmodszer eldallitasara!

Az eljaras paraméterezése Newton (f,df,a,t) alakl legyen, ahol
Newton az eljaras neve,

f a fliggvény, aminek a gyokeét keresstik,
df a fliggvény derivaltfiiggvénye,

a a kezdopont,

t a megoldas pontossaga.

4.2.9. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast a szelomoddszer eldallitdsara!
Az eljaras paraméterezése Szelo (f,a,b,t) alaka legyen, ahol
Szelo azeljaras neve,
f a fliggvény, aminek a gyokét keressiik,
a, b akétkezd6pont,
t a megoldas pontossaga.

4.2.10. Feladat. Oldjamega4.1.1. feladat egyenleteit a 4.2.8. feladatban elkészitett program
segitségével !

4.2.11. Feladat. Oldjamega4.1.1. feladat egyenleteit a 4.2.9. feladatban elkészitett program
segitségével !
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4.2.12. Feladat. Hatarozza meg kozelit6leg az f(x)=0 egyenletek x* gyokét érintémodszer-
rel oly modon, hogy a kozelitd megoldasként elfogadott x, -re teljesiiljenek az alabbiak:

| f (xn)] <1074 és/vagy |x, —x*| <1074

a) f(x)=e"—4x b) flx)=x*=2
¢) fx)=e"+x—-10 d) f(x)=e* —sin(x)—2
e) flx)=x3+x—-1 f) f(x)=1—x—sin(x)

4.2.13. Feladat. Hatarozza meg kozelitéleg az f (x)=0 egyenletek x* gyokét szelémodszerrel
oly modon, hogy a kozelitd megoldasként elfogadott x,-re teljesiiljenek az alabbiak:

| f (xn)] <1073 és/vagy |x, —x*| <1073

a) flx)=x3+x—1 b) f(x)=xe"—1
¢) f(x)=sin(x)+x—2 d) f(x)=14x+sin(x)
e) f(x)=e*—6x f) f(x)=e"+5x

4.2.14. Feladat. Oldjamega4.2.12. feladat egyenleteit a 4.2.8. feladatban elkészitett program
segitségével !

4.2.15. Feladat. Oldjamega4.2.13. feladat egyenleteita 4.2.9. feladatban elkészitett program
segitségével !

4.2.16. Feladat. Vizsgalja meg, az elkészitett programok segitségével, hogy a 4.1.1. feladat
egyenleteinek megoldasaban melyik mddszer bizonyul hatékonyabbnak a sziikséges iddigény
szempontjabol !

4.3. Fixpont iteracio

4.3.1. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi g(x) fiiggvények esetében az x = g(x) fixpont
egyenleteknek egyértelmi fixpontja van!

S T et (3)
¢) g(x)=2—In(x) d) g(x)=—e"
e) g(x)=1—In(x+1) f) glx)=1—x3

4.3.2. Feladat. Hatirozza meg a 4.3.1. feladatbeli fixpont egyenletek fixpontjat € = 1072
abszolut hibakorlattal az x,,+1 = g(x,) fixpont iteracio segitségével alkalmasan valasztott xg-
bol kiindulva!

4.3.3. Feladat. Az alabbi egyenleteket hozza fixpont iteraciora alkalmas x=g(x) alakra, majd
hatérozza meg a gyokoket € = 10~2 abszolat hibakorlattal !

a) x3+x+1=0 b) x+In(x)=0
c) 2x —cos(x) =0
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4.3.4. Feladat. Hatarozza meg az alabbi egyenletek gyokeit alkalmasan valasztott fixpont
iteracio segitségével ! Ha sziikséges, hasznaljon kiilonb6z0 atalakitdsokat a kiilonb6zd gyokok
esetében !

a) e’ —5x=0 b) e’ —92x—2=0
c) x3—5x2+6=0

4.3.5. Feladat. Hasonlitsa 0ssze az 1 — x — sin(x) = 0 egyenlet fixpont iteracioval torténd
megoldasainak konvergenciajat az alabbi x=g(x ) alakba valo atirasok esetén ! Mi magyarazza
a megfigyelhetd konvergencia-sebesség eltéréseket? Az iterdciot minden esetben az xg = 0
kezdépontbol inditsa!

1+3x —sin(x
a) x =1—sin(x) b) x= #()

0 . 1+x —zsin(x)

4.3.6. Feladat. Fixpont iteracio segitségével adja meg az alabbi fixpont egyenletek x* gyokét
kozelitdleg uigy, hogy a kozelité megoldasként elfogadott x,-re teljesiiljon, |x, —x*| < 10731
X

e —1—sin(x)+x
a = — b =
) X== ) x 5
c) x=In(10—x)

4.3.7. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast a fixpont iteracié eldallitasara!
Az eljaras paraméterezése Fixpont (f,a,t) alaka legyen, ahol
Fixpont az eljarés neve,

f a fiiggvény, aminek a fixpontjat keressiik,
a a kezd6pont,
t a megoldas pontossaga.

4.3.8. Feladat. Oldjamega 4.3.1. és a 4.3.6. feladatbeli fixpont egyenleteket a 4.3.7. feladat-
beli program segitségével !

4.3.9. Feladat. Adja meg azokat a fixpont egyenleteket, amiknek a megoldéasa az alabbi x
érték !

b f5
Y x:\/2+\/2+\/2+—... O LR
1
x=—

c) 2+ L
1
2+
2+. ..
4.3.10. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi fixpont egyenleteknek 2, 2 illetve 1 fixpontja
van!
a) b) _ 1 c)

XxX=4/2+x

= . xX=—
X 2-x 2+x
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4.3.11. Feladat. Hatdrozza meg az alabbi fixpont iteraciok esetében azokat az xo € R pontok-
nak a halmazat, amelyek esetében x,, sorra a 4.3.9. feladatbeli x ért¢kekhez konvergal!

a b c 1
) Xn+1 =/ 2+, ) Xp+1 =/ 2-Xp ) Xn+l = oty
n
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S. fejezet

Numerikus integralas

5.1. Newton-Cotes formulak

5.1.1. Feladat. Mutassa meg, hogy haaz fab f(x) dx integral kozelitésére hasznalt ) "/ a; f (x;)
kvadratura formula pontos barmely konstans figgvényre, akkor > iy a; =b—a!

5.1.2. Feladat. Legyenek xo, x1, ..., x, kilonbozd, rogzitett [a, b]-beli szamok. Mutassa
meg, hogy az aldbbi, a;-kre felirt egyenletrendszernek mindig 1étezik egyértelmii megoldasa!

b n )
f x/deZa,-xi], j=0,1,...,n
a

i=0
5.1.3. Feladat. Mutassa meg, hogy az 5.1.2. feladat egyenletrendszerének megoldésat ado a;
sulyokra igaz, hogy | ab p(x)dx ="y a;ip(x;) tetszbleges, legfeljebb n-edfoku p polinom
esetén !
, atb . . :

5.1.4. Feladat. Mutassa meg, hogy n =0 és xo = > esetén a kdzéppont szabalyt kapja, ha
megoldja az 5.1.2. feladatbeli egyenletrendszert !

5.1.5. Feladat. Mutassa meg, hogy n =1 €s xo = a, x; = b esetén a trapézszabalyt kapja, ha
megoldja az 5.1.2. feladatbeli egyenletrendszert!

atb )
5.1.6. Feladat. Mutassa meg, hogy n=2 és xo=a, x;=——, x2=>b esetén a Simpson-szabalyt

kapja, ha megoldja az 5.1.2. feladatbeli egyenletrendszert!

5.1.7. Feladat. Mutassa meg, hogy alkalmasan megvalaszthatok Ggy az a; sulyok €s x; 0szto-
pontok (i=0,1, ..., n),hogyaz fab p(x)dx=)"i_,a; p(x;) egyenléség igaz legyen tetszbleges,
legfeljebb 2n +1-edfoku p polinom esetén!

5.1.8. Feladat. Adja meg az el6z0 feladatbeli a; sulyokat és x; osztopontokat n =1 esetén, ha
la,b]=[—-1,1]!

5.1.9. Feladat. Mutassa meg, hogy ha a kozéppont szabalyt alkalmazza egy f € C' fiigg-
+
vényre, akkor a kapott érték megegyezik az f fliggvény aT pontbeli érintdje, az x = a, az

x =b és az y =0 egyenesek altal hatarolt eldjeles teriilettel !
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5.1.10. Feladat. Mutassa meg, hogy a Simpson-szabaly a kozéppont szabaly és a trapézsza-
baly konvex kombinaciodja!

5.1.11. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszbleges [a, b] intervallumon konkav, nemnegativ,
folytonos fiiggvényre alkalmazva akar az elemi, akar az Gsszetett trapézszabalyt, a kapott
numerikus integral értéke sosem lesz nagyobb, mint az f integralja [a, b]-n!

5.1.12. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges [a, b| intervallumon konkav, nemnegativ,
folytonos fiiggvényre alkalmazva akar az elemi, akar az 6sszetett kozéppont szabalyt, a kapott
numerikus integral értéke sosem lesz kisebb, mint az f integralja [a, b]-n!

5.1.13. Feladat. Mit mondhat, ha az el6z6 két feladatban konkav helyett konvex fliggvényt
tekint? Indokolja a valaszat!

5.2. Osszetett formulak, hibabecslés

5.2.1. Feladat. Hatérozza meg kozelitleg az [ sin(x)dx integral értékét az sszetett ko-
b1 )
zéppont szabalyt alkalmazva az x; = — + Zi ,1=0,1,2,3 osztopontokat felhasznalva! Adjon

felsd becslést az elkdvetett hibara! Hany ekvidisztans osztopontot kellene hasznélnia, ha a
hibat 1072 ala szeretné szoritani ? Szamitsa ki ebben az esetben is az integral kozelitd értékét !

5.2.2. Feladat. Szdmitsa ki az alabbi integralokat legfeljebb 10~2-os hibaval, ekvidisztans
osztopontokon alapul6 dsszetett kozéppont szabalyt alkalmazva!

1 0 i
2) f xe* dx b) / cos(e*) dx 2 /2 e dx
0 -1 _

1
2

T 2
d)/ cos (%x) dx  © / In (/x) dx 2 /1 arctg(x) dx
0 1 0

5.2.3. Feladat. Szamitsa ki az alabbi integralok kozelito értékét az osszetett kozéppont sza-
balyt alkalmazva h = 0.5, 0.25 és 0.125 1épéskozzel ! Becsiilje meg az elkdvetett hibat!

1 0 2
a) /0 esin(x)dx b) / idx C)/; 1n(sin(x)) dx

-1 er

5.2.4. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az dsszetett kozéppont szabaly eldallitasara!
Az eljaras paraméterezése Osszkp (f,a,b,n) alaku legyen, ahol
Osszkp az eljaras neve,

f a fliggvény, aminek az integraljat keressiik,
a az integralas also hatara,

b az integralas felsd hatéra,

n a részintervallumok szama.

5.2.5. Feladat. Szamitsa ki az 5.2.2. és 5.2.3. feladatbeli integralokat kozelitleg az 5.2.4.
feladatban elkészitett program segitségével n = 10, 20 és 40 darab egyenld 1épéskozt alkal-
mazva!

© www. tankonyvtar.hu © Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE



www.tankonyvtar.hu

NUMERIKUS INTEGRALAS 35

5.2.6. Feladat. Hatarozza meg kozelitéleg az foﬂ sin(x) dx integral értékét az dsszetett trapéz-
T . . .

szabalyt alkalmazva az x; =Zi, i=0,1, ..., 4 osztopontokat felhasznalva! Adjon fels6 becslést

az elkovetett hibara! Hany ekvidisztans osztopontot kellene haszndlnia, ha a hibat 10~2 ala

szeretné szoritani? Szamitsa ki ebben az esetben is az integral kozelitd értékét!

5.2.7. Feladat. Szamitsa ki az aldbbi integralokat legfeljebb 10~2-os hibaval, ekvidisztans
osztopontokon alapuld Osszetett trapézszabalyt alkalmazva!

0 1
2) fl(x —1)e* dx b) / sin(e™™) dx ) / el dx
0 -1 -

1

b4 2 0
d)ﬁ sin (—%x) dx © f In (/x) dx b / arctg(x) dx
2 1 -1

5.2.8. Feladat. Szamitsa ki az alabbi integralok kozelitd értékét az Osszetett trapézszabalyt
alkalmazva h = 0.5, 0.25 és 0.125 1épéskozzel! Becsiilje meg az elkovetett hibat!

1 0 1
2) / e gy b) / xe tdx C)/ In (cos(x)) dx
0 -1 0

5.2.9. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az Gsszetett trapézszabaly eldallitasara!
Az eljaras paraméterezése Trapez (f,a,b,n) alaku legyen, ahol
Trapez az eljarés neve,

f a fliggvény, aminek az integraljat keressiik,
a az integralas also hatéra,

b az integralas felsd hatara,

n a részintervallumok szdma.

5.2.10. Feladat. Szamitsa ki az 5.2.7. és 5.2.8. feladatbeli integralokat kozelitdleg az 5.2.8.
feladatban elkészitett program segitségével n = 20, 40 és 80 darab egyenld 1épéskozt alkal-
mazva!

5.2.11. Feladat. Hatarozza meg kozelitSleg az |, 6{ sin(x) dx integral értékét az Gsszetett Simp-
T
son-szabalyt alkalmazva az x; = —i,i = 0,1, ..., 4 osztopontokat felhasznalva! Adjon felsé

becslést az elkdvetett hibara! Hany ekvidisztans osztopontot kellene haszndlnia, ha a hibat
10~% ala szeretné szoritani ? Szamitsa ki ebben az esetben is az integral kozelité értékét!

5.2.12. Feladat. Szamitsa ki az alabbi integralokat legfeljebb 10~3-os hibaval, ekvidisztans
osztopontokon alapul6d 0sszetett Simpson-szabalyt alkalmazva!

1 1 2
2) / ch(x)dx ®) / ¢ dx 2 / In (v/x) dx
0 - 1

1
0 T T

d) /xe_xdx €) ﬁ cos(x)dx D/ sin?(x) dx
-1 7 0
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5.2.13. Feladat. Szamitsa ki az alabbi integralok kozelitd értékét az osszetett Simpson-sza-
balyt alkalmazva h = 0.5, 0.25 és 0.125 1épéskodzzel ! Becsiilje meg az elkovetett hibat!

0 1 0
3) / xe* dx b) / xtdx ©) / In(2—x)dx
-1 0 -1

5.2.14. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az dsszetett Simpson-szabaly eléallitasara!
Az eljaras paraméterezése Simpson(f,a,b,n) alakl legyen, ahol
Simpson az eljaras neve,

f a fiiggvény, aminek az integraljat keresstik,
a az integralas also hatara,

b az integralas felsd hatéra,

n a részintervallumok szama.

5.2.15. Feladat. Szamitsakiaz5.2.12. ¢s 5.2.13. feladatbeli integralokat kozelitdlegaz 5.2.14.
feladatban elkészitett program segitségével n = 10, 20 és 40 darab egyenld 1épéskozt alkal-
mazva!

5.2.16. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f [a, b]-n Riemann integralhat6 fiiggvény, akkor az

b—a 1
Osszetett kozéppont szabalyt alkalmazva az x; = (i + 5) ,1=0,1, ..., n—1 osztépontokra
n

tetszGleges pontossaggal meghatarozhato6 az | ab f(x)dx integral, han — oo!

5.2.17. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f [a, b]-n Riemann integralhat6 fiiggvény, akkor az
—a
Osszetett trapézszabalyt alkalmazva az x; =a+

i,i=0,1, ..., nosztopontokra tetszéleges
n

pontossaggal meghatarozhat6 az fab f(x) integral, han — oo!

5.2.18. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f [a, b]-n Riemann integralhato fiiggvény, akkor

az Osszetett Simpson-szabalyt alkalmazva az x; =a+

i,i=0,1,...,2n osztopontokra
n

tetsz6leges pontossaggal meghatarozhato az | ab f(x) dx integral, han — oo!

5.2.19. Feladat. Mutassa meg, hogy az Gsszetett kozéppont szabaly segitségével tetszoleges
pontossaggal kozelithetd a m értéke (csak racionalis szdmok hasznalataval)!

5.2.20. Feladat. Mutassa meg, hogy az Gsszetett trapézszabaly segitségével tetszéleges pontos-
saggal kozelithetd a  értéke (csak racionalis szamok hasznalataval)!

5.2.21. Feladat. Mutassa meg, hogy az Osszetett Simpson-szabaly segitségével tetszoleges
pontossaggal kozelithetd a 7w értéke (csak racionalis szamok hasznélataval) !

5.2.22. Feladat. Hatarozza meg 7 értékét 10~2 pontossaggal az dsszetett kozéppont szabalyt
alkalmazva (csak racionalis szamok felhasznélasaval)!

5.2.23. Feladat. Hatarozza meg 7 értékét 10~0 pontossaggal az osszetett Simpson-szabalyt
alkalmazva (csak racionalis szamok felhasznélasaval)!
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5.2.24. Feladat. Hatarozza meg e értékét 103 pontossaggal az dsszetett Simpson-szabalyt
alkalmazva (csak racionalis szamok felhasznélasaval)!

5.2.25. Feladat. Hatarozzamega f (x)=cos(x) figgvény grafikonjanak a [0, 7| feletti megfor-
gatasaval keletkezé forgéstest térfogatat 10~2 -os pontossaggal !

5.2.26. Feladat. Hatirozza meg az f(x)=e*! ésa g(x)=,/cos(x)+1 fiiggvények altal bezrt
véges sikidom teriiletét 10~2-0s pontossaggal !

5.2.27. Feladat. Oldja meg az alabbi egyenletet!

Yo
f(x)Z/ e dt+x—1=0
0
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6. fejezet

Szélsoérték feladatok

6.1. Aranymetszés szerinti keresés

6.1.1. Feladat. Adja meg a kovetkezo fiiggvények minimumhelyét az aranymetszés szerinti
keresés modszerével € = 10~ 1-0s abszolut hibakorlattal !

3
2 f(x)=x*—2x+4, x €]0,3] ®) £(x)=cos(x)+1, x € [0, 7”]
© fx)=e" =1 xe[-1,2 9 Flx) =™ 1, x € [=1,1]
€) f)

f(x)=x3—6x2 x €10,3] f(x)=x3—6x2 x €0,5]
6.1.2. Feladat. Mutassa meg, hogy a 6.1.1. feladatbeli fliggvények unimodalisak a feltiintetett
intervallumban !

6.1.3. Feladat. Hatarozza meg, hogy hany 1épést kell végrehajtani a 6.1.1. feladatbeli fliiggvé-
nyek minimumhelyének aranymetszés szerinti keresés modszerével vald kozelité meghataro-
z4sdhoz, ha e=10~8-0s abszoliit hibakorlatot hasznalunk és az utolsé intervallum kozéppontjat
fogadjuk el kozelitésként!

6.1.4. Feladat. Alkalmazza az aranymetszés szerinti keresés modszerét a 6.1.1.c. és 6.1.1.d.
feladatbeli fliggvényekre gy, hogy a megallasi kritérium az, hogy a fliggvényérték az utolséd
intervallum kdzéppontjéban kisebb legyen, mint 1073

6.1.5. Feladat. Alkalmazza az aranymetszés szerinti keresés modszerét a 6.1.1. feladatbeli
figgvények maximumhelyének kozelitd meghatarozasara az adott intervallumon! Sziikség
esetén bontsa tobb részre az intervallumot!

6.1.6. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az aranymetszés szerinti keresés modszerének eldalli-
tasara!

Az eljaras paraméterezése Aranymetszes (f,a,b,t) alaku legyen, ahol
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Aranymetszes az eljaras neve,

f a fiiggvény, aminek a minimumhelyét keressiik,
a a kezdeti intervallum bal oldali végpontja,

b a kezdeti intervallum jobb oldali végpontja,

t a megoldas pontossaga.

6.1.7. Feladat. Oldja meg a 6.1.1. feladatot a 6.1.6. feladatban elkészitett programmal !
6.1.8. Feladat. Oldja meg a 6.1.4. feladatot a 6.1.6. feladatban elkészitett programmal !

6.1.9. Feladat. Hatdrozza meg annak a négyzet alapu hasdbnak az éleit, amelynek feliilete
24m? és térfogata maximalis !

6.2. Szimplex modszer

6.2.1. Feladat. Adja meg a 6.1.1. feladatbeli fiiggvények minimumhelyét a szimplex maod-
szerrel € = 10~ 1-0s abszolit hibakorlattal! Az indulé szimplex minden esetben a [0,1] inter-
vallum legyen!

6.2.2. Feladat. Vizsgalja meg mi torténik, ha a 6.1.1. feladat fliggvényei esetében mas inter-
vallumo(ka)t valasztunk kezdetben!

6.2.3. Feladat. Adja meg az aldbbi fliggvények minimumhelyét a szimplex modszerrel € =
= 10"'-0s abszolut hibakorlattal (végtelen norméban)! Az induld szimplex minden esetben
legyen az egységvektorok €s az azok 0sszegvektora altal meghatarozott szimplex!

D ) =2ty b fly) =t

Vo Syt Y pro) =20 2y (1)

2
flx,y,2)=2 <x+%> +

-y

6.2.4. Feladat. Mutassa meg, hogy a 6.2.3. feladatbeli fliggvényeknek egyértelmii globalis
minimumuk van!

e) f)

flx, y, 2)=(x—y)*+(x—1)*+z>

6.2.5. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast a szimplex modszer eldallitasara!
Az eljaras paraméterezése Szimplex (f,A,m) alaku legyen, ahol
Szimplex az eljaras neve,

f a fliggvény, aminek a minimumhelyét keressiik,
A a kezdeti pontok matrixa,
m a lépésszam.

6.2.6. Feladat. Oldja meg a 6.2.1. feladatot a 6.2.5. feladatban elkészitett programmal !

6.2.7. Feladat. Oldja meg a 6.2.3. feladatot a 6.2.5. feladatban elkészitett programmal !
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6.2.8. Feladat. Hasonlitsa 0ssze futasi id6 szempontjabodl az aranymetszés szerinti keresést
¢s a szimplex modszert a 6.1.1. feladatbeli fiiggvények esetében !

6.2.9. Feladat. Keresse meg az alabbi fliggvény 6sszes minimumhelyét a 6.2.5. feladatban
elkészitett programmal !
flxy)=xt=2x+)° —5y.

6.3. Gradiens modszerek

6.3.1. Feladat. Adja meg az alabbi fiiggvények minimumhelyét kozelitleg az allando 1é-
péskozil, egyszerii gradiens modszerrel ! Legyen a kezdévektor minden esetben az (xg, yg) =
=(0.1,0.2) vektor és a 1épéskoz 0.05 és szamitsa ki az (x3, y3) vektort!

U ey mxtrayy? K F )=+

c
! fxoy) = @xey?)Re ()2

6.3.2. Feladat. Mutassa meg, hogy a 6.3.1 feladatbeli fliggvényeknek egyértelmii globalis
minimumbhelytik van!

6.3.3. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az allando 1épéskozii egyszerli gradiens modszer
eloallitasara!
Az eljaras paraméterezése Gradiens (f,df,x,h,m) alaka legyen, ahol

Gradiens az eljaras neve,

f a fliggvény, amit minimalizalni kell,
daf az f gradiensfiiggvénye,

X a kezddvektor,

h a lépéskoz,

m a lépésszam.

6.3.4. Feladat. Hatarozza meg a 6.2.3. és a 6.3.1. feladatbeli fiiggvények minimumbhelyét
kozelitdleg a 6.3.3. feladatbeli program segitségével kiilonbozo (0.1, 0.001 és 0.0001) 1épés-
kozok esetén, kiindulva az egységvektorok 6sszegébdl, mint kezddvektorbol! Allitsa le az
iteraciot, ha az iteracidszam meghaladja a 100-at, vagy az egymadst kovetd értékek eltérése
kisebb, mint 10721

6.3.5. Feladat. Hatarozza meg az alabbi fiiggvények minimumhelyét az optimalis gradiens
modszerrel € = 10~ !-es abszolut hibakorlattal! Legyen a kezdSvektor minden esetben az
(x0, yo) = (1,1) vektor!

2 2,2
Y f(x’Y)Z(x+1)2+(y—%> b) fla,y)y=e™

C) f(x’y):|x|+|y| d)f(x,y)=2(x2—2y)2+(x+1)2

e) f)

flx,y)=(x—y)*+(y+1) £(x, y)=(2x+y+3)+(x+2y+3)?
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1
6.3.6. Feladat. Alkalmazza az optimalis gradiens modszert az f € R" — R, f(x) = 5 ||Ax —
—b||3 fiiggvényre, ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix ! Mutassa meg, hogy a modszer
tetszOleges xg vektorbol inditva konvergal a minimumhelyhez!
6.3.7. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az optimalis 1épéskozii gradiens modszer eldallita-
1
sara f(x) = 5 ||Ax —b|3 alaku fiiggvények esetén!

Az eljaréas paraméterezése OptGrad (x,A,b,t) alaku legyen, ahol
OptGrad az eljaras neve,

X a kezddvektor,

A az egylitthatomatrix,

b az egyenletrendszer jobb oldala,
t a megoldas pontossaga.

6.3.8. Feladat. Alkalmazza a 6.3.7. feladatban elkészitett programot az alabbi lineéris egyen-
letrendszerek megoldasara!

3x+tytz=5
a) 2x+y=-3 b) 4x+y=4 y
x+4y+2z=T7
x+2y=-3 x+oy=1
x+2y+8z=11

6.3.9. Feladat. Hatdrozza meg a 6.3.5. feladatbeli fiiggvények minimumhelyét a konjugalt
gradiens modszerrel e=10""'-es abszolut hibakorlattal ! Legyen a kezdévektor minden esetben
az (xo, yo) = (1,1) vektor! Hasonlitsa 6ssze az eredményeket az optimalis gradiens modszer
alkalmazasa soran kapott eredményekkel !
1

6.3.10. Feladat. Alkalmazza a konjugalt gradiens modszert az f : R" — R, f(x) = §||AX—
—b| |% fiiggvényre, ahol A szimmetrikus, pozitiv definit matrix ! Mutassa meg, hogy a modszer
tetszOleges xg vektorbdl inditva konvergal a minimumhelyhez!

6.3.11. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast a konjugalt gradiens modszer eldallitasara f(x)=
1
= §||Ax —b| |% alaku fliggvények esetén !

Az eljaras paraméterezése KonGrad (x,A,b,t) alakl legyen, ahol
KonGrad az eljarés neve,

X a fliggvény, aminek a minimumhelyét keressiik,
A a kezdeti egyiitthatomatrix,

b az egyenletrendszer jobb oldala,

t a megoldas pontossaga.

6.3.12. Feladat. Alkalmazza a 6.3.11. feladatban elkészitett programot a 6.3.8. feladatbe-
li linearis egyenletrendszerek megoldasara! Hasonlitsa 6ssze az eredményeket az optimalis
gradiens modszer alkalmazésa soran kapott eredményekkel !

6.3.13. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi fiiggvények Hesse-matrixa pozitiv definit és
az S(xo, y0) = {(x, y) € R?| f(x, y) < f(x0, yo)} szinthalmazai konvexek és zartak !
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a) f(x,y)=x2+y?
b) f(x,y)=e" "’
) flx,y)=(x—y)*+(y+1)?

6.3.14. Feladat. Mutassa meg, hogy a 6.3.13. feladatbeli fiiggvényekre konvergens a konju-
galt gradiens modszer !

6.3.15. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast az optimalis gradiens modszer eldallitasara alta-
lanos, differencialhato f(x) fiiggvény esetén!
Az eljaras paraméterezése DOptGrad (f,df,x,m) alaku legyen, ahol

DOptGrad az eljaras neve,

f a fliggvény, aminek a minimumhelyét keressiik,
daf az f gradiensfiiggvénye,

X a kezddpont,

m a lépésszam.

6.3.16. Feladat. Készitsen (Scilab) eljarast a konjugalt gradiens modszer eldallitasara altala-
nos, differencialhatd f(x) fiiggvény esetén!
Az eljaras paraméterezése DKonGrad (f,df ,x,m) alaku legyen, ahol

DKonGrad az eljaras neve,

f a fliggvény, aminek a minimumhelyét keressiik,
daf az f gradiensfiiggvénye,

X a kezdopont,

m a lépésszam.

6.3.17. Feladat. Alkalmazza a 6.3.15. feladatban elkészitett programot a 6.3.5. feladatok
megoldasara!

6.3.18. Feladat. Alkalmazza a 6.3.16. feladatban elkészitett programot a 6.3.5. feladatok
megoldasara! Hasonlitsa 6ssze az optimalis gradiens modszerrel kapott eredményekkel !
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7. fejezet

Ortogonalis transzformaciok és
alkalmazasaik

7.1. Ortogonalis transzformaciok és ortogonalis felbontasok

7.1.1. Feladat. Adott S = uv' € R"*" 1 ranga matrix és valamely A € R"*" métrix, a €
€ R" vektor esetén hogyan hatarozhaté meg az oS, Sa, alS, SA és AS kifejezések értéke ?
Mennyi az ehhez sziikséges aritmetikai miiveletek szdma?

7.1.2. Feladat. Hogyan hatdrozhatdo meg egyszeriien (egy rangi médositassal) az

2 1 1
12 1 1
A=|1 1 1
111 2

matrix inverze?

7.1.3. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges R € R"*" nem-szingularis fels6 trianguléaris matrix
és tetszOleges a € R" vektor esetében az A = RTR+aa" matrix pozitiv definit. Igaz-e hasonld
allitas a B=RTR —aa" matrixra? Milyen a vektorokra lesz ez is pozitiv definit?

7.1.4. Feladat. Hany olyan 3 x 3-as ortogonalis Q matrix van, amelynek minden komponense
0, 1 vagy —17?

7.1.5. Feladat. Keressen példat olyan n x n-es ortogonalis Q matrixra, amelynek nem minden
sajatértéke valos.
7.1.6. Feladat. Lehet-e egy S € R"*", S #1 matrix egyszerre elemi forgatd (mas néven Hou-

seholder) és elemi tiikr6z6 (mas néven Givens) matrix ?

7.1.7. Feladat. Hatarozza megazokataHp, Hpc, ..., Hy 4 elemi tiikr6z0 matrixokat, ame-
lyek az origoba helyezett ABCDEFGH egységkocka cstcsait sorra a kdvetkezd csucsba
viszik at. Mit allithatunk a kapott matrixok szorzatair6l?
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7.1.8. Feladat. Hatdrozza meg azokat a Hyo, Hos, ..., H,1 elemi tilkr6z6 matrixokat, ame-
lyek az n dimenzids eq, ea, . . ., e, egységvektorokat sorra a kdvetkezd egységvektorba viszik
at. Mit allithatunk a kapott matrixok szorzatair6l?

7.1.9. Feladat. Igazolja, hogy barmely n dimenziés elemi tiikrozomatrixnak a +1 szdm
(n—1)-szeres, a —1 pedig egyszeres multiplicitasu sajatértéke.

7.1.10. Feladat. Van-e értelme a 7.1.7. Feladatnak elemi forgaté matrixok esetében? Hogyan
fogalmazna at az ABCDEFGH egységkocka cstcsainak transzformalasi kdvetelményeit
ebben az esetben ?

7.1.11. Feladat. Hatdrozza meg azokat a G2, Gos, ..., G, elemi forgatdé matrixokat, ame-
lyek az n dimenzios eq, eo, . . ., e, egységvektorokat sorra a kovetkezd egységvektorba viszik
at. Mit allithatunk a kapott matrixok szorzatairol?

7.1.12. Feladat. Hatarozza meg a kovetkez0 regularis matrixok QR ortogonalis triangularis
felbontasat a Gram-Schmidt ortogonalizacids eljaréas segitségével.

2 -1 1 =2 -2 2 -2 1 1 000
2 -1 1 2 12 2 —2 —2 o 3 01
A_00—2 10 B=loy 1 1 o’C 101 3

0 -2 2 0 1 0 2 1 100 3

7.1.13. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezd matrixok QR ortogonalis triangularis felbontasat
elemi tiikrozOmatrixok (Householder matrixok) segitségével. Figyelje meg, hogy itt mar nem
minden A matrix regularis.

2 -2 0 -1 0 2 -2 0 0 2 -2 0
1 0 0 0 0 -2 2 -1 0 -2 2 -1
A= 0 -1 2 =2/ B=l 1 1 1 ol c= -1 1 1 0
-2 -2 1 -1 -1 1 1 0 -1 1 1 2

7.1.14. Feladat. Hatarozza meg a kdvetkezd matrixok QR ortogonalis triangularis felbon-
tasat elemi forgatomatrixok (Givens matrixok) segitségével. Figyelje meg, hogy itt mar nem
minden A matrix regularis.

11 11 01 0 2 1 0 -1 2

00 0 2 2 2 0 2 1 2 2 -1
Ao 21 of B0 0 2 2f 21 2

0010 01 0 2 -1 0 2 0
7.1.15. Feladat. Bizonyitsa be az A = QR ortogonalis triangularis felbontas felhasznalasa-
val, hogy az A € R"*" matrix oszlopvektorait a1, as, .. ., a,-nel jelolve teljesiil az |det A| <

<[T}-1 ||aj ||, eeyenlétlenseg.

7.1.16. Feladat. Transzformalja elemi tiikr6z6 matrixokkal végzett ortogonalis hasonldsagi
transzformaciokkal felsé Hessenberg alakra az alabbi matrixokat.

-2 -1 0 1 1 2 -2 -2 -1 -2 -2 0
1-1 2 0 1 1o o -2 2 -1 0 2 -2
A= 1 -1 —2 o | BT 0 -2 -1 11 c 0 0 -2 0
0 2 -2 -1 -1 0 1 -1 2 -1 -2 -1
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7.1.17. Feladat. Transzformalja elemi forgaté matrixokkal végzett ortogonalis hasonlosagi
transzformdaciokkal felsé Hessenberg alakra az el6z6 példakban szerepld matrixokat.

7.1.18. Feladat. Irjon elemi tikkrozématrixok segitségével A = QR ortogonalis trianguléris
felbontast végzd eljarast.
Az eljaras paraméterezése QRTukr (A) alaku legyen, ahol
QRTukr az eljaras neve,
A afelbontand6 A matrix.

7.1.19. Feladat. Alkalmazza a 7.1.18. Feladat eljarasat a fejezet példamatrixainak A = QR
felbontésara.

7.1.20. Feladat. {rjon elemi forgatomatrixok segitségével A = QR ortogonalis trianguléris
felbontast végzo eljarast.
Az eljaras paraméterezése QRForg (A) alakl legyen, ahol
QRForg az eljaras neve,
A afelbontand6 A matrix.

7.1.21. Feladat. Alkalmazza a 7.1.20. Feladat eljarasat a fejezet példamatrixainak A = QR
felbontasara.

7.2. Altalanositott inverz, SVD

7.2.1. Feladat. Hatarozza meg az alabbi A matrix altalanositott (mas néven Moore—Penrose)
inverzét:

10 1 1
A=|1 0 -1 O
11 0 1

7.2.2. Feladat. Igazolja, hogy a matrixok altalanositott inverze nem folytonos fliggvénye a
matrixkomponenseknek. Keressen egyszert ellenpéldat.

7.2.3. Feladat. Ez a feladat az (4ltalanositott) QR felbontas és az altalanositott inverz kap-
csolatarol szol. Igazolja, hogy ha valamely 1 <n < m értékekre az A € R™*" oszlopregularis

matrix felbontasa
R

A=Q
Q)
alaku, ahol R € R"*" fels triangularis és rang(A) = rang(Q) = n, akkor A" = (R |0)Q" =
=(R7'0)Q".

7.2.4. Feladat. Igazolja, hogy ha az A € R"*" matrix oszlopregularis és m > n, akkor az
Ax = b linearis egyenletrendszer normalmegoldasanak meghatarozasa ekvivalens az

ERIERE

m +n ismeretlenes egyenletrendszer megoldasaval, melyben o és B tetszdleges, nullatol kii-
16nb6z6 valos paraméterek.
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7.2.5. Feladat. Legyenek A, B, C € R"*" és D € R"*™ tetsz6leges matrixok. Bizonyitsa be,

hogy az
AX —-YB= B

XB" —A'Y= D

matrix-egyenletrendszer megoldasanak unicitdsahoz, azaz hogy legfeljebb egy X, Y megol-
désa legyen, sziikséges, hogy az A és a B matrixok szingularis értékei kiilonbozdk legyenek.

7.2.6. Feladat. Hatarozza meg a Hy Hilbert-matrix SVD-felbontasat.

7.2.7. Feladat. Igazolja, hogy ha az A matrix SVD-felbontisa A = UX VT, akkor Frobenius-
normdja az ||Allp = /Z;=1 oj2 képlettel fejezhetd ki szingularis értékeinek segitségével.

7.3. A sajatértékszamitas alapjai

7.3.1. Feladat. A pa()) karakterisztikus polinom kiilonboz6 felirasmodjait 6sszehasonlitva
igazolja a kovetkez0 allitasokat:

a) a1 =3 aj; =ttA=3"5 4,
b) (—=1)""la, =detA=T]"_ A;.

j=1
7.3.2. Feladat. Hatdrozza megaza= (1,1, 1, 1)T vektorhoz tartozo
A =T+aa" € R matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

7.3.3. Feladat. Hogyan altalanosithaté a 7.3.2. Feladat eredménye tetszoleges n > 4-re?

7.3.4. Feladat. Legyen D=diag(\1, A2, ..., A, ) €R"*" tetszéleges valos diagonalis matrix, és
v € R" tetszéleges valos egységvektor: vlv = 1. Mutassa meg, hogy ekkor az
A = (I-2vw")D(I—2vv") matrix szimmetrikus, sajatértékei a Ay szamok, tovabba a A;-hoz
tartozo sajatvektora éppen az I — 2vv! matrix k-dik oszlopa.

7.3.5. Feladat. Hatarozza meg az

o

R ™
QR ™ R
"™ R
Q

o
\ « )
matrix sajatértékeit és sajatvektorait.

7.3.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az A” = A feltétel csak elegendd feltétele a sajatértékek
valossaganak, tovabba az allitas nem lenne igaz tetszéleges (komplex) A -ra, ha csak az AT =A
feltételt kovetelnénk meg.
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7.3.7. Feladat. A matrixok U"AU=R Schur-normélformajabol kiindulva mutassa meg, hogy
tetszOleges valds, szimmetrikus A matrix 0sszes sajatértéke valods.

7.3.8. Feladat. Mutassa meg, hogy ha az A és a B matrixok sajatértékei megegyeznek, to-
vabba mindkét matrix diagonalizalhatd, akkor hasonloak.

7.3.9. Feladat. Tudjuk, hogy tetszéleges U (felsO) triangularis matrix sajatértékei A; = u;;
alakban rogton felirhatok. Bizonyitsa be ennek altalanositasaként, hogy tetszdleges p(x) po-
linomot véve a V= p(U) matrixpolinom p; sajatértékei pontosan a u; = p(1;) szamok lesznek.

7.3.10. Feladat. A 7.3.9. Feladatot és a matrixok Schur-féle normalformajat felhasznalva
igazolja, hogy tetszéleges A matrix és tetszéleges p(x) polinom esetén a p(A) matrixpolinom
sajatértékei pontosan a p(1;) értékek.

7.3.11. Feladat. Az A € R™*" matrix Ay sajatértékének algebrai multiplicitasa my, ha A; a
pa (M) karakterisztikus polinom mg-szoros gyoke. A Ay geometriai multiplicitasa ng, ha a Ax-
hoz tartozo sajataltér dimenzidja ny, azaz legfeljebb nj linearisan fliggetlen Ax-hoz tartozo
sajatvektor adhatd meg.

Igazolja, hogy a fenti szdmokra mindig teljesiilnek az 1 < n; < m; < n egyenldtlenségek.

7.3.12. Feladat. Keressen példakat olyan A € R"*" matrixokra, amelyek esetében a 7.3.11.
Feladatban megadott egyenldtlenségekben valahol (esetleg tobb helyen is) egyenldség all.
Tud-e olyan (elegendd) feltételeket mondani A-ra, amelyekbdl valahol egyenldség kovetke-
zik?

7.3.13. Feladat. Igazolja a matrixok p(A) spektralsugarara vonatkozo ismert p(A) < [|A]|
egyenldtlenséghez kapcsolodo kovetkezo allitast.

Allitas. Ha p(A) < 1, akkor megadhaté olyan |.| matrixnorma, amelyben p(A) < ||A]| < 1.

7.3.14. Feladat. Igazolja, hogy barmely A € R"*" matrix ||.||5 és ||.||  Frobenius norméjara

1Al < Al < Vr Al

7.3.15. Feladat. Keressen példdkat olyan A matrixokra, melyekkel a 7.3.14. Feladat egyen-
16tlenségeiben valahol egyenldség teljesiil.
Igazolja a kdvetkezd allitast:

Allitas. Az lAll, = |All p egyenldség akkor és csak akkor teljesiil, ha A = ab” alakban meg-
adhato 1 rangu matrix.

7.3.16. Feladat. Milyen kondiciészamokra vonatkozoé becslést kap a 7.3.14. Feladat egyen-
16tlenségeibdl ?

7.3.17. Feladat. Bizonyitsa be a Gersgorin-tétel felhasznalasaval, hogy ha az A matrix szim-
metrikus, diagonalis dominans €s diagonalis elemei pozitivak, azaz a;; >0 minden 1< j <n-re,
akkor A pozitiv definit.
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7.3.18. Feladat. A sajatértékekre vonatkozo becslések segitségével vizsgalja meg, hogy az

(

1

11 1 1 €

2 4 8 16 2"
11 1 1 €

4 2 8 16 2"
11 1 1 1

_ 14 8 2 16 2"
A 11 1 1 1
4 8 16 2 2"
Do : : 1

2n

\l L1 0 1 1

4 8 16 A 2

matrixnak lehet-e sajatértéke A =0, A =1 vagy A = %

7.3.19. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszéleges B € R"*" matrixra az A € R?"*?",

(1 B
A= 1)

matrix pontosan akkor lesz pozitiv definit, ha p(B'B) < 1.

7.3.20. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az ortogonalis hasonldsagi transzformaciok megdrzik
mind a ||.||5, mind a ||.|| normara vonatkozd kondiciészamot, tehat ha Q, A € R**" és Q
ortogonélis, akkor cond(A) = cond(Q"AQ).

7.4. Sajatérték-szamitas numerikus modszerekkel

7.4.1. Feladat. Kozelitse az alabbi matrix sajatértékeit LR-transzformécioval:

—42 =70 92 92
19 31 —-38 =38

—65 —109 146 146
57 93 —126 —126

A:

7.4.2. Feladat. Kozelitse az alabbi matrix sajatértékeit LR-transzformécioval:

15 12 —18 12
-6 =3 1 5
12 12 —-15 12
12 12 -7 4

7.4.3. Feladat. Kozelitse az alabbi matrix sajatértékeit LR-transzformacioval:

26 32 46 —-25 22

128 162 218 —117 126
A=]|-153 —197 —-263 140 —152
—134 —-176 —-230 121 —138

=59 =77 —-101 54 —62
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7.4.4. Feladat. Mivel az LR-transzformaci6 a nemlétezé L;Ry trianguléris felbontds miatt
elakadhat a k-dik 1épésben, probalja meg helyette tetszdleges regularis A sajatértékeinek ko-
zelitésére a matrixok altalanositott triangularis felbontasat hasznalo kovetkez6 dltalanositott
LR-transzformaciot alkalmazni amely nem akadhat el.

Legyen A; = A, ¢és adott PxAg = LyR-ra Ags1 = R¢PiLy.

Probalja ki az A = <; g) matrixra az algoritmust.

7.4.5. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi A matrixra az LR-transzformacié nem konver-
gal, de a QR-transzformacio igen.

26 32 46 =25 22

128 162 218 —117 126
A=]|—-153 —-197 —-263 140 —152
—134 —-176 —-230 121 —138

=59 =77 =101 54 —62

7.4.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi A matrixra az LR-transzformacié nem konver-
gal, de a QR-transzformacio igen.

-2 0 0 3 0
11 -2 11 20 =22
A=]|11 0 9 20 =22
0 0 0 -8 O
o 0 0 3 =2

7.4.7. Feladat. Kozelitse az alabbi A matrix sajatértékeit. Alkalmazhato-e az LR-transzfor-
maci6? Mit eredményez a QR-transzformécid ?

0 3 -5
A=| 4 -2 2
-4 3 -1

7.4.8. Feladat. Ismert eredmény, hogy ha a QR transzformacié A; kiindulé martixa fels6
Hessenberg alaku, akkor az 0sszes tobbi Ay is felsé Hessenberg alaku lesz. A transzforma-
cio k-dik 1épése végrehajthato az Sgl, S’§2, ceey Slfl’n_l elemi forgatd matrixok segitségével,
melyek az Ay matrix f64tlo alatti elemeit nullazzak ki:

Ag+1 = Sﬁ,n—l T SI§2S]§1AI<(S]§1)T<SI§2)T T (Sﬁ,n—ﬁT-

Mutassa meg, hogy ezekkel a képletekkel O (n?) miivelettel , helyben” kiszamolhaté az A1
matrix.

7.4.9. Feladat. {rjon az LR transzformaciot megvalosito eljarast.
Az eljaras paraméterezése LRtransz (A, kMAX, eps) alaku legyen, ahol
LRtransz az eljaras neve,
A avizsgalando A matrix,
kMAX az iteracios lépések maximalis szama,
eps a hibabecslésre hasznalt konstans:

j,kirf?§>k |ajk| <eps.
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7.4.10. Feladat. Alkalmazza a 7.4.9. Feladat programjat a fejezetben szerepld A matrixok
sajatértekeinek kozelitésére.

7.4.11. Feladat. irjon az eltolisos QR transzformaciot megvalosité eljarast.
Az eljaras paraméterezése QRtranszS (A,kMAX, eps) alaku legyen, ahol
QRtranszS az eljaras neve,
A avizsgiland6 A matrix,
kMAX az iteracios lépések maximalis szama,
eps a hibabecslésre hasznalt konstans:

j,krfgj'§>k |ajk| <eps.

7.4.12. Feladat. Alkalmazza a 7.4.11. Feladat programjat a fejezetben szerepldé matrixok sa-
jatértékeinek kozelitésére.

7.4.13. Feladat. Kozelitse az alabbi szimmetrikus A matrixok sajatértékeit a Jacobi-forgatas
kiilonb6z6 (maximalis elemet nullazo, ciklikus, kiiszobszdmos) valtozataival. Hasonlitsa 6ssze
a kapott eredmények pontossagat. (Célszerli lebegdpontos értékekkel szamolni.)

—3 3 =3 0 0o 2 0 2 1 -1 -1 1
3 —4 -2 4

2 -1 2 -1 -1 0 -—-11

gf=3 =2 =3 =31. By o o o 9y 1 o 1

—3 -2 =3 =3 2 -1 =2 0 1 1 1 0

0 4 -3 =2

7.4.14. Feladat. Ha a sajatértékek (numerikus) meghatarozasakor sikeriil megkapnunk az A €
€ R™" matrix A sajatértékét €s egy hozza tartozo x; sajatvektort, akkor természetesnek tii-
nik, hogy csokkentsiik a feladat dimenzidjat, s a tovabbi sajatérték/sajatvektor parokat eggyel
kisebb dimenzios matrixokkal dolgozva hatdrozzuk meg. Ilyen matrixok a rangszamcsékken-
téseknek nevezett eljarasokkal allithatok eld. Vizsgalja a kovetkezd ortogonalis rangszam-
csokkentd modszert.

Foltéve, hogy ismert az A € R"*" matrix A1 € R, x; € R” valos sajatérték/sajatvektor parja,
legyen H az az elemi tiikr6z6 matrix, melyre Hx; = A1x;. Ortogonalis hasonlosagi transzfor-
maciéval képezze az A = HAH" matrixot.

T

0 B
alaku lesz; B sajatértékei Ao, A3 ..., A,, és a B matrix Ao-hoz tartozo y, sajatvektoranak is-
meretében konnyen megadhatd az A megfeleld xo sajatvektora.

Mutassa meg, hogy

7.4.15. Feladat. Ha az LR transzformaciot olyan specialis T tridiagonalis matrixszal kezdjiik
el, melynek a f6atld feletti mellékatlojaban mindeniitt 1 all, akkor a T; = L1R; felbontas
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alapjan a kovetkezd azonossag irhato fel

( rl(l) 1
l£1)r1(1) l( )4 é ) 1
T, - 0,0 0,0 -
1
\ l£1)1’"(1)1 lr(ll—)1+r’gl)/
1 /rl(l) 1 )
Vo RV
—LiR; = lél) r?(’l)
1
l(l_)1 1)\ rr(,l)/
Ekkor a T = R matrix elemei:
/l§1)+r£1) 1 \
0D Wam
T, - A0 D)
1
\ D )

Mutassa meg, hogy ha adottak a T ; tridiagonalis matrix fonti indexezésnek megfeleld elemei,

akkor az
( )+l( 7 _ r,E )H(JH)

r}gﬂ,}g D 2 40 4 4D

egyenldségekbdl egyszertien — az un. QD algorltmus vagy rombusz-szabaly segitségével —
kifejezhetok a T j+1 (szintén tridiagonalis) matrix elemei.

7.4.16. Feladat. Alkalmazzaa7.4.15. Feladat algoritmusat az alabbi matrixok sajatértékeinek
kozelitésére:

21000 21000 51 0 00
24100 13100 32100
043101, 044101, 04310
004 21 00221 002 21
0003 4 00033 000T171

7.5. Sajatértékek perturbacioja
7.5.1. Feladat. Ha X és A az A kizelitd sajatérték-sajatvektor parja, tehat AX — AX=r+0és

Ixll2 = 1, akkor milyen egyszerii (1 rangi) A matrixra lehet az A+ A perturbalt matrixnak
pontos sajatérték-sajatvektor parja X és A2
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7.5.2. Feladat. Hasonlitsa 8ssze az alabbi A(g) € R?*2, és az & = 0 esetben ad6d6 A(0) =1
egységmatrix sajatértékeit €s sajatvektorait. Mit tapasztal ?

A(e)=((1] i)

7.5.3. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi B(g) € R?*2 ¢és az £ =  esetben ad6dé B(0) matrix
sajatértekeit és sajatvektorait. Mit tapasztal ?

B(8)=((1) g)

7.5.4. Feladat. Vizsgalja meg az alabbi A(e) € R"*" és az ¢ =0 esetben adod6 A(0) matrix
sajatértékeinek kapcsolatat! (Igazolja, hogy pae)(4) =det(A(e) —AI) = (1—1)" +e.
Mit kap ebbdl példaul az n = 100, ¢ = 107100 esetben?)

(1 1 0 .- .- 0\
0 1 .
A@e)=] Y
0
0 : .11
Kg 0 - -~ 0 1)

7.5.5. Feladat. Vizsgalja a kovetkezd A(e) € R"*" matrix sajatértékeit és karakterisztikus
polinomjat ,.kis pozitiv" ¢ értékekre, illetve az ¢ = 0 esetben.
Igazolja, hogy pa(e)(A) =det(A(e) — A1) = (20—21)(19—1) - - - (1— 1) —20"%.

(20 20 0 - .- 0\
0 19 B :
A =| - °
: 0
0 w220
\8 0 --- --- 0 1)

7.5.6. Feladat. Vizsgalja a kovetkezd A, € R"*" matrix sajatértékeit és karakterisztikus po-
linomjat. Mutassa meg, hogy a nagy sajatértékek jol, a kicsik gyengén meghatarozottak.

n n—1 n—-2 2 1\
n—1 n—-1 n-2 --- 21
2

0 n—2 n-2 1
A, = . . .
: - 2 21
\ o0 .. ... 0 1 1)
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7.5.7. Feladat. Vizsgilja a kovetkezé A, € R?*? matrix sajatértékeit és sajatvektorait az
o, — 0 esetben.

2 .2
1+a, cos— —a,sin—
_ o o
An = 2" p)
—a,sin— 1—o, cos —
(077) (o77)

Milyen kapcsolatban vannak ezek a hatarérték-matrix sajatértékeivel €s sajatvektoraival ?
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8. fejezet

Kozelitések linearis terekben

8.1. Interpolacios kozelitések

8.1.1. Feladat. Mutassa meg, hogy a G véges dimenzids altérre vonatkozo altalanositott inter-
polécids feladatnak akkor és csak akkor létezik egyértelmii megoldasa tetszéleges x; € [a, b]
alappontok és tetszbleges, az [a, b] f616tt értelmezett f(x) fiiggvény esetén, ha G Haar-altér,
azaz tetsz6leges g(x) € G altalanositott polinomnak legfeljebb n —1 zérushelye van [a, b]-ben.

8.1.2. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges, paronként kiilonb6z0 «;, .. ., o, valds sza-
mok esetén G = span (e*1¥, e*2*, ..., ¢%*) Haar-altér a teljes (—oo, +00) szamegyenesen.

X xn—l

- 1 .
8.1.3. Feladat. Mutassa meg, hogy G = span (p(x) G p (x)) Haar-altér minden olyan

valos intervallumon, amelyben a p(x) € R[x] valds polinomnak nincsen gyodke.

8.1.4. Feladat. Mutassa meg, hogy ha a g(x) fiiggvény szigorian monoton |a, b|-n, akkor
G = span (1, g(x), (g(x)%, ..., (g(x))”_1> Haar-altér az [a, b] intervallumon.

8.1.5. Feladat. Mutassa meg, hogy tetsz6leges [a, b] intervallum és p(x) sulyfiiggvény esetén
a hozzéjuk tartozo ortogonalis polinomrendszer elsé n elemére
G =span (po(x), p1(x), p2(x), ..., pn—1(x)) Haar-altér az [a, b] intervallumon.

8.1.6. Feladat. Hatarozza meg az f(x)=x sinx fiiggvénynek a [—1,1] intervallumon folvett
xp=—1 +k%, k=0,1, ..., n alappontokhoz tartozé altalanositott interpolacios polinomjat a
G =span (Py(x), Pi(x), ..., Py(x)) Legendre-polinomok altal generalt altérben.

8.1.7. Feladat. Hatarozza meg az f(x) = xe* fiiggvénynek az (%, %, %, %,

tartozo altalanositott interpolacios polinomjat a [0,1] intervallumon a
G =span (1, e*, e, e3*, %) fiiggvények éltal generalt altérben.

1) alappontokhoz

8.1.8. Feladat. [rjon az altalanositott interpolaciét megvalositd (Maple) eljarast.
Az eljaras paraméterezése A1tInt (G, f, X) alaku legyen, ahol
AltInt azeljaras neve,
G az alteret generalo fiiggvények vektora,
f akozelitend6 f(x) fiiggvény,
X az alappontok vektora.
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8.1.9. Feladat. Hasznalja a 8.1.8. Feladat programjat a fejezet korabbi feladatainak megol-
dasara.

8.1.10. Feladat. Mutassa meg, hogy az

xi | Jfi
01]1/3
1 1
2 1
. . . . X Tory
adatokkal definialt racionalis interpolacios feladatnak nincs rq 1(x) = Box B alakl megol-

dasa. A szamlalo és a nevezd fokszamat megadd szampart, jelen esetben az (1,1)-et, a tovab-
biakban az interpolacios feladat tipusdnak hivjuk.

8.1.11. Feladat. Mutassa meg, hogy az el6z6 adatokat egy ujabb alapponttal kiegészitve:

xi | fi
01/3
1 1
2 1
3 |2/3

az (n, m) = (1,2) tipusu racionalis interpolacios feladat mar egyértelmiien megoldhato.

8.1.12. Feladat. Irja fel inverz differenciakkal az

xi| i
0 3
1 1
2 1
3 [3/2

értékek altal meghatarozott r2 1 (x) racionalis interpolacios polinomot.

8.1.13. Feladat. Mutassa meg, hogy az

xXi| fi
—-1] -1
0 2
1 1
2| 3

(n, m) = (1,2) tipusu racionalis interpolacios feladat nem oldhat6 meg.

8.1.14. Feladat. Oldja meg az eldz6 feladatokat a Maple CurveFitting csomagjanak
RationalInterpolation, illetve ThieleInterpolation eljarasaival.
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8.1.15. Feladat. A komplex fliggvénytan egyik alaptétele szerint a oo értékkel kiegészitett
C* komplex szamtesten értelmezett barmely r(x) = %Oﬁgl tortlinearis fliggvény vagy kol-
csondsen egyértelmii, vagy konstans.

Mi kovetkezik ebbdl az (1,1) tipust racionalis interpolacios feladatok megoldhatosagara vo-

natkozoan?

8.1.16. Feladat. Kozelitse az f ( )=tg(x) fuggvényt a [—, ] intervallumon ekvidisztansan

felvett (—, 7277, 77‘[, 0, grr, §7t, ) alappontokhoz tartozo r3 3(x) = f; 3(( )) alaku racionalis

interpolacios polinommal.
8.1.17. Feladat. Kézelitse az f(x) = x+sin(x?) fiiggvényt a [0,27] intervallumon ekvidisz-
tansan felvett (0, =7, én, gn, gn, 170 T, 17271) alappontokhoz tartozo ¢ (x) trigonometrikus in-

terpolacios polinommal.

8.2. Legjobb kozelitések linearis terekben

8.2.1. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges normalt linearis )V térben a haromszog egyenlot-
lenség két szokdsos formaja, miszerint barmely f, h € )V esetében

[f+h] < Il +[h{ illetve [[f—hl = [[If]l — |h]]
ekvivalens egymassal.

8.2.2. Feladat. A V linearis tér szigoruan normalt, ha tetszdleges, 0-t6l kiilonbozo f, h € V
elemekre a haromszog-egyenldtlenségben fonnalld

[f+hil = [[f]|+/h]]

egyenldségbol kovetkezik, hogy a két elem linedrisan fiiggd, vagyis af+h = 0 valamely 0 &
= € R-rel.

Igazolja, hogy a folytonos fiiggvények C[—1,1] tere az ” fx H = 0matx1 | fx | maximum-
<x<

vagy Csebisev-normaval nem szigoriian normalt.

8.2.3. Feladat. A V téren értelmezett ||.|| norma szigoruan konvex, ha a tér tetszéleges f#h

elemeire teljesiil
f+h

Ifll=1h]=1 = ‘ <1

Mutassa meg, hogy ha a V téren értelmezett ||.|| norma szigoruan konvex, akkor V tetszdle-
ges f elemének legfeljebb egy legjobb kozelitése 1étezhet a )V valamely véges dimenzids G
alterében.

8.2.4. Feladat. Megfordithato-e a 8.2.3. Feladat allitasa?

8.2.5. Feladat. Mutassa meg, hogy a szigortian konvex normanak a 8.2.3. Feladatban meg-
adott definicidja ekvivalens a kovetkezovel:

AV téren értelmezett ||.|| norma szigoruan konvex, ha a tér tetszéleges f = h elemeire és
tetszoleges « € [0,1]-re teljesiil

Ifl=lhl=1 = [ef+(1—a)h| <.
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8.2.6. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges ) normalt linedris tér akkor és csak akkor
szigoruan normalt, ha a ||.|| norma szigortian konvex norma.

8.3. Négyzetesen legjobb kozelitések linearis terekben

8.3.1. Feladat. Mutassa meg, hogy a C[a, b téraz ( f(x), g(x)) :fab f(x)g(x) dx belsé szor-
zatra nézve nem teljes.

8.3.2. Feladat. Bizonyitsa be a paralelogramma oldalainak és 4tldinak négyzetdsszegérol szo-
16 ismert Osszefiiggés kovetkezo altalanositasat.

Allitas. A V normdlt vektortér akkor és csak akkor linedris belsészorzat-tér, ha tetszéleges £

és h elemeire az
If+h)2+[f—h|? =2(|f]*+|h|?)

egyenloség teljestil.

8.3.3. Feladat. Igazolja, hogy a V =R" linedris tér az [|x|| , = J/ Z’;’=1 ‘xj P p > 1 normaval
akkor és csak akkor linearis bels6szorzat-tér, ha p = 2.

8.3.4. Feladat. Bizonyitsa be a linedris belsdszorzat-terekben érvényes Beppo Levi egyen-
16tlenséget, mely szerint tetszéleges G C V altérre, tetszéleges g, g, € G és tetszéleges x €V,
x ¢ G elemekre a d = infgeg [|x — g|| jeldléssel

o -] = Ix—a | — a2+ |x— g — 2.

Az egyenlétlenségnek azt a specidlis esetét igazolja geometriai eszkozokkel, amikor V = R3,
G = span(g;, g,) kétdimenzios altér, a norma pedig a szokasos ||. ||, euklideszi norma.

8.3.5. Feladat. Igazolja, hogy ha g, g,, ..., g, aV linearis bels6szorzat-tér G alterének tet-
szOleges bazisa, akkor akkor a megfelelé G Gram matrix pozitiv definit.

8.3.6. Feladat. Hatarozza meg az |a, b] intervallumon folytonos f (x) fiiggvényt négyzetesen
legjobban kozelitd 0-ad foku (konstans) polinomot a p(x) = 1 sulyfiiggvényre vonatkozdan.

8.3.7. Feladat. Hatarozza meg az f(x)=e* fliggvényt négyzetesen legjobban kozelitd leg-
feljebb masodfoku polinomot a [—1, +1] intervallumon. (Tehat [a, b] = [—-1, +1], p(x) =1 és
G =span(1, x, x?).

8.4. Ortogonalis polinomrendszerek

8.4.1. Feladat. Tekintse a [—1,1] intervallumon azt az &sszes p(x) polinom altal alkotott
line4ris belsdszorzat-teret, amelyet a p(x) = x? stlyfiiggvénnyel definialt

1
(p, 8 =/_ p(x)q(x)x?dx

1

belsd szorzat hatdroz meg. Milyen B értékre lesznek a p(x)=Bx2+1 ésaq(x)=x+1 polinomok
ortogonalisak ?
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8.4.2. Feladat. Hatarozza meg adott [a, b] intervallum és p(x) sulyfiiggvény esetén az n-dik
ortogonalis polinom felirdsdhoz sziikséges belsdszorzat-kiértekelések szamat
a) a Gram-Schmidt féle ortogonalizacios képletek alapjan: pg(x) =1, tetsz6leges n > 0-ra
pedig
Pa(x) =x"+agpo(x)tarpi(x)+- - ap1pn-1(x)

alaku, ahol
i p.
=P g,
{pi> pi)
b) a Lancos-féle rekurzi6 hasznalataval: pg(x) =1, p1(x) =x — B, tetszéleges n > 1-re
pedig

Pu+1(x) = (x = Bu) pn(x) — Vn2pn—1(x>’

ahol a konstansokat a

8, = &P ) .
(Pns Pn)
ésa : )
) ) Pns Pn
yi =0, y’=—————— ha n>1
! " (pn—l» pn—1>
képletek definialjak.

8.4.3. Feladat. Ismert eredmény, hogy az ortogonalis polinomrendszerek minden tagjdnak
minden gyoke valds, egyszeres, tovabba a nyitott (a, b) intervallumba esik. Tovabba pp+1(x)
gyokei szétvalasztjak p,(x) gyokeit barmely n > 1-re.

A fontieket az intervallumfelezéssel kombindlva készitsen olyan rekurziv eljarast, amellyel
adott & pontossaggal meghatarozhat6 p, (x) dsszes gyoke.

Probalja is ki a mddszert az ismertebb ortogonalis polinomrendszerek elemeire, példdul a
Legendre- vagy a Csebisev-polinomokra.

8.4.4. Feladat. Milyen kapcsolat van a 8.4.2. Feladatban a Lancos-féle rekurzidoval megadott
pk(x) ortogonalis polinomok és a

(B =7 0 o 00
-y B2 —-y3 O .- 0
T, = 0 Y3 B3 —wm
0 E i 0
S S,
\ 0 0 - 0 -n B/

tridiagonalis matrixok kozott? Mire hasznalhat6 ez a kapcsolat?
8.4.5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a p(x) sulyfiiggvény %-re nézve paros fliggvény

(példaul [a, b] = [—1,1] és p(—x) = p(x)), akkor az Gsszes pox(x) ortogonalis polinom is
paros, az 0sszes pox+1(x) ortogonalis polinom pedig paratlan fliggvény %-re nézve.
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8.4.6. Feladat. Irjon olyan (Maple) eljarast, amely adott [a, b] intervallum és p(x) stlyfiigg-
vény esetén a Gram-Schmidt féle ortogonalizacids képletek segitségével kiszamolja a meg-
adott intervallumhoz és stulyfliggvényhez tartozo ortogonalis polinomrendszer els6 n elemét.
Az eljaras paraméterezése OrtoPoliG(a,b,rho,n) alaku legyen, ahol

OrtoPoliG az eljarés neve,

a az intervallum bal végpontja,
b az intervallum jobb végpontja,

rho a sulyfiiggvényt megado Maple kifejezés,
n a meghatdrozando polinomok szdma.

8.4.7. Feladat. Irjon olyan (Maple) eljarast, amely adott [a, b] intervallum és p(x) stlyfiigg-
vény esetén a Lancos-féle rekurzios képletek segitségével kiszamolja az adott intervallumhoz
¢s sulyfliggvényhez tartoz6 ortogonalis polinomrendszer els6 n elemét.
Az eljaras paraméterezése OrtoPolil (a,b,rho,n) alaku legyen, ahol

OrtoPolil. az eljaras neve,

a az intervallum bal végpontja,
b az intervallum jobb végpontja,

rho a sulyfiiggvényt megado Maple kifejezés,
n a meghatdrozando polinomok szdma.

8.4.8. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a T, (x) els6faji Csebisev-polinomokra teljesiilnek a ko-
vetkez6 azonossagok :

a) Ton(x)=2(T,(x))*—1,

b) Topin(x)+ Ty (x) = 2T (x) T, (x),

c) 1 (x) =2Tn_1(x)+Tr:—2(x)’
n o
d) ng’(lx) =2 (Top_1(x)+Ton_3(x)+---+1).

8.4.9. Feladat. Adott [a, b| intervallum és p(x) stlyfiiggvény esetén tetszéleges f(x) €
€ Cla, b] fuggvényre tekintsik f(x) azon P;(x), P2(x), ... Lagrange-polinomjainak soro-
zatat, melyben a P,(x) Lagrange-polinom alappontjai az adott intervallumhoz ¢és stlyfligg-
vényhez tartozo6 ortogonalis polinomrendszer n-dik elemének gyokei. Mutassa meg, hogy

b
lim || f(x)=Pa(x)|*= lim | (f(x)=Pu(x))? p(x)dx =0,

n—oo n—oo a
vagyis ezek az interpolacids polinomok az adott normaban konvergalnak f(x)-hez.

8.4.10. Feladat. Bizonyitsa be a p, (x) n-dik ortogonalis polinom x1, x3, . . ., x, zérushelye-
ihez tartozo L;(x) Lagrange-féle bazispolinomokra vonatkozo alabbi azonossagokat:

a) Hai#j,akkor(L;, L;)=0, tehataz n darab n—1-ed foka L; (x) bazispolinom paronként
ortogonalis;
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b) x; = % alakban is folirhato.
8.4.11. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges [a, b] intervallum és p(x) sulyfiiggvény ese-
tén az ezekhez tartozo ortogonalis polinomrendszer polinomjainak gydkei mindeniitt stiriin
helyezkednek el [a, b]-ben. A bizonyitashoz hasznalja fel azt az ismert tételt (v.6. 10.4.4. Fel-
adat), hogy a Gauss kvadrattrak sorozata tetszéleges f(x) € Cla, b] figgvényre konvergens.

8.4.12. Feladat. Hatirozza meg az f(x)=sinx, cosx, * fiiggvények f(x)~Y _qaxPr(x)
alak, Legendre-polinomok szerinti sorfejtését a [—1,1] intervallumon az n = 1,2,3,4,5 ér-
tékekre. Hasonlitsa 0ssze a kapott kozelitések pontossagat a megfeleld fokszamu, 0 koriili
Taylor-polinomokéval.

8.4.13. Feladat. Hatarozza meg az f(x)=sgnx fuggvény f(x)~ > ;_, ok Pr(x) alaki, Le-
gendre-polinomok szerinti sorfejtését a [—1,1] intervallumon az n =1,2,3,4,5 értékekre. Ab-
razolja grafikusan a kapott kozelitéseket. Mit tapasztal ?

8.4.14. Feladat. Hatarozza meg az f (x)=sgnx fliiggvény f(x)~ ;_, i T (x) alaki, Csebi-
sev-polinomok szerinti sorfejtését a [—1,1] intervallumon az n=1,2,3,4,5 értékekre. Abrézolja
grafikusan a kapott kozelitéseket. Hasonlitsa 0ssze a kapott eredményeket a 8.4.13. Feladaté-
val. Mit tapasztal ?

8.4.15. Feladat. Kozelitse az f(x)=+/1—x? fiiggvényt a [—1,1] intervallumban a Csebisev-
polinomok szerinti sorfejtését felhasznalva 0.001 pontossadggal. Hany tagot kell ehhez a pon-
tossaghoz figyelembe venni a sorfejtésbol?

8.4.16. Feladat. Hatdrozza meg az f(x)=sinx, cosx, ¢* figgvények f(x)~ ;_;ouTi(x)
alak, Csebisev-polinomok szerinti sorfejtését a [—1,1] intervallumon az n = 1,2,3,4,5 ér-
tékekre. Hasonlitsa 0ssze a kapott kozelitések pontossagat a megfeleld fokszamu, 0 koriili
Taylor-polinomokéval.

8.4.17. Feladat. Vizsgaljaat(x)=) ! (I:!(O)xk Taylor-polinomokat az f(x)=sin x, cos x,
e fiiggvények esetében az n=1,2,3,4,5 értékekre a [—1,1] intervallumon. Milyen 7 (x) poli-
nomok adddnak ezekbél, haaz 1, x, x2, ..., x" hatvanyokat a Legendre-polinomokkal fejezi
ki, vagyis 7 (x) =Y _;_o Br Px(x) alakra hozza?

Milyen elényei/hatranyai lehetnek ennek az atalakitott polinomnak az eredetihez képest?

8.4.18. Feladat. Vizsgaljaaf;(x)=> i (]:!(O)xk Taylor-polinomokat az f (x)=sinx, cos x,
e* fliggvények esetében az n = 1,2,3,4,5 értékekre a [—1,1] intervallumon. Milyen #(x) po-
linomokat adédnak ezekbdl, ha az 1, x, x2, ..., x" hatvanyokat a Csebisev-polinomokkal fe-
jezi ki, tehat 7 (x) = >} v Tk (x) alakra hozza?

Milyen elényei/hatranyai lehetnek ennek az 4talakitott polinomnak az eredetihez képest?

8.4.19. Feladat. Hogyan hatarozhato meg O(n) aritmetikai miivelettel az f(x) fliggvény

f(x) =~ ¢(x) =>4y pk(x) ortogonalis polinomok szerinti szerinti sorfejtésének ¢ (xo)
helyettesitési érteke adott xo € R-re?
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8.5. Egyenletes kozelitések

8.5.1. Feladat. Mi lesz az f(x) € Cla, b| folytonos fiiggvényt az [a, b] intervallumon egyen-
letesen legjobban kozelit6 konstans fliggvény ?

8.5.2. Feladat. Hatarozza meg az f(x) = x3 fiiggvényt a [0,1] intervallumon egyenletesen
legjobban kozelité p(x) n-ed fokt polinomot n = 0,1,2 esetén.
Csebisev tételébdl induljon ki: keressen n +2 elemii optimalis alternalé pontsorozatot.

8.5.3. Feladat. Hatirozza meg az f(x)=sin4x fiiggvényt a [0,27] intervallumon egyenlete-
sen legjobban kozelitd k-ad foku polinomokat a k = 1,2,3,4 értékekre.

8.5.4. Feladat. Hatérozza meg az fi (x)=x" sin x* fiiggvényeket a [0, 1] intervallumon egyen-

letesen legjobban kozelitd p5 . (x) masodfoku polinomokat a k =1, ..., 10 értékekre. (Fel-
hasznalhatja példaul a Maple numapprox csomagjat.) Mit tapasztal ?

8.5.5. Feladat. Mennyiben véltozik a helyzet a 8.5.4. Feladathoz képest, ha az fi (x)=x* sin x¥
fiiggvényt a [0,1] intervallumon az egyenletesen legjobban kozelit6 k-ad foka polinomjaval
kozeliti?

8.5.6. Feladat. Mutassa meg, hogy ha az f(x) figgvény az [a, b] intervallumon kétszer foly-
tonosan differencialhato és masodik derivaltja jeltart6 [a, b]-n, akkor az f (x)-et egyenletesen
legjobban kozelitd pj(x) elséfoki polinom megszerkeszthetd ugy, hogy vessziik f(x)-nek
az a és b pontokhoz tartozd P;(x) els6fokti Lagrange-polinomjat, majd f(x)-nek a P;(x)
egyenesével parhuzamos (egyetlen, jol definialt) 77 (x) érintdjét, és a két egyenes tavolsagat
megfelezve felrajzoljuk a (mindkettdjiikkel parhuzamos) py(x) egyenest.

A szerkesztés végrehajtasahoz természetesen sziikség van egy f’(x)=m alaku, altalaban nem-
linearis egyenlet megoldasara - ez torténhet valamely kozelité modszerrel, vagy segitségiil
hivhatja a Maple-t.

8.5.7. Feladat. Hajtsa végre a 8.5.6. Feladatban leirt szerkesztést megfeleld [a, b] intervallu-
mot valasztva az ismert elemi fiiggvényekre: sin x, Inx, 4/x, stb.
Készitsen grafikonokat is, s ennek alapjan probalja megitélni a kapott kozelitéseket.

8.5.8. Feladat. Hatarozza meg az f(x)=In(x+1) fiiggvényt a [_71, %] intervallumon egyen-
letesen legjobban kozelité pj(x) elséfokd polinomot.

8.5.9. Feladat. Bizonyitsa be a legjobb kozelitések unicitasara vonatkozo kovetkezo allitast.

Allitas. H a G C Cla, b] altér Haar-altér, akkor tetszéleges f(x) € Cla, b] fiiggvénynek leg-
feljebb egy p*(x) legjobb kozelitése lehet G-ben.

8.5.10. Feladat. Bizonyitsa be a kovetkezo allitast.

Allitas. Ha f (x) pdros (pdratlan) fiiggvény a |[—a, a] intervallumon, akkor az f(x)-et egyen-
letesen legjobban kozelité k-ad foku py(x) polinom szintén pdros (pdratlan) fiiggvény ezen
az intervallumon.

© Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE © www. tankonyvtar.hu



www.tankonyvtar.hu

62 FELADATOK

= cos x fliggvényt

8.5.11. Feladat. A 8.5.10. Feladatot felhasznalva hatarozza meg az f(x
[ ] intervallumon.

)=
egyenletesen legjobban kozelitd harmadfokd polinomot az [a, b] = [—F, 5

8.5.12. Feladat. Hatarozza meg az f(x) = e’ fiiggvényt egyenletesen legjobban kdzelitd
harmadfoku polinomot a [—1,1] intervallumon. Hasznalja fol, hogy f(x) paros figgvény!

8.5.13. Feladat. Bizonyitsa be a kdvetkezd allitast.

Allitas. Legyen f(x) folytonos [a, b]-n. Ekkor tetszéleges n > 1-re az [a, b]-ben tetszélegesen
felvett n+1 darab alapponthoz tartozé P, (x) Lagrange-polinom hibdjdara

max ‘f (X)‘ < (I+L,)E,(f)

x€la,b]

teljesiil, ahol

= Li(
b= oy O
az un. Lebesgue-konstanst, E,( f )=min( ” f(x) H | deg(p)<n) pedig f (x) legfoljebb
n-ed foku polinommal valo legjobb ko"zelitésének hzba]at jeloli.

8.5.14. Feladat. Milyen korlat vezethetd le a 8.5.13.Feladat allitasabol a [—1, 1] intervallu-
mon felvett 10 Csebisev alapponthoz tartozo Lagrange-polinom hibajara?

8.5.15. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges [a, b] intervallum, p(x) sulyfuggvény és n > 0

esetében az f(x) € Cla, b] figgvényt négyzetesen legjobban kozelitd g*, (x) n-ed fokd po-

linom 82 = fab | f(x)—q; ()c)|2 p(x)dx négyzetes hibajara, illetve az egyenletesen legjob-

ban kozelitd p*,(x) n-ed foka polinom E,(f) =maxyclsp | f(x)— pji(x)| hibajara a 82 <
)? fab p(x) dx egyenldtlenség teljesiil.

8.5.16. Feladat. Milyen korlatok adodnak a 8.5.15. Feladat egyenl6tlenségébdl az ismert or-
togonalis polinomrendszerekre ?

8.5.17. Feladat. Igazolja, hogy tetszéleges [a, b] intervallum és f(x) € C"[a, b] esetén az
f(x)-et egyenletesen legjobban kozelitd p*_,(x) n —1-ed foka polinom
E,—1(f)= Max, e[q, ] ‘f(x) — p;f_l(x)| hib4jara teljesiil az

" min £ )] < B () < o max [ 0]

20=1n yela.b] = 271! xela.b]
egyenldtlenség.

8.5.18. Feladat. Milyen korlatok adodnak a 8.5.17. Feladat egyenl6tlenségébdl az f(x) =e*
figgvényre?
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9. fejezet

Egyenletrendszerek megoldasa iteracios
modszerekkel

9.1. Relaxacios és egyéb modszerek linearis egyenletrendsze-
rekre

9.1.1. Feladat. Az Ax =b, A € R"*" b € R" nem-szingularis egyliitthat6-matrixt linearis
egyenletrendszer ekvivalens atalakitasokkal az x = (I— A)x+b alakra hozhato.

Mutassa meg a Banach-féle fixponttétel felhasznéalasaval, hogy ha ||[I—A|,, < 1, akkor az
xp+1 = (I — A)xg +b iteracios képlettel szamolt x; kozelitések az eredeti egyenletrendszer
(egyetlen, 1étezd) x* megoldasahoz konvergalnak tetszéleges xo € R” kezddvektor esetén.

9.1.2. Feladat. Tekintse az Ax=b, AcR"*" beR" pozitiv definit egyiitthato-matrixu linedris
egyenletrendszer x=(I— %A) X+%b alakt ekvivalens atalakitasat, ahol az o konstansra p(A) <
< « teljesiil.

Igazolja, hogy az x+1 = (I — %A) Xy + %b atalakitott egyenletrendszerre alkalmazott iteracios
modszer globalisan konvergens.

9.1.3. Feladat. Ha az Ax=Db linearis egyenletrendszert eliminacios modszerekkel, példaul az
LR triangularis felbontassal oldottuk meg, akkor LR~ A, tehat A1=RIL! f5ltételezhetben
az A~ inverz jo kozelitése. Erre timaszkodva az eliminacio eredményét xq kezdévektornak
tekintve a kovetkez6é vektorok kiszamitasaval végzett utditerdacio alkalmazhatd a megoldas
pontossaganak javitasara.

a) ry meghatdrozasa: ry=b—Axy,

b) z; meghatarozasa: Lz; =ry,

c) u; meghatarozasa: Ruy =z,

d) Xj+1 meghatarozasa: Xji+1 = Xi+ug.

Mennyi a fonti algoritmus miveletigénye, és milyen elegendd foltétel adhatéd az x; vektorok
konvergenciajara?
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9.1.4. Feladat. Az el6z6 feladatok altalanositasaként vizsgalja az Ax =b egyenletrendszerre
alkalmazott
xi+1 = (I—CA)x; +Cb

alaku iteraciot valamely rogzitett C € R"*" matrixszal. Milyen specidlis eseteirdl volt sz6 az
el6z0 feladatokban?

9.1.5. Feladat. Ha az x=Bx+c egyenletrendszerre alkalmazott x;+; = Bx; +¢ iteracio lassan,
vagy egyaltalan nem konvergal, a helyzet néha javithato a kapott x; kozelitésekbdl szamitott
,atlagolt, javitott” értékekkel. Valasszon alkalmas T € R extrapoldcios paramétert és tekintse
az

Xp+1 = T(Bxg+¢)+(1—1)x4

képlettel definidlt extrapolalt iterdcios modszert. 1gazolja, hogy ha a B matrix sajatértékeire
teljesiil
—00 <A <A< S Ay <1,

2

*:—
akkorart T GoAT)

T érték.

értékre az extrapolalt modszer konvergens lesz, s6t ez lesz az optimalis

9.1.6. Feladat. Mit eredményez az extrapolacid a Jacobi iteracio esetében ?

9.1.7. Feladat. Az x=Bx+c alakbol kiindulva levezethet6 a B matrix B=B;+By folbontasan
alapuld xg+1 = B1Xg+1 +Boxy +¢ iteracios képlet.
Milyen elégséges feltétel adhato ennek globalis konvergencidjara?

9.1.8. Feladat. Hogyan alkalmazhat6 a 9.1.7. Feladat a Gauss-Seidel iteraciora?

9.1.9. Feladat. Mutassa meg, hogy az

10 1 1 1
~l10 10 1 1
A= 10 10 10 1
10 10 10 10

egylitthaté matrix nem gyengén diagonalis dominans, de a Gauss-Seidel iteracio konvergens.

9.1.10. Feladat. Igazolja, hogy ha az erdsen regularis egyiitthatd matrixa Ax = b linearis
egyenletrendszerre a Jacobi-iteraci6 konvergal, akkor alulrelaxalas esetén (azaz 0 < w < 1-re)
a Jacobi-féle relaxéacios modszer, mas néven a JOR-iteracio (lasd [ 13, 14]) is konvergalni fog.

9.1.11. Feladat. Ismert allitas, hogy ha az Ax =b egyenletrendszer egyiitthatomatrixa gyen-
gén diagonalis dominans és irreducibilis, akkor mind a Jacobi-, mind a Gauss-Seidel iteracio
konvergens. A kovetkezd példa azt mutatja, hogy nem lehet , kicsit” gyengiteni a feltételeken.
Mutassa meg, hogy az
2 0 -1 -1
0o 2 -1 -1
-1 -1 2 0
-1 -1 0 2

egylitthatomatrixra mar nem teljesiil a konvergencia.

A:
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9.1.12. Feladat. Hatarozza meg, hogy milyen w értékekre konvergal az Ax=b egyenletrend-
szerre alkalmazott JOR-iteracid , ha

4 -1 0 1
A=|-1 4 -1 ¢s b=|2
0 -1 4 1

9.1.13. Feladat. Vizsgalja a 4 iteracios modszer: Jacobi, Gauss-Seidel, JOR és SOR (mas
néven szukcessziv tulrelaxalas, lasd [13, 14]) konvergenciajat az Ax = b egyenletrendszerre,
hab=(1,1,...,1)T és

a) elméleti eszkdzokkel (az ismert konvergenciatételek folhasznéalasaval),
b) gyakorlati szamitasi kisérletekkel.

9.1.14. Feladat. Az « paraméter mely értékeire lesz az Ax=Db egyenletrendszerre alkalmazott
SOR-iteracio konvergens, ha az egylitthatd matrix

A:

QR QR +~
QR R
— Q R

alaka?

9.1.15. Feladat. Vizsgalja a négy iteraciés modszer konvergencidjat az o valds paraméter
kiilonbozo értekeire az

2 1 «

A=|1 2 «

o0 o 2

egytitthatd matrixt linedris egyenletrendszerekre.

9.1.16. Feladat. irjon olyan (Maple) eljarast, amely adott A egyiitthatd matrixa és b jobb
oldalu linearis egyenletrendszer megoldasat a JOR-iteracioval kozeliti.
Az eljaras paraméterezése LinJOR(A, b, x0, omega, kMAX, eps) alaku legyen, ahol
LinJOR az eljaras neve,
A az A egylitthaté matrix
b a b jobb oldali konstans vektor,
x0 az iteraciod xg kezdovektora,
omega az w relaxdcids paraméter
kMAX  aziteracids lépések maximalis szdma,
eps a k-dik kozelités maximalis megengedett hibaja:
IIb—Axy| < eps.
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9.1.17. Feladat. Kozelitse a 9.1.16. Feladatban megadott programmal a fejezet korabbi fel-
adataiban szerepld linedris egyenletrendszerek megoldasait.

9.1.18. Feladat. Irjon olyan (Maple) eljarast, amely adott A egyiitthaté matrixa és b jobbol-

dalu linearis egyenletrendszer megoldasat az SOR-iteracioval kozeliti.

Az eljaras paraméterezése LinSOR(A, b, x0, omega, kMAX, eps) alaku legyen, ahol
LinSOR az eljaras neve,

A az A egyiitthatd matrix,
b a b jobboldali konstans vektor,
x0 az iteraciod xg kezdévektora,

omega az w relaxacids paraméter
kMAX  az iteracios lépések maximalis szdma,
eps a k-dik kozelités maximalis megengedett hibaja:
|Ib—Axy| < eps.

9.1.19. Feladat. Kozelitse a 9.1.18. Feladatban megadott programmal a fejezet korabbi fel-
adataiban szerepl6 linearis egyenletrendszerek megoldasait.

9.2. Fixpontiteracio

9.2.1. Feladat. Vizsgalja a kovetkezd egyenletrendszerek megoldhatosagat, a megoldasok
szamat az «, B valds paraméterek kiilonbozo értékeire.

a) sinx;—xo=0 b) x{—xo+a=0 c)%xl sin (%nxl) —x3=0
axy—x2+pB=0, —x1+x§—a=0, —x1+x%+120.
9.2.2. Feladat. Mutassa meg, hogy a
G %e—(ﬁﬂ%)
R TR

fiiggvény kontrakcié a D = {(x1, x2)|0 < x1, x2 < 1} halmazon. Hatérozza meg G fixpontjat
D-ben fixpontiteracioval az (% 6%)T kezdoértékkel elindulva.
9.2.3. Feladat. Vizsgalja a kontrakcios tulajdonsag teljesiilését a

1 1+ Sil’l)C]_ +x2
= — 4
Glx1, x2) 2 ( 1+sin xo+x7 )

fiiggvény esetén a ||.|| o, €s a ||.||o normakra vonatkozdan. Hatarozza meg G fixpontjat az xg =
= (0, 0)T kezdoértékkel elindulva.

9.2.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha az

x1 = Gi(x1,x2),
x3 = Ga(xg,x2)
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egyenletrendszerre az x* megoldas valamely D kornyezetében

0G1
+
0x1

0Go
0x1

0G1
_l’_
0x9

0Go
9x9

<1 és <1

teljesiil, akkor a fixpontiteracio tetszéleges xg € D kezddértéket véve konvergal az x* € D
(D-ben egyetlen) megoldashoz.

9.2.5. Feladat. Kozelitse fixpontiteracioval a kovetkezd egyenletrendszernek az egységnégy-
zetbe es6 megoldasat:

3 3
xy+x 1
6 2
3 3
Xy —x 1
X9 = L 2 4+_,
6 3

9.2.6. Feladat. Kozelitse fixpontiteracioval a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat:
~sin ( - ( )
=—sin| =(x; — ,
X1 5 5 X1 — X9
1 1 (x1+x2)
=—cos| - .
X2 5 5 X1TX2

Legyen xg = (—0.15, 0.5)T.
9.2.7. Feladat. Kozelitse fixpontiteracidval a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat:

sinx; —xo = 1.5,

cosxo—x1=-—0.5.
Legyen xo = (1.4, —0.5)".

9.2.8. Feladat. Kozelitse fixpontiteracioval a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat:

. X2
sin xyxg — o —x1=0,
T

1 exo
1—— ) (¥ —e)+ =2 —2ex1 =0.
( 4n)(e )+ <2 e,

Legyen xo = (0.4, 3)".

9.2.9. Feladat. Kozelitse fixpontiteracidval a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat. Grafi-
kus abrazolassal keressen kozelitd értékeket a megoldas(ok)ra.

24 .2 -
x]+x5—2x1=0,

x12—xQ—§=O.
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9.2.10. Feladat. Kozelitse fixpontiteracioval a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat. A
kezd6vektor legyen xg = (2, 2, 2)T.

: : : 1
X1 =SImMxp SN x9 SIn X3 — 5,

1

X9 = — ,/x12+x§+x§,
4
1

X3 = 3 (x%+x§) .

9.2.11. Feladat. Probélja meg megoldani az el6z6 egyenletrendszereket a Maple beépitett
solve vagy fsolve eljarasaval is. Ahol lehetséges, el6szor grafikus abrazolassal hatdrozza
meg a gyokok kozelitd értékét.

9.2.12. Feladat. irjon a fixpontiteraciot megvaldsitd (Maple) eljarast.
Az eljaras paraméterezése Fixpont (G,x0,kMAX, eps) alaku legyen, ahol
Fixpont az eljarés neve,
G amegoldandd x = G(x) egyenletrendszer
jobb oldali fiiggvényeibdl allo vektor,
x0 az xq kezdeti kozelités vektora,
kMAX az iteracids lépések maximalis szdma,
eps a k-dik kozelités maximalis megengedett hibgja.

9.2.13. Feladat. Probalja meg megoldani az el6z6 egyenletrendszereket a 9.2.12. Feladatban
elkészitett Fixpont eljardssal. Hasonlitsa 0ssze a kapott eredményeket a kézi szdmolas, vagy
a Maple eredményeivel.

9.2.14. Feladat. Igazolja, hogy ha G(x) kontrakcio az x = G(x) egyenletrendszer x* meg-
oldasanak valamely kornyezetében, akkor az x;+1 = G(x¢) fixpont-iteracié rendje legalabb
1.

9.2.15. Feladat. Igazolja, hogy ha 1 < p < r és az xz+1 = G(X¢) iteracio rendje legalabb r,
akkor az iteracio rendje legaladbb p. (Az iteracio rendje legalabb p, ha létezik olyan o valos
konstans, hogy ||x* —Xg+1]| < o [|x* —x¢||¥) barmely k-ra.)

9.2.16. Feladat. Milyen egyszerti(bb), a gyakorlatban konnyebben alkalmazhat6 elegendd
feltétel vezethetd le Ostrowski alabbi tételébol ?

Allitas. Ha az x = G(x) egyenletrendszer xX* megolddasandl G(X) differencidlhaté és G'(x*)
Jacobi matrixdra p(G'(x*)) < 1, akkor az xx+1 = G(xx) fixpont-iterdcié lokdlisan konvergdl
x*-hoz.

9.2.17. Feladat. Alkalmazza a 9.2.16. Feladat eredményeit az el6z6 egyenletrendszerek ese-
tében a fixpont-iteracio lokalis konvergencidjanak vizsgalatara.

9.2.18. Feladat. Igazolja, hogy ha megadhat6 olyan x* € R" vektor és {o} valds szamso-
rozat, hogy limy_, oo oy =, 0 < o < 1, és a fixpontiteracioval szamitott x; vektorsorozatra

[IXk+1 —X*|| < ot X —x*|, akkor limy_, oo X = X*.
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9.2.19. Feladat. Bizonyitsa be, hogy tetszdleges nem-szingularis A matrix esetében az
Xir1 = X+ Xy (T—AXy)
képlettel definialt X; matrixsorozat konvergal az A~! inverz matrixhoz, ha ||[I—AXq|| < 1.

9.2.20. Feladat. Néha az x;+1 = G(x) fixpontiteracio konvergencidja az xz+1 = (1 —w)xg +
+wG(xy ) nemlinearis relaxacioval javithato.

Vizsgalja ennek lokalis konvergencidjat a 9.2.16. feladatban emlitett Ostrowski-tétel segitsé-
gével.

9.2.21. Feladat. Az F(x) =0 nemlinearis egyenletrendszer megoldasat kozelitse a regularis
szétvagasok altalanositasanak tekinthetd, Picard-iteracionak is nevezett modszerrel. Legyen
F(x) =0 <= Rx—S(x) =0, ahol R € R"*" alkalmas nemszingularis matrix, s ennek alapjan
Xi+1 = R_IS(Xk>.

Vizsgalja a sorozat lokalis konvergenciajat a 9.2.16. feladatban emlitett Ostrowski-tétel segit-
ségével.

9.3. A Newton-modszer altalanositasai

9.3.1. Feladat. Kozelitse a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat a Newton-modszer vala-
melyik véltozataval:
2x1+ xo+ +4 =0

2x1+3x2 =0
3xo+x0x3+2 =0

9.3.2. Feladat. Hatarozza meg a tobbvaltozos Newton-maddszerrel a kovetkezd egyenletrend-
szer megoldasat (megoldasait) az o paraméter 1 €s 4 kozotti értékei esetén:

3 2 _
ax]—x5—1=0

xlxg—x2—4=0

9.3.3. Feladat. Hatarozza meg a tobbvaltozos Newton-maddszerrel a kovetkezd egyenletrend-
szer megoldasat (megoldésait):

sin(x; —x2) —x1x2+1=0
x% —x5—==0
Probalkozzon az egyszertsitett Newton-modszerrel is. Konvergal-e ennél a rendszernél ?

9.3.4. Feladat. Hatdrozza meg a Newton-modszer valamelyik valtozataval a kovetkez6 egyen-
letrendszer megoldasat (megoldasait):

) 3
sin(x7 +xg) — §x1 =0

2 2 —
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9.3.5. Feladat. Probéalja meg megoldani az el6zd egyenletrendszereket a Maple beépitett
solve vagy fsolve eljarasaval. Ahol lehetséges, el0szor grafikus dbrazolassal hatarozza meg
a gyokok kozelito értékét.

9.3.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az F(x) = Ax —b = 0 linearis egyenletrendszerre alkal-
mazott Newton mddszer globalisan konvergens, sot tetszéleges xg kezddvektor esetén x; az
egyenletrendszer (pontos) megoldasa lesz.

9.3.7. Feladat. Keressen példat olyan két ismeretlenes egyenletrendszerre, ahol F(x) min-
deniitt konvex figgvény, az F(x) = 0 egyenletrendszernek egyetlen x* megoldasa van, és a
Newton-modszer globalisan konvergens.

9.3.8. Feladat. Hatarozza meg, hogyan alkalmazhat6 a Newton-modszer olyan Tx+G(x) =0
specialis alakt egyenletrendszerre, ahol T tridiagonalis matrix, txx = —2, g g+1 =tk+1.k = 1 €s
G k-dik komponensfiiggvénye csak xj-tol fiigg, tehat Gy : R” > R és G (x) = Gy(xg).

9.3.9. Feladat. Hatarozza meg a kovetkezo egyenletek komplex gyokeit a valos és a komp-
lex rész szétvalasztdsa utan kapott 2 ismeretlenes egyenletrendszer tobbvaltozos Newton-
modszerrel valdo megoldasaval.

a) 2—1=0, b) zi—1=0, c) e —z=0, d) ze*=0.

9.3.10. Feladat. irjon a tobbvaltozos Newton-modszert megvaldsitd (Maple) eljarast.
Az eljaras paraméterezése NewtonSys(J, F, x0, kMAX, epsl, eps2) alakl legyen, ahol
NewtonSys az eljaras neve,
J az F'(x) Jacobi-matrix,
F az F(x) =0 egyenletrendszer bal oldalat megad6 vektor,
x0 az xg kezdeti kozelités vektora,
kMAX az iteracios Iépések maximalis szama,
epsl ak-dik kozelités megengedett elsé hibaja: H F(xg) H <epsl,
eps2 a k-dik kozelités megengedett masodik hibgja:
”Xk+1 — Xk) ” < eps?

9.3.11. Feladat. irjon a tobbvaltozos egyszeriisitett Newton-modszert megvaldsitd (Maple)
eljarast.
Az eljaras paraméterezése NewtonSysS(JO, F, x0, kMAX, epsl, eps2) alaku legyen,

ahol
NewtonSysS az eljaras neve,

JO az F'(xg) Jacobi-matrix,
F az F(x) =0 egyenletrendszer bal oldalat megado vektor,
x0 az x( kezdeti kozelités vektora,
kMAX az iteracios lépések maximalis szama,
epsl ak-dik kdzelités megengedett elsé hibgja: |F(x¢)| < epsl,
eps2 a k-dik kozelités megengedett masodik hibaja:
kaﬂ —X) H < eps?2
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9.3.12. Feladat. Irjon a Broyden-modszert megvalositd (Maple) eljarast.
Az eljaras paraméterezése NewtonSysB(BO, F, x0, kMAX, epsl, eps2) alaku legyen,

ahol
NewtonSysB az eljaras neve,

BO azels6 Iépésben felhasznalt Broyden-matrix,
F az F(x) =0 egyenletrendszer bal oldalat megado vektor,
x0 az x( kezdeti kozelités vektora,
kMAX az iteracios Iépések maximalis szama,
epsl a k-dik kozelités megengedett elsé hibaja: H F(xx) H <epsl,
eps2 a k-dik kozelités megengedett masodik hibaja:
”Xk+1 —X;) H < eps2

9.3.13. Feladat. Probalja meg a 9.3.10-9.3.12. feladatok programjaival meghatarozni a feje-
zetben szerepld korabbi egyenletrendszerek megoldasait.

9.3.14. Feladat. Kozelitse a kovetkezd egyenletrendszer megoldasat a Newton-mddszer ha-
rom valtozataval, kiillonbozo kezddértekekkel. Mit tapasztal ?

x%+5x1x2+22x;), =0
x1t 2x9+10x3 =0

X1x3+ 2x§+ 15x3 =0
9.3.15. Feladat. Hatdrozza meg fiiggvényminimalizalassal az

Fi(x1, x2) :x%+X2—5 =0

Fz(xl, XQ) =x1+x§+2 =0

egyenletrendszer megoldasat.
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10. fejezet

Numerikus Integralas

10.1. Interpolacios kvadratura-formulak

10.1.1. Feladat. Keressen az [,, = % fol x"e* dx integralok sorozatanak meghatarozasara al-
kalmas egyszerli rekurziv képletet, s szdmitsa ki ennek segitségével Iop-at.

10.1.2. Feladat. A 10.1.1. Feladatban szerepld I integralt kozelitse haromféle modon:

a) kozvetleniil Iog-at trapézszaballyal, 10~8 pontossaggal;

b) Io-t trapézszaballyal, 10~8 pontossaggal, majd ebbél kiindulva a rekurziv képlettel ha-
tarozza meg Izo-at;

c) kozvetleniil I4-et trapézszaballyal, 10~8 pontossaggal, majd ebbdl kiindulva a rekurziv
képletet ,,visszafelé alkalmazva” hatdrozza meg I5p-at.

Hasonlitsa 6ssze a kapott kozelitések pontossagat, magyarazza meg az eredményeket.

10.1.3. Feladat. Vizsgalja a 10.1.1. és a 10.1.2. Feladatokhoz hasonléan az I,, = fol x% dx
integralok sorozatat.

10.1.4. Feladat. Vizsgalja a 10.1.1-10.1.3. Feladathoz hasonl6an az I,, = 01/3 % dx integ-
ralok sorozatat.

10.1.5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f(x) monoton né [a, b]-n, akkor az intervallum m
egyenld hosszisagu részre osztasa utan az Osszetett trapézszaballyal szamitott #,, kozelitd

Osszegek hibajara az ‘fab f(x)dx —ty| < b’%‘l (f(b)— f(a)) egyenlbtlenség teljesiil.

10.1.6. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha f(x) monoton né [a, b]-n, akkor az dsszetett ko-
zéppontos szaballyal szamitott e, kozelité 6sszegek hibajara is igaz az ’ fab f(x)dx—ep| <
< l% (f(b)— f(a)) egyenlbtlenség.
10.1.7. Feladat. Milyen interpolacios kvadratira-formula vezetheto le a

Hy(a) = f(a), Ha(b)=f(b),

Hy(a)=f"(a). Hy(b)=f'(b)
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feltételekkel megadott Hy(x) Hermite interpolacids polinom integralasaval ? Mit allithatunk
a képlethibarol ,,elég sima” f(x) esetében?

10.1.8. Feladat. Milyen Osszetett kvadratura szabaly vezethetd le a 10.1.7. Feladat formula-
jabol? Milyen kapcsolatban van ez a kozelités az dsszetett trapézszaballyal ?

10.1.9. Feladat. Legyen f(x)eC5—1,1]. Milyen interpolacios kvadratira-formula vezetheté

le a

Hs(=1)=f(=1), Hs(0)=f(0), Hs(1)=s(1),

Hg(—1)=f'(=1), Hg(0)=f'(0), Hg(1)=s'(1)
feltételekkel megadott Hg(x) Hermite interpolacios polinom integralasaval ? Bizonyitsa be,
hogy a kapott formula rendje 6. Mit allithatunk a képlethibarol ?

10.1.10. Feladat. Milyen Osszetett kvadratira szabaly vezethetd le a 10.1.9. Feladat formu-
lajabol ?

10.2. Gauss-kvadratura

10.2.1. Feladat. Igazolja, hogy az

f_t f(x)dx%é(5f (—\/g)+8f(0)+5f (@))

formula pontos minden 6todfoku polinomra.

10.2.2. Feladat. Kozelitse a [0,1] intervallumhoz tartozo 4 alappontos Legendre-Gauss for-

. 1si . .
muléval az [, S8 dx integralt,

10.2.3. Feladat. Hatarozza meg a [0, oo] intervallumhoz és a p(x) = e™* sulyfuggvényhez
tartozo 3 alappontos Gauss-Laguerre kvadratura formulat.
Kozelitse ezzel a formuldval az fooo % dx integralt

10.2.4. Feladat. Kozelitse a [0,1] intervallumhoz és a p(x) = 1 sulyfuggvényhez tartozo 5
alappontos Gauss kvadratiraval az fol x3(sinmx)? dx integralt.

10.2.5. Feladat. Kozelitse a [—1,1] intervallumhoz és a p(x) = +/1—x? stlyfiggvényhez
tartozo 3 alappontos Gauss kvadratiraval az [ _11 X |sinx)‘ dx integralt.

10.2.6. Feladat. A Q,(f)=)_"_; w; f (x;) interpolacios kvadratira-formulat Csebisev-tipusti

formulanak nevezziik, ha a sulyok mind egyenléek: w; =w, j =1,2, ..., n-re. Ebbdl rogton

adodik w= % / ab p(x)dx. Az sp= % / ab xkp(x) dx roviditést bevezetve a formula alappontjait
az
Xy txot---+tx, =51

24 .2 2 _
X{txy+---Fx, =582

x{txg+---+x) =5,
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egyenletrendszer |a, b|-be es6 megoldasai adjak (foltéve, hogy 1étezik ilyen megoldas!). Az
egyenletrendszer megoldéasa helyett a Newton-Wahring képletek felhasznalasaval irjon {6l
olyan p(x) = x"+byx"1+...+b, n-ed fokii polinomot, melynek gyokei megegyeznek az
eredeti egyenletrendszer megoldasaval.

Vizsgalja ennek alapjan az |a, b] = [—1,1], p(x) = 1 esetnek megfelel Csebisev-tipusu kvad-
ratirak 1étezését, tulajdonsagait.

10.2.7. Feladat. Vizsgaljaa 10.2.6. feladathoz hasonloan az [a, b]=[0, 00|, p(x)=e™* esetnek
megfeleld Csebisev-tipusu kvadratarak 1étezését, tulajdonsagait. Mutassa meg, hogy n = 3-ra
nem létezik ilyen formula.

10.2.8. Feladat. Mutassa meg, hogy a Gauss-kvadratira w; stlyai megkaphatok, ha az x;
alappontokat behelyettesiti a po(x), p1(x), ..., pp—1(x) ortogonalis polinomokba és meg-
oldja a

b
wytwyt--tw, =f pg,o(x)dx
a

w1 p1(x1)twepr(x2)+---+w,p1(x,)=0

w1 Pn—1(x1) Fwapp—1(x2)+- -+ wy pp_1(xs) =0
linedris egyenletrendszert.

10.2.9. Feladat. Mutassa meg, hogy a Q,(f)= Z';:l w; f(x;) Gauss kvadratira-formulaval
kapcsolatban az alabbiak teljesiilnek.

a) agj(x)= % képlettel folirt g1 (x), g2(x), . . ., gn(x) polinomok paronként or-

togonalisak;
b) w;=(q;, gj) minden1 < j < n-re;

(xq;,8;)
(9j.85)

c) x;= minden 1 < j < n-re.

10.3. Romberg integralas

10.3.1. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ,,elég sima” f(x) esetében érvényesek a kovetkezd ko-
zelitd hibabecslések :

a) az Osszetett trapézformulanal : | ab f(x)dx —to, = %(l‘gn —1y);
b) az dsszetett Simpson-formulanal: [ ab f(x)dx —so, ~ %(szn —Sn)-

10.3.2. Feladat. Hogyan kapcsolddnak a Romberg integralashoz a 10.3.1. Feladatban leve-
zetett kozelitd hibabecslések ?
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10.3.3. Feladat. Hatarozza megaz I = fol m dx integral értékét Romberg-integralassal,

hasonlitsa 0ssze az eredményeket az dsszetett trapéz- s Simpson-szaballyal kaphat6 kozeli-
tésekkel.

10.3.4. Feladat. Hatarozzamegaz [ = f06 e* ‘sin(6nx) | dx integral értékét Romberg-integra-
lassal. Mi magyardzza a lassibb konvergenciat?

10.3.5. Feladat. Mutassa meg, hogy ha f(x) integralhaté [a, b]-n, akkor a Romberg-matrix
barmely oszlopanak elemei konvergalnak az integralhoz, azaz tetszéleges, rogzitett k esetén

limj o0 Tk Zfab f(x)dx.
10.3.6. Feladat. Ismert, hogy az egységkorbe irt szabalyos n-szogek t, terliletképletébdl a

n . 2w
t,=—=sIn— <71
2 n

egyenlotlenség adodik, tovabba a sin x sorfejtésébdl a

nfor 1/27\° 1 /27\°
l’n:_ —_— e —_ —‘,—_ R :l:...
2\ n 6\ n 120 \ n

@ o o,

n?2 nt b
formulat kapjuk. Mutassa meg, hogy ha kiszamitja #,-t azn =4, 8, 16, 32, ... értékekre, ak-
kor a fonti sorfejtés alapjan a Romberg-sémara emlékeztetd alabbi extrapolacios képletekkel
sokkal jobb kozelitéseket kaphat r-re:

, onk —Ink
legyen t,0=1t, ¢és tyrn1 =t2n,k+—4k+1_1 .

10.3.7. Feladat. (Adaptiv kvadratara) A kiilonféle kvadratura-eljarasok ligyes kombinala-
saval olyan ,,automatikus” vagy ,,adaptiv’ integralo eljarasok készithetok, amelyek az I =
= ah f(x)dx integralt az [a, b] intervallum rekurziv felosztasaval, az egyes részintervallu-
mokon kapott garantalt pontossagu kozelitések Osszeadasaval probaljak kozeliteni.
A Romberg integralasra alapozva kozelitse az I integralt € pontossaggal a kovetkezé modon.
Ha adotta h; = b; —a; hosszlsagu [a;, b;| részintervallum, akkor hatdrozza meg a

T()O = T(hj), T10 = T(hj/?), TQO = T(hj/4)

trapéz-0sszegeket, majd ezekbdl a 771 és To; extrapolalt értékeket (ezek valojaban a megfeleld
Simpson-Osszegek).
Az I; = Ty integralkozelités hibajat a |To1 — T11| értékkel becsiilje. Ha [To1 — T11| < :jTZ’
akkor fogadja el /;-t.

Az ellenkez0 esetben ossza fel az [a;, b;] részintervallumot két azonos hosszusagu,
laj,aj+hj/2,]és[aj+h;/2, bj] részintervallumra, és alkalmazza rekurzivan az eléz6eket.

Probalja ki ezt az eljarast a fejezetben szerepld integralok kozelitésére.
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10.3.8. Feladat. {rjon a Romberg algoritmust megvalésitd (Maple) eljarast.
Az eljaras paraméterezése Romberg(f, a, b, n, reszletes) alakl legyen, ahol
Romberg az eljaras neve,
a,b azintegralas hatarai,
n  aRomberg-matrix sorainak szama,
reszletes kell-e az egész tablazat.

10.4. Kvadratara-sorozatok konvergenciaja

A kovetkez0 feladatokban tobbszor hivatkozunk a Polya—Steklov tétel néven ismert (lasd pl.
[10], 466. o.) alabbi fontos eredményre.

Allitas. A4 {Q,} kvadratiira-sorozat akkor és csak akkor konvergens tetszéleges f (x)eCla, b]
folytonos fiiggvényre, ha az

a) {Q,(p)} konvergens tetszéleges p(x) polinomra, és

b) i‘wi(n)

i=1

< K barmely 1 < n-re

foltételek teljesiilnek.

10.4.1. Feladat. Igazolja, hogy ha a Q, kvadratira-formulék sorozata minden f(x) € Cla, b]
folytonos fiiggvényre konvergens, akkor a formulak alappontjai [a, b]-ben mindeniitt siiriin
helyezkednek el.

10.4.2. Feladat. Bizonyitsa be a pozitiv kvadratara-formuldk konvergencidjara vonatkozo
alabbi allitast.

Allitas. Ha Q,, pozitiv interpoldciés kvadratira-formula minden n-re, akkor a konvergenci-
ahoz sziikséges és elegendo csupan a Polya-Steklov tétel a) foltétele.

10.4.3. Feladat. Megmutathat6 (lasd [10]), hogy sem a zart, sem a nyitott Newton-Cotes
formuldk sorozata nem konvergens tetszéleges f(x) € Cla, b] folytonos figgvényre, mivel
nem teljesitik a Polya-Steklov tétel b) foltételét.

A fonti allitds gyakorlati alatdmasztasara kozelitse példaul a Runge-fiiggvény f5’5 ﬁ dx
integraljat az n-ed rendii zart Newton-Cotes formuldk felhasznalasaval az n =2,3,4,5,6, . ..
értekekre. Mit tapasztal ?

10.4.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a Gauss kvadrattira formulak sorozata minden f(x) €
€ Cla, b] folytonos fiiggvényre konvergens.

10.4.5. Feladat. Tamassza ala kisérleti tapasztalatokkal is a Gauss kvadratira formulak kon-
vergenciajat. Vizsgalja az [a, b]| = [—1,1] és p(x) = 1 esethez tartoz6 Q, Legendre-Gauss
kvadratura formuldk konvergencidjat

a) ,,sima” fliggvényekre, példaul az f(x) = x?sin(10m x)-re, illetve
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b) ag(x)=x?|sin(107x)

,furészfogas” valtozatra.

10.4.6. Feladat. Végezzen a 10.4.5. Feladathoz hasonl6 szamitasokat az [a, b] = [—1,1] és

p(x)= J11—7 esetnek megfeleld O, Csebisev-Gauss kvadratira formulakkal is.

10.4.7. Feladat. Az osszetett kvadratira szabalyokra altalaban nem alkalmazhat6 a Pélya-
Steklov tétel, bar kordbban lattunk mar ezekre vonatkoz6 konvergencia-tételeket is példaul a
trapéz- és a Simpson-szabaly esetében.

Bizonyitsa be az alabbi allitast, melynek érdekessége, hogy ,,nagyon primitiv”’, minimalis
pontossagu alapformulabol kiindulva is kaphatunk konvergens sszetett kvadratira szabalyo-
kat.

Allitas. Ha a Q pozitiv kvadratiraformula rendje legalabb 0, akkor a beldle szdrmaztatott
{R,} dsszetett kvadratira szabdlyok sorozata barmely f (x) integralhato fiiggvényre konver-
gens.

Itt R,, azt az Osszetett formulat jelenti, amikor az [a, b] intervallumot m darab bm;“ hosszusagu
részre osztjuk és az egyes részintervallumokon a Q formulédval kapott értékeket dsszeadva
kozelitiink.

10.4.8. Feladat. Vezesselea 10.4.7. Feladat allitasabol az 6sszetett érint6-, trapéz- és Simpson-
szabaly konvergencidjat.
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11. fejezet

Differencialegyenletek megoldasa

11.1. Taylor-sor és fokozatos kozelitések modszere

11.1.1. Feladat. Kozelitse az y'=1—x+y, y(0) =1 kezdetiérték-probléma (réviden KEP)
megoldasat a Taylor-sor modszerrel.

11.1.2. Feladat. Kozelitse az y'=y— 27’“, y(0)=1 KEP megoldasat a Taylor-sor modszerrel.

11.1.3. Feladat. Kozelitse az y’=x+y%,  y(0) =1 KEP megoldésat a fokozatos kozelitések
modszerével.

11.1.4. Feladat. Kozelitse az y'=/x+y?,  y(0)=0KEP megoldasat a fokozatos kozelitések
modszerével.

11.1.5. Feladat. Vizsgélja az
x'(t) = ax(t)+2y(t)

Y'(t)=—=2x(t)+ay(1)

x(0)=0, y(0)=0 paraméteres KEP megoldasat az a € R paraméter kiilonbozé értékeire. Mit
tapasztal ? Milyen jellegiliek lesznek a megoldasgorbék az ( x(¢), y(¢) ), t €[0, K| paraméteres
abrazolasnal ?

11.2. Runge-Kutta modszerek és linearis tobblépéses mod-
szerek

11.2.1. Feladat. Kozelitse az y' =e™>,  y(0) = 0 KEP megoldasat az x = 0.3 helyen
a) Euler-modszerrel, h = 0.1 lépéskdzzel.

b) afeladaty'=z,7'=—y?  y(0)=0, z(0) =0 alak rendszerré valo atirdsa utin az erre
alkalmazott Euler-modszerrel.

Mit tapasztal ?
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11.2.2. Feladat. Legyen

2x, hay <0;
flx,y)= 2x—47y, ha0 <y <x?;
—2x hanyQ.

Mutassa meg, hogy az y’ = f(x, y), y(0) = 0 KEP egyértelmiien megoldhat6, bar az origo
koriil nem teljesiil a Lipschitz-feltétel.

Alkalmazza a megoldas kozelitésére az y,+1 = y,—1 + 2hy, ,kozéppontszabalyt” az yy =0
kezddértékkel. Hogyan viselkednek a kiszamolt kozelitések ?

11.2.3. Feladat. Mutassa meg, hogy ha az y' = —ay, y(xo) = yo KEP megoldasat valamely
linedris tobblépéses mddszerrel szamolja, akkor a kapott kozelitések felirhatok egy alkalmas
homogén differencia-egyenlet megoldasaként.

11.2.4. Feladat. Mutassa meg, hogy az y,+1=y,+(1—a) f (xp, yn)+af(xn+%, yn+2h—cf(xn, Yn))
egylépéses mddszer rendje barmely o # 0-ra 2 lesz.

11.2.5. Feladat. Legyen az y'(x) = f(x,y), y(xo) = yo KEP jobb oldali f(x, y) fiiggvénye
aza < x < b, ¢ <y <d téglan mindkét valtozojaban monoton nemcsdkkend €s folytonosan
differencialhatd. Mutassa meg, hogy ekkor a parhuzamosan szamitott

a) explicit: Yo ZXnJrhf(xn, Xn)’ y(x0) = yo és

b) implicit: ¥,:1 = ¥, +Af (Xn+1, Ypr1)

kozelitések kozrefogjak a KEP Y (x) pontos megoldasanak a megfeleld helyeken folvett érté-
keit: v, = Y(a+nh)<y,,ha0<nh <b-—a.

Keressen példat olyan specialis KEP-re, amelynél jol alkalmazhato a fonti eljaras.

11.2.6. Feladat. Vizsgaljaaz y'(t)=1—100zx cos, y(0)=0 KEP megoldésat. Hasonlitsa 6ssze
a kiilonboz0 kozelitd modszerekkel (Taylor-, Euler-, negyedrendli Runge—Kutta-mddszer) ka-
pott megoldasokat. Mit tapasztal ?

11.2.7. Feladat. Vizsgalja az y’ = —200xy?, y(—1) = ﬁ KEP-ra alkalmazott negyedrendii

Runge-Kutta mddszer kerekitési hibajat kiilonb6zo h 1épéskdzok mellett. Mit tapasztal ?

11.2.8. Feladat. Kozelitse az y' = sin(x — y), y(0) = % KEP megoldasat az y,+1 = y, +

+% (f (Xny Yn)+ fXnt1, Ynr1)) altalanositott trapézformulaval”. Milyen i-ra lesz a képlethiba
0.003-nél kisebb ? Milyen h-ra konvergal a modszer?

11.2.9. Feladat. Az o paraméter mely értékeire lesz az

h
yur1 = (L= a)yntayn-1+ 5 (5=0) v+ (8+8a)y, + (5= 1)y, 1)
linearis tobblépéses modszer stabil ?
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11.2.10. Feladat. Mennyi lesz a 11.2.9. Feladatban szereplé mddszer rendje az o paraméter
kiilonbozo értékeire ?

11.2.11. Feladat. Vizsgalja az
Yn+1 = Q0Yn T 01 Yn—1F02Yn—2+h(B-1Y,01 T Boyy +B1Yp_1)
lineéris tobblépéses modszert
a) Legfoljebb mennyi lehet a modszer rendje, ha megkdveteli a stabilitast?
b) Hatarozza meg a negyedrendli mddszer egyiitthatdit (az oo paraméterrel kifejezve).

¢) Milyen «y értékekre lesz a b) szerinti moédszer stabil ?

11.3. Kozonséges differencialegyenletek peremérték-problé-
maja

11.3.1. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az y”=y3, y(0)=0, y(a)= B peremérték-problémanak

barmely o # 0-ra tetsz6leges («, B) esetén végtelen sok megoldasa van.

11.3.2. Feladat. Oldja meg kozelitéleg az y”(x) —y(x) =0, y(0) =1, y(5) =
problémat a véges differenciak modszerével az xog =0, xx =xo+kh, x, = % h
segitségével.

1 peremérték-
= 2l beosztas
n

11.3.3. Feladat. Kozelitse a —y”(x)+5(y(x)+x+1)3=0, y(0) =0, y(1) =0 peremérték-
probléma megoldasat a [0, 1] intervallumon a véges differenciak modszerével.
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12. fejezet

Numerikus programkonyvtarak
hasznalata

12.1. A GSL és a LAPACK

A kovetkez0 feladatok a GSL (Gnu Scientific Library) numerikus programkonyvtar, lasd [19],
hasznalatara vonatkoznak. Ha installalja a 1ibgsl.so.* dinamikus konyvtara(ka)t, a meg-
felel6 include fajlokat és a gcc forditoprogramot, akkor a megoldasokban taldlhat6 C minta-
programok Linuxon a

$ gcc -o gsl-valami -1m -1gsl gsl-valami.c
$ ./gsl-valami

shell parancsokkal futtathatok.

12.1.1. Feladat. A GSL numerikus programkonyvtar
gsl linalg LU decomp €s gsl linalg LU _solve
eljarasat hivo C programmal szamitsa ki a Ax = b linedris egyenletrendszer megoldésat, ha

1 3 3 -2 —13
1 2 —2 —1| . N
A=l o 0 2 1 ¢ b=l _,
1 -3 1 -9 5

12.1.2. Feladat. A GSL numerikus programkonyvtar gsl_linalg QR_decomp eljarasat hivo
C programmal hatarozza meg az

1 3 3 =2
1 2 -2 -1
A= 0o 0 2 1
-1 =3 1 =2

matrix A = QR ortogonalis-triangularis felbontasat.

12.1.3. Feladat. Kozelitse a Hy Hilbert-matrix sajatértékeit és sajatvektorait a GSL numeri-
kus programkonyvtar gsl_eigen_symmv eljarasat hivo C programmal.
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12.1.4. Feladat. Kozelitse periodikus kobos spline interpolacidval az f(x)=sinx fiiggvényt
a [0, 27] intervallumban folvett 0 < %TL’ <7< %Tl’ < 2w osztaspontokkal a GSL konyvtar
gsl_interp_cspline_periodic eljarasat hivo C programmal.

12.1.5. Feladat. A GSL konyvtar gs1_cheb_x* fliggvényeit hivo C program segitségével ha-
tarozza meg az f(x) = sgnx figgvény 40-ed rendii Csebisev-sorfejtését a [—1,1] intervallu-
mon.

12.1.6. Feladat. A GSL konyvtar gsl_integration_qgags adaptiv integral6 eljarasat hivo
C program segitségével hatdrozza meg a kovetkezd integralokat:

Q) )=, [ b= 0.1);

b) f(x) =sin%, la,b] =10, 5];

= 1 = —_—
C) f()C) \/Zl—XQ), [aab] [ 1’1]
A kovetkezo feladat a LAPACK (lasd [18]) numerikus fiiggvénykonyvtar, pontosabban a C
nyelvii CLAPACK valtozatanak hasznélatara vonatkozik. Ha installalja a gcc forditoprogra-
mot,aliblapack.so.*ésalibclapack.so.* dinamikus konyvtarakat a megfeleld include
fajlokkal egyiitt, akkor a megoldasokban taladlhaté C mintaprogram Linuxon a

$ gcc -o lapack-valami -1m -llapack lapack-valami.c
$ ./lapack-valami

shell parancsokkal futtathato.

12.1.7. Feladat. Irjon olyan C programot, amely a CLAPACK konyvtar DGESVD _ eljarasaval
meghatarozza az

20 5.0 3.0 4.0

20 1.0 2.0 4.0

3.0 1.0 6.0 5.0

1.0 8.0 12.0 1.0

matrix szingularis értékeit.

12.1.8. Feladat. Irjon a Maple-ben olyan define_external (..) kiils eljaras definicidt, me-
lyet f6lhasznalva a CLAPACK programkonyvtar DGEEV _ eljarasaval kozelitheti matrixok
sajatértékeit és sajatvektorait.

Alkalmazza ezt az eljarast a kovetkez6 matrixokra:

9 —2 0 -1 0 2 -2 0 0 2 -2 0
1 0 0 0 0 —2 2 -1 0 -2 2 -1
Do 190 o P11 1 1 o921 1 1 o
—2 —2 1 —1 1 1 1 0 -1 1 1 2
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Masodik rész

Megoldasok
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13. fejezet

A numerikus analizis alapfogalmai

13.1. Egész szamok abrazolasa

1.1.1. Feladat. 00111011; 10111011; 00001101; 00101010; 10001111.

1.1.2. Feladat. 00111011; 11000101; 00001101; 00001100; 11110001.

1.1.3. Feladat. Nem adhaté meg, mert 129 > 2871 —1.

1.1.4. Feladat. Legalabb 9 bit kell. Ekkor 129 alakja: 010000001.

1.1.5. Feladat. Nem adhato meg, mert —45629 < —216—1,

1.1.6. Feladat. Legalabb 17 bit kell. Ekkor —45629 alakja: 10100110111000011.
1.1.7.Feladat. —51; —78; 108; 78.

1.1.8. Feladat. —61; —77; 108; 70.

1.1.9. Feladat. Megoldand6 az x +2™ = 2"~1 +|x| egyenlet. Ebbél x = —2"2,

13.2. Lebegopontos szamok abrazolasa

1.2.2. Feladat. Mivel —4.6 kettes szamrendszerbeli kanonikus alakja —1.0010011-22, ezért az
elgjel bit 1, a 2 kitevohoz tartozo 8 bit: 10000001, mig a lefelé kerekités miatt a 23 mantissza
bit: 00100110011001100110011.

fgy: —4.6 = 11000000100100110011001100110011.

A t6bbi pedig:
13.2 = 01000001010100110011001100110011
135.5 = 01000011000001111000000000000000
105.25 = 11000010110100101000000000000000.

1.2.3. Feladat. Mivel az els6 bit 1, igy a szam negativ. A 2 —9 bitek szdmértéke 193, igy a
kitevo 66. Ezért

11100000111010000000000000000000 értéke — (1+271+273+275)206,
A tobbi pedig:
11000111010110000000000000000000 értéke — (1+271+273+274)215
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01100111001101000000000000000000 értéke +(1+22+273+275)279,

1.2.4. Feladat. Mivel egyszeres pontossag esetén a kerekités miatt 23°+1000 23°-tel egyenld,
igy x lebegdpontos szamértéke 0 lesz.

1.2.5. Feladat. Dupla pontossag esetén nincs kerekitési hiba, ezért x lebegOpontos értéke
1000.

1.2.6. Feladat. Sziikséges 1 eldjel bit, minimum 3 kitevd bit és minimum 5 mantissza bit,
vagyis Osszesen 9 bit.

13.3. Hibaanalizis

5 5
1.3.4.Feladat. — <x < —
1.01 0.99
1.3.5. Feladat. Nem adhato.

1.3.6. Feladat. Nem adhato.

1.3.7. Feladat. Nem adhato.

1.3.10. Feladat. Utmutatds. Az abszolut hiba < (X +75)-1072+ (X +X) - 1072+10~* =0.1702.
1.3.11. Feladat. Utmutatas. A relativ hiba < max (8, +8y +8,8y; 28, +8,8y) =2-1073+1076.
1.3.16. Feladat. 4 a pontos tizedesjegyek szama.

1.3.17. Feladat. Példaul 2.7182818284 vagy 2.7182818285.

. , . . (9997 ) b/ 9997
1.3.18. Feladat. Utmutatds. Mivel | sin | —— | —sin()|=| cos(z)]- ahol ze 1,
1000 1000 1000
igy legfeljebb 1900 az abszolut hiba.
1.3.19. Feladat. 1. ] 1
1.3.20. Feladat. Utmutatds. Mivel | In(x) —In(¥)| < ————= - |x —=X| < ———— - [x —=X|,
x—|x—X| 1—|x—X|

1
igy ha |x —X| < To01’ akkor teljesiil a kivanalom.
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14. fejezet

A linearis algebra numerikus modszerei

Elimindcios modszerek, trianguléris felbontasok, matrixinvertalas. Vektor- és matrixnormak,
vektor- és matrixsorozatok konvergencidja, iteraciés modszerek megallasi feltételei. Jacobi-
¢s Gauss-Seidel iteracio. Linedris egyenletrendszerek perturbacioja, matrixok kondicidoszama.

14.1. Eliminacios modszerek

2.1.1. Feladat.

a)
(—2 -3 0 =3 11\
2 -3 0 -3 11 0 g_gg_§
-3 -2 -2 =3 -10
3 3 7 2 6 |7 o LB ;5 _ 1B (=
-1 1 -2 1 —22 25 g §5
S R .
-2 -3 0 -3 11 5
5 3 53
0 - -2 = —— | -6
2 2 2 x=|
o 0 1 2 3 1
o o0 0 1 -1
b)
—6
X= 6
2
¢) Féelemcsere nélkiil nem oldhaté meg.
d)
1 2 3 12 1 2 3 12
456 30 ]=|0 -3 —6 —18
7 8 9 48 0 0 O 0
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x=| 6—2c
c
1 0
€) x=| -2 B x=| 8 g
3 0
2.1.2. Feladat.
a)
-2 =3 0 -3 11
-3 -2 -2 -3 -—-10
3 =3 7 2 66
-1 1 =2 1 =22
—12 6 104
-2 0 — =z
5 5 5
5 3 53
0 = -2 - ——
2 2 2
0 0 2 3
0 0 1 —1
65
-2 000 ——
5
5 30
0 = 00 ——
2 2
0O 010 5
0 0 01 —1

c) Féelemcsere nélkiil nem oldhat6é meg.

d) Nem oldhaté meg Gauss-Jordan elimindcioval.

2.1.3.c. Feladat.

0 31 8 —3 -1 2
—2 10 2 —-24 |=| —2 10 2
—3 -1 2 —86 0 31

—3 -1 2 -86

, 322 10

3 3 3

13 11

0 0 —= —=

16 8
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, ahol ¢ € R.
1
x=| —2 h) X=
3
(—2 -3 0 =3
5
o 2 5 2
2 2
15 5
0O —— 7 —=
2 2
5 5
\ 0 - =2 =
2 2
18
-2 00 —
5
0 5 0 11
= 2
0O 01 2
0 00 1
5
<= —6
5
—1
—86 -3 521
=24 | = 0 3
i \ 0 3
344
13
42
X = _
13
—22
13

— W N o

—86
100
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2.1.4.a. Feladat.
-2 =3 0 -3 11\ ( 7 =3 3 2 66

-3 -2 =2 =3 10 | [ -2 -2 -3 -3 -10 ]
3 -3 7 2 66 0 -3 —2 —3 11
1 1 -2 1 -22) —2 1 -1 1 -2
7 -3 3 2 66\ (7 -3 3 2 66
0 20 15 17 62 0 -3 —2 -3 11
s Tw e o 20 15 17 62
0 3 —2 -3 ul|7 |7 77 7|7
1 1 11 22 1 1 11 22
0 - - = == \O - - = ==
7 77 7 7 77 7
7 -3 3 2 66\ 7 -3 3 2 66
0 -3 -2 -3 11 0 -3 -2 -3 11
5 3 34 10 5 55
0 0 —— = - |=lo0o 0o = -= = |=
21 7 21 7 21 21
5 10 55 3 5 34
0 0 —— — == 0o 0 - —= =
21 7 21 7 21 21
7 -3 3 2 66
0 -3 -2 -3 11 5
10 5 55 | -6
0 0 — —— == X = 5
7 21 21
1 5 -1
0O 0 0 —- —=
6 6
2.1.6. Feladat.
a)
( 1 00 0\
3 —2 -3 0 -3
- 100 5 3 5
2 0 - —2 = —6
L= 3 , U= 5 5 |,x= -
—3 310 0 0 1 2 .
1 0 0 0 1
\ - 10 1)
2
b)
1 00 3 o
1 s 3 —6
L= =3 POl wu=| o -2 2 |x={ ¢
15 33 9
—4 - 1 0 0 13
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2.1.7. Feladat.

2 0 0 1
L- 11 11 01, x=| -1
Z 2 /2 0
2 2 V2
2.1.8. Feladat.
a)
/ 15 19 1 3
52 26 52 26
19 5 3 4
26 13 26 13
1 3 7 5
52 26 52 26
3 4 5 2
\ 26 13 26 13 /
b)
3 -3 1
-3 5 =2
1 -2 1
2.1.10. Feladat.
1 0 ¢ 5 10 c 5
1 11 4 1=101 1-c -1
c 01 c+4 0 0 1—c? 4—4c
Ha ¢ = —1, akkor nincs megoldas.
5+c
1+c
—5+3c¢
Ha ¢? + 1, akkor pontosan egy megoldas van: x = =
c
1+c¢
5—d
Ha ¢ =1, akkor végtelen sok megoldas van: x = —1 |, ahold e R.
d

2.1.13. Feladat. Igen, nem, nem.

2.1.20. Feladat. A Gauss-eliminaciot megvalosito fiiggvény a programlistak 127. oldalan ta-
lalhato.

2.1.21. Feladat. A Gauss-Jordan-eliminédciot megvalositéd fliggvény a programlistak 128. ol-
dalan talalhato.
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14.2. Vektor- és matrixnormak, Jacobi és Gauss-Seidel itera-

cio
2.2.1. Feladat.
a) [[vll1 =2, |IVll2= 2, |[V]loc = L.
b) |[VIl1 =6, [[vll2 = V14, [[V]|oo = 4.
©) [[vll1 =10, [[vll2 = /30, |[V|lcc = 4.
2.2.6. Feladat.

15++/29
2

b) [[All1 =10, [|A]|]2 =10, [|A]|s = 10.

2.2.9.Feladat. 12, 11, 11.

2.2.10. Feladat. 11, 11.

2.2.15. Feladat.

a) [|AllL =4, [|All2=

33 17\7 24
a = _— — . b = —,
) X (16’16) ) X <25
597 311 48
d) X4 = 510 orn’ omr’ aairn
313°350° 875 2450

2.2.16. Feladat.

33 63\7
a ==, =) . b =(1,07.
) X3 (16 64) ) x3=(1,0)
752 1653 161 1349\7
d) X3: _’ 7_ 7_
351° 17507 4801° 1334

s Ao = 4.

T 1 1 9\7
0) . © x3=(—,—,—] .
100’ 10° 20

2099) T (969
R . e) X5 =

233 775\ 7
5127 1908° 906/

9 (1@)
10°5° 20
0 X3:(2077’_ 663 ’_1153)T
1120° 11200° 1172

2.2.19. Feladat. A Gauss-Seidel iteraciot megvaldsito fiiggvény a programlistak 129. oldalan

talalhato.

14.3. Kondicioszam, perturbacio

2.3.1. Feladat.
a) condi(A)=conds(A)=T1.

¢) condi(A)=conds(A)=69407. d)
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15. fejezet

Fuggvénykozelitések

15.1. Lagrange interpolacio

3.1.1.Feladat. det (V) = (xo —x1)(x0 — x2) (x1 — x2).

+1)(x+2 1 2
3.1.2.Feladat. L(x) = % = —x3+x2+§x.
3.1.4. Feladat.

a) La(x) = x? b) Ly(x) = x5.
3.1.6. Feladat.

pi(n) = n

pa(n) = n(n2+ 1) _ %n2+%n

paln) = n(n+1)6(2n+1) _ %n3+%n2+—n
pa(n) = (”(”;1))2:2 4+%n3+in2

3.1.7. Feladat.

Li(x) = (e—1)x+1
Lo(x) = 0.8417x?+0.8766x+1
L3(x) = 0.2786x>+0.4257x2+1.014x+1

, 1 n+l
3.1.8. Feladat. Utmutatds. Hasznalja az |L, (x) —e*| < ¢ - hibabecslést!
4(n+1) \n

i 1 n+l
3.1.9. Feladat. Utmutatas. Oldja meg az _° (= < 1073 egyenlétlenséget !
4(n+1) \ n

, T
3.1.10. Feladat. Utmutatds. A sin(x) fiiggvény specialis alakja miatt elegendd a [O, 5]-n

103 pontossaggal kozeliteni. Ehhez negyedfoku polinom megfeleld.
3.1.12. Feladat. L4(x)=0.028714x* —0.203585x3+0.019951x2+0.996317x.
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3.1.13. Feladat. Utmutatds. Alkalmazza az interpolaciot az f(x) = 1 fiiggvény esetében !
3.1.14. Feladat. A Lagrange interpolaciot megvaldsito fiiggvény a programlistak 130. oldalan
talalhato.

3.1.18. Feladat. Az osztott differenciadk sorban 0, 1, 7, 6, 1, majd innen a tobbi 0.

3.1.21. Feladat. Az osztott differenciak sorban 0, 0.9549, —0.2443, —0.1139.

3.1.22. Feladat.

a) No(x)=x(x—1)+x. b) N3(x)=x(x—1)(x —2)+3x(x —1)+x.

3.1.23. Feladat. A Newton-interpolaciot megvalositéd fliggvény a programlistdk 131. oldalan
talalhato.

1
3.1.25.Feladat. A 15.1 abran lathat6 n = 10, 20 és 40 esetén az f(x) = 5052 fliggvény
X

N, (x) interpolacidja.

1
15.1. dbra. Az f(x) = 5052 fiiggvény Newton interpolaciés polinomjai
X

15.2. Hermite interpolacio

3.2.2. Feladat.

a) Hy(x)=1+5(x+1) —=3(x+1)2 —2(x+1)?(x — 1)?

b) H3(x) =x2+x%(x —1).

3.2.3. Feladat. 4 tizedesjegyre kerekitéssel:

HY (x)=0.9102(x — 1) — 0.2051(x — 1)2+0.0534(x — 1)2(x — 3) —0.0055
(x —1)%(x —3)%2+0.006(x —1)(x — 3)%(x —9),

8 tizedesjegyre kerekitéssel:

H®) (x) =0.9102392(x — 1) —0.20511962(x — 1)2+0.05341308(x — 1)2(x —3)
—0.005991(x — 1)2(x — 3)2+0.0057056(x — 1) (x — 3)%(x —9) — 0.00002067
(x —1)%(x —3)%(x —9)24+0.00000075(x — 1)?(x —3)%(x — 9)%(x — 27).

3.2.4. Feladat. Utmutatas : Hasznalja a

| logs(x) — Hz(x) (x—1)2(x —3)%(x —9)%(x —27)?, ahol x, z(x) € [1,27]

| < ;
~ 8(z(x))®

egyenldtlenséget a (kerekitési hibat nem figyelembevevd) hibabecsléshez.

© www. tankonyvtar.hu © Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE



www.tankonyvtar.hu

FUGGVENYKOZELITESEK 93

3.2.5. Feladat. Az Hermite interpolaciot megvalosito fiiggvény a programlistak 132. oldalan
talalhato.

3.2.7.Feladat. A 15.2 abran lathato n=>5, 10 és 20 esetén az f(x)= [rora? fiiggvény H,(x)
X
interpolacids polinomja.
15.2. abra. Az f(x) = ——— fliggvény Hermite interpolacios polinomjai
1+25x2
3.2.8. Feladat. Utmutatas: A Hermite interpolacids polinom egyértelmii.
15.3. Spline interpolacio
3.3.4. Feladat.
3 1
—x3—=x ha x € [0,1];

S(x)=12 2
() _§(x_1)3+§(x—1)2+4(x—1)+1 ha x € (1,2].

3.3.5. Feladat.
4 1

—x3+=x ha x € [0,1]
B . 12 , . 13

S(x)=1 2(x—=1)3+—=(x—1)*+—(x—1)+1 hax e (1,2]

14 42 67
—(x =23+ —=(x—2)?+—(x—2)+8 hax e (2,3]

5 5 5

3.3.6. Feladat.

—0.1508x3+0.9924x ha x € [0, %]

2 5
—0.4738 <x—£) +0.4962 (x—z>+0.866 haxe X, 28
3 3 33

0.1508 x—?” —0.4738 (x—?”) _

9 2
0.4962 x—?” +0.866 ha x e <§n]
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e

15.3. abra. Az f(x)=

3.3.12.Feladat. A 15.3 abran lathatok az f(x) =

zelitései n =5 és 10 esetén.

© www. tankonyvtar.hu

 1+25x2

fiiggvény spline kozelitései

1
= Tio5,2 fuegvény S,(x) kdbs spline ko-
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16. fejezet

Nemlinearis egyenletek megoldasa

Intervallumfelezés, hur- és szeldmodszer, érintdémddszer, fixpont iteracid

16.1. Intervallumfelezés, hurmaodszer

b—
4.1.1.Feladat. Az |x, —x*| < _na < 1072 egyenl6tlenségbdl meghatarozhaté a sziikséges

n felezésszam. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

Feladat | Kezdd int. | Kozelitd megoldéas | Pontos megoldés | Lépésszdm
a) 0,2] 0.2578125 0.25917110... 8

2,3] 2.5390625 2.54264135.. .. 7
b) [0,4] 0.7109375 0.71202172. .. 8
c)* 1,3 2 2 1
d) [—1,1 —0.4921875 | —0.49615847 ... 8
e) [0.1,0.2] 0.15625 0.15859433.. .. 7

[3,4] 3.1484375 3.14619322. .. 7
f) [—1,0] —0.5703125 | —0.56714329. .. 7

* A c) feladatban —1 is gyok, de mivel itt —1 egytttal lokalis maximum is, igy az inter-

vallumfelezés alkalmazasahoz sziikséges eléjelfeltétel nem teljestil.

4.1.2. Feladat. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

© Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE

Feladat | Kezd6 int. | Kozelitd megoldas | Lépésszam
a) [0,2] 0.259725 3
12,3] 2.54203 6

b) [0,4] 0.71007 67
[—1,1] 0.71148 5

c)* [1,3] 1.99949 10
d) [—1,1] —0.49607 2
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e) 0.1,0.2] 0.15907 3
[3,4] 3.13844 1
f [—1,0] —0.57218 2

* A c) feladatban —1 is gyok, de mivel itt —1 egyuttal lokalis maximum is, igy az hur-
modszer alkalmazasahoz sziikséges eldjelfeltétel nem teljesiil.
4.1.3. Feladat. Utmutatas : Bizonyitsa be, hogy az adott intervallumban a fiiggvény végig kon-
vex vagy konkav és a végpontokban ellenkez6 eldjelii. o)
|f (xn)|

- <1073 egyenlétlenséget,
minye | f/(x)]

4.1.4. Feladat. Utmutatas : Hasznalja az |x, —x*| <

ahol x,,, x* e I.

4.1.5. Feladat. [0.5,1], illetve [0.1,0.2] és [3,4].

4.1.7. Feladat. Az intervallumfelezéses gyokkozelitést megvalosito fliggvény a programlistak
133. oldalan taldlhato.

4.1.8. Feladat. A hirmodszert megvalosito fliggvény a programlistak 134. oldaldn talalhato.
4.1.11.Feladat. A 16.1 abran lathat6 az intervallumfelezéses ¢és a hirmodszer 6sszehasonli-
tasa a 4.1.1.b. feladat esetében. Az intervallumfelezéses modszert L], a hirmodszert x jeloli.

16.1. abra. Az intervallumfelezéses és a hirmddszer Osszehasonlitasa

4.1.12. Feladat. [0.5,2.5] egy alkalmas kezd6intervallum és n=3-ra az x,,=2.218778 megfeleld
kozelités.

16.2. Erintomaodszer, szelomodszer

4.2.1. Feladat. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

Feladat | Kezd6pont | Kozelitd megoldas | Lépésszam
a) 1 0.25916 3

2.5 2.54643 2
b) 2 0.71203 5
C) —2 —1.00064 11

2.5 2.00004 3
d) 0 —0.49616 2
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e) 0.15 0.15632 1
3.5 3.14520 2
f) -0.5 —0.56631 1

4.2.2. Feladat. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

Feladat Kezdopont | Kozelitd megoldas | Lépésszam
a) 0és2 0.25916 5
2¢s3 2.54191 4

b) 0ésl 0.71105 4
c) —3¢és —0.5 —0.99928 14
—1.5¢és —0.5 2 1

1és3 2.00025 6

d) —1és1 —0.49643 2
e) 0.1¢és0.2 0.15864 3
3és4 3.14580 2

f) —1¢és0 —0.56710 3

4.2.4. Feladat. Utmutatas : Az allitds kovetkezik abbol, hogy a kisebbik gyok egyszeres, mig
a nagyobbik kétszeres gyok.

4.2.5. Feladat. Utmutatas: Elegend6 xo > 0 esetén megmutatni a konvergenciat. Ez pedig
kovetkezik abbdl, hogy x,,, n=1,2, ... monoton csdkken és pozitiv. A keresendé halmaz igy:
R\ {0}.

, 1
4.2.6. Feladat. Utmutatas: x,+1 = A <(k —1)x,+ %)
X
4.2.8. Feladat. A érintdmddszert megvalositd fligg\’;ény a programlistak 135. oldalan talalha-

to.
4.2.9. Feladat. A szelomoddszert megvalosito fliggvény a programlistak 136. oldalan talalhato.

16.3. Fixpont iteracio

4.3.2. Feladat. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtaldlhatok az eredmények.

Feladat | xg | Kozelité megoldas | Pontos megoldéas | Lépésszam
a) 1 0.5601155 0.56714329... 7
b) 0 0.4963373 0.49615847... 2
c) 2 1.5495116 1.55714559 9
d) -1 —0.5610121 | —0.56714329... 10
e) 0.5 0.5473328 0.55714559... 4

Az f) feladathoz nincs alkalmas kezddpont.

4.3.3. Feladat.

© Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE
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3

11—
a) x = ’% kozelitd érték: —0.6812744, xg = —0.5.
_
b) x = XTH(X) kozelitd érték: 05712689, xo = 1.
cos(x)

C)x= , kozelito érték: 0.4526329, xg = 0.5.

4.3.4. Feladat. .

a) Utmutatas. a [0,1]-beli gyokhoz x,+1 = %, a [2,3]-beli gyokhoz x,+1 = In(5x,) alkalmas.
e —2

b) Utmutatds. a [—1,0]-beli gyokhoz x,+1 = , az [1,2]-beli gyokhoz x4 = In(2x,, +2)

alkalmas.
—x3+5x2+8x, —6

¢) Utmutatds. a [—2,0]-beli gyokhdz x,+1 = ,az [1,2]-beli gyokhoz x,,+1 =

8
3+6 / 6
=t , a [4,5]-beli gyokhoz x,+1 =, /5x, — — alkalmas.
5x;, Xn

4.3.5.Feladat. Utmutatds. Vizsgalja meg a |g’(x)| értékét a gyodk, 0.510973 . . . kozelében.
A 16.2 abran a kiilonb6z6 g(x) fiiggvények alapjan kapott pontok sorozata lathato. Az a)
feladat fiiggvényét x, a b) feladatét L, a c) feladatét o jeldli.

Y 10

08—

06—

0.4 —

02—

crer

4.3.7. Feladat. A fixpont iteraciot megvalosito fiiggvény a programlistak 137. oldalan talal-

hato.
4.3.9. Feladat. 1
a)x=«/2+x b)x=«/2x C)x:m
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17. fejezet

Numerikus integralas

17.1. Newton-Cotes formulak

5.1.1. Feladat. Utmutatds. Helyettesitse be az f(x) = 1 fiiggvényt!
5.1.2. Feladat. Utmutatds. A kapott linearis egyenletrendszer matrixa egy invertalhatd Van-

dermonde matrix.
V3 V3
—, X1 = —.
3 3 5 1
5.1.10. Feladat. Utmutatds. Vegye a kozéppont szabaly és a trapézszabaly 33 sulyt konvex

5.1.8.Feladat. ag=a; =1 és xg = —

kombinaciojat!

5.1.11. Feladat. Utmutatds. A konkévitas miatt a trapézszabaly szamitasakor szerepld trapé-
zok mindig a fiiggvénygorbe alatt helyezkednek el.

5.1.12. Feladat. Utmutatds. Differencialhato fiiggvény esetén a grafikonhoz htizott érint6 alatt
helyezkedik el a grafikon. Lasd még az 5.1.9. feladatot. Folytonos fiiggvény pedig kozelithetd
differencialhato fiiggvények sorozataval.

17.2. Osszetett formulak, hibabecslés

3
T
5.2.1. Feladat. Az integral kozelito értéke 2.05234. A pontos értéktdl vett eltérése < 51.16 =
=0.0807. ... Ha 1072 ala szeretnénk menni, akkor elegendd 12 osztépontot hasznalni, mert

3
112 < 102, Ekkor az integral kozelitd értéke: 2.0057.

24-1
5.2.2. Feladat. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

Feladat | Integral kozelito értéke | Integral értéke | Osztopontok szdma
a) 0.9926 1 5
b) 0.8011 0.7938. .. 2
c) 1.0834 1.0899... 4
d) 2.0082 2 5
e) 0.1352 0.1287... 1
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DI

0.4442 |

0.4388... |

2

M
5.2.3.Feladat. A hiba < 2—42(b —a)h? becslést hasznalva az alabbi eredményeket kapjuk :

Feladat h | Integral kozelito értéke | Becsiilt hiba
a) 0.5 1.6289 0.0242
0.25 1.6312 0.0060

0.125 1.6317 0.0015

b) 0.5 —0.9544 0.0850
0.25 —0.9885 0.0213

0.125 —0.9971 0.0054

c) 0.5 —0.0343 0.0148
0.25 —0.0427 0.0037

0.125 —0.0448 0.0010

5.2.6. Feladat. Az integral kozelitd értéke 1.89612. A pontos értéktdl vett eltérése < 1;

=0.16149 . . .. Ha 102 ala szeretnénk menni, akkor elegendd 17+1=18 osztépontot hasznalni,

3
2

mert

< 1072. Ekkor az integral kozelitd értéke: 1.9936.

5.2.7. Feladat. Az alabbi tablizatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

Feladat | Integral kozelito értéke | Integral értéke | Osztopontok szdma
a) —0.7120 —0.7182. .. 7
b) 0.8680 0.8749. .. 7
c) 3.4445 3.4365. .. 13
d) —1.4061 —1.4142. .. 4
€) 0.0866 0.0965. .. 2
f) —0.4342 —0.4388. .. 4

M
5.2.8.Feladat. A hiba < 1—22(19 —a)h? becslést hasznalva az aldbbi eredményeket kapjuk :

Feladat h | Integrél kozelitd értéke | Becsiilt hiba
a) 0.5 1.6375 0.0484
0.25 1.6332 0.0121

0.125 1.6322 0.0031

b) 0.5 —1.0918 0.1699
0.25 —1.0231 0.0425

0.125 —1.0058 0.0107

c) 0.5 —0.2192 0.0714
0.25 —0.1956 0.0179

0.125 —0.1896 0.0045
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5.2.9. Feladat. Az Osszetett trapézformulat megvalosito fliggvény a programlistak 138. olda-

lan talalhato. 5
5.2.11. Feladat. Az integral kozelito értéke 2.00456. A pontos értéktdl vett eltérése < 53 87:) 1 6=

=0.0066 . . .. Ha 10~* ala szeretnénk menni, akkor elegendd 2-6+1=13 osztopontot hasznalni,
5

oo 1 < 10—, Ekkor az integral kozelitd értéke: 2.00005.
5.2.12. Feladat. Az alabbi tablazatban egybefoglalva megtalalhatok az eredmények.

Feladat | Integral kozelitd értéke | Integral értéke | Osztopontok szdma
a) 1.17560 1.1752. .. 3
b) 2.92620 2.9253... 11
c) 0.19292 0.1931... 3
d) —1.00017 —1 5
e) —1.00013 —1 5
f) 1.57080 1.5707 )

M
5.2.13. Feladat. A hiba < ng (b —a)h* becslést hasznalva az alabbi eredményeket kapjuk:

Feladat h | Integral kozelitd értéke | Becsiilt hiba
a) 0.5 —0.263490 0.00189
0.25 —0.264193 0.00009

0.125 —0.264238 0.000006

b) 0.5 0.208333 0.00834
0.25 0.200521 0.00053

0.125 0.200033 0.000033

C) 0.5 0.385835 0.00209
0.25 0.386260 0.00014

0.125 0.386292 0.000009

5.2.14. Feladat. Az Gsszetett Simpson-formulat megvalosito fliggvény a programlistak 139.

oldalan talalhato.

5.2.16. Feladat. Utmutatds. Az Ssszetett kozéppont szabaly szerint kapott 6sszeg egy integral

kozelito Gsszeg.

5.2.17. Feladat. Utmutatds. Az dsszetett trapézszabaly szerint kapott osszeg egy integral ko-

zelité Osszegtdl csak

konstans ,
——-nel térel.

5.2.18.Feladat. Utmutatdas. Hasznalja fel az 5.1.10 feladat allitasat.

5.2.19. Feladat. Unmutatds. 4 [,

kozelitése a kdzéppont szabaly segitségével az x; = 0 i=0,1,..
X5
+

5.2.24. Feladat. Utmutatds. Integraljaa 2+x+—+"—+—
2 6 24 120

1+x2

Simpson-szaballyal.
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n
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, i
5.2.25.Feladat. Utmutatas. 7 foﬂ cos?(x) dx integraljat hatarozza meg h=Z 1épésko6zii Gssze-
tett Simpson-szaballyal. A kozelito érték: 4.9348.

5.2.26. Feladat. Utmutatds. Oldja meg az e™*! — < cos(x)+1> = 0 egyenletet pl. szeldbmod-

szerrel 10~%-es pontossaggal, majd a kapott x; < xo gyokoket felhasznalva hatarozza meg
10~%-es pontossaggal az fxxf Jcos(x)+1— el dx integralt pl. Simpson-szaballyal. x; = —
—0.6396, x2 =0.6396. A kozrefogott teriilet kozelitod értéke: 0.7229.
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18. fejezet

Szélsoérték feladatok

18.1. Aranymetszés szerinti keresés

6.1.1. Feladat. Annak az intervallumnak a felezéspontjat fogadjuk el kozelité megoldasnak,
amelynek a hossza el8szér kisebb, mint 2- 107!, Indulé intervallumként a feladatban meg-
adottat tekintjiik. Az eredmények az alabbi tdblazatban vannak felsorolva.

Feladat | Minimumbhely kozelité értéke | Lépésszam
a) 0.959 7
b) 1.5 6
c) —0.041 7
d) 0.0344 6
e) 2.9164 7
f) 4.0122 8

6.1.2. Feladat. Utmutatds. Vizsgalja az f’(x) fiiggvényt az adott intervallumban.

(5 b—a)

1n(*/3_1)

egész, ami kielégiti az egyenlOtlenséget, megfeleld lesz. Az egyes n értékek:

a.) 41,b.) 39, c.) 41, d.) 40, e.) 41, f.) 42.

6.1.4. Feladat. Utmutatis. A — f (x) fiiggvény minimumhelye f (x) maximumhelye. Az uni-
modalitasi kritérium miatt bontani sziikséges az a), c¢), d) és f) esetében.

6.1.3. Feladat. Hasznalja az 1+ < n egyenlétlenséget. A legkisebb n pozitiv

18.2. Szimplex modszer
6.2.1. Feladat. Annak az intervallumnak a felezéspontjat fogadjuk el kozelitd megoldasnak,

amelynek a hossza elészor kisebb, mint 2-10~!. Az eredmények az aldbbi tiblazatban vannak
felsorolva.
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Feladat | Minimumhely kozelit6 értéke | Itt a fiiggvényérték | Lépésszam
a) 0.9375 3.0039 )
b) 3.0625 0.0031 8
c) 0.0625 0.0039 )
d) 0.0625 0.0039 5
e), ) 3.9375 —31.9768 10

6.2.2. Feladat. Utmutatds. Amelyik fiiggvény esetében tébb minimumbhely is van (pl. 6.1.1.b.,
6.1.1.d. feladatok), vagy nem létezik abszolit minimum pl. 6.1.1.e. feladat, més kezddinter-
vallum més eredményre vezet(het).

6.2.3. Feladat. Annak a haromszognek (illetve tetraé¢dernek) a sulypontjat fogadjuk el kozelitd
megoldasnak, amelynek az élei maximalis hossza kisebb, mint 10~!. Az eredmények az alabbi
tablazatban vannak felsorolva.

Feladat | Minimumhely kozelit6 értéke | Itt a fiiggvényérték | Lépésszam
a) (0.02083,0.02083) 0.000868 )
b) (0.02083,0.02083) 1.000868 5
c) (0.02083,0.02083) 1.042547 5
d) (1.02083,0.52083) 0.000434 5
e) (—0.5147,0.50107,1.01573) 0.000681 10
f) (1.0174,1.0174, 0.0243) 0.000892 8

6.2.9. Feladat. Utmutatds. Inditsa el a szimplex modszert egyszer az (1,0), (0,1) és (1,1) cst-
csu kezdészimplexszel, aztan pedig a (—1,0), (0, —1) és (—1, —1) cstcsu szimplexszel. Az
els6 esetben a (1,1) minimumhelyhez, masodik esetben a (—1,1) minimumhelyhez konver-
gal.

18.3. Gradiens modszerek

6.3.1. Feladat. Az eredmények az alabbi tablazatban talalhatok.

Feladat (x3, y3) | Figgvényérték (x3, y3)-ban
a) (—0.0061,0.0939) 0.0077
b) (—0.0061,0.0939) 0.1000
o) (0.0553,0.0570) 1.1301

6.3.7. Feladat. Az optimalis 1épéskozii gradiens modszert megvalosito fiiggvény a program-
listdk 140. oldalan talalhato.

6.3.11. Feladat. A konjugalt gradiens modszert megvalosito fiiggvény a programlistak 141.
oldalan talalhato.
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19. fejezet

Ortogonalis transzformaciok és
alkalmazasaik

19.1. Ortogonalis transzformaciok és ortogonalis felbontasok

7.1.1. Feladat.
a)aS=a(uv’) = (au)v! =wv’, ahol w = au; a miiveletszam O (n),
b) Sa= (uv’)a=u(v’a) = Bu,ahol B = v’ a; a miiveletszam O (n),

Tw; a miiveletszam O (n),

c)a’S=a’ (uv’)=(a’u)v! =yv’, ahol y =a
d) SA = (uv’)A =u(vI'A) = uz” ahol z" = v’ A; a miiveletszam O (n?),
e) AS=A(uv’) = (Au)v’ =yv’ ahol y = Au; a miiveletszam O (n?).

7.1.2. Feladat. Az I egységmatrixbdl kiindulva alkalmazza a Sherman—Morrison formulat

(lasd [17]).
7.1.5. Feladat. Ha példaul

0010
oo o1
A_0100

1000

akkor a sajatértékek: 1, —1, 1, —i.

7.1.6. Feladat. Nem.
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7.1.12. Feladat.

V2 0 0 —5V2\ [2V2 V2 V2 0
2 A= V2 0 0 V2 0 2 -2 0
0 0 -1 0 0 2 2 -1
0 -1 0 0 0 0 0 22

7.1.13. Feladat.

2/3 2/3 —4/15 —1/5\ (/3 0 -2/3 0
1/3 0 2/15 14/15||0 -3 4/3 -2
0 1/3 14/15 —2/15) o o 5/3 —7/5
—2/3 2/3 —-1/5 4/15)\o 0 0 1/5

a) A=

7.1.14. Feladat.

1000\ /1111
looo1]floz210
) A=lo 10 0]lloo 1o
0010/\ooo02

7.1.15. Feladat. A Q ortogonalis matrix q oszlopYektoraival felirhatd a; = rj1qq +rjoqy +
+...+rjjqj,jgy a?aj—rQ +r122+ r%]..Ekkorwszont

|detA|=|detQ| |detA|=1:|r11ro2 - Fyul <

<\/Z\/r21+r22 \/2 e =
ZH\/3§312H|\aJ}|2-
j=1 j=1

7.1.16. Feladat.

_o9 1 1x2 _1
272 2+4/2
204v2) -1 3 3(1+v2)
_| 2+v2 2 2 2+4/2
a) Ha= +O 5 11 —{1v2)
2 ?ﬁ R
4(1+4/2)
0 0 i3 1

7.1.18. Feladat. Az elemi tiikr6zématrixok segitségével torténd A = QR ortogonalis triangu-
laris felbontast megvalositod fiiggvény a programlistdk 142. oldalan talalhato.

7.1.20. Feladat. Az elemi forgatomatrixok segitségével torténd A = QR ortogonalis triangu-
laris felbontast megvaldsito fliggvény a programlistak 143. oldalén talalhato.
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19.2. Altalanositott inverz, SVD

7.2.1. Feladat.

34 _1

7 7 7

4 3 6

+ 7 7 7
A 35 _3 1
7 7 7

11 2

7 7 7

7.2.2. Feladat. Legyen példaul

1+e ¢ _ 1 -1
Ag=<8 8),ekk0rA:=Agl<_1 ﬁ)

&

{10\ e (10
lim Ae = Ao (0 0)"’SA0 (o 0)'

Viszont a lim_,g A} hatarértékmatrix nem is létezik.

7.2.3. Feladat. Utmutaté. Beszorzasokkal ellenérizze a négy tulajdonsag teljesiilését.

7.2.5. Feladat. Utmutatds. Helyettesitse be A és B SVD-felbontasat az egyenletrendszerbe,
¢s megfeleld atalakitasokkal vezesse vissza a homogén rendszer vizsgalatara.

7.2.6. Feladat.

Hae — 0,

—-0.792  0.582 —0.179 —-0.029
—0.452 —-0.371 0.742  0.3287

U1 0322 —0510 —0.100 —0.791 |
0252 —0514 —0.638 0.515
1,500
0.169
S~ 0007 |
0.0001
0793 —0.452 —0.322 —0.252
vie | 0582 0371 —0510 —0514

—-0.179 0.742 —-0.100 —0.638
-0.029 0329 —-0.791 0.515

19.3. A sajatértékszamitas alapjai

7.3.5.Feladat. A, = B+2a cos X% k=1,2,...,n.

n+1°

(1 20\ . (21
7.3.6. Feladat. Legyen A = < 0 2 ), illetve B = ( 1 0 )

7.3.7.Feladat. R" = (UMAU)! = UMA"U = UMAU = R. Ez csak ugy lehet igaz, ha R valds
diagonalis matrix, amelynek f6atlojaban az A valos sajatértékei allnak.
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7.3.8. Feladat. Legyen D1 =T 'AT és Do =S~ 'BS. A sajatértékek megegyezése miatt ekkor
D, = diag(A1, A2, ..., Ay) és Do = diag(X;;, Aiy, ..., Aj,) irhatd, vagyis van olyan P per-
mutacios matrix, amellyel P'D,P = D,. A két diagonalis matrix hasonlosagabdl a relacio
tranzitivitdsa miatt mar A ~ B is kovetkezik.

7.3.12. Feladat. Az I egység- és a O zérusmatrix is szoba johet trivialis példaként, de vannak
érdekesebb példak is, példaul ha A sajatértékei mind kiilonbozdek.

7.3.14. Feladat. Mivel az AT A matrix pozitiv szemidefinit,

n
IAlI3=p(ATA) <) "2, (ATA) = |All7
j=1
<n max A;(ATA)=np(ATA)=n ||All3.
1<j<n
7.3.15. Feladat. Egyenldség teljesiilhet példaul 1 rangt méatrixokra, azonos diagonalis eleme-
ket tartalmaz6 diagonalis matrixokra, stb.
7.3.16. Feladat. condx(A) < condr(A) < nconda(A).
7.3.18. Feladat. Utmutatds. Mit mond a Gersgorin tétel ?
7.3.20. Feladat. Utmutatds. El6szor igazolja a || QA| =||A|| és ||AQ|| = ||A] egyenléségeket.

19.4. Sajatérték-szamitas numerikus modszerekkel

7.4.1. Feladat. A pontos sajatértékek: —7, 0, 4, 12. Az LR-transzformacié konvergal, 20 1épés
utan a f64tlo alatti maximalis abszolut értekii elem =~ 0.000075.

7.4.2. Feladat. A pontos sajatértékek: —8, —3, 3, 9. Az LR-transzformacio konvergal, 13 I¢é-
pés utan a f64atlo alatti maximalis abszolut értékii elem ~ 0.000023.

7.4.3. Feladat. A pontos sajatértékek: —8, —3, —2, —2, —1. Az LR-transzforméci6 konver-
gal, 20 1épés utan a f64tlo alatti maximalis abszolut értékli elem ~ 0.000082.

7.4.4. Feladat. Az algoritmus ciklizal, A3 = A1, de ugyanerre a matrixra az eredeti LR transz-
formacio6 konvergal.

7.4.5. Feladat. A pontos sajatértékek: —3, —3,1,9,9. Az LR-transzformaciot alkalmazva 100
1épés utan a f6atl6 alatti maximalis abszolat értéki elem ~1.374-10%8. A QR-transzformacional
14 1épés utan a f6atlo alatti maximalis abszolut értekli elem =~ 0.000088.

7.4.6. Feladat. A pontos sajatértékek: —8, —2, —2, —2,9. Az LR-transzformaciot alkalmazva
100 1épés utan a f64tlo alatti maximalis abszolut értékii elem ~1.138-10%°. A QR-transzforma-
ciondl 9 1épés utan a f64tlo alatti maximalis abszolut értékii elem ~ 0.000046.
7.4.7.Feladat. A pontos sajatértékek: —8, 1, 4. Az LR-transzformacidé nem alkalmazhato,
mivel a;1=0. A QR-transzformacié konvergal, 20 1épés utan a f6atlé alatti maximalis abszolut
értekli elem = 0.000065.

7.4.9. Feladat. Az LR transzformaciot megvalosito fiiggvény a programlistak 144. oldalan
talalhato.

7.4.11. Feladat. Az eltolasos QR transzformaciot megvalositod eljards a programlistak 145.
oldalén talalhato.

7.4.13. Feladat. a) A sajatértékei kozelitdleg

A1 &R —=8.6775042737705732, Ao &~ —5.4282542060729266,
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Ag A~ —2.4839177902475438, Ay ~ 4.5896762700910418.

Ezeket ~ 107 hibaval megkaphatjuk peldaul a ciklikus valtozat kilenc menetevel.

7.4.14. Feladat. Az A matrix particionalt alakjabol lathato, hogy x2 = ( y5)" megfeleld sa-
1

jatvektor lesz, ha o = mb{yz (és természetesen Ay F A1).

7.4.16. Feladat. A harom matrix sajatértékei kozelitoleg
a) —0.4166963267, 1.211012410, 2.899620975, 4.932447788, 6.373615154,
b) 0.08229005782, 1.131648673, 2.542638468, 4.177324322, 6.066098479 és

c) —0.3867464631, 0.5460081247, 2.256394662, 4.441636742, 6.142706934.

19.5. Sajatértékek perturbacidja

7.5.1. Feladat. Utmutatds. A legegyszeriibb (s6t a minimalis ||| ; norméju!) ilyen matrix a
A=rx".

7.5.2. Feladat. Ha € # 0, akkor A1 = A9 =1, VlT =(1,0),m1=2,n;=1.

Az g = 0 esetben viszont A1 = Ap = 1, valaszhat6 példaul v; = (1,0), va = (0,1), és ekkor
mip=ni= 2.

7.5.3. Feladat. Ha ¢ #0, akkor A1 =+,/¢, Ao =—./¢, VlT =(J/€,1), V2T =(—4/¢,1),m=ma=1,
ni=no=1.

Az g =0 esetben viszont A1 = A2 =0, v{ =(0,1), és ekkor m1 =2, ny = 1. Tehat itt || AB|| =
= |B(s) —=B(0)| = O(¢), de |A%;| = O(z)!
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20. fejezet

Kozelitések linearis terekben

20.1. Interpolacios kozelitések

8.1.5. Feladat. Az ortogondlis polinomrendszer definiciojabol kovetkezik.

8.1.6. Feladat. Valojaban a felsorolt alappontokhoz tartoz6é megfelelé Lagrange-polinomot
kapjuk, hiszen G az 6sszes legfeljebb n-ed foku polinomot tartalmazza.

8.1.7. Feladat. A kapott altalanositott interpolacios polinom kozelitéleg ps(x)~—0.44374938
—0.24993187¢* +0.8287267¢%* — 0.149598364¢3 +0.013230606¢"*. A kozelités hibdja, az
f(x)— ps(x) eltérés lathatd a 20.1. abran.

0,0010-
0,0008-
0,0006-

0,0004

0,0002 /\
01— : . . —
02— 04 0608 1

X

20.1. abra. Az altalanositott interpolacié hibaja

8.1.8. Feladat. Az altalanositott interpolacidt megvaldsito eljaras a programlistak 146. oldalan
talalhato.

+1
8.1.11. Feladat. Az rq 2(x) = 2xT+3 racionalis tortfliggvény az egyetlen megoldas.
X% —2x
x2—2x+3 L )
8.1.12. Feladat. ry 1 (x) = a1 2 8.1.11. Feladat megoldasanak reciproka.
X
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8.1.13. Feladat. Utmutatds. Milyen megoldasai vannak a tarsitott homogén linearis egyenlet-
rendszernek ? ; ,
8.1.16. Feladat. A pontos megoldas r(x)= —203x 2T 3x A 9002, abran lathato, hogy r(x)

—54wx2+1473

20.2. abra. A tg(x) fiiggvény kozelitése racionalis interpolacioval

igen jol kozelit a [—, 7] intervallumon, de azon kiviil mar nem.
8.1.17. Feladat. A 1 (x) ~2.980557— 1.238036 cos(x) — 1.781577 sin(x) —0.924157 cos(2x) —
—0.312618 sin(2x) —0.827363 cos(3x)+0.340753 sin(3x ) megoldas, amely a 20.3. dbran lat-

10+

20.3. dbra. Az f(x) fiiggvény kozelitése trigonometrikus interpolacioval

hato, azt sugallja, hogy f(x) csak igen rosszul kozelithetd trigonometrikus interpolacidval.
Javulhat az eredmény, ha a kozelitésben magasabb frekvenciaja tagokat is felhasznalunk.
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20.2. Legjobb kozelitések linearis terekben

8.2.2. Feladat. Utmutatds. Tekintse példaul az f(x) =1 és a h(x) = x fiiggvényeket.

8.2.4. Feladat. Utmutatds. Gondoljon a 8.2.2. Feladatra és a 8.5. alfejezetben targyalt ered-
ményekre.

8.2.5. Feladat. Utmutatds. Az egyik iranyban trivialis a kapcsolat (legyen o = %). A forditott
kovetkeztetéshez:

|laf+(1—a)h| < llafl+|(1—a)h| =a(lfll— |h])+|h] = «0+]h] = 1.
8.2.6.Feladat. Lasd [ 1].

20.3. Négyzetesen legjobb kozelitések linearis terekben

8.3.1. Feladat. Legyen példaul [a, b] = [—1,1], vizsgalja a kovetkez6 { f, (x)} fiiggvénysoro-
zatot:
—1 haxe [—1, —%]

falx)={nx haxe [—%, %],
+1  haxe[i1]
Az f(x)=sgnx hatarérték-fiiggvény nem folytonos a 0-ban, ezért f(x) & Cla, b].
8.3.4. Feladat. Utmutatds. Az x meréleges vetiiletét véve a G sikra irja fol a Pitagorasz-tételt
az Xx—g, és a x—g, atfogdju haromszdgekre, majd alkalmazza a haromszog-egyenldtlenséget.

N/

20.4. abra. A Beppo Levi egyenl6tlenség geometriai jelentése

8.3.5. Feladat. Tudjuk, hogy valos terek esetében G szimmetrikus. Igy barmely x € R"-re
teljesiil
2

>0

ingi

i=1

X704 ) xg 70§
i=1

n n
= <le~gi, ingi> >0=x'Gx>0

i=1 i=1
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tehat G valdban pozitiv definit.
8.3.7. Feladat. p*5(x) &~ 0.996+1.104x +0.537x2.

20.4. Ortogonalis polinomrendszerek

8.4.1. Feladat. 8 = —2.

8.4.4.Feladat. A T, tridiagonalis matrix karakterisztikus polinomja pontosan a py(x) k-dik
ortogonalis polinom lesz, tehat py(x) gyokei megkaphatok valamely numerikus sajatérték-
szamito algorimus segitségével.

8.4.5. Feladat. Utmutatds. Induljon ki a 8.4.2. Feladatban megadott rekurziv képletbél, hasz-
naljon k szerinti indukciot.

8.4.6. Feladat. Az ortogonalis polinomokat el6allitéd eljaras a programlistak 147. oldaldn ta-
lalhato.

8.4.7. Feladat. A harom tagt rekurzios képlettel szamolo6 eljaras a programlistak 148. oldalan
talalhato.

8.4.11.Feladat. A 10.4.1. Feladat szerint igy a Gauss kvadraturak alappontjai mindeniitt stirlin
helyezkednek el [a, b]-ben, de ezek az alappontok éppen a megfelelé ortogonalis polinomok
gyokei.

8.4.16. Feladat. A Maple numapprox csomagjanak chebisev eljarasa szerint a megfeleld
Csebisev-sorfejtések :

a) sinx ~ 8801011715 Ty (x) — 0.03912670797 T3(x)+0.0004995154604 T (x),
b) cosx A 0.7651976865 Ty(x ) — 0.2298069699 Ty (x)+0.004953277928 Ty(x),

¢) e* ~ 1.266065878 To(x)+1.130318208 Ty (x)+0.2714953396 Ty (x ) +
+0.04433684985 T3(x) +0.005474240442 Ty(x ) +0.0005429263119 T (x ).

8.4.19. Feladat. Utmutatds. Hasznalja az ortogonélis polinomoknak a 8.4.2. Feladat b) részé-
ben megadott rekurziv képletét.

20.5. Egyenletes kozelitések

8.5.1. Feladat. Csebisev tétele szerint az

L ( min f(x)+ max f(x)>

2 x€la,b] x€la,b)

konstans fiiggvény, ugyanis ennek van két optimalis alternal6 pontja: a €s b.

8.5.2. Feladat. Utmutatds. Az intervallum két végpontja, a és b mindig optimélis alternald
pont lesz.

8.5.3. Feladat. Utmutatds Mikor lehet a legjobb kozelités a p,(x) = 0 polinom? Csebisev
tételébdl induljon ki; keressen n+2 elemi optimalis alternal6 pontsorozatot.

8.5.6. Feladat. Csebisev tétele szerint elég harom optimalis alternald pontot megadni. Az a
¢és a b mellett harmadik pontként vehetjiik a kiszdmolt érintési pont abszcisszajat.
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Logaritmusfiiggvény els6foku kozelitése

0,2

T T - T T
-0,4 -0,2 (g 0,2 0,4
-0,2 1
-0,4

-0,6

20.5. abra. Az f(x) fiiggvényt egyenletesen legjobban kozelitd egyenes

8.5.8. Feladat. Az In(x+1)~—0.6963828761e—1+1.098612289 x legjobban kozelité egyenes
a 20.5. abran lathato.

8.5.9. Feladat. Az allitast indirekt Gton igazolhatjuk. Tegyiik fel, hogy a G Haar-altérben az
f(x) fiiggvénynek létezik két kiilonbozo legjobb kozelitése, p*(x) és p*™*(x). Ismert, hogy
ekkor ezek barmely konvex kombinacidja is legjobb kozelités, példaul ¢*(x) = & (p*(x) +

2
+p**(x)) € G is optimalisan kozelit. A ¢*(x) egy optimalis alternalo sorozata legyen a < x; <
<X <.+ <X, <Xpt1 <b.Ekkorazi=1,2,...,n+1 értékekre

1 l
flxi) =g (xi) = 5 (f (i) = p* (i) + 5 (f (xi) = p™ (1)) = e(=1) Eg(f),

ahol e =1 vagy —1. De mivel | f(x;) — p*(xi)| < Eg(f) és | f(xi) — p*(xi)| < Eg(f) minden
pontban, egyenldség csak ugy lehetséges, ha f(x;)—p*(x;)=f (x;)— p™*(x;), vagyis p*(x;)=
= p™*(x;). Ha viszont a p*(x) — p**(x) € G altalanositott polinomnak n+1 zérushelye van és
G Haar-altér, akkor csak p*(x) = p**(x) lehet, ami ellentmondas.

8.5.11. Feladat. cos x ~ 0.9719959453 — 0.4052847346 x?2

8.5.12. Feladat. ¢** ~ 0.8941125702+1.718281828 x2
8.5.13.Feladat. A p’(x) =) "1 pi(x;)Li(x) ésaz f(x)— Py(x) = f(x)— p}(x)+pi(x)—
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— P,(x) azonossagok segitségével tetszéleges x € [a, b]-re folirhato

[F@=P®] = [F@) = pr@)]+ [ pa(a)Li(®) = ) f (i) Li()
i=0 ‘

IA

|f(f)—l7;k(f)}+z | Py (xi) = f ()| | Li (%))
i=0

< Eu(f)TEl(f) ) |Li(x)|
i=0
< Eu(f)(1+Ly).

Mivel x € [a, b] tetsz6leges volt, innen mar kovetkezik a bizonyitandé egyenlétlenség.
8.5.14. Feladat. max,c(, | | f(x) — Pu(x)| < (1+3.5)E,(f).
8.5.15. Feladat. Induljon ki az

b b
f 17 () —qz()[? p(x) dx < / £ 00) = )2 o) dx

egyenldtlenségbdl.
8.5.16. Feladat.

a) Legendre-polinomok: 82 < 2 (E,(f))?
b) Csebisev-polinomok: 82 < 7 (E,(f))?

8.5.17. Feladat. Utmutatds. Az egyenlétlenség jobb oldalanak igazolasahoz tekintse az n da-
rab Csebisev-alapponthoz tartozo6 interpolaciods polinomot, a bal oldalnal induljon ki abbol,
hogy p_,(x) is tekinthet6 interpolacids polinomnak.
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21. fejezet

Egyenletrendszerek megoldasa iteracios
modszerekkel

21.1. Relaxacios és egyéb modszerek linearis egyenletrend-
szerekre

9.1.1. Feladat. Utmutatés. Az

[xier =x| o = [(T=A)xi+b— (T=A)x" —b]| = [ (T-A) (xx —x")| , <

o0
< 11— Alloo || X6 —x*|

egyenldtlenség alapjan bizonyithat6 a konvergencia.
9.1.2. Feladat. Ismert, hogy az ( — %A) matrix oy sajatértékei kifejezhetok az A matrix ix
sajatértékeivel : o =1 — %kk. Tehat elegendé megmutatni, hogy |1 — %kk‘ <1, azaz

2
—1<l——X <1
o

ami mar kdnnyen belathato a A; sajatértékek pozitivitasa és Ay < o miatt.
9.1.3. Feladat. Az aritmetikai miiveletek szdma O (n?). Az iteracio folirhat6

~

X1 = (I—A'A)x +A b

alakban, igy a konvergencia elegendd feltétele lehet HI—A‘IAH < 1 valamely alkalmasan

valasztott matrixnormaban.

9.1.5.Feladat. Utmutatds. Mivel az extrapolalt médszer iteraciés matrixa B, = tB+ (1 —
— 7)1, sajatértékei p; = tA;+(1— 1) alakliak és —00 < 1 < o < --- < . Ezért p(B;) =
=max(|p1l, [1nl).

9.1.6. Feladat. Az extrapolalt Jacobi iteracido megegyezik a JOR-iteracioval - csak ott T helyett
 a a paraméter szokdsos jelolése.

9.1.7. Feladat. Utmutatds. Elegendé példaul g = 1”_B”2]!” < %, ekkor a kozelitések hibéjara be-

lathato ||eg+1] < % llex ||, amibdl kovetkezik a konvergencia
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9.1.8. Feladat. Urmutatds. Legyen B = B; +By = U+L, ahol U és L az egyiitthato-matrix
A =D —L —U felbontasabol szarmaztatott két matrix.

9.1.9. Feladat. Ismert, hogy B;og(») = @By + (1 — wl) alakban is folirhaté a JOR-iteracio
iteracios matrixa. Ekkor B o r(w) 1tk sajatértekei megadhatok a B, matrix Ay sajatértékeivel :

wi =i+ (l—w). fgy
[ | = |wkk+(1—a))| <|lwig|F|l—w|=w|M|Ftl—-w<w-1+1—w=1,

tehat a JOR-iteracio valoban konvergalni fog.

9.1.12. Feladat.
1

BjoRrw)

Ol |

/o

ahonnan a sajatértékek: Ay =1—w— Tw, M=1l—w,A3=1—w+ \/TZ)' Grafikus abrazolassal
lathato, hogy
24/8

J8+1

9.1.13. Feladat. Urmutatds. Az A métrix gyengén diagonélis dominans, irreducibilis, s6t po-
zitiv definit is.

9.1.14. Feladat. Utmutatds. Az A matrix pozitiv definit lesz, ha _71 < a < 1. Ekkor az SOR
iteracié barmely 0 < @ < 2-re konvergalni fog.

9.1.16. Feladat. A JOR modszert megvaldsito Maple eljaras a programlistak 149. oldalan
talalhato.

9.1.18. Feladat. Az SOR moddszert megvaldsitdo Maple eljaras a programlistak 150. oldalan
talalhato.

PBjoRrw) <l=0<w<

21.2. Fixpontiteracio

9.2.4. Feladat. Utmutatds. A feltételbdl kovetkezik, hogy a G’(x) Jacobi-matrix ||.|; norméja
1-nél kisebb lesz.

9.2.5. Feladat. Vizsgalja a 9.2.4. Feladat szerint, hogy az egységnégyzeten beliil mikor var-
hat6 konvergencia. Legyen példaul xg = (%, %)T

9.2.6. Feladat. x* ~ (—0.1605, 0.4931)T.

9.2.7. Feladat. x* ~ (1.367, —0.520)".

9.2.8. Feladat. A pontos megoldas az x* = (%, )L

9.2.9.Feladat. A 21.1. abran lathat6 grafikon szerint két valés megoldas van.

9.2.10. Feladat. x* ~ (—0.509, 0.136, 0.139)"

9.2.12. Feladat. A fixpontiteraciot megvaldsito eljaras a programlistak 151. oldalan talalhato.

9.2.14. Feladat. Ha G(x) «-kontrakci6 az x* valamely kornyezetében, akkor ott
lexill = | xer1 —x* | = | G(xk) = G(x*)|| <& ||xx —x*| =« llexll

9.2.16. Feladat. Utmutatds. Alkalmazza a tetszéleges M matrixra igaz p(M) < ||[M|| egyen-
16tlenséget.
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-2 -1 0 1
AL

— 1. egyenlet — 2. egyenlet|

21.1. 4bra. Egyenletrendszer grafikus megoldasa

9.2.18. Feladat. Utmutatds. Az o — « konvergencia miatt van olyan m kiiszobszam és 0 <
<a < 1,hogy ha k > m, akkor ||xx+1 —X*|| < & ||xx —x*||. Ebb6] az egyenlétlenségbdl mar
konnyen levezethetd, hogy az {x;} sorozat Cauchy-sorozat R"-ben, s igy konvergens is.

21.3. A Newton-modszer altalanositasai

9.3.1. Feladat. Az egyenletrendszer egyetlen megoldasa x* = (=3, 2, —4)T. A Newton mod-
szer ide konvergal példaul az xo = (1, 1, 1)T kezd6vektorral.
9.3.6. Feladat. F'(x) = A miatt az iteracios képlet szerinti F'(xp)(x; —xg) = —F(x) egyenlet-
rendszer megoldésa azzal ekvivalens, hogy x; az Ax; =b megoldasa, tehat kielégiti az eredeti
egyenletrendszert.
9.3.10. Feladat. A Newton-modszert megvalosito eljaras a programlistak 152. oldalén talal-
hato.
9.3.11. Feladat. Az egyszertisitett Newton-modszert megvalosité eljaras a programlistak 153.
oldalén talalhato.
9.3.12. Feladat. A Broyden-mddszert megvalosito eljaras kodja a programlistak 154. oldalan
talalhato.
9.3.14. Feladat. A trivialis mellett megoldas az x*=(1, 2, — % )Tis. Azxp=(1, 1, 1) kezdévek-
torral ide konvergalnak a kozelitések. Mas kezd6vektorra, példaul az xo = (—10, 1, —1O)T—re
a trivialis x* = (0, 0, 0)T megoldast kapjuk, vagy nem is konvergalnak a kozelitések.
9.3.15. Feladat. Minimalizalja a G (x1, x2) = (x +x2 —5)2+ (x1 + x5 +2)? fiiggvényt, a kez-
doérték legyen xo = (1,1)". Hasznalhatja példaul az
X1 =Xx — Hg (x) " (grad G (x;))"
17

iterdciot (ekkor x; = (—gg, %—;)T lesz), vagy mas minimalizacios eljarast.
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22. fejezet

Numerikus Integralas

22.1. Interpolacios kvadratura-formulak

10.1.1. Feladat. Az I, sorozat szigoruan monoton csdkkenve 0-hoz tart, s megadhato az I, =
=1—nl,_1, Ip=1— % rekurziv képlettel.

10.1.2. Feladat. Utmutatds. A b) esetben a rekurzi6 felerdsiti, a c) esetben csokkenti a hibat.
10.1.3. Feladat. Az integralokra teljesiill az I, =1 —51,—1, Ip=1—1In g rekurzio.

10.1.4. Feladat. Utmutatds. Az integralokra teljesiil az I,,+1,_1 = ﬁ rekurzio.

10.1.5. Feladat. Az r, Riemann-féle also, illetve a r,,, Riemann-féle fels6 6sszegekre

b
r, < f(x)dx <ry, ¢és

= Im =Tm,

. b _ _
ezért |[7 f(x)dx —tn| <7 —1, = =2 (f(b) - [(a))
10.1.6. Feladat. A 10.1.5. Feladathoz hasonl6 egyenlétlenségekkel oldhatd meg.
10.1.9. Feladat. Utmutatds.

1

1
[ Ho)dx = A (=D 2O+ £ (7 (-1 = £10)

22.2. Gauss-kvadratura

10.2.1. Feladat. Mivel ez az n = 3 alappontos Legendre-Gauss formula, pontos minden leg-
feljebb 2n — 1-ed foku polinomra.

10.2.2. Feladat. Az integral kozelit6 értéke fol SInx 7y 2 (0.2842269856.

x+1
10.2.3. Feladat. Az integral értéke OOO % dx ~0.5963473622. A kvadratura formulédval ka-
pott kozelités Q3( f) A~ 0.5882352936.
10.2.4. Feladat. Az integral pontos értéke %% ~ 0.08700455614. A Gauss formulaval ka-
pott érték 0.08790654574.
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10.2.5. Feladat. Az integral értéke: f_ll x [sinx)| dx ~0.08700455614. A Gauss formulaval
kapott érték Q3(f) ~ 0.2551118292. Ezt és az el6z6 feladatok eredményeit megkaphatja a
programlistdk a 155. oldalan talalhat6 Maple munkalap segitségével is.

10.2.6. Feladat. Az elméletbdl ismert, hogy azn =1,2,3,4,5,6,7,9 esetekre 1étezik ilyen for-
mula, de ha n =8 vagy n > 10, akkor mar nem.

A szamitasokhoz célszerli a Maple-t, vagy mas programot segitségiil hivni, a megfelel6 Maple
munkalap megtalalhat6 a 156. oldalon.

10.2.8. Feladat. Lasd [17], 253. o.

10.2.9. Feladat. Utmutatds. A q1(x), g2(x), . . ., gn(x) polinomok pontosan az x1, Xa, . . ., X,
alappontokhoz tartoz6 Lagrange-féle bazispolinomok, mivel g (xx) =6 jx. A fokszamok miatt
(@), 8k) = On(q)(x)qk(x)) €s (xq;, g) = Qn(xq;(x)q;(x)).

Ennek f6lhasznéldsaval bizonyithat6 a hdrom allitas.

22.3. Romberg integralas

10.3.1. Feladat.

a) Utmutatds. frja fel a derivaltakat tartalmazé hibatagot to,-re és t,-re. Ha a derivaltak
,.Kicsit valtoznak” csak, a két hibatagban kozelitéleg ugyanaz a derivalt-érték all;

b) a)-hoz hasonlo6an.

10.3.3. Feladat. A Romberg matrix masodik €s harmadik oszlopanak folirasakor pont ezekkel
,korrigaljuk™ az el6z6 oszlop kozelitéseit.
10.3.3. Feladat. Az integral pontos értéke 1 = —=.

10.3.4. Feladat. Bar az integraland6 f(x)=e" |sin(6rrx)| fliggvény folytonos, elsérendii de-
rivaltja mar nem az, s6t tobb szakadasa is van [a, b]-ben. Az integral kerekitett értéke: I ~
~256.066202, a Romberg-sémabol T g ~ 255.8396080, vagyis még ennek hibdja is viszony-
lag nagy.

10.3.5. Feladat. A k =1 esetben a konvergencia valoban teljesiil, hiszen az els6 oszlopban az
Osszetett trapézosszegek allnak. Haladjunk tovabb k szerinti indukcdval. Ha foltessziik, hogy
al2, ..., (k—1)-dik oszlop elemeire igaz az éllitas, akkor a T = T x—1+ %
rekurziv képletre a j — oo hataratmenetet alkalmazva kapjuk az allitast a k-dik oszlopra.
10.3.6. Feladat. A 13 4 ~ 3,14159265 kozelités minden jegye helyes.

10.3.8. Feladat. A Romberg algoritmust megvaldsito fliggvény a programlistak 157. oldalan
talalhato.

S

22.4. Kvadratura-sorozatok konvergenciaja

10.4.1. Feladat. Legyen a < ¢ < d < b és tekintsiik az

(x—c)(d—x) haxe(cd)és
0 kiilonben

flx)=
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folytonos fiiggvényt. Ha foltennénk, hogy [c, d| csak véges sok alappontot tartalmaz, akkor
volna olyan m kiisz6bszam, hogy n > m esetén mar egyetlen Q, formuldnak sem lenne alap-
pontja [c, d]-ben, ekkor viszont csak lim,_, o Q»(f) =0 lehetne, holott | ab f(x)dx > 0.
10.4.2. Feladat. Mivel Q, rendje legalabb 0, az f(x) = 1 fiiggvényre folirhato

n b
w!'=0,(1)= [ 1p(x)dx,

ahonnana K = | ab p(x) dx konstanssal valoban kovetkezik a b) foltétel:

n n
Z|wﬂ=Zw?=K.
i=1 i=1

10.4.4. Feladat. Mivel az n-dik Gauss formula rendje 2n —1, a formulakkal kapott kozelitések
konvergensek minden rogzitett p(x) polinomra, tehat teljesiil a Polya-Steklov tétel a) folté-
tele. Masrészt minden formula pozitiv, s ezért a 10.4.2. Feladat szerint teljesiil a b) foltétel
is.

jaihoz tartozo tartozé Riemann-féle also- és felsd dsszegekkel becsiilheti R, -et.

10.4.8. Feladat. Ezek a szabalyok mind olyan pozitiv Q alapformuléra épiilnek, amelynek
rendje nagyobb 0-nal (nemcsak konstansokra pontos).
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23. fejezet

Differencialegyenletek megoldasa

23.1. Taylor-sor és fokozatos kozelitések modszere
11.1.1. Feladat. A pontos megoldast Y (x)-szel jelolve
a) A KEP definicioja alapjan Y (0) = 1.
b) Y'(x)=1—x+Y(x), tehat az x =0 helyen Y'(0) =1—xp+Y (x9) = 2.
¢) tovabb differencidlva x szerint Y (x)=—1+Y'(x)=—1+(1—x+Y(x)), vagyis Y"(0)=1,

Tehat a kozelitd megoldas Y (x)= 1+2x+%x2+. .. alaku lesz. A pontos megoldas Y (x)=x+e*.
11.1.2. Feladat. Utmutatds. Igazolja, hogy y (0)=(—1)""1.1.3-5-- - --(2n—3), han=2.3, . ..
11.1.3. Feladat. Most yg(x) =1, és

X
yn(x)=1+/ t+(yn_1(t))2dt, n=12,...
0

Tehat
X t2 x x2
a) yl(x)=1+/ t+1dt=|:—+t:| =l+x+—,
x 12 3,5 241 1
b =1+ t+(Q+1+=)2dt=-- - =1+x+=x2+x3+—x+—=x5,
) y2(x) /0 (++3) T TR Tt

X

c) y3(x)21+f t+(ya(x))2dt = - -

0

4

11.1.4. Feladat. A harmadik kozelités: y3(x) = 2/x3+5-+
11.1.5. Feladat. Utmutatds.

[\

1

|><
X

8
59 T 357X

N

e sin(21)a — 2 e cos(2t)+2

x(t)= ,

4+a?
y(1)

e cos(2t)a—a+2e sin(2t)
4+qa? '
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23.2. Runge-Kutta modszerek és linearis tobblépéses maod-
szerek

11.2.1. Feladat. A pontos megoldas Y (x) =In(x+1). A kapott két kozelités:
a) y3~ 0.27314 és
b) y3~ 0.2719.

A masodik médszer pontosabb eredményt ad, és még exponencialis fliggvénnyel sem kell
szamolni.

11.2.2. Feladat. Az egyetlen megoldas Y (x) = § A kozelitések nem konvergalnak.

11.2.3. Feladat. Utmutatds. Az y,+1(1+hab_1) = Zfzo(ai —hab;)y,—; alakban is folirhat6 a
tobblépéses moddszerrel szamitott y, 11, de a d;=a; —hab; jelolés bevezetése utan ez ekvivalens
a Zf’:_l d;i yn—i = 0 homogén differencia-egyenlet megoldasaval.

11.2.4.Feladat. Az =0, a = % ¢és az a = 1 esetekben az Euler-modszer specialis valtozatait
kapjuk.

11.2.5. Feladat. Legyen példaul y' = x2+y2, y(0) =0.

11.2.6. Feladat. Utmutatds. A pontos megoldas y(z) =t — 100z sinz. A kozelitések viselke-
dését a 23.1. dbra mutatja.

0,5 1 1,5 2

-100+

-200+

-300+

— Exact Solution

— Runge-Kutta 4th Order
— 3rd-Order Taylor

—— Euler

23.1. abra. A KEP megoldasanak numerikus kozelitései

11.2.7. Feladat. Utmutatds. A pontos megoldas ¥ (x) = m.

11.2.9. Feladat. Utmutatds. A modszer elsé karakterisztikus polinomja

Q(z) = —z2+(1 —a)z+a. Ennek gydkei 1 és —a. Tehat —1 < o < 1-re teljesiil a stabilitas.
11.2.10. Feladat. Utmutatds. Helyettesitsen be a rendet definialo egyenletrendszer egyenlete-
ibe. A rend tetszéleges «-ra legalabb 3, és ha o = 1, akkor 4.
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23.3. Kozonséges differencialegyenletek peremérték-problé-
maja

11.3.1. Feladat. Rajzolja fel az egyenlet y(0) =0 és y’(0) = 1-et teljesité megoldasat, majd
lassa be, hogy barmely o konstansra z(x) = ay(ax) is megoldas.

11.3.2. Feladat. A pontos megoldas y(x) =sinx+cosx.

11.3.3. Feladat. Az intervallumot n részre osztva, a masodrendii derivaltakra az y”(x;) ~

o YE-1) =2y (x )y (xje1)

02 kozelitést alkalmazva az

yo=0

—yo+2y1—ys 1

—Yj-112yj —yj+

1
+5(yj+jh+1)3:0 j=1,...,n—1

h2
Yn =0
egyenletrendszert kapjuk. 2h2-tel beszorozva és rendezve a kapott egyenletrendszert a tobb-
valtozos Newton-modszerrel kdzelithetjiik az (xg, x1, X2, . .., X,) pontokban a rendszer
(Y0, Y1, Y2, - - - » yn) " megoldasat.

x—x2

A pontos megoldas az y(x) = *—5- fiiggvény.
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24. fejezet

Numerikus programkonyvtarak
hasznalata

24.1. A GSL és a LAPACK

12.1.1. Feladat. A megoldast kiszamold, a programlistak 158. oldalan talalhat6 program az
x* = (=1, =2, =2, 0)T pontos megoldast irja ki.

12.1.2. Feladat. A felbontast kiszamolo program a programlistak 159. oldalén talalhato.
12.1.3. Feladat. A sajatérték-feladatot megoldd program a programlistdk 160. oldalan talal-
hato.

12.1.4. Feladat. A spline-kozelitést kiszdmold program a programlistak 161. oldalan talalha-
to.

12.1.5. Feladat. A megoldast kiszdmol6 program a programlistdk 162. oldalan talélhato.
12.1.6. Feladat.

a) apontos érték: —4, a kapott kozelités: —3.999999999999996891 ;
b) az integral értéke ~ 0.9078007611, a kapott kdzelités: 0.907795446560283326;
c) apontos érték: m, a kozelités: 3.141592653589301065.

A megoldast kiszdmolo C program a programlistak 163. oldalan talalhato.

12.1.7. Feladat. A megoldast kiszdmol6 program a programlistdk 164. oldalan talalhatd. A
kapott s = (17.423768, 6.653077, 3.483494, 0.118867)T értékek jol kozelitik a Maple-lel elért
eredményt.

12.1.8. Feladat. Az a) rész megoldasa a programlistdk 165. oldalan talalhato.
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Harmadik rész

Programlistak
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A 2.1.20. Feladat programja:

function Gauss(A,b)
sA=size(A);
sb=size(b);
if sA(1)~=sA(2) | sA(1)~=sb(1) | sb(2)~=1
printf('Nem jok a paraméterek!')
abort
end
n=sA(1);
A=[A,b];
disp('0. lépés:"')
disp(A)
for i=1:n-1
if A(i,i)== 0
printf('A f8atléban O érték van, az elimindcid leall!')
abort
end
for j=i+l:n
kiv=A(j,i)/A(i,1);
A(G,:)=A(],:)-kiv*A(i,:);
end
printf('%d. lépésben az iteracids matrix:\n',i)
disp(4)
end
if A(n,n)==0 & A(n,n+1)~=0
printf ('Nincs megoldas!')
abort
elseif A(n,n)==0 & A(n,n+1)==0
x(n)=1
else
x(n)=A(n,n+1)/A(n,n);
for i=n-1:-1:1,
x(i)=A(i,n+1);
for j=i+l:m,
x(D)=x(1)-A(i,j)*x(j);
end
x(1)=x(i)/A(i,1);
end
disp('A megoldas:')
disp(x)
endfunction
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A 2.1.21. Feladat programja:

function GaussJordan(A,b)
sA=size(A);
sb=size(b);
if sA(1)~=sA(2) | sA(1)~=sb(1) | sb(2)~=1
printf('Nem jok a paraméterek!')
abort
end
n=sA(1);
A=[A,b];
disp('0. 1lépés:')
disp(A)
for i=1:n
if A(i,i)== 0
printf ('Féatléban O érték van, az eliminacid leall!')
abort
end
for j=1:n
if i~=j
kiv=A(j,i)/A(i,1);
AGG,:)=A(G,:)-kivxA(d,:);
end
end
printf('%d. lépésben az iteraciés matrix:\n',i)
disp(A)
end
for i=1:n
A(i,:)=A(i,:)/A(, 1)
end
printf('A megoldas az aldbbi matrixbél olvashatéd ki:\n')
disp(A)
endfunction
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A 2.2.19. Feladat programja:

function GaussSeidel(A,b,x,t)

sA=size(A);

sb=size(b);

if sA(1) ~= sA(2) | sA(1) ~= sb(1) | sb(2) ~=1
disp('Rossz dimenzidk!')

abort
end
n=sA(1);
printf('0. 1épés:');
disp(x)
1=1;
p=x+2%t;
while abs(x-p)>t & 1<100,
p=x;
for i=1:n
x(1)=b(i);
for j=1:i-1
x(D)=x(1)-A(i,j)*x();
end
for j=i+l:n
x(1)=x(1)-AE, P*p(F);
end
x(1)=x(1)/A(i,1);
end
printf('%d. lépés:',1);
disp(x)
1=1+1;
end
endfunction
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A 3.1.14. Feladat programja:

function LagrIntV(x,y)
if length(x)~=length(y)
printf ('Rossz vektorokat adott meg!')
abort
end
n=length(x);
for i=1:n
for j=1:n
V(L =x@)"(G-1);
end
end
if det(V)==0
disp('Két azonos x értéket adott meg!')
abort
else
disp('A Vandermonde matrix:')
disp (V)
disp('A Vandermonde matrix determinénsa:')
disp(det(V))
a=V\y;
disp('A polinom egyiitthatéi:')
disp(a)
end
endfunction
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A 3.1.23. Feladat programja:

function NewtIntp(x,y)
if length(x)~=length(y)
printf ('Rossz vektorokat adott meg!')
abort
end
a=y;
n=length(x);
for k=1 :n-1
dk, 1) = (y&+1) - y&))/(x(k+1) - x(&));
end
for j=2:n-1
for k =1 :n-j
d(k, j) = (d+1, j - 1) -dk, j - 1))/x&+H)) - x(k));
end
end
disp('Az osztott differencidk tébléazata:')
disp(d)
for j=2:n
for i=n:-1:j
a(i)=(a(i)-a(i-1))/(x(i)-x(i-j+1));
end
end
disp('A Newton-polinom egyiitthatéi: ')
disp(a)
endfunction
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A 3.2.5. Feladat programja:

function Hermint(x,y,yd)
n=length(x);
foszt=zeros(2x*n) ;
for i=1:n

xx(2%i-1)=x(i);

xx(2%i)=x(i);
foszt(2*i-1,1)=y(i);
foszt (2%i,1)=y(i);
foszt (2%i,2)=yd(i);
end

for i=2:n

foszt (2%i-1,2)=(foszt (2*i-1,1)-foszt (2*xi-2,1) )/ (xx(2*i-1)-xx(2*%i-2));

end
for j=3:2%n
for i=j:2*n

foszt(i,j)=(foszt(i,j-1)-foszt(i-1,j-1))/(xx(i)-xx(i-j+1));

end
end
printf ('A megoldas:'')
disp(foszt)
endfunction
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A 4.1.7. Feladat programja:

function Intfel(f,a,b,t)
if f(a)*f(b)>0
printf ('Nem ellentétes eldjelii az intervallum!')
abort
end
if f(a)==
printf('Az intervallum els8 végpontja megoldas!')
abort
end
if £(b)==
printf('Az intervallum masodik végpontja megoldas!')
abort
end
1=1;
c=(a+b)/2;
while abs(f(c))>=t & 1 < 100
c=(a+b)/2;
if f(a)*f(c) < 0O
b=c;
elseif f(b)*f(c) < 0O
a=c;
else
printf('%d. lépésben a pontos megoldas: %1.14f\n',1l,c)
abort
end
printf('%d. lépésben a kézelitd megoldas: %1.14f\n',1,c)
1=1+1;
end
endfunction
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A 4.1.8. Feladat programja:

function Hur(f,a,b,t)

if £(a)*£(b)>0
printf('Nem ellentétes el8jelii az intervallum!')
abort

end

if f(a)==
printf('Az intervallum els$ végpontja megoldas!')
abort

end

if £(b)==

printf('Az intervallum masodik végpontja megoldas!')

abort
end
1=1;
c=a-f(a)*(a-b)/(f(a)-f(b));
while abs(f(c))>=t & 1 < 100
c=a-f(a)*(a-b)/(f(a)-f(b));
if f(a)*f(c) < O
b=c;
elseif f(b)*f(c) < O
a=c;
else

printf('%d. lépésben a pontos megoldas: %1.14f\n',1,c)

abort
end

printf('%d. lépésben a kézelitd megoldas: %1.14f\n',1,c)

1=1+1;
end
endfunction
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A 4.2.8. Feladat programja:

function Newton(f,df,a,t)
if f(a)==0 | abs(f(a))<t
printf ('A kezdSpont megoldas!')

abort
end
1=1;
while abs(f(a))>=t & 1 < 100
if df(a) ==
printf ('Nem taldlhaté megoldas, az érint8 parhuzamos az $x$ tengellyel!')
abort
end

a=a-f(a)/df(a);
printf('%d. lépés utan a kbézelitd megoldas: %1.14f\n',1,a)
1=1+1;

end

endfunction
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A 4.2.9. Feladat programja:

function Szelo(f,a,b,t)
if f(a)==
printf('Az els6é kezddpont megoldas!')
abort
end
if £(b)==
printf ('A masodik kezddpont megoldas!')
abort
end
1=1;
if f(a)-f(b) ==
printf('Nem taladlhaté megoldas, a szeld parhuzamos az $x$ tengellyel!')
abort
end
c=b-f (b)*(b-a)/(f(b)-f(a));
while abs(f(c))>=t & 1 < 100
if f(a)-f(b) ==
printf('Nem taldlhaté megoldas, a szeld parhuzamos az $x$ tengellyel!')
abort
end
c=b-f(b)*(b-a)/ (£ (b)-£(a));
printf('%d. lépésben a koézelitd megoldas: %1.14f\n',1l,c)
a=b;
b=c;
1=1+1;
end
endfunction
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A 4.3.7.Feladat programja:

function Fixpont(f,a,t)

1=1;

while abs(a-f(a)) >=t & 1 < 100
a=f(a)
printf ('%d lépésben a kézelitd megoldas: %1.14f\n',1,a)
1=1+1;

end

endfunction
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Az 5.2.9. Feladat programja:

function Trapez(f,a,b,n)
h=(b-a)/n;
for i=1:n+1
x(i)=a+h*x(i-1);
end
mo=f (a)+f(b);
for i=2:n
mo=mo+2*f (x(i));
end
mo=h/2%mo
printf ('A kézelitd megoldas J%d részre osztva az intervallumot: %1.14f\n',n,mo)
endfunction
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Az 5.2.14. Feladat programja:

function Simpson(f,a,b,n)

if pmodulo(n,2)~=0
printf ('A negyedik paraméternek parosnak kell lennie!')
abort

end

h=(b-a)/n;

for i=1:n+1
x(i)=a+h*(i-1);

end

mo=f (a)+f (b);

mol=0;

for i=1:n/2
mol=mol+f (x(2%i));

end

mo2=0;

for i=1:(n/2-1)
mo2=mo2+f (x(2%i+1));

end

mo=h/3* (mo+2*mo1+4*mo2)

printf ('A kézelitd megoldas %d részre osztva az intervallumot: %1.14f\n',n,mo)

endfunction
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A 6.3.7.Feladat programja:

function OptGrad(x,A,b,t)
g=—A*xx+b;
i=0;
while norm(g,2)>=t
lambda=g'*g/ ((A*g) '*g) ;
gr=g;
Xr=Xx;
x=xr+lambdaxg
i=i+l;
g=-A*x+b;
end

printf('%d 1lépés utan a kézelitd megoldas:

disp(g)
endfunction
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A 6.3.11. Feladat programja:

function KonGrad(x,A,b,t)

g=A*x-b;

d=g;

i=0;

while norm(g,2)>=t
lambda=-g'*d/((Axd) '*d) ;
8r=g;
Xr=X;
x=xr+lambdaxd
i=i+1;
g=gr+lambda*xA*d;
mu=((A*g) '*g)/ ((A*d) '*d) ;
d=-g+mu*d;

end

printf('%d lépés utan a kézelitd megoldas:

disp(g)
endfunction
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A 7.1.18. Feladat programja:

QRTukr := proc( A::'Matrix'(shape=square, float) )
local n, Q, R, j, a_j, h_j, Hhat_j;

uses LinearAlgebra;

Digits := myDigits;

n := RowDimension(A);
R := Copy(A);
Q := Matrix( IdentityMatrix(n) );

for j from 1 to n-1 do
a_j := Vector(R[j..n,jl);
h_j := a_j - sign(a_j[1])*VectorNorm(a_j,2)*UnitVector(1,n+1-j);
Hhat_j := HouseholderMatrix(h_j);
R[j..n,] .n] := Hhat_j.R[j..n,j..nl;
Qlj..n,j..n] := Q[j..n,j..n].Hhat_j;
if j > 1 then
Q1..j-1,j..n] :=Q[1..j-1,j..n].Hhat_j;
end if;
end do;
return Q, R;
end proc:
## Tesztelés véletlenmatrixokkal:
#with(LinearAlgebra) :
#interface(displayprecision=3);
#n : ;
#myDigits 20;
#A := RandomMatrix(n,outputoptions=[datatype=float]);
#Q,R := Householder_QR(A);
# ellendrzés:
#A - Q.R;
# ugyanez a Maple eljarasaval:
= QRTukr(A);

#Q_M,
AQMRM

#A:= RandomMatrlx(n n+1,outputoptions=[datatype=float]);
#Q,R = QRTukr(A);

#Q_M, = QRDecomposition(A);

#A-Q_M

R
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A 7.1.20. Feladat programja:

QRForg := proc(A::'Matrix'(shape=square, float))

local myeps, n, Q, R, d, cos_theta, sin_theta, a_ik, a_jk,

uses LinearAlgebra;
myeps := 1/2% 10~ (-myDigits);
Digits := myDigits;

n := RowDimension(A);
R := Copy(A);
Q := Matrix(IdentityMatrix(n));

for i from 1 to n do
for j from i+l to n do
d := sqrt(R[i,i]"2 + R[j,1]172);
if abs(d) < myeps then
break
end if;
cos_theta := R[i,i]/d;
sin_theta := R[j,il/d;
for k to n do
a_ik := R[i,k];
a_jk := R[j,k];

R[i,k] := cos_theta * a_ik + sin_theta * a_jk;
R[j,k] := - sin_theta * a_ik + cos_theta * a_jk;

q_ki := Q[k,i];
q_kj := Q[k,jl;

Qlk,i] := cos_theta * q_ki + sin_theta * q_kj;
Q[k,j] := - sin_theta * q_ki + cos_theta * q_kj;
end do;
end do;
end do;
return Q, R:
end proc:
##  Tesztelés véletlen matrixokkal:
#with(LinearAlgebra) :
#interface(displayprecision=4);
#n := 53
#myDigits := 5;
#A := RandomMatrix(n,outputoptions=[datatype=float]);
#Q,R = QRForg(A);
##  ellenGrzés:
#A - Q.R;

# ugyanez a Maple eljaréasaval:
#Q_M, R_M := QRDecomposition(A);

#A-Q_M.R_M;

#n := 53

#myDigits := 20;

#A := RandomMatrix(n,outputoptions=[datatype=float]);
#Q,R = QRForg(A);

##  ellendrzés:

#A - Q.R;

## ugyanez a Maple eljarasaval:
#Q_M, R_M := QRDecomposition(A);
#A-Q_M.R_M;

## Hilbert matrixokkal:

#Hf1l := evalf (HilbertMatrix(5));
#for j in [4,8,12,16] do

# myDigits := j;

# Q, R := QRForg(Hfl):

# Hf1 - Q.R;

#end do;
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A 7.4.9. Feladat programja:

LRTransz
local A1, P1, L1, R1, MaxElem, i, k, 1, n;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;
A1 := Copy(A);
n := RowDimension(A);
for k from 1 while k < kMAX do

MaxElem := 0;

for i from 2 to n do

for 1 from 1 to i-1 do
if (abs(A1[i,1]) > MaxElem) then

;= proc(A::'Matrix'(float,square) ,kMAX::posint,eps::positive)

MaxElem := abs(A1[i,1]);
end if;
end do;
end do;
if MaxElem > eps then
P1, L1, R1 :=LUDecomposition( Al,method='GaussianElimination' );
Al := R1.P1.L1;
else
return k, MaxElem, Vector( n,[seq(A1[i,i],i=1..n)] );
end if;

end do;
return k, MaxElem, "Nem konvergadlt az algoritmus";
end proc:

## Teszteljik az eljarast véletlen matrixokkal:
#with(LinearAlgebra) :

#myDigits := 25;

#n := 4;

#Lambda
#T :=
#A := MatrixInverse(T).Lambda.T;

#Eigs := sort(Eigenvalues(A));

#k, Maxelem, Diag := LRTransz(A, 10, 0.001);

#k, Maxelem, Diag := LRTransz(A, 1000, 0.00001);
#printf(" A lépésszam: k = %a \n",k);

:= RandomMatrix(n,generator=-10..10, outputoptions=[datatype=float, shape=diagonall):
RandomMatrix(n,generator=-10..10, outputoptions=[datatype=float]):

#printf (" Az A_k matrix f84tldé alatti maximalis eleme: %a \n", Maxelem);

#printf (" A sajatértékek
#print (sort(Diag));

#B :=
#Eigs :=

kézelitései:\n");

sort (Eigenvalues(B)) ;

#k, Maxelem, Diag := LRTransz(B, 10, 0.001);

#k, Maxelem, Diag := LRTransz(B, 1000, 0.00001);
#printf (" A lépésszam: k = %a \n",k);

evalf (RandomMatrix(n, outputoptions=[float, shape=symmetric]));

#printf(" A B_k matrix f64atlé alatti maximalis eleme: %a \n", Maxelem);

#printf (" A sajatértékek  koézelitései:\n");

#print (sort(Diag)) ;

## Erre a C matrixra nem konvergadlhat az LR transzformécd:

#C := Matrix([[5., -4., -9., 7.1,
#Eigs := sort(Eigenvalues(C));
#k, Maxelem, Diag := LRTransz(C, 1000, 0.001);

[-3., 6., 4., -9.],
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A 7.4.11. Feladat programja:

QRTranszS := proc(A::'Matrix'(float,square) ,kMAX::posint,eps
local A1, Q1, R1, MaxElem, i, k, 1, n, signma;

uses LinearAlgebra;

A1 := Copy(A);

n := RowDimension(A);
for k from 1 while k < kMAX do
MaxElem := 0;

for i from 2 to n do
for 1 from 1 to i-1 do
if (abs(A1[i,1]) > MaxElem) then
MaxElem := abs(A1[i,1]);

end if;
end do;
end do;
if MaxElem > eps then
sigma := Al[n,n];

Q1, R1 := QRDecomposition( Al-sigmaxIdentityMatrix(n),fullspan );

A1l := R1.Q1 + Al[n,n]*IdentityMatrix(n);
else
return k, MaxElem, Vector( n,[seq(A1[i,i],i=1..n)]

end if;
end do;
return k, MaxElem, "Nem konvergalt az algoritmus";
end proc:
## Teszteljik az eljarast:
#with(LinearAlgebra) :
#n := 4;

::positive)

)

#Lambda := RandomMatrix(n,generator=-10..10, outputoptions=[datatype=float, shape=diagonall):

#T := RandomMatrix(n,generator=-10..10, outputoptions=[datatype=float]):

#A := MatrixInverse(T).Lambda.T;

#Eigs := sort(Eigenvalues(A));

#k, Maxelem, Diag := QRTranszS(A, 10, 0.001);

#k, Maxelem, Diag := QRTranszS(A, 1000, 0.00001);
#printf (" A lépésszam: k = %a \n",k);

#printf (" Az A_k matrix f6atldé alatti maximalis eleme: %a \n", Maxelem);

#printf (" A sajatértékek  koézelitései:\n");
#print (sort(Diag)) ;

#B := evalf (RandomMatrix(n, outputoptions=[float, shape=symmetric]));

#Eigs := sort(Eigenvalues(B));

#k, Maxelem, Diag := QRTranszS(B, 10, 0.001);

#k, Maxelem, Diag QRTranszS(B, 1000, 0.00001);

#printf (" A lépésszam: k = %a \n",k);

#printf (" A B_k matrix f864atlé alatti maximdlis eleme: %a \n"
#printf (" A sajatértékek  kdzelitései:\n");

#print (sort(Diag));

## Erre a C matrixra nem konvergadlhat a QR transzformécid:

#C := Matrix([[5., -4., -9., 7.1, [-3., 6., 4., -9.1, [10., 7., 3., -8.1,

#Eigs := sort(Eigenvalues(C));
#k, Maxelem, Diag := QRTranszS(C, 1000, 0.001);
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A 8.1.8. Feladat programja:

HaarMatrix := proc(G, X)
local n, i, j, Hmx;
uses LinearAlgebra;
n := Dimension(G);
Hmx
return Hmx;
end proc:
LBazis := proc(G, X)
local n, i,j, k, Ljmx, LB;
uses LinearAlgebra;
n := Dimension(G);
for j from 1 to n do

:= Matrix(n, (i,j) -> G[jI1(X[11));

Ljmx := Matrix(n, (i,k) -> if not i=j then G[k](X[i]) else G[k] end if);
LB[j] := Determinant(Ljmx)/Determinant(HaarMatrix(G, X));
end do;
return LB;
end proc:

AltInt := proc( G, f, X)
local n,F,L;
uses LinearAlgebra;
n := Dimension(G);
F := Vector( [seq(evalf(f(X[i])), i=1..n)] );
L := LBazis(G, X);
return add( F[i]l*evalf(L[i]), i = 1..n );
end:
# Tesztelés kiiloénb6zd példakkal:

#n

#G
#X :
#f:
#F :
#P4

#n
#G :
#X
#f:
#F
#P5

#n :=
#G
#X :
#f:
#F :
#P5

4;

Vector [row] ([x->1,x ->x,x->x"2,x->x"3]);
evalf (Vector[row] ([ seq(i, i=1..n) 1));

x -> sqrt(x+1);

evalf (Vector[row] ([seq(f (X[i]), i=1..m)]) );

:= AltInt( G, £, X);
#P4(1); P4(1.5);
#plot ([f(x) -P4(x)], x= 0..5, legend="f(x) - P4(x)",title="Az &ltalénositott interpolédcié hibaja\n");

5;

Vector [row] ([x->1,x ->sin(x),x->cos(x),x->sin(2#*x),x ->cos(2*x)]);
evalf (Vector[row] ([ seq(i*2*Pi/n, i=1..n) 1));

x => x*sin(x);

evalf (Vector[row] ([seq(f(X[i]), i=1..n)]) );

:= AltInt( G, £, X);
#evalf (P5(1)); P5(Pi);
#plot ([f(x) -P5(x)], x= 0..2%Pi, legend="f(x) - P5(x)",title="Az &ltalédnositott interpolacié hibaja\n");

5;

Vector [row] ([x->1,x —>exp(x),x->exp(2*x) ,x->exp(3*x) ,x —->exp(4*x)]);
evalf (Vector[row] ([ seq(i, i=0..n-1) 1));

x > exp(x+1); # ez éppen az exp(1)*exp(x) fiiggvény...

evalf (Vector[row] ([seq(f (X[i]), i=1..m)]) );

:= AltInt( G, f, X);
#P5(0) ;evalf (P5(1));
#plot ([f(x) -P5(x)], x= 0..6, legend="f(x) - P5(x)",title="Az &ltalanositott interpolédcié hibaja\n");
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A 8.4.6. Feladat programja:

OrtoPoliG := proc(a, b, rho, n)

local b_szorzat, p_list, a_list, i, j;

b_szorzat := proc(f, h)

return int(f*h*rho, x = a..b);

end proc:

p_list := [ 1 1];

for i from 1 to n do

a_list := [ seq( (-1)* b_szorzat(x"i, p_list[j])/b_szorzat(p_list[jl, p_list[jl), j = 1..i )];
p_list := [ op(p_list), =x"i + add( a_list[jl*p_list[jl, j =1..i) 1;

end do;

return p_list[n+1];

end proc:

# Tesztelés kiilonb6zé paraméterekkel:

#a := -1: b := 1: rho := 1: n := 4: P_lista := [seq (OrtoPoliG(a,b,rho,j), j=1..n)];
#a := -1: b := 1: rho := 1/sqrt(1-x"2): n := 4: P_lista := [seq (OrtoPoliG(a,b,rho,j), j=1..n)];
#a := 0: b := infinity: rho := exp(-x): n := 4: P_lista := [seq (OrtoPoliG(a,b,rho,j), j=1..n)];
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A 8.4.7.Feladat programja:

OrtoPolil := proc(a, b, rho, n)
local b_szorzat, p_list, i, beta, gamma ;
b_szorzat := proc(f, h)
return int(f*h*rho, x = a..b);
end proc:
p_list := [ 1 1];
for i from O to n do
beta := b_szorzat(x*p_list[i+1], p_list[i+1])/b_szorzat(p_list[i+1], p_list[i+1]);
if i = 0 then
gamma := 0
else
gamma := b_szorzat(p_list[i+1], p_list[i+1])/b_szorzat(p_list[i], p_list[i])
end if;
if i = 0 then
p_list := [ op(p_list), (x - beta)*p_list[i+1] 1;

else
p_list := [ op(p_list), (x - beta)*p_list[i+1] - gamma *p_list[i] ];

end if;
end do;
return simplify(p_list[n+1]);
end proc:
# Tesztelés kiilonb6zd paraméterekkel:
#a := -1: b := 1: rho := 1: n := 4: P_lista := [seq (OrtoPolilL(a,b,rho,j), j=1..n)];
#a := -1: b := 1: rho := 1/sqrt(1-x"2): n := 4: P_lista := [seq (OrtoPolilL(a,b,rho,j), j=1..n)];
#a := 0: b := infinity: rho := exp(-x): n := 4: P_lista := [seq (OrtoPolilL(a,b,rho,j), j=1..n)];
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A 9.1.16. Feladat programja:

Li

en
#

#w
#A

#b :

#x

nJOR

local i, j,k, n, xold, xnew;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;

n := RowDimension( A );
x0ld := copy(x0);
xnew := copy(x0);

for j from 1 to kMAX do
for i from 1 to n do

:= proc(A::'Matrix'(float), b::'Vector'(float), x0::'Vector'(float),
w::positive, kMAX::posint, eps::positive)

xnew[i] := -(w/A[i,i]) * (add(A[i,k]*xo0ld[k], k=1..i-1) + add(A[i,k]*xold[k], k=i+1..n) - b[il])

+ (1-w)*x0l1d[i];
end do;
if VectorNorm(b - A.xold) >= eps then
xold := copy(xnew);

else
return j, xnew;
end if;
end do;
return j, xnew, "Nem konvergdlt az iteracid";
d proc:
Teszteljiikk az eljarast:
ith(LinearAlgebra) :
:= Matrix([[3.,2.,1.1,[1.,4.,1.1,[1.,1.,5.11);
= Vector([6.,6.,7.1);
_pontos := LinearSolve( A, b );

#myDigits := 10;

#x
#L
#L
#L
#L
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0 := Vector(3,[ 0.5, 0.5, 0.1);

inJOR( A, b, x0, 0.05, 100, 0.0001);
inJOR( A, b, x0, 0.05, 500, 0.0001);
inJOR( A, b, x0, 0.85, 100, 0.0001);
inJOR( A, b, x0, 1.85, 100, 0.0001);
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A 9.1.18. Feladat programja:

LinSOR := proc(A::'Matrix'(float), b::'Vector'(float), x0::'Vector'(float),
w::positive, kMAX::posint, eps::positive)

local i, j, k, n, xold, xnew;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;

n := RowDimension( A );
xo0ld := copy(x0);
xnew := copy(x0);

for j from 1 to kMAX do
for i from 1 to n do

xnew[i] := -(w/A[i,i])*(add(A[i,k]*xnew[k], k=1..i-1) + add(A[i,k]*xo0ld[k], k=i+1..n) - b[il)

+ (1-w)*x0l1d[i];
end do;
if VectorNorm(b - A.xold) >= eps then
xold := copy(xnew);
else
return j, xnew;
end if;
end do;
return j, xnew, "Nem konvergdlt az iteracid";
end proc:
## Teszteljilkk az eljarast:
#with(LinearAlgebra) :
#A := Matrix([[3.,2.,1.1,[1.,4.,1.1,[1.,1.,5.11);
#b := Vector([6.,6.,7.1);
#x_pontos := LinearSolve( A, b );
#myDigits := 10;
#x0 := Vector(3,[ 0.5, 0.5, 0.1);
#LinSOR( A, b, %0, 0.05, 100, 0.0001);
#LinSOR( A, b, x0, 0.05, 500, 0.0001);
#LinSOR( A, b, %0, 0.85, 100, 0.0001);
#LinSOR( A, b, x0, 1.85, 100, 0.0001);
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A 9.2.12. Feladat programja:

Fixpont := proc(G::Vector, x0::'Vector'(float), kMAX::posint, eps)
local n, k, x_k, x_k1, i;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;
n := Dimension(x0):
x_k := Copy(x0):
x_k1l := Vector(n):
for k from 1 to kMAX do
for i from 1 to n do
x_k1[i] := evalf( subs( seq(x[jl=x_k[jl, j=1..n), G[i]) ):
end do:
if VectorNorm(x_kl-x_k, infinity) < eps then
return k, x_ki1:

else

x_k := Copy(x_k1):

end if:

end do:

return k-1, x_k1, "Nem konvergadlt az iteracidé";
end proc:

## Teszteljik az eljarast:
#with(LinearAlgebra) :

#G := Vector([sin(x[1])*sin(x[2])*sin(x[3]1)-1/2,1/4*sqrt(x[1]"2+x[2]"2+x[3]1"2),1/2*(x[1]1"2+x[2]"2)] );
#x0 := Vector( [2., 2., 2.] );

#myDigits:=20;

#k, x_k :=Fixpont(G, x0, 25, 0.00000001):

#printf (" Az iterdcids lépések szama: k= %a\n", k);

#printf (" A megoldasra kapott x_k kézelités:\n");

#print (x_k) ;

## Ellendrzés a Maple fsolve eljarasaval:

#fsolve({x[1] = G[1], x[2] = G[2], x[3] = G[31}, {x[1],x[2],x[31} );
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A 9.3.10. Feladat programja:

NewtonSys := proc(JacobiMX::Matrix(shape=square), F::Vector, x0::'Vector'(float),
kMAX: :posint, epsil::positive, eps2::positive)
local n, k,x_k, x_k1, Jacobi_k, F_k, s_k;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;
n := RowDimension(JacobiMX);
x_k := Copy(x0);
for k from 1 to kMAX do
Jacobi_k:= subs({seq(x[jl=x_k[j]l, j=1..n)},JacobiMX);
F_k:= subs({seq(x[jl=x_k[j], j=1..n)},F);
s_k:= LinearSolve(Jacobi_k,-F_k);
x_k1 := x_k + s_k;
if (VectorNorm(F_k) < epsl) and (VectorNorm(x_kl - x_k) < eps2) then
return x_k1;

else
x_k := x_ki1;

end if;
end do;
return k, x_k1, "Nem konvergalt az iteracioé";
end proc:
## Teszteljik az eljarast:
#n := 2;

#myDigits := 15;

#F:=Vector ([x[1]"2+x[2]"2-1, x[1]*x[2] - 2*x[1]"2+1]);
#J:=VectorCalculus[Jacobian] (F, [x[1],x[2]]):
#solve({F[1], F[2]1}):

#evalf (allvalues(%));

#x0:=Vector([-0.84, -0.5]);

#NewtonSys(J, F, x0, 10, 0.0000001, 0.0000001);
#F:=Vector([x[1]"2+x[2]"2-1, x[2] - 2*x[1]1]):
#J:=VectorCalculus[Jacobian] (F, [x[1],x[2]]):
#solve({F[1], F[2]1}):

#evalf (allvalues(%));

#x0:=Vector([0.5, 1.0]);

#NewtonSys(J, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([-0.5, -1.0]);

#NewtonSys(J, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([1.0, -1.0]);

#NewtonSys(J, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
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A 9.3.11. Feladat programja:

NewtonSysS := proc(Jacobi_0::Matrix(shape=square), F::Vector, x0
kMAX: :posint, epsl::positive, eps2::positive)
local n, k, x_k, x_ k1, F_k, s_k;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;
n := RowDimension(Jacobi_0);
x_k := evalf(x0);
for k from 1 to kMAX do
F_k:= subs({seq(x[jl=x_k[jl, j=1..n)},F);
s_k:= LinearSolve(Jacobi_0, -F_k);
x_k1 := x_k + s_k;

::'Vector' (float),

if (VectorNorm(F_k) < epsl) and (VectorNorm(x_kl - x_k) < eps2) then

return x_k1;

else
x_k := x_ki;

end if;
end do;
return k, x_k1, "Nem konvergdlt az iteracio";
end proc:
## Teszteljik az eljarast:
#n := 2;

#myDigits := 15;

#F:=Vector ([x[1]"2+x[2]"2-1, x[1]1*x[2] - 2*x[1]1"2+1]);
#J:=VectorCalculus[Jacobian] (F, [x[1],x[2]]);
#solve({F[1], F[21});

#evalf (allvalues(%));

#x0:=Vector([-0.84, -0.5]);

#J_0 := subs({seq(x[jI=x0[jl, j=1..n)}, J);
#NewtonSysS(J_0, F, x0, 10, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([-0.84, -0.5]);

#J_0 := subs({seq(x[jl=x0[jl, j=1..n)}, J);
#NewtonSysS(J_0, F, x0, 10, 0.0000001, 0.0000001);
#F:=Vector ([x[1]~2+x[2]"2-1, x[2] - 2*x[1]]);
#J:=VectorCalculus[Jacobian] (F, [x[1],x[2]]);
#solve({F[1], F[2]1});

#evalf (allvalues(%));

#x0:=Vector([0.5, 1.01);

#J_0 := subs({seq(x[jl=x0[jl, j=1..n)}, J);
#NewtonSysS(J_0, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector ([-0.5, -1.0]);

#J_0 := subs({seq(x[jl=x0[j], j=1..m)}, J);
#NewtonSysS(J_0, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([0.5, 0.25]);

#J_0 := subs({seq(x[jI=x0[jl, j=1..n)}, J);
#NewtonSysS(J_0, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([1.0, -1.01);

#J_0 := subs({seq(x[j1=x0[jl, j=1..n)}, J);
#NewtonSysS(J_0, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
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A 9.3.12. Feladat programja:

NewtonSysB := proc(B_0::Matrix(shape=square), F::Vector, x0::'Vector'(float),
kMAX: :posint, epsl::positive, eps2::positive)
local n, k, x_k, x_k1, y_k, y_ki1, B_k, B_k_inv, B_k1, F_k, F_k1, s_k, z_k;
uses LinearAlgebra;
Digits := myDigits;
n := RowDimension(B_0);
x_k := x0;
x_k1 := Vector(n);
B_k := evalf(B_0);
B_k_inv := MatrixInverse(B_k);
for k from 1 to kMAX do
F_k:= subs({seq(x[jl=x_k[j], j=1..n)},F);
s_k:= -B_k_inv.F_k;
x_kl := x_k + s_k;
if (VectorNorm(F_k) < epsl) and (VectorNorm(x_kl - x_k) < eps2) then
return x_k1;

else
F_k1 := subs({seq(x[jl=x_k1[jl, j=1..n)},F);
y_k := F_k1 - F_k;
B_k1 := B_k + 1/DotProduct(s_k,s_k)*(y_k-B_k.s_k).s_k™%T;
x_k := x_ki1;
B_k := B_k1;
F_k := F_ki1;
z_k := B_k_inv.y_k;
B_k_inv := B_k_inv - (1/(s_k"%T.z_k))*(z_k - s_k).(s_k™%T.B_k_inv);
end if;
end do;
return k, x_k1, "Nem konvergdlt az iteracid";
end proc:
## Teszteljik az eljarast:
#n := 2;

#myDigits := 15;

#F:=Vector ([x[1]~2+x[2]"2-1, x[1]*x[2] - 2*x[1]"2+1]);
#J:=VectorCalculus[Jacobian] (F, [x[1],x[2]]):
#solve({F[1], F[2]1});

#evalf (allvalues(%));

#x0:=Vector([-0.84, -0.5]);

#BO := subs({seq(x[j1=x0[jl, j=1..n)},J);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 10, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([-1., 1.1);

#BO := subs({seq(x[jl=x0[j], j=1..n)},J);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 10, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([-1., 1.1);

#BO := subs({seq(x[jl=x0[jl, j=1..n)},J);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 10, 0.0000001, 0.0000001);
#F:=Vector([x[1]"2+x[2]"2-1, x[2] - 2*x[1]11);
#J:=VectorCalculus[Jacobian] (F, [x[1],x[2]]):
#solve({F[1], F[21});

#evalf (allvalues(%));

#x0:=Vector([0.5, 1.0]);

#BO := subs({seq(x[jl=x0[j], j=1..n)},J3);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([-0.5, -1.0]1);

#BO := subs({seq(x[j1=x0[jl, j=1..n)},J);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([0.5, 0.25]);

#BO := subs({seq(x[jl=x0[jl, j=1..n)},J);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
#x0:=Vector([1.0, -1.0]1);

#BO := subs({seq(x[jl=x0[jl, j=1..n)},J);
#NewtonSysB(BO, F, x0, 20, 0.001, 0.001);
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A 10.2.5. Feladat programja:

OrtoPoliG := proc(a, b, rho, n)

local b_szorzat, p_list, a_list, i, j;

b_szorzat := proc(f, h)

return int(f*h*rho, x = a..b);

end proc:

p_list := [ 1 1];

for i from 1 to n do

a_list := [ seq( (-1)* b_szorzat(x"i, p_list[j])/b_szorzat(p_list[jl, p_list[jl), j = 1..i )];
p_list := [ op(p_list), =x"i + add( a_list[jl*p_list[jl, j =1..i) 1;
end do;

return p_list[n+1];

end proc:

# A kiilénb6zd paraméterek itt adhatdk meg:

n :=3; a :=-1; b := 1; rho := sqrt(1-x72);

p_n := OrtoPoliG(a,b,rho,n);

# az alappontok NEM lesznek nagysag szerint rendezve!

x_list := [solve(p_n,x)]:

alappontok := map(Re, (evalf(x_list)));

w_list := [seq (int( p_n/((x-x_list[k])*subs( x=x_list[k], diff(p_n,x)))*rho, x=a..Db),

k=1..n)]:
sulyok := map(Re, (evalf(w_list)));
f := x => x"2*abs(sin(x));
int (£ (x)*rho, x= a..b);
evalf (%) ;
Gauss_int_pontos := sum ('w_list[j]'*'f(x_list[j1)', j = 1..n);
evalf (%) ;

Gauss_int := add (sulyok[j]#f(alappontok[jl), j = 1..n);
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A 10.2.6. Feladat programja:

restart;
n :=5;
h := 1/n*int(1,x=-1..1);

S := [seq ( n/2*int(x"k,x=-1..1), k = 1..n)];
Erendszer := [b[0] = 1, seq( S[k] + sum(S[k-jl*b[jl, j=1..k-1) + k*b[k] =0, k = 1..n )];

Mo = solve( Erendszer, {seq('b[j]l', j =0..m)} );

Mo_list = map( rhs, convert(Mo,list) );

P := PolynomialTools [FromCoefficientList] ( ListTools[Reverse] (Mo_list), x );
Gyokok := allvalues( [solve(p)] ) :

simplify(Gyokok,radical) ;
evalf (Gyokok) ;
plot(p, x=-1..1, numpoints = 10000) ;
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A 10.3.8. Feladat programja:

Romberg := proc(f, a::float, b::float, n::posint, reszletes::truefalse)
local R, h, j, k;
Digits := myDigits:
R := array(0..n, 0..n):
h :=b - a:
R[0,0] := h/2 * ( £(a)+f(b) ):
for j from 1 to n do
h := h/2:
R[j,0] := 1/2%R[j-1,0] + sum(h*f(a+(2*m-1)*h), m=1..27(j-1)):
for k from 1 to j do
R[j,k] := R[j,k-1] +(R[j,k-1] - R[j-1,k-11)/(4"k - 1):
end do:
end do:
if (reszletes) then
for j from 0 to n do
for k from 0 to j do
printf("%15.10f ",R[j,k]);
end do:
printf("\n");
end do:
end if:
return(R[n,n]):
end proc:
## Az eljaras tesztelése
#myDigits := 20;
#a,b := 0,Pi; f := x -> sin(x):
#Int (f (x),x=a..b)=int(f(x),x= a..b);plot(f(x),x=a..b);R_int:= Romberg(f,evalf(a),evalf(b),4,true);
#a,b := 0,1; f := x -> exp(-x"2/2):
#Int (f (x),x=a..b)=int (£ (x),x=a..b) ;plot (£ (x),x=a..b);R_int:= Romberg(f,evalf(a),evalf(b),4,false);
#a,b := 0.01, 0.1; f := x -> x*abs(sin(1/(x))):
#Int (f (x),x=a..b)=int (£f(x),x=a..b) ;plot(f(x),x=a..b) ;R_int:
#a,b := -1,1; f :=x > 1/(x"2+1):
#Int (f(x),x=a..b)=int(£f(x) ,x=a..b) ;plot(f(x),x=a..b) ;R_int:= Romberg(f,evalf(a),evalf(b),4,false);

Romberg(f,evalf (a),evalf(b),4,true);
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A 12.1.1. Feladat programja:

#include <stdio.h>
#include <gsl/gsl_linalg.h>

int
main (void) {
double A_datal[] = {

1., 3., 3., -2.,
1., 2., -2., -1.,
0., 0., 2., 1.,
-1., -3., 1., -2.
};
double b_datal] = {
-13.,
-1.,
-4.,
5
};

gsl_matrix_view A = gsl_matrix_view_array (A_data, 4, 4);
gsl_vector_view b = gsl_vector_view_array (b_data, 4);

gsl_vector *x = gsl_vector_alloc (4);
gsl_permutation *p = gsl_permutation_alloc (4);
int s;

gsl_linalg LU_decomp (&A.matrix, p, &s);
gsl_linalg LU_solve (&A.matrix, p, &b.vector, x);

printf ("\n Az Ax = b egyenletrendszer megoldasa: \n");
printf ("\n x*x = \n");

gsl_vector_fprintf (stdout, x, "%g");
gsl_permutation_free (p);

gsl_vector_free (x);

return 0;
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A 12.1.2. Feladat programja:

#include <stdio.h>
#include <gsl/gsl_linalg.h>

int

main (void) {
double A_datal[] = {

1., 3., 3., -2.,
1., 2., -2., -1.,
0., 0., 2., 1.,
-1., -3., 1., -2.
};
gsl_matrix_view A = gsl_matrix_view_array (A_data, 4, 4);
gsl_vector* tau = gsl_vector_alloc (4);
gsl_matrix* Q = gsl_matrix_alloc(4,4);
gsl_matrix* R = gsl_matrix_alloc(4,4);

gsl_linalg_QR_decomp(&A.matrix,tau);
gsl_linalg_QR_unpack(&A.matrix,tau,Q,R);

printf ("\n Az A = QR felbontas matrixai: \n");
printf ("\n Q = \n");

gsl_matrix_fprintf (stdout, Q, "%g");

printf ("\n R = \n");

gsl_matrix_fprintf (stdout, R, "%g");
gsl_vector_free (tau);

gsl_matrix_free (Q);

gsl_matrix_free (R);

return 0O;
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A 12.1.3. Feladat programja:

#include <stdio.h>
#include <gsl/gsl_math.h>
#include <gsl/gsl_eigen.h>

int
main (void){
double Hdatal[]l = {
1.0, 1/2.0, 1/3.0, 1/4.0,
1/2.0, 1/3.0, 1/4.0, 1/5.0,
1/3.0, 1/4.0, 1/5.0, 1/6.0,
i1/4.0, 1/5.0, 1/6.0, 1/7.0
};
int i;
gsl_matrix_view H = gsl_matrix_view_array (Hdata, 4, 4);
gsl_vector *eigenval = gsl_vector_alloc (4);
gsl_matrix *eigenvec = gsl_matrix_alloc (4, 4);
gsl_eigen_symmv_workspace * w = gsl_eigen_symmv_alloc (4);
gsl_eigen_symmv (&H.matrix, eigenval, eigenvec, w);
gsl_eigen_symmv_free (w);
gsl_eigen_symmv_sort (eigenval, eigenvec, GSL_EIGEN_SORT_ABS_ASC);

for (i = 0; i < 4; i++) {
double eigenval_i = gsl_vector_get (eigenval, i);
gsl_vector_view eigenvec_i = gsl_matrix_column (eigenvec, i);
printf ("\n A(z) %d. sajatérték:\n\njg\n", i+l, eigenval_i);
printf ("\n A hozza tartozd sajatvektor: \n\n");
gsl_vector_fprintf (stdout,&eigenvec_i.vector, "/g");

}

gsl_vector_free (eigenval);
gsl_matrix_free (eigenvec);
return O;
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A 12.1.4. Feladat programja:

include <stdlib.h>
#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <gsl/gsl_errno.h>
#include <gsl/gsl_spline.h>

int
main (void){
int N = 5;

double x[5]
double y[5]
FILE * outfp;

{0.0, M_PI/2, M_PI, 3*M_PI/2, 2*M_PI};
{ sin(x[0]), sin(x[1]), sin(x[2]), sin(x[31), sin(x[4]) };

outfp = fopen("./gsl-cubic_spline.out", "w+");
gsl_interp_accel *acc = gsl_interp_accel_alloc ();
const gsl_interp_type *t = gsl_interp_cspline_periodic;
gsl_spline *spline = gsl_spline_alloc (t, N);
int i; double xi, yi;
fprintf (outfp,"#m=0,S=5\n");
for (i = 0; i < N; i++H){
fprintf (outfp,"lkg %g\n", x[il, y[il);
}
fprintf (outfp,"#m=1,S=0\n");
gsl_spline_init (spline, x, y, N);
for (i = 0; i <= 100; i++){
xi= (1 -1/ 100.0) * x[0] + (4 / 100.0) * x[N-1];
yi = gsl_spline_eval (spline, xi, acc);
fprintf (outfp,"lg %g\n", xi, yi);
}
gsl_spline_free (spline);
gsl_interp_accel_free (acc);
fclose(outfp);
return 0;
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A 12.1.5. Feladat programja:

#include <stdio.h>
#include <gsl/gsl_math.h>
#include <gsl/gsl_chebyshev.h>

double
f (double x, void *p) {
if (x < 0)
return -1;
else
if (x = 0)
return 0;
else
return 1;

int
main (void) {
int i, n = 100;
double a = -1;
double b = 1;
gsl_cheb_series *cs = gsl_cheb_alloc (40);
gsl_function F;
F.function = £f;
F.params = 0;
gsl_cheb_init (cs, &F, a, b);

printf ("\n Az f(x) és a cs_40(x) Csebisev-sorfejtés értéke az x_i = a + i*h pontokban:\n");
printf ("\nx_i\tf(x_i)\tcs_40(x_i)\n");

for (i = 0; i <= n; i++){
double x = a + i*(b-a) / (double)n;
double r40 = gsl_cheb_eval (cs, x);
printf ("%g\tlkg\t%g\n", x, GSL_FN_EVAL (&F, x), 1r40);
}
gsl_cheb_free (cs);
return O;
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A 12.1.6. Feladat programja:

#include <stdio.h>
#include <math.h>
#include <gsl/gsl_integration.h>

typedef double func (double x);

double f1 (double x) {
double f = log(x)/sqrt(x);
return f;

}

double f2 (double x) {
double f = sin(1/x);
return f;

}

double f£3 (double x) {
double f = 1/sqrt(1-x*x);
return f;

}

void num_int(func *fx, doublex result, double* error, double a, double b, double epsrel) {

gsl_integration_workspace * w = gsl_integration_workspace_alloc (1000);

gsl_function F;
F.function = fx;
F.params = NULL;

gsl_integration_qags (&F, a, b, 0, epsrel, 1000, w, result, error);

gsl_integration_workspace_free(w) ;

}

int main (void) {
double result, error;

num_int (&f1,&result,&error,0,1,1e-7);
printf ("Az integral koézelitd értéke:\n\nJ), .18f\n\n", result);
printf ("A becsiilt hiba:\n\n), .18f\n\n", error);

num_int (&f2,&result,&error,0,M_PI_2,1e-5);

printf ("Az integral koézelitd értéke:\n\nJ), .18f\n\n", result);
printf ("A becsiilt hiba:\n\n% .18f\n\n", error);

num_int (&f3,&result,&error,-1,1,1e-7);

printf ("Az integral kézelitd értéke:\n\n% .18f\n\n", result);
printf ("A becsiilt hiba:\n\n% .18f\n\n", error);

return 0O;
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A 12.1.7. Feladat programja:

#include <stdio.h>
#include <f2c.h>
#include <clapack.h>

int

main( ) {
char JOBU;
char JOBVT;
int i;
integer N = 4
integer M = 4;
integer LDA =
integer LDU = 4;
integer LDVT = 4;
integer LWORK;
integer INFO;
integer mn = 4;
integer MN = 4;

double A[4*4]
, 5.
, 1.
, 1.

8.

s

=W NN
o O O O
O O OOl
NN W
O O O O
= oo D

};
double s[4];
double wk[201];
double uul[4x*4];
double vt[4x*4];
JOBU 'A';
JOBVT = 'A';
LWORK = 201;

dgesvd_( &JOBU, &JOBVT, &M, &N, A, &LDA, s, uu, &LDU, vt, &LDVT, wk, &LWORK, &INFO);
printf("\n Az A matrix szinguléris értékei:\n\n");
for ( i= 0; i< N; i++ ) {
printf("s[%d] = %f\n", i+1, s[ i1 );
}

return O;
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A 12.1.8. Feladat programja:

restart;
(LinearAlgebra) :

with
N :=
A

4; Ainpl

Copy (Ainp1):

;= Matrix([[[2,-2,0,-1],[1,0,0,0],[0,-1,2,-2],[-2,-2,1,-1]], datatype=float[8]);

# A DGEEV kiils6 eljaras deklardlasa a CLAPACK kézikdényv szerinti paraméterekkel
my_DGEEV
"dgeev_ " s

LIB

'JOBVL' : :REF(char[1]), #
'JOBVR' : :REF (char[1]), #
N ::REF (integer[4]), # A matrix dimenziéja (input)
'A’ ::ARRAY(float[8]), # matrix (input)
'LDA' ::REF(integer([4]), # A fddimenziéja (input)
'WR' ::ARRAY(float[8]), #
"WI' : :ARRAY (float[8]), #
'VL' ::ARRAY(float[8]), #
'LVDL' ::REF(integer[4]), # VL fédimenzidja
'VR' : :ARRAY(float[8]), #
'LVDR' ::REF(integer([4]), # VR f&édimenzidja
'WORK' ::ARRAY(float[8]), # munkavaltozd
'LWORK' : :REF (integer[4]), # munkavaltozd
'INFO' ::REF(integer[4]) # info

):

JOBVL := "N":

JOBVR := "V":

LDA = N:

WR = Vector(N,datatype=float[8]):

WI = Vector(N,datatype=float[8]):

VL = Matrix(N,N,datatype=float[8]):

LDVL = N:

VR = Matrix(N,N,datatype=float[8]):

LDVR = N:

WORK = Matrix(4#N, 4#N,datatype=float[8]):

LWORK := 4x*N:

INFO = 0:

my_DGEEV (JOBVL, JOBVR,N,A,LDA,WR,WI,VL,LDVL,VR,LDVR,WORK,LWORK, INFO) :

:= define_external(

= "libclapack.so",

# A CLAPACK altalt kiszamolt eredmények:

'"WR'
"WI'
'VR'

© Mihalyko Csaba, PE, Viragh Janos, SZTE

WR;
WI;

= VR;
# A Maple altalt kiszamolt eredmények:
Eigenvectors(4);

jobboldali sajatértékek matrixa (output)

V, ha kellenek a baloldali sajatvektorok, N, ha nem (input)
V, ha kellenek a jobboldali sajatvektorok, N, ha nem (input)

a sajatértékek valés részeibdl 4116 vektor (output)
a sajatértékek képzetes részeibdl allé vektor (output)
baloldali sajatvektorok matrixa (output)
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