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1. fejezet

Bevezetés

A — Gazdasagi folyamatok matematikai modellezése — targy a Szegedi Tudomdnyegyetem
Természettudomanyi €s Informatikai Kar (SZTE TTIK) Gazdasaginformatikus szakanak
(MSc) egyik kurzusa. Az eddigi TTIK szakokon hasonl6 tantargy oktatdsara korabban nem
keriilt még sor. A gazdasagban felmeriilt problémak megoldasa eldtt bizonyos tényezdk
fontossaganak, masok elhanyagolhatdsagénak megallapitasa sziikséges. Ugyanez torténik a
természettudomanyokban is a matematikai modell felallitasa elott. A siker mértéke altalaban
mar a modellalkotasnal eldl. Megprobalunk kapcsolatot teremteni a BSc-s alapozé targyak
matematikai, informatikai anyaga ¢és a gazdasagi életben felmeriilé konkrét, egzakt médon
megfogalmazhatd probléma halmaz kozott. Az lizleti, pénziigyi vilagban gyakorlati oldal-
rol kozelitenek, meglévé modszereket alkalmaznak, oktatnak. A targy keretében igyeksziink
egy-egy fejezetet szanni matematikai, informatikai modellek bemutatasara, azok megoldasa-
ra, algoritmizalasara, a legkiilonbozobb teriiletekrdl vett példakkal alatdmasztva ezek hasz-
nossagat. Ramutatunk egyes elképzelések érzékenységére a megvaltozott koriilményekre,
bemeneti adatokra vonatkozoan.

A kurzushoz kapcsolodo jegyzetlink més szakokon, st egyéb intézményekben tanulo
hallgatoknak, mas megnevezésii tantargyak elsajatitasahoz is értékes segédanyag lehet. igy
pl. a Budapesti Corvinus Egyetem Gazdasag-matematikai elemz6 szakan, a Budapesti M-
szaki Fdiskola kornyezetmérnoki szakan, a Modern Uzleti Tudoményok Féiskoldja Gazdasagi
Matematika kurzusahoz, a gyori Széchenyi Istvan Egyetem Logisztikai és szallitmanyozési
menedzser szakéan, a Budapesti Gazdasagi Fdiskola Matematikai modellezés, a Nyiregyhazi
Foiskola Gazdasagi Matematika cimii targydhoz és az Operaciokutatas vagy az Okonometria
targyhoz szamos intézményben. Erdemes kiilon is szolni a veszprémi Pannon Egyetemmel
kialakult szoros kapcsolatrol. Az ottani Kozgazdasagi elemzd mesterszak hallgatoi is hasz-
nalhatjak majd a mi jegyzetiinket, egy-egy téma mas oldalrol torténéd megkozelitésére. A
ko6zos kutatasi témaink és ipari alkalmazasi teriileteink koziil kiemelem a Process Network
Synthesis (PNS) modszertanat. A jegyzetben kiilon fejezet szol a témakor elhelyezkedésé-
r6l a kombinatorikus optimalizalason beliil. A Halozati Folyamatok Szintézise elméletét a
vegyipari folyamatok vizsgalata hivta életre, de szdmos egy¢b alkalmazasa lehet. Ez is egy
modell, amely sikerrel alkalmazhat6 valds problémak vizsgalatara.

A jegyzet lehetdséget nyujt majd arra, hogy a diszkrét matematika kiilonb6z6 tertileteinek
alapvetd eredményeit hasznaljuk egyes gyakorlati problémak megoldasara, a kapott eredmé-
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6 GAZDASAGI FOLYAMATOK MATEMATIKAI MODELLEZESE

nyek Osszevetésére. A grafelmélet, a folyamok elmélete, az operacidkutatas, a kombinatori-
kus strukturak torvényszertiségeinek vizsgalata, a diszkrét optimalizalads mind—mind kapcso-
16d6 diszciplina. Az 0j kurzus a modellek felallitdsara és azok alkalmazhatosagéra helyezi
a hangsulyt. Bizonyos modelleket megoldé algoritmusok leirdsa, mintafeladatokon torténd
elmagyardzasa is a jegyzet része. Gyakorl6 példak segitik a jobb megértést. A jegyzet nem
teljesen azonos a szegedi kurzus anyagaval. Bizonyos fejezetekhez mas konyveket, jegyze-
teket is haszndlunk, masrészt olyan fejezetek is bekertiltek ebbe a munkaba, amelyek olvas-
many jellegliek, nagyon friss kutatasokat adnak kdzre, vagy magyarul még nem voltak eddig
elérheték. Az irodalomjegyzék utal majd az egyes fejezetek kimeritd targyalasat felvallald
munkdkra, de bizonyos kimaradt témakat feldolgozo miivekre is, matematikai, informatikai
vagy éppen kozgazdasagi teriileten. Szamos esetben eléfordul, hogy a komoly elméleti tu-
dassal rendelkez6 tudds nem tud sz6t érteni a gyakorlati életben vallalkozo iizletemberrel. Az
egyikiik megoldast tudna adni a masik altal felvetett kérdésre, de nem értik egymas kifejezé-
seit. Az informatikus meg tudna oldani a matematikai modellt, ha a menedzser a feladatot jol
megfogalmazna. A hallgatok egy része elméleti szakember lesz, nagyobb aranyban azonban
sikeres tlizletemberré kivannak valni. Fontos lenne, hogy beszéljék egymas nyelvét.

1.1. Gazdalkodasi kérdések megfogalmazasa

A gazdasagi élet egy szerepldjérdl feltételezhetjiik, hogy sajat maganak jot akar. Talan nem
szamol azzal, hogy minden energidjat lekoti majd a vallalkozasa, nem lesz elég szabadideje,
kevesebb figyelem jut a csaladjara, de az biztos, hogy sikeres céget szeretne. Mit értiink ez
alatt? Azt mindenesetre, hogy kozép vagy hosszi tavon 6 és a csaladja meg tudjon élni a
valasztott tevékenységébol. Ehhez az kell, hogy nyereséges legyen, vagyis hasznot hozzon a
befektetett pénz. Kell beruhazas, folyamatosan koltségek meriilnek fel, mindezt a bevételnek
fedeznie kell. S&t elegendd nyereség sziikséges ahhoz, hogy fenntarthaté legyen a csaladi
béke — ami a tisztes jovedelmet illeti -, amiért dolgozik a magéanvallalkozo és csaladja.

Z.oldséges bolt

A vallalkozok sziilei sokat dolgoztak a foldeken, megtermelték a csaladnak sziikséges
¢lelmiszert, tanitattdk a gyerekeket, de meg nem gazdagodtak. A gyermekeknek szebb jovot
szantak, ezért tamogattak azok egyetemi tanulasat is. A fiuk értettek a mezdgazdasaghoz,
viszont ki szerettek volna torni, nem a termelést hanem a kereskedést valasztottak hivatasuk-
nak. Korabban azt gondolték, hogy a z6ldségek, gyliimdlcsok fogyasztoi ardban csak kis részt
tesz ki a termeldi ar, igy ezt igazsagtalannak is tartottdk. Nyitnak tehat egy zoldséges iizletet,
kiprobaljak a masik oldalt is, az sokkal jovedelmezdbbnek tlinik. A sziileiknek csak az id6ja-
ras kiszamithatatlansagéaval kellett megkiizdeni, hanyszor volt a kert viz alatt, stjtotta aszaly
a gabonatermést.

Vajon milyen gondok meriilnek fel egy zoldséges tlizletben? Hogyan lesz sikeres a vallal-
kozés?

» Hol legyen a bolt? A hely kivalasztasakor figyelembe kell venni a helyiség méretét, az
elhelyezkedését a telepiilésen beliil, a rezsikoltségeket, a bérleti dijat.
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* Milyen arukat tartsanak az tizlethelyiségben? Néha a kevesebb tobb, de egyes vasarlok
szeretik a bd aruvalasztékot. A sokféle aru egyrészt szakértelmet, mésrészt kiterjedt
beszallitoi halozatot igényel.

» Kik legyenek az eladok €s egyéb munkatarsak? Milyen foglalkoztatasi formdban? Mi-
lyen lesz a munkaszervezés? Milyen nyitvatartas lenne megfelel6?

» A rendelkezésre all6 indul6 t6kébdl a legfontosabb beruhdzasokat meg kell valositani.
Milyen beruhazasokra van sziikség? Vajon melyek a legfontosabbak? Dontsiink a jol
mikodo bolt érdekében! De ha pl. dontottiink egy konkrét beruhdzas mellett, akkor
annak a megvalositasanak modja egy ujabb komplex feladat.

A fenti kérdések igy mertilnek fel, de ha valakihez tanacsért fordulnank, akkor a szakértének
sok kérdése lenne, amelyeket a megrendeldnek meg kell valaszolnia. Természetesen a ta-
nacsado tobb hasonld helyzetben tudott mar segiteni, tehat az egzaktabb problémafelvetések
megfogalmazasaban is lehet ra szamitani.

 El kell donteni, milyen tényezdkkel szamoljunk, amikor ki akarjuk valasztani a bolt
helyét. Legyen kozel a tulajdonos lakohelyéhez, hogy iranyitési, ellendrzési feladatait
kényelmesen el tudja l4tni? Mindenképpen legyen legalabb 150m? a teriilete? Legyen a
forgalmas belvarosban, de akkor magasabb a bérleti dija!? Melyik a fontosabb, hogyan
vethetd Ossze a két ellentétesnek tlind szempont?

* Hany Ostermeldvel, illetve nagykereskeddvel akarunk kapcsolatba keriilni? Konkré-
tabb a helyzet, ha ezek szamat 2, 3 vagy 4-ben allapitjuk meg. Ezt betartva igyeksziink
legalabb 10, de legfeljebb 16 aruval fogalkozni. Az ajanlkozé partnerek koziil a fen-
ti két elképzelésiinket betartva tgy probalunk valasztani, hogy a beszallitoi arakat is
figyelembe vessziik. De hogyan? Ezt is meg kell valaszolnunk!

* Vajon mekkora forgalomra szdmitunk? Ha egy forgalmas csomoOpont mellett van a
bolt, valamint friss és szép arut kinalunk széles valaszték mellett, akkor mindig sziik-
séges legalabb 4 elado6 egyidejii munkédja a zavartalan kiszolgélas érdekében. Ha igény
lesz a késdi nyitvatartasra is, akkor tobb miiszakban kell dolgozni. Hany munkatar-
sat alkalmazzunk, milyen idObeosztassal? Vannak-e tovabbi betartand6 korlatozasok?
Tapasztaltabb munkaerdt keresiink, vagy megfelel egy kezdd is? Hogyan szdmoljuk a
munkaer6 értékét? Hogyan készitsiik el a beosztast, hogy mindig legyen legalabb két
szakképzett pénztaros is az iizletben?

* Bizonyos butorokat, felszerelést mindenképpen meg kell venni. A fennmarado6 6sszeg
altalaban nem elég arra, ami még szintén ,.elengedhetetlen”, ezért stilyozni kell a to-
vabbi beruhazasok fontossagat.

1.2. A matematikai modell

A vallalkoz6 problémait eldszor felvetettiik, majd igyekeztiink egy kicsit pontositani a fel-
adatokat. Ahhoz azonban, hogy az intuicional mélyebben vizsgéalhassuk a kérdéseket be kell
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hozni a szdmokat, az Osszefiiggéseket. Természetesen egyetlen bolt esetében az egyes rész-
problémak kiilon-kiilon pontosithatok ¢s megvalaszolhatok lehetnek. Elegendd, ha a tulajdo-
nos meg van elégedve a sajat elképzeléseivel. Ha azonban a cég nagyobb, akkor egyre in-
kabb azt érzi, hogy egyediil nem biztos, hogy meg tud birkézni a feladatokkal, jobbnak latja
ha szakértok segitenek a dontések meghozataldban — legalébbis tanacsadoi szinten. Nagyobb
volumen esetén egy latszolag kis eltérés is nagy veszteséget, vagy nyereséget jelenthet. Fon-
tos tehat precizen megfogalmazni minden részproblémat a korrekt valasz reményében. Meg-
éri matematikai modszereket alkalmazni. Ez a matematikai modellezéssel kezdddik, majd
a szamitogép célszerli alkalmazasaval folytatodik. Fogalmazzunk meg konkrét eldontendd
problémakat!

1.1. Példa. Egy helyiség cime adott egy hirdetésben. Ha az lenne a bolt, vajon oda lehet-e
erni 30 percen beliil a lakohelyiinktol? (gyalogosan, kerékparral, autoval; milyen adatokra
van sziikség?)

1.2. Példa. Eldontottiik, hogy a bolt legyen legaldbb 150m>-es és ne legyen magasabb a havi
berleti dija 100000 forintnal. Valasszunk ki a megfeleld ajanlatok koziil egy olyat, amelyre az
egy négyzetméterre juto bérleti dij hanyad minimalis!

1.3. Példa. Paprikat, sargarépat, hagymat, almat és kortét mindenképpen akarunk darusitani.
Ot éstermeld ajanlkozik, rendre (p,h), (s,h), (s,a,k), (p,k) és (p,a,k) kindlattal (ahol a terméke-
ket a neviik kezdobetiijével roviditettiik). Vajon ki tudunk-e valasztani koziiliik harmat, hogy
toliik minden terméket megkapjunk? Kettot? Hogyan dontenénk el a hasonlo kérdest, ha sok
terméket akarunk forgalmazni?

1.4. Példa. Az eladok 8, 6 vagy 4 orat dolgoznak naponta. A teljes nyitvatartasi ido 11 ora.
Mindig sziikséges legalabb negy munkatars egyidejii jelenléte. Ha mind a harom tipusu mun-
kavallalobol harmat alkalmazunk, meg tudjuk-e oldani a folyamatos miikédést? Ha nydron
ket oraval megnd a nyitvatartasi ido, akkor at tudjuk-e ugy tervezni a beosztast, hogy a felte-
telek tovabbra is teljesiiljenek?

A fenti négy pontban olyan feladatokat fogalmaztunk meg, amelyek megoldhatésaga volt a
f6 kérdés.

* Ha pl. ismerjiik a kerékparutak halozatat a varosban, valamint a kerékparozas legalabb
becsiilt sebességét, akkor azt kell eldontentink, vajon az L pontbol a B pontba el lehet-e
jutni a megadott id6n beliil?

» Ha haromszor végignézziik az iizlethelyiség ajanlatokat, akkor eldszor kidobjuk a kis
alapteriiletieket, masodszor — csak a megmaradtakbol — a tul dragakat, végiil az ed-
dig megmaradtak mindegyikére kiszamoljuk az egy négyzetméterre esd bérleti dijakat
¢s mindig meghagyjuk az addigi legjobbat. A végén a keziinkben lesz a kivalasztott
(kivéve, ha a két feltételnek egyik helyiség sem felelt meg).
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* Ha az 6t 6stermeld koziil minden lehetséges modon kivéalasztunk harmat és az ajanla-
tukat uni6zzuk, akkor megoldast talalunk, ha valamely harmas egyiittvéve minden arut
bevallal. Ha a 10 harmas egyike sem biztositja a kivant termék palettat, akkor nem tu-
dunk harmat kivalasztani. Nemleges valasz esetén a masik kérdéssel mar nem is kell
foglalkoznunk, mig pozitiv eredmény esetén azt is megoldhatjuk ugyanigy, csak most
a parokat nézziik végig (azokbdl is éppen 10 van).

* Mindegyik problémara ugy tekintsiink mint egy kis mintafeladatra. Amikor modszere-
sen megoldjuk, akkor gondoljunk arra is, vajon nagyobb méretekben miikodhetne-e az
elgondolasunk. Az eladok beosztésa esetén ha megadunk egy munkarendet, amely tel-
jesit minden eldirt feltételt, akkor az egy konynyen ellendrizhetd lehetséges megoldas.
Ha azonban ugy gondoljuk, hogy egy ilyen tipusi bemenetre nincs a feltételeknek meg-
feleld beosztas, akkor jo lenne, ha az ezt igazold gondolatmenetet is vilagosan, konnyen
ellendrizhetd modon le tudnank irni.

1.3. Optimalizalasi feladatok

1.5. Példa. Tegyiik fel, hogy egy szegény orszag tamogatast kap az uthalozatanak kiépitésere.
A falvak mindegyikét szeretnék koves uton elérni barmelyik masik telepiilésbol. Barmely két
falu kézott a megépitendo kozvetlen ut koltséget kiszamitjak. A tamogatas megmaradt részét
gvermek élelmezési programra lehetne forditani, igy a lehetd leggazdasdagosabban szeretnék
kivalasztani azokat a telepiiléseket, amelyek kozott kozvetlen ut épiilne. A terv akkor felel meg
a palyazati kitrasnak, ha valoban el lehet jutni barmely falubol barmelyikbe akar kozbiilso
telepiilésen keresztiil is. Hogyan épitkezzen az orszag?

1.6. Példa. Egy varos kozponti épiiletei kézott néhany gazvezeték ki van épitve oly modon,
hogy a gaz aramlasanak iranya a technologiabol adodoan adott barmely két 6sszekotott egy-
seg kozott. A kozponti gazellato az S helyen iizemel. Innen barmelyik épiiletbe el tud jutni a
gaz. Mindegyik szakaszon ismerjiik az tizemeltetési koltséget. Tervezziik meg ugy a gdz aram-
lasat, hogy mindegyik épiiletet el tudjuk latni, de a miikodo szakaszok dsszkoltsége minimalis
legyen!
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2. fejezet

Egy raktarozasi probléma

2.1. Példa. Tegyiik fel, hogy egy logisztikai cég telephelyén egy csarnokban tobbféle, nagy
mennyiségii terméket lehet ideiglenesen elhelyezni. A raktarozasiigényeknek van egy jol meg-
hatarozott iddintervalluma, ebben mar benne van az esetleg sziikséges lerakodasi, felpakolasi
idotartam is. Egyidoben csak egyetlen raktarozasi igeny elégitheto ki, a csarnok kapacitasa és
egyeb szabalyozasok miatt. Barmely igény teljesitése a cégnek egyedileg meghatarozott hasz-
not hoz. Egy tervezési idoszak elején adott minden igény. A cég vallalasaival minél nagyobb
nyereségre kivan szert tenni. Mely feladatokat vallalja el?

A gyakorlati feladat modellje:

2.1. Probléma. Optimalis raktarozas

Bemenet:  n raktarozasi igény, (s;, fi,hi), i =1,...,n az [s;, f;| idSintervallummal és a h;
haszonnal definialva.
Cel: 1dobeli iitkozéseket elkeriilo, maximalis osszhasznot ado vallalas.

Vilagos, hogy szamos, a valos életben felmeriil0 egyeztetési feladat vezet ehhez a matematikai
modellhez, pl. a polgarmester a fogadd napjan mely vendégeket fogadjon (itt feltételezziik,
hogy a vendégek mondjdk meg mikor érnek rd). Kereteljaras a feladat megoldasara:
Bontsuk kisebb méretii feladatokra a problémat. Ha kivalasztunk egy (s;, fi, h;) igényt, ak-
kor ennek teljesitése maga utan von ket részfeladatot. Az elsdben azok az igények lesznek,
amelyek f; befejezési ideje legfeljebb s;. A masik, az els6tdl fliggetleniil vizsgalhato részfel-
adatban azok az igények lesznek, amelyek s; kezdési ideje legalabb f;. Azok az igények mar
nem tudnak megvaldsulni, amelyek intervalluma metszi az (s;, f;) szakaszt.

Egy 0jabb dontés egy részproblémat szintén két ujabb részfeladatra bont, amelyek fiiggetle-
nek a tobbitdl. A dontésorozatot folytatva egyre tobb kisebb alprobléma keletkezik. Ha azok
optimalis megoldasait mind ismernénk, akkor az eddigi dontéseinket meghagyva a megoldas
befejezése mar konnyti (és optimélis)lenne. Altaldban ha az (s;, fi, h;) és (s;, f},h;) feladato-
kat elvallaltuk mar, ezek ebben a rendben kovetkeznek, és kozottiik mést még nem, akkor az
altaluk meghatarozott [i, j] részprobléma azon (s, fi, i) raktarozasi igényekbdél all, melyek-
re fi < és fi < s egyszerre teljesiil. Tegyiik fel, hogy az igények indexezése igazodik a
befejezési 1d6hoz, vagyis kisebb szadmot kap az, amely elébb (nem késébb, tetszdleges egyér-
telmiisitéssel) fejezddik be. Jelolje Opt (i, j) az [i, j] optimalis megoldasanak hasznat. Ekkor
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nyilvanvaloan
OPI(i,j) = mil’ligkgj(opt(iak) + 0pt(k,j) —|—hk).

Ha bevezetjiik a csarnok nyitasat és zarasat mint 0. és (n+ 1)-edik “igényt”, mint kezdeti
biztos dontéseket 0 hosszu, az igazi igényeket megel6zo és kdvetd intervallumokkal, akkor az
Opt(0,n+ 1) meghatarozasa a cél. Egy szamitogép igy hatarozza meg rekurzivan az Opt (i, j)-
t: Az eljarassal az Opt(0,n + 1) gyorsan meghatarozhato, ha pl. elobb azokat az Opt (i, j-ket

Algorithm 1 Opt (i, j) meghatarozasa
if i > j then
max =0
end if
max =0
for k=ito j do
b= Opt(i,k)+ Opt(k, j) + hy;
if b > max then
max = b
end if
end for
Opt(i, j) = max

hatarozzuk meg, amikor j —i =1, majd j —i = 2, sit. Az optimalis részstrukturak ismerete
jol felhasznalhato. Az ismertetett modszer a dinamikus programozas. Tegyiik most fel, hogy
h; = 1 mindegyik igényre (a polgarmester irnak minden lakos egyforman fontos). A cél tehat
minél tobb igény kielégitése. Egy probléma specidlis esetét vizsgalva, mindig felmeriilhet,
vajon adhatd-e egyszeriibben megérthetd és/vagy gyorsabban eredményt ado eljaras?

2.1. Propozicié. A4 legkordbban befejez6dé (s1, f1,h1) igényt egy optimalis megoldas tartal-
mazza.

Vilagos, hiszen barmely optimalis megoldasban, ha az (s;, fi, h;) az elsének befejez6do igény,
akkor f1 < f;, tehat az (s1, f1,h1) is Oszeegyeztethetd a tovabbi kivalasztott raktarozasokkal.
Cseréljuk ki 6ket!

A 2.1. észrevétel alapjan az algoritmus moho tipusu valasztassa egyszertisodik, nem sziiksé-
ges az egy¢éb dontéseket kiértékelni! Az (s1, f1,h1) igényt elfogadjuk. Amikor a csarnok Gjra
szabadda valik, akkor a még szamitasba jovo igények koziil megint azt valasszuk ki, amelyik
legkorabban befejezddik. Folytassuk igy tovabb!

Megjegyezziik, hogy nem feltétlentil j6 az a forditott elképzelés, hogy amikor az el6z6 ligyfél
tavozott, j6jjOn az, aki legeldbb érkezett!

Ha egy korzeti orvosi rendeldre gondolt valaki, akkor persze nem ugyanerrdl a feladatrél van
sz0. A betegek ellatast szeretnének kapni, de nem kotott, hogy mettél meddig kell benn lenni-
ik a rendeldben. Tegytik fel, hogy a panaszukkal szoros 0sszefiiggésben adott az az id6tartam
(nem id6-intervallum) ameddig az ellatasuk tart. Azt is tételezziik fel, hogy az asszisztensnd
ezt megkérdezi mindenkitél. Ha rovid a rendelési 1d6, nem kap ellatast mindenki. Milyen sor-
rendben hivja be a betegeket az orvos, ha szeretne minél tobb beteget ellatni? A valasz ebben
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a feladatban trivialis, mindig a leggyorsabban ellathato beteget hivja be el6bb! A rendeldinté-
zet miikodését azonban rosszul modelleztiik igy, természetesen nem helyes cél a mennyiség,
a sulyos beteget — aki hosszabb 1d¢6 alatt ellathaté — nem hagyhatjuk a sor végére!

Az eredeti raktarozasi problémara visszatérve megallapithatjuk, hogy a haszon fiiggvény meg-
valtoztatdsa sokkal egyszerlibbé tette a megoldasi modszert is, és az algoritmus végrehajtési
ideje is lecsokkent!
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3. fejezet

Grafok, utak, projektek

A diszkrét matematika talan leghasznosabb fogalma a graf. Felsorolunk néhany alapvetd
definiciot.

3.1. Definicio.

» Egy G = (V,E) (iranyitatlan) graf azi € V csiicsok és az iranyitas nélkili {i, j} € E C
V2 ¢élek halmazaval adott. Itt tehat az {i, j} vagy {j,i} ugyanazt az élet jelenti.

* A csicsok N = |V|szamat néha a graf rendjének is mondjak.
* M = |E| az élszam.

» Kétcsucs i, j €V szomszédos, ha {i,j} € E.

» Az {i,j} élilleszkedik aziés j csicsokra.

* A d(i) fokszam az i-vel szomszédos csucsok szama. A nulla foku csucsokat izoldlt
csucsoknak is mondjuk. Ha barmely i cstcsra d(i) = k, akkor a grafot k-regularisnak
mondjuk.

N csucsu, N — 1 regularis graf a Ky teljes graf.

« AG = (V' E') graf a G részgrdfja,haV' CV, E' CE.

« AG' = (V',E') feszitett részgrdfja G-nek,haV' CV ésE'=EN(V')?, vagyis E' azE
minden olyan élét tartalmazza, amelynek két végpontja V'-beli.

* AG = (V' E') részgraf egy ut a G-ben, ha V' = {iy,i1,...,i;},
E' = {{io,i1},{i1,ia},. .., {i1—1,i1}}. Azt hossza | = |E'|. ip és i; az Gt végpontjai.
Az ut ig és i; kozott oda-vissza halad, azt is mondhatjuk, hogy 6sszekoti a végpontjait.
Az Ut minden belsé pontja mas-mas cstcs. Hamilton-utnak neveziink egy utat, ha a
graf minden csucsat tartalmazza.

* Ha iy = ij, vagyis az Ut zarodik, akkor kornek hivjuk.
Hamilton-kornek neveziink egy kort, ha a graf minden csucsat tartalmazza.
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Az {ig, i1}, {i1,i2},...,{ij_1,i;} élsorozat séta. A sétaban mind a cstcsok, mind az
¢lek ismétlddhetnek.

Ha egy sétaban az élek kiilonbozok vonalrol beszEliink. A vonalban a csucsok ismét-
16dhetnek.

Zart vonalrol beszéliink, ha a vonal kezd6 és végpontja megegyezik. A zart vonal nem
biztos, hogy kor.

Egy G graf dsszefiiggd, ha barmely i, j csucspar kozott megy ut. Az i, j cslicspar td-
volsaga alatt a kozottiik 1évo legrovidebb ut hosszat értjiik. A G graf armérdje a legta-
volabbi pontok tavolsaga.

A G = (V' E') részgraf dsszefiiggd komponense G-nek, ha egyrészt a G 6sszefliggd
feszitett részgrafja, masrészt nincs olyan €l E-ben amely egy V’-beli csticsot egy V \ V/
-beli cstccsal dsszekotne. Ugy is mondhatjuk, hogy a komponensek az 9sszefiiggéség
ekvivalenciaosztalyai.

A G gréf fa, ha 6sszefiiggd €s kormentes. Nyilvanvald, hogy egy fanak éppen eggyel
van kevesebb éle mint csicsa. Ha ezen utobbi tulajdonsagot feltessziik egy grafban
¢s mellé az Osszefiiggdséget, akkor a kormentesség kovetkezik. Ha a kormentésséget
tessziik még fel, akkor az 0sszefliggdség lesz kovetkezmény.

Minden 6sszefliggd grafnak létezik feszitd (N cstcsu) faja.

A G erdo, ha a komponensei fak.

Gyokeres fa egy olyan fa, amelyben az egyik cstics — gyokér — kitiintetett. Gyokeres d-
edfoku fa egy olyan gyoOkeres fa, amelyben a gyokérpont foka d a tobbi cstics foka vagy
d+1 vagy 1. Egy gyokeres d-edfoku fa teljes, ha minden elséfoku pontja a gyokértdl
azonos tavolsagra van.

A GC = (V,EC) komplementer graf élhalmaza E€ =V?\E = {{i,j} |{i,j} ¢E}. AG
komplementerében tehat pontosan azok a csticsparok szomszédosak, amelyek a G-ben
nem voltak azok. Egy teljes graf komplementere az iires graf.

A G' = (V' E') részgrafot klikknek hivjuk, ha teljes graf.
Ha tires, akkor a G stabil részgrafjanak nevezziik.

A G' = (V' E) részgraf pdrositis G-ben, ha minden komponensének rendje kettd,
vagyis kozos végpont nélkiili élekbdl all.

A csucsok S C V(G) részhalmaza a G éleit lefogd csucshalmaz, ha az E(G) minden
¢lének legalabb az egyik végpontja az S eleme. Nyilvanvalo, hogy a V(G) \ S csucshal-
maz egy stabil részgrafot feszit.

Az élek F C E(G) részhalmaza a G cslcsait lefed6 élhalmaz, ha minden cstcs az F
valamely élének végpontja.

A G = (V,E,m) sulyozott grdf, ha 1étezik egy @ : E — R, az éleken értelmezett fligg-
vény.
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» Az élek egy M C E(G) részhalmazat pdrositasnak nevezzik, ha az élek fiiggetlenek,
tehat barmely csucs legfeljebb egy M-beli élre illeszkedik.

» Azélek egy C C E(G) részhalmazat vigdsnak nevezziik, ha van egy X C V(G) csucs-
halmaz, melyre a C az sszes X és V(G) \ X kozotti élt tartalmazza.

Hasonldan definialhatjuk az iranyitott grafokat is. A Iényeges eltéréseket hangsulyozzak
a kovetkezd definiciok:

* Haa D = (V,A) graf élhalmaza rendezett parokbol all (i,j) C V x V, akkor minden
¢lnek van egy kezdOpontja és egy végpontja, tehat iranyitott.

* A dyi(i) kifok azon élek szama, amelyek kezdGpontja i. Ha dyi(i) = 0, akkor az i-t
nyeldnek hivjuk.

* A dye(i) befok az i-be bejovo (j,i) élek szama. Ha dpe(i) = 0, akkor az i-t forrasnak
mondjuk.

* Egy irdnyitott it minden éle azonos iranyitasu, io-tol ij-ig tehat egy D' = (V' A’) rész-
graf, melyre V' = {ip,i1,...,i;},
A" = {(io, 1), (i1, 12), - > (i-1,01) }.

* AD = (V,A) iranyitott graf erdsen dsszefiiggd, halétezik i-tol j-ig iranyitott ut barmely
i és j csucsra. Egy irdnyitott graf erdsen osszefiiggd komponense egy tovabb mar nem
bdvithetd erdsen Gsszefliggd részgraf.

* A D= (V,A) iranyitott graf fenyd, ha a tart6 grafja (az élek iranyitasanak elhagyéasaval
kapott irdnyitatlan graf) fa, van egy kitiintetett gyokér pontja, melynek befoka nulla,
valamint minden egyéb cstics befoka 1. A fenydben a gyokérbdl minden mas csics
egyértelmil iranyitott uton érhetd el. A fenydk levelei azok a csticsok, amelyek kifoka
nulla.

A D = (V,A) iranyitott graf fenyves, ha a komponensei feny6k.

* A D= (V,A,c) iranyitott graf hdlozat, ha 1étezik egy ¢ : A — R, az éleken értelmezett
fliggvény.

3.1. Legrovidebb utak

Amikor az elektronikus segédeszkdz az autonkban tavolsagra optimalizal, akkor a sziikséges
foldrajzi adatok birtokdban meg kell, hogy tudja hatarozni az indulasi helytlink és a célpont
kozotti legrovidebb utat. Tekintsiik a kovetkez6 feladatot!

3.1. Probléma. A legrovidebb tut problémaja
Bemenet: D egy irdnyitott hdlozat, s,t € V(D).
Cél: Egy legrévidebb s — —t ut D-ben.
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Vegyiik észre, hogy a kozlekedésben nem életszerli a negativ élhossz, azonban egy halo-
zatban ezt nem zarjuk ki. Ez gondot is okoz valoban, hiszen amikor utrol beszéliink, akkor
burkoltan arra gondolunk, hogy egy séta hosszabb mint egy olyan ut, ami része a sétanak. Ha
azonban séta kozben bejarunk egy kort, amelynek hossza negativ, akkor az 0sszeg kisebb,
mintha a koron nem mennénk végig. Ha pl. minden élhossz —1 lenne, akkor a legrovidebb
s — —t Gt egy Hamilton-ut lenne s-bol #-be. Ennek megtaldlasa — vagy annak eldontése 1étezik-
e ilyen—nehéz probléma. Erdemes tehat feltenni legalabb azt, hogy nincs a halozatban negativ
kor.

3.1. Propozicié. Tegyiik fel, hogy a D halozatban nincs negativ kér. Ha a legrévidebb s — —t
ut utolso éle (v,t), akkor ezen 1t s-t61 v-ig vezetd része egy legrovidebb s — —v ut.

Az el6z6 3.1. propozicid, az Un. Bellman-elv ugyanigy fennall iranyitatlan grafokra, ha a
sulyfiiggvény nemnegativ, illetve iranyitott kormentes hal6zatokra barmely ¢ : A — R esetén.
Dijkstra algoritmusa felépit egy s-feny6t, amely pontosan azokbol az élekbdl 4ll, amelyek va-

Algorithm 2 Dijkstra algoritmusa

Bemenet: D egy iranyitott halozat,c : A — Ry és s € V(D)
1. Legyen [(s) := 0, [(v) :=cominden v € V(A)\ {s}, R:=0.
2. Valasszunk egy v € V(D) \ R cslicsot, melyre [(v) = min,,cy p)\r L(w).
3. Legyen R := RU{v}.
for minden (w € V(D) \ R) melyre (v,w) € A(D) do

if (w) >1(v)+c((v,w)) then

legyen [(w) :=1(v) +c((v,w)) és p(w) :=v.

end if
end for
if R # V(D) then

go to 2.
end if
Kimenet A legrovidebb s — —v utak, v € V(D) és ezek /(v) hossza.

lamely 1épésben az aktualis R csucshalmazhoz k6totték a V(D) \ R csucshalmaz legkozelebbi
csticsat. Az algoritmus mindvégig megdrzi azt a tulajdonsagot, hogy az R-ben 1évd csticsok-
hoz vezet egy egyértelmi irdnyitott Gt az s pontbdl, amely a lehetséges legrovidebb D-ben.
Az algoritmus a végén megadja a legolcsobb utak s-fenydjét. Ha csak a minimalis s — —¢ 0t
érdekel benniinket egy konkrét z-re, akkor is érdemes az §sszes tobbi csucsra is meghatarozni
a legrovidebb utakat.

3.2. Propozicié. A Bellman-elv miatt iranyitott kérmentes grafokra is létezik a legolcsobb
utak s-fenydje.

3.3. Propozicio. A4 D iranyitott graf pontosan akkor kérmentes, ha a csucsoknak létezik olyan
szamozasa 1-tol N-ig, hogy él csak a nagyobb sorszamu csucs felé mutat.

Ha minden pontba futna €1, akkor minden pontnak lenne dse, igy az 6sok felé 1épegetve elobb
utobb egy mar érintett csticsba jutnank, tehat kor alakulna ki. Emiatt 1étezik olyan csucs,
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amely forras. Kapja 6 az 1-et. Egy kormentes graf barmely feszitett részgrafja is kdrmentes,
tehat ha az 1-et toroljiik ujabb forrast talalunk a megmaradt cstcsok kozott, legyen 6 a 2-es.
Ezt folytatva megszamoztuk jol a csucsokat. Persze egy iranyitott kort nem lehet igy meg-
szamozni, tehat az allitott ekvivalencia teljesiil.

A 3.3. észrevételbdl kovetkezik, hogy a legrovidebb utak s-feny6jét barmely ¢ : A — R ¢l-
hossz fiiggvényre fel tudjuk épiteni a kovetkez6képpen: Vegyiik ndvekvd rendben a megsza-
mozott csticsokat (az 1-es csucs lesz az s). Ha mar megépiilt az els6 i — 1 csticsot tartalmazo
s-fenyd, akkor az i, valamelyik nalanal kisebb sorszdmu csucshoz fog kapcsolodni. Nyilvan
kapcsolodhat éppen a j-hez, ha [(i) = min;; (; yea 1(J) +c(j,i) teljesiil.

Léteznek olyan algoritmusok, amelyek a halozat barmely két pontja kozott keresnek legrovi-
debb utat, csak a negativ hosszl kdroket zarjak ki és gyors futdsra térekednek [29], [39].
Emlitettiik, hogy egy Hamilton-utat vagy kort irdnyitatlan vagy irdnyitott grafban nehéz meg-
talalni, igy szintén nehéz halozatban is leghosszabb s — —¢ utat vagy kort talalni. Az egyik
legismertebb NP-teljes probléma éppen az Utazo tigynok probléma [29], [39]. Més azonban
a helyzet az iranyitott kort nem tartalmazoé halézatokban.

3.2. Projekt tervezés, CPM, PERT

3.1. Példa. Ha tébbféle munka var valakire, igyekszik gyorsan elvégezni oket. Ha tul sok
a munka kétségbeesik, egyiket sem kezdi el, mert elmaradhat egy fontosabb teendo. Tegyiik
fel, hogy egy koncertszervezé cég a nyarra tobb nagy bulit szeretne osszehozni (gondoljunk
peéldaul a Sziget fesztivalra). Mivel tavaly rossz tapasztalatai voltak, most osszeirt minden
teendot, azok végrehajtasi idotartamaval egyiitt. Nyilvan elobb kell tamogatot szerezni, az-
utan targyalni a vilagsztar menedzserével. Be kell szerezni az engedélyeket, azutan kibérelni
a hangfalakat. A miisort kell elobb osszeallitani, utana szervezni a probadkat. Az egyes teve-
kenységek kozott vannak tehat fiiggések, ami azt jelenti, hogy egy tevékenység parra az egyik
meg kell, hogy elozze a masikat vagy barmelyik elvégezheto elobb vagy késobb mint a masik.
Természetesen az egymasutanisag azt jelenti, hogy az elobbit be kell fejezni és csak azutan
kezdodhet a masik. Az alabbi tabldazatban az elvégzendo feladatok, a sziikséges elozmény fel-
adat nevének kezdobetiije, valamint az egyes részmunka elvégzéséhez sziikséges ido napokban
kifejezve. Megjegyezziik, hogy csak a kozvetlen el6zményeket soroltuk fel a masodik oszlop-
ban. A Probak szervezése csak a Média utan johet, de természetesen a Tamogatokat meg kell
szerezni kordabban, hiszen addig nem érdemes a Zenészekkel targyalni, nélkiiliik meg mirol
beszéljiink a Médiaval. Vegyiik észre, hogy a tablazatban fel tudtuk sorolni a tevékenységeket
oly modon, hogy mindig elobb irtuk fel az el6zményt, mint a kovetkezményt. Reprezentaljuk
a feladatot egy halozattal. A csucsok legyenek a tevékenységek, vezessen iranyitott él egy
kozvetlen elozménybol a kévetkezménybe. Az igy kapott grafban nincs iranyitott kév, hiszen
ha lenne, akkor a projekt végrehajthatatlan lenne. Tudjuk viszont a 3.3. észrevételbol, hogy
a felsorolds mindig megy. Még tartalmasabb a reprezentalas, ha mindegyik tevékenységnek
megfeleld csucsot megduplazzuk! Ha pl. u egy csucs, akkor helyette legyen uy és us két csucs,
és vezessen iranyitott él ui-bol us-be. Az u-ba befuto élek ezutan fussanak be ui-be, mig az
u-t elhagyo élek hagyjak el ezutan az us-t. Halozatunk ugy lesz, hogy 0 idot rendeliink az ere-
deti élek megfelelGihez, egy (uy,u2) tipusithoz pedig az u-nak megfeleld tevékenység c(uy,us)
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elvégzési iddtartamat. (D = (V,A,c))

Engedélyek - 10
Rendfenntartok - 5
Tamogatok E 6
Felszerelés T 7
Zenészek T 14
Jegytervezés Z 5
Meédia RZ| 8§
Plakat RZ| 4
Probak szervezése | M 8
Nyomda JP | 7

A cég a teljes szervezéssel mielobb el szeretne késziilni. Vajon mikorra tud végezni?

A feladat egy projekt-menedzselési alapfeladat. Utemezniink kell a munkafolyamatot. A
cégnek sok munkatarsa van, igy tudnak parhuzamosan dolgozni tobb szervezési részfeladaton.
A nehézséget csak a ,, kusza” sorrendi eléfeltételek okozzak. Hogyan modellezziink?

1. Rendeljiink hozza a halézatunk minden csucsahoz egy idépontot. Pl. egy elofeltétel

3.1. abra. Tevékenységek, idotartamok, eldfeltételek

nélkiili tevékenység legyen s (ilyennek kell lenni), ekkor a #(s)-et gondolhatjuk nullanak, a
projekt kezd¢ pillanatanak. Egyébként a nemnegativ idépontokat valtozoknak is tekinthet;jiik,
amelyekre egyetlen feltételcsoport van elbirva: ¢(x') —¢(x) > c(x,x”) minden élre. Keressiik
a kovetkezd lineéris program optimumat:

min( t(z) —t(s) 1 t(x') —t(x) > c(x,x'), (x,x) € A)
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A megoldas értéke megadja a leghosszabb (s — —z) Ut hosszat. Az egyes tevékenységek
id6tartama biztositott lesz a feltételeknek az (uy,u2) tipust élekre torténd teljesiilése miatt.
Masrészt a 0 hosszusagu ¢élekre vonatkoz6 egyenldtlenségek meg a sorrendiséget garantaljak.
Nyilvéanvald, hogy a projektet annyi id6 elteltével zarhatjuk le, amikor az utolsé tevékenység
is befejezddik. Tehat a halézatunkban a leghosszabb s — —z utat keressiik!

2. Felhasznalva az els6 modell észrevételét elegendé meghatarozni a leghosszabb s — —z
utat! A 3.3. propoziciot felhasznalva mar korabban felépitettiik a legrovidebb utak s-fenydjét.
Teljesen hasonldan a leghosszabb utak s-fenydjét barmely ¢ : A — R élhossz fliggvényre fel
tudjuk épiteni a kovetkezOképpen: Vegyiik novekvo rendben a megszdmozott csucsokat (az
1-es csucs lesz az s). Ha mar megépiilt az els6 i — 1 cslicsot tartalmazo s-feny6 (jelolje I/ (k) a
leghosszabb s — —k Ut hosszat benne) akkor az i csucshoz vezetd leghosszabb utat igy kapjuk
meg:

'i)=max I'(j)+c(j,i)
J<iy(j,i)€A
Az i el6tti utolso csucs az uton éppen az lesz, amelynél a maximum felvétetik. Ezzel az
¢llel kotjlik az eddigi feny6hoz az i csucsot. Amikor felépitettiik a teljes leghosszabb utak
s-fenydjét, akkor a leghosszabb s — —z it hossza mutatja a teljes projekt idtartamat, és az is
latszik, mely tevékenységek voltak kritikusak — amelyek ezt az utat alkottak.

Oldjuk meg a 3.1. példat! A tadblazathoz vegyiink még hozz4 két oszlopot, a negyedik az
algoritmus szerint ad6dé legkorabbi kezdési idépontot mutatja, az 6todik pedig a tevékenység
vEéget.

Munka Elézmény | Id6 | Kezdés | Befejezés | Ttirésh. | Mozgash.
Engedélyek - 10 0 10 0 0
Rendfenntartok - 5 0 5 25 25
Tamogatok E 6 10 16 0 0
Felszerelés T 7 16 23 23 23
Zenészek T 14 16 30 0 0
Jegytervezés Z 5 30 35 4 0
Média R,Z 8 30 38 0 0
Plakat R,Z 4 30 34 5 1
Probak szervezése | M 8 38 46 0 0
Nyomda JP 7 35 42 4 4

Legkésobb a Probak szervezése fejezodik be! Tehat a projekt eltart legalabb 46 napig,
ha a fenti tervezést kovetik, akkor éppen addig. Egyetlen kritikus Ut van tehat. Visszafe-
1¢ haladva a kovetkez6 tevékenységek azok, amelyek haladéktalan megkezdése sziikséges a
sikerhez: Pr., M, Z, T, E. Vizsgaljuk meg, a tobbi részfeladat esetében mekkora lazasag en-
gedhetd meg! A Nyomda megszervezése optimalisan a 42. napig tart. Ha ez 4 napot csuszik,
vagy esetleg 4 nappal meghosszabbodik a munka elvégzése, akkor még tarthaté a 46 napos
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veégso befejezés. Egy munka cstiszasanak lehetséges maximuma — mikdzben minden mas te-
vékenység az eltervezett intervallumban valdsul meg — a tevékenység tiiréshatdara. Ezeket az
értékeket mutatja a hatodik oszlop. Egy tevékenység mozgashatdra az az 1d6, amennyivel az
elkezdése eltolodhat vagy iddtartama hosszabbodhat, anélkiil hogy ezzel barmelyik késobbi
tevékenység legkorabbi kezdési idépontja megvaltozna. Pl. a Média szervezése azért kez-
dddhet a 30. napon, mert a Zenészek csak ekkorra irjak ald a szerzédésiiket. Tehat a Média
masik eldfeltételének, a Rendfenntartok biztositdsanak elkezdése akar 25 nappal is csuszhat.
A mozgashatarokat a hetedik oszlop mutatja.

A példa alapjan targyalt Kritikus ut modszer (Critical Path Method, CPM) nevii halozati
modell jol alkalmazhat6 projektek litemezésére, ha valoban tarthatok pl. az id6tartamok. A
valosadgban azonban eldre nem belathat6 okok miatt a bemenet is valtozhat. Emiatt sziikséges
a projekt ujratervezése. Nagy vallalati rendszerek esetében a modell szamitogépes megvaldsi-
tasai koziil valamelyik alkalmazésa célszerii. Ha elére tudhat6, hogy mennyire bizonytalanok
a végrehajtasi idétartamok, akkor a Program kiértékelési és feliilvizsgalati technika (Program
Evaluation and Review Technique, PERT) segitségével becsiilhetdk a hataridok betarthatdsa-
ganak valoszinliségei. Itt most csak egy Otletet vizsgaljunk meg! Tegyiik fel, hogy hasonld
koncertet kell szervezni a cégnek a kovetkezé évben is. Attekintve a fenti titemezést, a fonok
a kovetkezoket vette észre. Minden tevékenységet kiilon csoport végzett a cégnél. Igy tehat
voltak akik a tavalyi terv szerint késon kezdtek, mig masok hamar végeztek. Mi lenne, ha
aki végzett a sajat feladataval egy masik feladatba is besegitene? Az attekinthet0ség miatt a
csoportokat nevezziik el a tevékenységiik kezddbetlijével. Azt talalja, hogy P segithetne Ny-
nek, M Pr.-nek, Z P-nek, F M-nek, T Z-nek, R F-nek és E T-nek, ha a tavalyi idopontokbol
indul ki. Emiatt tehat meg tudna felez6dni minden olyan tevékenység id6tartama, amelyet
végzd csoportnak segit egy ,.korabban végzett” csoport. A tavalyi kritikus uton 1évd tevé-
kenységek koziil csak az E-nek nem segitlink, igy a fonok ugy kalkulal, hogy a befejezési 1d6
10+ 46%10 — 28 lesz. fme a médositott bemeneti tablazat:

Engedélyek - 10 0O 10
Rendfenntartok - 5|1 0 5
Tamogatok E 3110 13
Felszerelés T 3,513 | 16,5
Zenészek T 7113 20
Jegytervezés Z 5120 25
Média R,Z 4120 24
Plakat R,Z 2120 22
Probak szervezése | M 4|24 28
Nyomda JP [ 3,5]25|28,)5

A negyedik és 6todik oszlopban allnak a tevékenységek legkorabbi lehetséges kezdési
1d6pontjaik €s befejezési idejiik. Lathato, hogy a Nyomda megszervezésének vége eltart egé-
szen a 28,5-edik napig. Nem lett elég tehat a 28 nap. Masrészt most a kritikus uton visszafelé
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haladva rendre a kdvetkezdk vannak: Ny, J, Z, T, E. A két utolso tevékenység tehat megval-
tozott! Ha végignézziik az elképzelt csoport fuziok éppen meg tudtak valosulni, de ez is csak
véletlen, hiszen lemaradhat egy tevékenység, ha az egyik elézményét végzd csoportnak ép-
pen nem jutott segitség! Szerencsénk volt ebben. Nem kdnnyt tehat ranézésre végeredményt
hirdetni, a projekt tervezés nem is olyan egyszert!
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4. fejezet

A moho algoritmus

A korabban targyalt raktarozasi probléma specialis esetére vonatkozo eljarasrdl azt mondtuk,
hogy egy moho tipusu algoritmus. Ebben a fejezetben egy jol definidlt moho algoritmusrol
lesz szd, amelynek elmélete egy igen szép diszkrét matematikai diszciplinat eredményezett.
Fogalmazzunk meg altalanos matematikai problémakat, amelyek gyakorlati kérdések model-
lezésével alltak eld.

4.1. Fontos feladatok hasonlosaga

4.1. Probléma. Minimalis sulyu feszité fa
Bemenet: G egy irdanyitatlan sulyozott graf.
Cél: G egy minimalis osszsulyu feszito faja.

4.2. Probléma. Maximalis sulyu erdo
Bemenet: G egy irdanyitatlan sulyozott graf.
Cél: G egy maximalis osszsulyi erdé részgrafja.

4.3. Probléma. Minimalis sulyu fenyo
Bemenet: D egy irdnyitott halozat.
Cél: D egy minimalis 6sszsulyu fenydje.

4.4. Probléma. Maximalis sulyu fenyves
Bemenet: D egy irdanyitott halozat.
Cél: D egy maximalis osszsulyu fenyves részgrafja.

4.5. Probléma. Minimalis sulyu gyokeres fenyo

Bemenet: D egy iranyitott halozat és egy s € V(D) gyokérpont (amelybdl
elérheto minden csucs).

Cel: D egy minimalis 6sszsulyu s-fenyoje.

Az 1.5 gyakorlati példa matematikai megfogalmazasa a 4.1. probléma, mig az 1.6. géaz-
ellatasi feladat azonos az 4.3. problémaval.
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4.1. Propozicié. 4 4.1. és 4.2. problémak ekvivalensek.

Bizonyitas Ha az o(e) fliggvény nemnegativ, akkor a maximalis sulyt erd6 lehet egy feszi-
t6fa. Ha az 0(e) értékeknél vesziink egy nagyobb K szamot és attériink az @' (e) = K — (e)
sulyfliggvényre, akkor ha ezzel megoldjuk az 4.1. feladatot megkaphatjuk ugyanazt az op-
timalis megoldast, mivel a feszitd fak mindegyikének N — 1 éle van. Masrészt ha néhany
¢lsuly negativ, akkor ezen éleket biztosan nem valasztjuk be a 4.2. probléma optimalis meg-
oldasaba. Ha a nemnegativ hosszl élek helyett az ellentett hosszat vessziik majd az eredetileg
negativ hosszl ¢élekkel 6sszefliggdvé tessziik a grafot, akkor ha megoldjuk a 4.1. feladatot és
elhagyjuk beldle az eredetileg negativ sulyu éleket, akkor megkapjuk a 4.2. probléma opti-
malis megoldésat. u

4.2. Propozicio. 4 4.3. , 4.4. és 4.5. probléemdk ekvivalensek.

Vajon hogyan oldhatok meg a problémak? Az 4.1. problémara mondhatné valaki azt, hogy két
dologra kell vigyazni. Az egyik, hogy annyi €lt ki kell valasztani, hogy a részgraf 6sszefiiggd
legyen. Masrészt pedig nem szabad l1étrehozni kort. Egy logikusnak tiind gondolkozas lenne,
ha valaki sorban venné az ¢éleket a sulyuk szerint nemcsokkend rendezés szerint és mindig
megépitene egy ¢€lt, ha az nem hoz létre kort az addig megépitett élekhez hozzavéve. Az
algoritmus megall, amikor az élek elfogytak. Ha N — 1 ¢élet sikeriilt bevalasztani akkor feszitd
fat kapunk. Ha nem, akkor a graf nem volt 6sszefliggd, tehat nincs megoldas. De vajon
minimalis lesz-e a feszito fa, ha kapunk egyet?

Milyen eredménnyel jarunk, ha kiindulunk egy i csicsbol, majd hozzavessziik azt a j csu-
csot, melyre az {®(e) : e = {i, j} } minimalis. Minden 1épésben az addig kialakult &sszefiiggd
grathoz minimalis sullyal illeszkedd kiils6 pontot kotiink be. Ezt egészen addig tessziik, amig
be nem huztunk N — 1 ¢élt. Mivel nem hozhattunk Iétre kort, és mar menet kozben is mindig
Osszefliggd volt a részgraf, a végén feszitd fat kaptunk. Vajon optimalis lesz-e?

Mi lett volna, ha egy mésik cstcsbol indulunk?

Legyen D = (V,A) egy iranyitott graf, s € V akijelolt gyokérpont. A D egy s-feny6jére ugy
tekinthetiink, mint egy iranyitott feszitd fara, melyben ki van tiintetve egy s pont, amelynek a
befoka nulla és minden més csucshoz egyértelmii ut vezet s-bdl. Minden mas csucs befoka a
fenyOben 1, valamint nem tartalmaz kort. Nyilvanvalo, hogy ha a D barmely pontja elérhetd
s-bol, akkor tartalmaz s-fenyot.

Az 1.6. példa matematikailag preciz megfogalmazasa a 4.5. probléma. Az irdnyitatlan
grafok feszitd fa problémajanak 4.1. megoldésara egy-két elképzelést mar megfogalmaztunk,
nemsokara kideriil mennyire helytalléak. Probalkozzunk a 4.5., minimalis koltségli gyoke-
res fenyd problémaval hasonldéan! Kiindulva az s csticsbol mint feny6bdl kossiik hozza a
legolcsobb, beldle kivezetd éllel annak végpontjat. Ezt iterdljuk, mindig bovitjiik az addig
mar részben megépitett s-fenydt a beldle a tobbi cstics halmazaba atvezetd legolcsobb éllel és
annak végpontjaval. Végiil kapunk egy s-fenydjét D-nek, de sajnos nem biztos, hogy a legol-
csobbat! Tekintsiik ugyanisaV = {x,y,s}, A = {(y,x), (s,x), (s,y) } iranyitott grafot, melynek
¢leihez rendelt koltség rendre 1,2, 3. Erre a halozatra a fenti moho algoritmus 5 = 2 4 3 érté-
kii s-feny6t ad, pedig az optimalis 4 értékli. A moho sz6t még nem matematikai értelemben
hasznaltuk. Az aldbbi egy moho-tipust algoritmus, amely megoldast ad a 4.5. problémara.
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Valasszunk ki minden v € V' \ {5} csticshoz tetszélegesen egy minimalis bejovo élt. Jelolje
B* a kivalasztott élhalmazt. Mivel barmely B s-fenyOnek szintén megvan az a tulajdonsaga,
hogy minden s-t6] kiilonb6z6 cstcsba éppen egy ¢l vezet, igy ¢(B*) < ¢(B). Ha V,B* nem
tartalmaz kort, akkor mar meg is talaltuk a minimalis s fenyot. Tegyiik fel, hogy a B* Iétrehoz
kort. Médositsuk most az élek sulyat! Legyen o(v) := min{c((a,v)) : (a,v) € A}, valamint
legyen ¢’ (u,v) := ¢(u,v) — o(v). Kénnyen lathato, hogy a kovetkez6k teljesiilnek:

d(a) > 0,a € A; (1)
o/ (v) :=min{c'(a) : (a,v) € A} =0,v € A\ {s}; (2)
d(a)=0,a € BY; (3)

A kovetkez6 lemma allitja, hogy az uj sulyokkal kapott halozat egyenértékii az eredetivel a
feladat szempontjabol.

4.3. Propozicio. Egy s-fenyd egyszerre optimdlis a ¢ és a modositott ¢’ koltségfiiggvénnyel.
Bizonyitas Ha B egy s-feny6 D-ben, akkor

c(B)—c'(B)= ) [c(a)—C(@)]= ) a(v)

acB veV\{r}

Tehat allando a két 0sszkoltség kiillonbsége, vagyis ugyanott lesznek az optimumok. [ ]
Az igazi Gtlet az, hogy 6sszehtizhatjuk a (V, B*) egy korét egy nagy csucsba és folytathat-
juk a keresést a redukalt grafban.

4.4. Propozicio. Ha a D = (V,A),c : A — Ry irdnyitott halézatban van s-fenyd és a C egy
csupa 0 koltségii elekbol allo, s-et nem tartalmazo kor, akkor van egy olyan optimalis s-fenyo,
amely a C-be pontosan egyszer lép be.

Bizonyitas Természetesen minden s-fenyd egyszer eléri a C-t. Tegyiik fel, hogy B egy
optimalis s-fenyd élhalmaza és van legalabb kettd éle, amely belép a C-be. Megmutatjuk,
hogy ekkor lehet talalni egy szintén optimalis B'-t, melynek kevesebb éle 1ép be C-be. Tegyiik
fel, hogy a és d’ rendre a v és az u csucsnal éri el a C kort Gigy, hogy az u nincs rajta az
egyértelmil s — —v uton. Jeldlje A(C) a C-beli élek halmazat, és legyen A’ = (B\ {d’}) UA(C).
Ekkora D’ = (V,A") mindegyik cstcsa elérhetd s-bol. Tudjuk tehat, hogy D’-ben van s-fenyd,
mondjuk a B’, valamint a koltségére

¢(B)) < c(A') = c(B) — c(d') < c(B),

mivel a ¢(a’) nemnegativ és a C élei pedig 0 koltségliek. Tehat a B’ legalabb olyan minimalis,
viszont nem tartalmazza az a’-t, tehat kevesebb él megy bel6le a korhoz, mint a B-bél. [ |

A 4.4. lemma tehat éppen azt jelenti, hogy az olyan kort, amelyben minden €l hossza nulla
egy nagy csucsnak képzelhetjiik el, tehat 6sszehuzhatjuk.
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A fenti megallapitasok szerint tehat a minimalis s-feny6t megkapjuk, ha egymas utén re-
dukaljuk a koltségfliggvényeket a megadott modon, majd a szarmaztatott hal6zatban vagy
talalunk s-feny6t, vagy zérus kort. Az utdbbi esetben Gsszehuzzuk ezt. Az eljarast addig
folytatjuk, amig nem lesz egy s-fenydnk. Ekkor 6vatosan, a keletkezés sorrendjét megfordit-
va kibontjuk a nagy cstlicsot, a korbdl a sziikséges ¢élekkel kiegészitjiik az s-fenydt a bévebb
halozat s-fenydjévé. Egészen addig folytatjuk a felfijasi procedurat, amig meg nem kapjuk
az eredeti halozat optimalis s-feny6jét.

Az ismertetett moho-tipusu algoritmus egy tetszéleges fenydben, egy olyan s csticshoz, amely-
b6l minden mas csucs elérhetd megtalalja a minimalis koltségli s-fenyot.

4.2. Matroidok

Eléggé altalanos kombinatorikus optimalizalasi kérdéseket lehet megfogalmazni a kdvetkezd
keretben. Adott egy (S, I) halmazrendszer, melyben S egy véges alaphalmaz, mig az I a
25 hatvanyhalmaz egy részhalmaza, vagyis az S bizonyos részhalmazainak egy rendszere.
Legyen adva még egy c : I — R koltségfiiggvény is. Keressiik meg az I legolcsobb (vagy
legdragabb) elemét! A tovabbiakban itt arra az esetre szoritkozunk, amikor az S alaphalmaz
elemeinek koltségébdl egy részhalmaz sulyat az elemek sulydnak 6sszegeként kapjuk meg.
Tegyiik fel tehat, hogy X C S esetén ¢(X) = ¥ <y c(e) fennall (jelolésben c(e)-t hasznalunk
c({e}) helyett). Bevezetiink egy nagyon egyszertinek tiind, de mégis alapvetové valt fogalmat.
A témakor fontos alapmiiveibdl bévebben tajékozodhatunk [40,42,49].

4.1. Definicio. Az (S, I) halmazrendszer fiiggetlenségi rendszer, ha nemiires és leszallo, vagy-
is teljesiilnek az alabbiak:

(i) 0eI

4.1
(ii) halelésJ Cl, akkorJ e I (4.1)

Egy I C Srészhalmaz fiiggetlen, hal € I és fiiggo egyébként. Egy B C S részhalmazt bdzisnak
neveziink, ha a tartalmazasra nézve maximalis fiiggetlen halmaz, vagyis B € I és nem létezik
A€ I,melyre BC A CS. Altalanosabban egy S’ C S halmazraa B C S’ halmazt az S’ bazisanak
hivunk, ha B € I és nem létezik A € I, melyre B C A C §'. A tartalmazésra nézve minimalis
fliggd részhalmazokat kéréoknek nevezziik.

4.2. Definicié. Egy U C S részhalmaz rangjat a kévetkezo rangfiiggvény adja meg:
r(U):=max{|X|| X CU,Xel}.

Az U lezartjao(U) :={ye S: r(UU{y}) =r(U)}.

Tekintsiik a kdvetkezd problémakat:

4.6. Probléma. Maximalis sualyu fiiggetlen halmaz
Bemenet: (S, I) fiiggetlenségi rendszer és a ¢ : I — R koltségfiiggvény.
Cél: X € I, melyre ¢(X) := Y ,cx c(e) a legnagyobb.
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4.7. Probléma. Minimalis sulyu bazis
Bemenet: (S, I) fiiggetlenségi rendszer és a ¢ : I — R koltségfiiggvény.
Cél: B bazis, melyre c(B) a legkisebb.

Ezekben a problémakban elsd olvasas utdn nem vildgos mi is a feladat. Egy fiiggetlen halmaz
koltségét adottnak tekinthetjiik, de ha csak az alaphalmaz elemeinek adottak a koltségei, akkor
is egyszerll az 0sszegzéseket elvégezni. A probléma abban van, hogy a fliggetlen halmazok
nincsenek felsorolva, altalaban valamilyen tulajdonsaguk adott csak. Azt azonban feltételez-
hetjiik, hogy van egy un. ordkulum (joshely), amely az S egy részhalmazarol el tudja donteni,
hogy eleme-e az I-nek. Egy komplex eljaras miiveleti igényébe az orakulum valaszanak ide-
jét bele kell szamolni. Az altaldnos 4.6. probléma korébe tartozik a 4.2. €s 4.4. probléma,
valamint példaul a kovetkezo alapveto feladat is:

4.8. Probléma. Maximalis sulyu parositas
Bemenet: (G, E) iranyitatlan grdf, ® : E(G) — R sulyfiiggvény.
Cel: Parositas, melyben az élek dsszsulya a legnagyobb.

Az (S, I) fiiggetlenségi rendszernek rendre: E(G), G erd6i; A(D), D fenyvesei; E(G), G paro-
sitasai; felelnek meg. Nyilvanvald, hogy egy erdd ¢€leibdl ha elhagyunk szintén erd6t kapunk,
egy fenyvesbdl ha iranyitott éleket torliink tovabbra is fenyvest kapunk, egy parositasbol né-
hany élt elhagyva szintén parositds marad. Nyilvan ide tartozik a kovetkezd probléma is:

4.9. Probléma. Maximalis sulyu stabil csucshalmaz
Bemenet: (G, E) iranyitatlan grdf, ® : V(G) — R sulyfiiggvény.
Cél:  Olyaniires G' CV(G) részgrdf, melyben a csiicsok osszsulya a legnagyobb.

Hasonl6an a 4.7. problémakorbe tartozik a 3.1. és 4.1. probléma. Az (S, I) figgetlenségi
rendszernek rendre: A(D), [ ={I CA(s— —t)} valamely s — —¢ ttra; E(G), G erddi; felelnek
meg. A 4.9. probléméban a V(G) csticshalmazon a fiiggetlen részhalmazok a stabil részgrafok
csucshalmazai.

4.3. Definicié. Az (S, I') matroid, ha S egy véges halmaz, I az S részhalmazainak egy nemiires
rendszere és teljesiilnek a kévetkezok:

(i) HalelésJCI, akkorJe I

(il) Hal,J€és|l| < |J|, akkor IU{z} € I valamely z € J\1. (42)
Vegyiik észre, hogy a 4.3. definicié a fiiggetlenségi rendszer fogalmat sziikiti az un. (ii) tu-
lajdonsaggal.
A 4.1. és 4.2. probléma mint fiiggetlenségi rendszerekre vonatkozo probléma kielégiti (ii)-
t, a tobbi problémaban azonban a fiiggetlenségi rendszer nem matroid. Mindkét esetben az
erdoket mint fliggetlen halmazokat kell vizsgalni. Tegyiik fel, az allitassal ellentétben, hogy
az X erd6ben tobb ¢l van mint az Y-ban, valamint barmely x € X,x = (u,v) élre az Y U {x}
mar fliggd halmaz, ami az erdd esetében azt jelenti, hogy az x behuzasaval kor keletkezett.
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Ez annyit tesz, hogy az u és v csticsok mar az Y erddben is azonos komponensben voltak. Ez
azt jelenti, hogy az X mindegyik komponense az Y valamelyik komponensének részhalma-
za. Tehat legfeljebb annyi csucsa lehet egy ilyen X komponensnek, mint az 6t tartalmazé Y
komponensnek. Ebbol kovetkezden az X -nek legalabb annyi komponense van mint az Y -nak.
Masrészt viszont ismert, hogy egy erdé minden fajaban eggyel kevesebb €l van mint cstcs,
vagyis az X éleinek szama plusz a komponenseinek szama |V (G)|, ugyanannyi mint az Y ese-
tében, tehat |X| < |Y|. Ez ellentmondas. Az (S, I), melyre S = E(G), ahol G iranyitatlan graf
¢s [ = {F C E(G)}, ahol az F egy erd élhalmaza az un. kor matroid. Ha egy matroid olyan,
hogy valamely graf esetén annak kormatroidjaval 1ényegében azonos, akkor azt grafikus mat-
roidnak mondjak. Nagyon fontos a névadé példa: (S egy A matrix bizonyos oszlopvektorai-
nak halmaza, I a kivalasztott oszlopvektorok linedrisan fliggetlen részhalmazai). Ezt vektor
matroidnak nevezik. Vannak olyan matroidok, amelyek nem reprezentalhatok mint vektor
matroidok. Barmely rogzitett k egészre (S, I), trividlisan matroid, ha [ = {F C §S: |F| <k}.

A matroidok definidlhatok a bazisaikra vonatkoz6 tulajdonsagokkal is.

4.2.1. Tétel ( [42]). Legyen S egy halmaz, B az S részhalmazainak egy nemiires egyiittese.
Ekkor a kovetkezok ekvivalensek:

(i) ‘B egy matroid bazisainak osszessége;
(ii) Ha B,B' € Bésxc B'\B, akkor B\ {x}U{y} € B (4.3)
valamely y € B\ B esetén;

A (4.2.1). tételben a (ii) az Gn. kicserélési tulajdonsag.
Nagyon hasznos a rangfiiggvénnyel torténd axiomatizalas is.

4.2.2. Tétel.
(a) r az (S, I) matroid rangfiiggvénye, I = {F C S:r(F)=|F|}
(b) barmely X,Y C S

(@) r(X)<|X]|
(ii) HaX CY, akkor r(X) <r(Y) 4.4)
(iii) r(XUY)+rXNY)<r(X)+r).

(c) Minden X C S és x,y € S esetén

(i) r(0)=0
(@) r(X) <r(XU{y}) <r(X)+1 (4.5)
(iti)  Har(XU{x})=r(XU{y}) =r(X), ekkor r(X U{x,y}) = r(X).

4.3. Mikor miikodik a moho algoritmus?
A 4.6. problémaban feltehetjiik, hogy minden elem nemnegativ sulyt, hiszen egy negativ
sulyu elem nem lehet az optimumban, mert ha egy ilyet elhagyunk, akkor is fiiggetlen hal-

mazt kapunk. Tételezziik fel, hogy egy ordkulum ,,megstgja” barmely részhalmazrol, hogy
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Algorithm 3 Vilasszuk be a legjobbat!

Bemenet: (S, I) fiiggetlenségi rendszer és a ¢ : I — R koltségfiiggvény.
1. Rendezziik az S = {s1, ..., s, } elemeit nemndvekvé sorrendbe,
c(s1) >+ > c(sn)
2. Legyen F := 0.
fori: =1ton do

if FU{s;} € I then

legyen F := F U {s;}.

end if
end for
Kimenet: A legsulyosabb F € I halmaz.

az fliggetlen-e. Tekintsiik a kdvetkezd moh¢ algoritmust:

A kovetkez0 algoritmusban az ordkulumnak azt kell megmondani, hogy egy F C S halmaz
tartalmaz-e bazist!

Algorithm 4 Dobjuk ki a legrosszabbat!

Bemenet: (S, I) fiiggetlenségi rendszer és a ¢ : I — RT koltségfiiggvény.
1. Rendezziik az S = {s1, ..., s, } elemeit nemcsokkend sorrendbe,
c(s1) < <c(sy)
2. Legyen F :=S.
fori:=1ton do

if F'\ {s;} tartalmaz bazist then

legyen F := F \ {s;}.

end if
end for
Kimenet: A legnehezebb F € [ halmaz, amely tartalmaz bazist.

Természetesen a fenti két alap algoritmusban a kimenet csak akkor optimalis fiiggetlen
halmaz, ha jol miikodik az eljaras €s valoban megadja azt. A [41] konyvben ,,matroidnak”
definidljak az olyan fliggetlenségi rendszert, amelyre a 3. — valasszuk be a legjobbat — algo-
ritmus jol miikddik. Valdban ez egy lehetséges ekvivalens definicio.

4.3.1. Tétel. ( [49] [33], [39], [4]]) Minden matroidra jol miikodik a 3. algoritmus, ill.
megforditva, ha egy fiiggetlenségi rendszerre minden nemnegativ sulyfiiggvénnyel jol miitkodik
a 3. algoritmus, akkor teljesiil a (4.3) definicio (ii). része is.

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy a ¢ : § — R stlyfiiggvényre a moho algoritmus (a 3. algorit-
mus)azX ={ay,...,ay};c(a1) > c(az) > --- > c(a,) halmazt talalta, éppen ilyen sorrendben.
Tegyiik fel indirekt, hogy van ennél jobb, legyen ez Y = {b1,...,by,};¢c(b1) > c(b2) > --- >
c(by). n > m, mert ellenkez6 esetben a moho algoritmus a (2) tulajdonsag alapjan tovab-
bi elemet valaszthatott volna még be, akéar az Y elemei koziil is. Emiatt van olyan k index,
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amelyre by > a;. Legyen A = {ay,...,ap_1} és B={b1,...,b;}. A (4.3) (ii) része szerint
A, B € I, valamint B-nek t6bb eleme van, igy van olyan b; € B, melyre még AU b is fligget-
len. De akkor c(b;) > c(by) > c(ax), igy a moho algoritmus b -t valasztotta volna! A moho
algoritmus tehat matroidra jol mikodik!

Megforditva is indirekt tegyiik fel, hogy bar az (S, I) fiiggetlenségi rendszerben a moho
algoritmus minden ¢ : § — R stlyfliggvényre jol dolgozik, de nem igaz a (4.3) tulajdonsag
(ii) része. Léteznek tehat olyan X,Y € I halmazok, melyekre |X| > |Y] és egyik x € X \ ¥

elemre sem lesz Y U{x} € I. Definialjunk egy ¢’ stlyfiiggvényt! Legyen g = %
1, hae€Y,
d(e) = q—i—%, haeeX\Y,és
0 kiilonben.

A moho algoritmus most az Y-bol vesz elemet, hiszen azok a legnagyobb sulyuak, igy ki is
valasztja az egész Y-t. Az indirekt feltevés szerint az X \ ¥ halmazbdl mar nem tud hozza-
Y\X
i
vagyis |X|-nal nagyobb, hiszen ¢ < 1. A moho algoritmus tehat most nem ad jo megoldast,
ellentmondasra jutottunk. [ |

A 4.3.1. tétel szerint, figyelembe véve azt a tényt, hogy az erdok matroid tulajdonsagot
mutatnak a 4.2. problémara, a 4.6. probléma 3. algoritmussal torténé megoldasa miikodik.

A vele ekvivalens 4.1. probléméara Kruskal algoritmusa teljesen hasonlo. Az éleket sulyuk
szerint nemcsokkend sorrendbe allitjuk és sorban bevesziink egy élt akkor, ha nem alkot kort
a kordbban mar kivalasztott élekkel.

Prim algoritmusa kiindul egy cstucsbol. Osszekotjiik egy olyan masik cstccsal, amelybe
a legolcsobb ¢l fut. Ha van tehat egy fank, akkor mindig egy olyan minimalis élt valasztunk,
amely az eddigi fa egy cstcsat 6sszekoti egy fan kiviili ponttal. Igy mindig 6sszefiiggé lesz
a kivalasztott €lek altal feszitett részgraf és kor nem keletkezik. Megallunk, ha nincs megfe-
lel6 €l. Ha van feszitd faja a grafnak, akkor a végeredmény egy feszitd fa, ami biztos, hogy
optimalis lesz!

A két fenti algoritmust mar korabban megfogalmaztuk, most mar tudjuk, hogy ezek jol
miikddnek. Mindkettében vettiink bizonyos éleket és késdbb mar nem véaltoztattunk a korab-
bi dontéslinkdn. A 4. algoritmushoz hasonld szintén jol miikodik a minimalis feszitd fakra.
Ebben rendre tordljiik a legdragabb éleket, kivéve ha az €l hid, vagyis elhagyva megsziinne
az Osszefiiggdség. A Kruskal és Prim algoritmusok kozos altalanositasa a kovetkezo:
Szinezziik ki a graf éleit két szinnel!

Kék szinezés: Vegylink egy vagast, amelyben nincs még kék él. Szinezziik kékre a legkisebb
sulyt, még ki nem szinezett ¢lt a vagas ¢élei koziil!

Piros szinezés: Vegyiink egy kort, amelyben nincs még piros €l. Szinezziik pirosra a legna-
gyobb sulyt, még ki nem szinezett €It a kor élei koziil!

Megmutathato, hogy valamelyik szinnel mindig tudjuk folytatni a szinezést, és a végén a kék
¢lek pontosan egy feszitd fat adnak.

venni, vagyis |Y| lesz a megoldas sszsulya. Az |X| dsszsulya | X Y|+ |X \ Y] x ( )-nal,
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S. fejezet

Gyartasi folyamatok szintézise

A nagy szoftverek kisebb részekbdl allnak. A kisebb részek is ugy épiilnek fel, hogy még
kisebb programrészeket hasznalnak fel. Egy-egy programrészrdl tudjuk, hogy mely adathal-
mazt és objektum Osszességet hasznalja és ezekbdl milyen adatokat allit eld. A tervezésnek
talan a legfontosabb része az egyes komponensek Osszerakasa.

Amig egy gyogyszert eldallitanak szamos dsszetevojét kiilon-kiilon 1étre kell hozni. Vannak
a természetben eléforduld alapanyagok, bizonyos technologiai folyamatok, ezeket és korab-
ban megalkotott szintetikus anyagokat felhasznalva egy vagy tobb ujabb mesterséges anyagot
produkélnak.

A komplex tudas, a szakértelem gy jon 1étre, hogy alapképességekbdl és megszerzett isme-
retekbdl Gjabb, 0sszetettebb targyi tudaselemek keletkeznek. Ezeket kutatassal kombinalva
még mélyebb, specialisabb ismeretanyagra tehetiink szert.

5.1. Strukturalis modell

Mindegyik emlitett €s szoba nem hozott szintézis k6zos vizsgalatara alkalmas lehet a Fo-
lyamatszintézis (Process Network Synthesis, PNS) modell. Jeldlje ¢'(H) egy tetszéleges H
halmaz 6sszes nemiires részhalmazat. Legyenek M és O C ¢/ (M) x ¢’ (M) véges, nemiires és
diszjunkt halmazok. Az M elemei az anyagok, mig az O elemei a miiveleti egységek, melyek
segitségével bizonyos bemend anyagokbol nyeriink eldirt mdédon egy kimeneti anyaghalmazt.
Hogy mi megy végbe a miiveleti egységekben, azzal nem foglalkozunk, figyelmen kiviil hagy-
juk azt is, miként kezdett a rendszer miikddni. Barmely u € O miiveleti egységre u = (o, ),
ahol az o a bemeneti (nem iires) anyaghalmaz, B pedig a kimeneti (nem {ires) anyaghalmaz.
Azt fogjuk mondani, hogy az u miiveleti egység az o anyaghalmazbdl a B anyaghalmazt
gyartja. A gép tehat azonosithato azzal, hogy milyen anyaghalmazbol mit gyart.

5.1. Definicio. Az (M, O) pdrhoz egyértelmiien hozzdrendelhetd egy grdf, amit a folyamat
grdfjanak neveziink: PG(M,0) = (M UO,A1 UA>), ahol az élhalmaz kétféle tipusu élbél all,

A ={(X,Y):Y=(a,B) €0 és X € a},

As ={(V,X):Y = (a,B) € O és X € B}.
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5.2. Definicié. Egy (V' ,E’) grafegy PG(M,O) folyamat grif részgrafja, ha:
s VI=MUO, M CM, 0 CO
* O'Co'(M) x /(M)
« E' = A UAL, ahol
Al ={(X,Y):Y=(a,B) €O és X € o},
b ={(Y,X):Y =(o,B) € O és X € B}.

5.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy adott (M, O) par és a hozza rendelt folyamat graf kol-
csonosen egyértelmiien meghatarozzak egymast. Ezért a tovabbiakban az (M, O) parokat
azonositani fogjuk a hozzéjuk rendelt folyamat grafokkal.

Egy X € M anyag forrds (M,O)-ban, ha nem létezik (¥,X) ¢l a folyamat grafban. Ha
léteznek X1, Xo, ..., X, csucspontok a grafban, melyekre (X1,Xo),.. .,
(Xn—1,X,) €lek az (M, O) folyamat grafban, akkor az ezen csucspontok altal meghatarozott
utat [X1,X,|-el fogjuk jeldlni.

Legyen most P C M ¢és R C M az eloallitando anyagok ¢s a felhaszndlhato nyersanyagok
egymastol diszjunkt halmaza.

Az M=(P,R,0) harmast a tekintett PNS-probléma strukturdlis modelljének nevezzik.

A B C D E
° ® ® °* o
U, u u,
¢ o o ° e o
F GH, /I 1 K

u5

[ ) ®

L N

5.1. abra

5.1. Példa. Legyen M=(P,R,0), melyben
« P={L,N},
« R={A,B,C,D,E},

* O ={uy,uz,us,uq,us}, ahol
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= ({A,B},{F.G,H}),

o us = ({B,C},{H,I}),
o uz3= ({C,D,E},{I,J}),
o uy=({E},{K}), és
o us = ({H,I},{L,N}).

Ekkor M = {A,B,C,D,E,F,G,H,I,J,K,L,N} és az (M,O) folyamat grdfot a 5.1. dbra

szemlélteti.

5.3. Definicio. Legyen adott egy M = (P,R, O) strukturdlis modell és legyen o C O miiveleti
egységek egy halmaza. Ekkor egy (m,o0) részgrdfot az M strukturdlis modell egy lehetséges
megoldas strukturdjanak neveziink, ha teljesiilnek a kévetkezo tulajdonsagok:

(41) PCm,

(A42) VX €m, X € R < B(Y,X) él (m,0) — ban,
(A43) VYy € o, 3 [Y,,Y,] ut, amelyre Y, € P,
(A44) vX € m, (0o, B) € o ugy, hogy X € aUP.

Jelolje S(M) az M strukturalis modell lehetséges megoldas struktarainak halmazat. Egy
lehetséges megoldas struktirat tehat gy képzelhetiink el, mint a folyamat grafjanak egy olyan
részhalozatat, melyben:

+ szerepelnek az eldallitand6 anyagok,

* nyersanyagokat nem gyartunk, és minden nem nyersanyagot gyartja valamelyik miive-
leti egységiink,

+ csak olyan miiveleti egységet miikodtetiink, amely legalabb kézvetve részt vesz vala-
melyik eldallitand6 anyag gyartasaban, illetve

* nincs izolalt anyagi pont a részgrafban.
5.2. Megjegyzés. Az M és O halmazok végessége miatt S(M) is véges halmaz.

5.3. Megjegyzés. Altalanos esetben az (A1) — (A44) feltételeket teljesitd lehetséges megoldas
struktarak halmaza tires halmaz is lehet: az 5.1. példaban, ha B ¢ R lenne (azaz nem lenne
nyersanyag), akkor S(M) = 0 -t kapnank.

Nyilvanvalé, hogy két megoldas struktara egyesitése is megoldas struktira.

5.4. Definicio. Legyen M=(P,R,0) egy PNS probléma strukturdlis modellje. M maximdlis
strukturdja alatt a
uM)=(J (mo)
(m.0)€S(M)
megoldas strukturat értjiik. Ha SOM) = 0, akkor (M) = 0 és u(M) -et degenerdltnak nevez-

ziik.
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5.4. Megjegyzés. S(M) # 0 akkor és csakis akkor, ha u(M) # 0.

5.5. Definicié. Legyen o C O miiveleti egységek egy halmaza. Definidljuk a mat™, mat®", és
mat fiiggvényeket a kovetkezoképpen:

mat™(0) : ¢'(0) = @' (M), mar™ (o) = U «
(a,B)€0

mat™ (o) : ¢'(0) = ¢'(M), mat™(0) = | J B,
(a,B)e€0

mat(0): ¢'(0) — ¢ (M), mat(o) = mat™(0) Umat® (o).

Szemléletesen a miiveleti egységek egy o halmazahoz tartozo input anyagok, illetve output
anyagok egyesitésérél van sz6. Egy (m,0) lehetséges megoldas struktira egyértelmilen meg-
hatarozott az o miiveleti egység halmazzal.

Legyen M = (P,R, O) egy PNS probléma strukturalis modellje.

Maximalis struktura generalé algoritmus (MSG)

Az algoritmus két {6 részbdl all. Az elsd redukciods részben tordljiik azokat a miiveleti
egységeket, melyek vagy nyersanyagot is termelnek, vagy valamely nyersanyagtol kiilon-
boz0, egyetlen miiveleti egység altal sem termelt bemeneti anyag hidnyéban nem tudnanak
miikddni. Ha kozben azt tapasztaljuk, hogy valamely célterméket egyetlen megmaradt mii-
veleti egységiink sem gyartja, ez azt jelenti, hogy nincs lehetséges megoldés struktira, azaz
S(M) = 0, de akkor maximalis struktiira sincs, igy az algoritmust megallithatjuk.

A masodik részben a rendelkezésre allo miiveleti egységekbdl felépitjiik azt a halozatot,
mely kizarolag hasznos anyagokat termeld miiveleti egységeket tartalmaz. Eldszor kiindu-
lunk abbol, hogy a céltermékeket le kell gyartani. Ehhez minden olyan miiveleti egység hasz-
nos lehet, mely célterméket gyart, tehat ezeket bevessziik a halézatba. De a haldzatba bevett
miveleti egységek bemeneti anyagait is le kellene gyartani, tehat bevessziik az azokat gyarto
miuveleti egységeket is, €s igy tovabb. Természetesen altalanos esetben megtorténhet, hogy a
céltermékek gyartasa az ily modon meghatarozott miiveleti egységek akar tobb kiilonbozo va-
16di részhalmazaval is legyarthatok, most az volt a cél, hogy 6sszegylijtsiik azokat a miiveleti
egységeket, melyek részt vehetnek valamely lehetséges megoldés struktiraban.

Az algoritmus eldonti vajon van-e lehetséges megoldas, €s amenynyiben 1étezik lehetsé-
ges megoldas struktara, az eredményeképpen kapott hal6zat azokat és csakis azokat a miiveleti
egységeket €s anyagokat tartalmazza, amelyek részt vehetnek valamely lehetséges megoldas
struktaraban, igy a modell maximalis struktirajat szolgaltatja. Lényeges tovabba az is, hogy
az algoritmus polinomialis id0 alatt oldja meg ezt a feladatot ( [21]).
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1. Redukcid
Inicializalas
1.1. Legyen Op = O\ {(o,B) : (0,B) € O & BNR # 0} és My = mat(Oy).

1.2. Ha P < My, akkor nem létezik M-re maximalis struktira és az algoritmus véget ér.
Egyébként folytassuk az eljarast a kovetkezo 1épéssel.

1.3. Legyen To ={X : X e My\R & ((,B) € 09 — X &€ B)}.

1.4. Legyen r =0.
Iteracio
1.5. Ha 7, = 0, akkor folytassuk az eljarast a 2.1. 1épéssel.
1.6. Valasszunk egy X € T, anyagot.
1.7. Legyen Ox = {(o,B) : (a,B) € O, & X € a}.
1.8. Legyen O,41 = O, \ Ox és M,y = mat(Oy41).

1.9. Ha P & M, 1, akkor nem létezik M-re maximalis struktira és az algoritmus véget ér.
Egyébként folytassuk az eljarast a soron kovetkezo 1épéssel.

1.10. Hatarozzuk meg a
T ={Y :Y € mat®(Ox) &Y & mat® (0,+1) &Y € mat™(0,41)}
halmazt.
1.11. Legyen T,.11 = (T,NM, 1) UT,.
1.12. Noveljiik eggyel az r iteraciészamot.
1.13. Kezdjlink egy 1j iteraciot az 1.5. 1€péssel.
2. Epités
Inicializalas
2.1. Legyen Wy =P, my=0,090=0és s = 0.
Iteracio

2.2. Ha Wy = 0, akkor vége az eljarasnak, kaptunk egy megoldas struktiurat M-re.
Ha m = mat(oy), akkor (m,05) az M maximalis strukturaja.

Ha W # 0, akkor folytassuk az eljarast a kovetkezo 1épéssel.
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2.3. Valasszunk egy tesz6leges X anyagot W;-bol.

2.4. Legyen myy1 =myU{X}.

2.5. Alkossuk meg az Oy = {(a,B) : (a,B) € O, & X € B} halmazt.
2.6. Legyen 0541 = 05U Oy.

2.7. Wsp1 = (WyUmat™(0%))\ (RUmgy1).

2.8. Noveljiik eggyel az s iteracidszamot.

2.9. Kezdjiink egy 1j iteraciot a 2.2. 1épéssel.

5.2. A sulyozott PNS modell

Legyen M = (P,R,0) egy PNS probléma strukturalis modellje. Gyakorlati szempontbol
természetes igény, hogy szeretnénk meghatarozni azt a lehetséges megoldas strukturat, amely
valamilyen szempontbol a leggazdasagosabban allitja eld a céltermékeket. Definidlunk tehat
a lehetséges megoldas struktirak halmazan egy koltségfiiggvényt és keresiink egy legkisebb
koltségii lehetséges megoldast. Legyen z: S(M) — R4 egy ilyen koltségfiggvény. Akkor a
megoldand¢ feladat:

(PNS-1) min{z((m,o0)) : (m,0) € S(M)}.

Egy megoldas struktura koltségfiiggvényét tobbféleképpen definialhatjuk. Mi most ennek

Legyen w : O — R, egy koltségfiiggvény a miiveleti egységeken. Egy lehetséges meg-
oldas struktura koltségét a benne levé muveleti egységek 0sszkoltségeként fogjuk definialni.
fgy a PNS probléma azon valtozatat vizsgaljuk, amikor a feladat egy olyan lehetséges megol-
das struktiira meghatarozasa, melyre a benne miikodd miiveleti egységek 6sszsulya minimalis,
vagyis
(PNS-2) min{Y,c,w(u) : (m,0) € S(M)}.

Az a kérdés, hogy meg tudjuk-e oldani ezt a feladatot, ha igen hogyan, és milyen haté-
konysaggal?

Mivel az M és O halmazok végessége miatt a lehetséges megoldas strukturdk szdma is
véges, tovabba adott lehetséges megoldas struktira fentiekben definialt koltségének kisza-
mitéasa is véges 1d6 alatt elvégezhetd, ezért nyilvan a legkisebb koltségli lehetséges megoldas
struktira meghatarozasa is véges idében megoldhato feladat. Példaul egy lehetdség, hogy fel-
soroljuk a strukturdlis modellben szerepld O halmaz 6sszes részhalmazat, mindegyikrél meg-
vizsgaljuk, hogy lehetséges megoldas struktura-e, és a lehetséges megoldas struktarak koziil
kivalasztjuk a legkisebb koltséglit. Csak a maximalis struktira részhalmazaival érdemes fog-
lalkozni, de még ezek felsoroldsa is nagyon sok, az O miiveleti egység halmaz szdmossaganak
fiiggvényében exponencialis szamu részhalmaz megvizsgalasat igényli.
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5.3. Mennyire nehéz a folyamatszintézis?

A probléma nehézségérdl kideriilt [5], [24], hogy még az egyszerlibb (PNS-2) optimalizalasi
probléma is olyan nehéz mint az iun. Halmazlefedési feladat 1. pl. [29], amely az univerzalisan
nehéz kombinatorikus optimalizalasi problémak kozé tartozik. Nincs tehat egy jol miikddo pl.
moho algoritmus, amellyel hatékonyan meg tudnank oldani ezt a fontos feladatokat feldleld
modellt! Specidlis strukturalis szerkezetli vagy célfiiggvénnyel rendelkez6 PNS osztalyokra
adhatunk korlatokat a megoldasok szaméara vagy akar megoldhatjuk hatékonyan is, ha az osz-
taly tul specialis [6], [8]. Heurisztikus megoldasokkal is lehet hasznalhato eredményt kapni,
igy ezek kutatéasa is egy fontos teriilete a nehezen megoldhaté modellel kapcsolatos vizsgala-
toknak [7], [9], [10].

Informacio szerzése:

A klasszikus NP-teljes halmazlefedési feladat szamos fontos gyakorlati probléméaban meg-
jelenik. Az informdciogytijtés az egyik legismertebb példa. Ha azonban nem kdnyvekbdl,
vagy dokumentumokbdl szerezziik be a szamunkra sziikséges adatokat, hanem €16 szemé-
lyektol, akkor jogos feltételezni, hogy partnereinket is érdekli néhany dolog. Tegyiik fel,
hogy barki ismereteit csak akkor osztja meg veliink — bizonyos juttatas fejében -, ha cserébe
0 is meg fogja kapni mindazt, amit tudni szeretne. Emiatt egy informator csoportot vagyunk
kénytelenek megszervezni — pl. vizsgék idején a kollégiumban -, akik egylitt nemcsak a mi
igényiinket képesek biztositani, hanem a csoport minden egyes tagjaét is. Hogyan keriilhetne
ez nekiink a legkevesebbe, ha minden résztvevot mi fizetiink?

A fenti feladatot a kdvetkezoképpen is megfogalmazhatjuk.

Adott a H = {my,ma,...,m;} halmaz, a tételek listaja. R és P a H két részhalmaza. Az R
halmaz tartalmazza azon tételeket, amelyeket mar valamilyen modon megszereztiink (példa-
ul kidolgoztuk 6ket), mig a P halmaz tartalmazza a megszerezni kivant tételeket. Feltessziik,
hogy PNR = 0.

Adottak a G; = (A;, B;) parok (1 <i < N), ahol N a tételeket kidolgozo és azokat ,,aruba
bocsatd” diakok szama. A; tartalmazza, hogy mely tételeket kell odaadnunk a B; halmazban
megkapott tételekért cserébe még az s; fizetségen feliil. A; C H-nak, B; C H-nak, (1 <i<N).

Cél:

1. Keresend6 az {1,...,N} olyan I részhalmaza, melyre teljesiil, hogy az RU (|JB,; : i €
I) halmaz tartalmazza a P U ({JA; : i € I) halmazt. Nevezziink egy ilyen I halmazt
lehetséges megoldasnak.

2. Keresend6 olyan, az 1. pontban leirt / lehetséges megoldas, amely optimalis, egy az s;
értékek — mint valtozok — fliggvénye szerint. Esetiinkben a Y (s; : i € I) legyen mini-
malis.

Ez a probléma a halmazlefedési probléma altalanositasa, hiszen azt kapjuk, ha R =0,A; =0
(1<i<N),P=H

A specialis esetben egy lehetséges megoldas meghatarozasa konnyt, hiszen az 6sszes G-t

kivalasztva (ha a feladat megoldhat6) megoldast kapunk. Az altalanositasban egy lehetséges
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megoldas meghatarozasa sem konny, hiszen til sok G;-t kivalasztva az A; igények kielégi-
tése gondot okozhat.

A PNS probléma mint optimalizalasi feladat a bemutatott csak gépkoltséges esetben is és
ennek altaldnositasai esetében is a 2. fejezetben bemutatott dinamikus programozas modsze-
réhez hasonld Korldtozas és szétvalasztas kereteljaras segitségével oldhaté meg [23], [28],

[29].

© Blazsik Zoltan, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

6. fejezet

144

Minimalis koltségu halozati folyamok

Egy ideiglenesen megemelkedd atmend forgalom egy véros kozlekedésében kaoszt okoz-
hat. Az utak egyiranyusitasaval igyekeznek segiteni, az autok mozgéasat a beavatkozas meg-
konnyitheti céljaik gyorsabb elérésében. A nyari hdségben tapasztalhato, hogy a vizszolgal-
tatas nem megfeleld, kisebb a nyomas, tiltjak a locsolast, nem tudjak az igényeket kiszolgélni
a létezo6 vizvezeték haldzatok. A gyakorlatban szamos hasonl6 jelenség figyelhetd meg, ezek-
ben kozos, hogy egy halozaton kell optimalizalni (lasd az 1.6. példat). Az 6ridsi témat éppen
csak érintjik.

Legyen D = (V,A) egy n csucsu és m ¢l halézat. Minden (i, j) € A élhez tartozik egy ¢;;
koltség, valamint egy /;; also és egy u;; felso korlat. A csucsokhoz is tartozik egy-egy b(i)
szam, amelyekre fennall a Y | b(i) = 0 megmaradasi egyenlet.

A legkisebb koltségii folyam probléma matematikai modellje a kovetkezo:

min z(x) = Z(i, J)EACijXij
feltéve, hogy Z{j:(i,j)eA}xij - Z{j:(j,i)eA}xji = b(i) mindeni € N — re, (6.1)
l,'j < Xxij < u;j, minden (i,j) €A—ra,

Az ¢élekhez rendelt x;; értékeket mint az €leken egységnyi ido alatt atfolyd menynyiseégeket te-
kinthetjiik, amelyekre az els6 feltételrendszer eldirja, hogy barmely csucsba amennyivel tobb
a kifolyé dsszmennyiség mint a befoly6 az éppen az i cstcs adaléka, ha a b(i) pozitiv, vagy
igénye, ha a b(i) negativ. Egy élen folydé mennyiség alulrol és feliilrél is korlatozva lehet,
ha /;; = 0 akkor csak annyit kotiink ki, hogy nemnegativ legyen. Egy egységnyi mennyiség
atengedésének az €ltol fliggd egységkoltsége a ¢;j, ezért a célfiiggvény az egész dramlas dssz-
koltsége. Specialis eseteket vizsgaltak elobb, ha [;; = 0, u;; = oo €s csak két csucs, az s forras
és a ¢ nyel esetén nem nulla b(i), b(s) > 0,b(t) < 0 és ¢;j = —1 egyébkeént ¢;; = 0, akkor
a klasszikus folyamproblémanal vagyunk, amikor a hal6zat maximalis ateresztd képessége a
kérdés. Az optimum értéke ennek az ellentettje. A klasszikus folyamprobléma megoldhat6 a
szamos konyvben [28] targyalt Ford-Fulkerson cimkézési eljarassal.

Targyaljuk meg vazlatosan a legkisebb koltségili folyam probléma — a 6.1 modell — egy lehet-
séges megoldasi modszerét! Eldszor tekintsiink egy példat!
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A bemenetet harom matrix és egy vektor jelenti. C a koltségmatrix, L és U az also és felso
korlatokat tartalmaz6 matrix. A b vektor a csucsokhoz tartozd adalékokat vagy igényeket
tartalmazza.

- 4 3 4 - 5 - 2 2 1 -
- - - - 6 0 - - - — 4
C=|- - — 7 — b=| -2 X():———l—
2 3 - 5 3 0 2 - — 3
- -9 - —6 - -1 - -
- 0 1 1 - - 4 3 4 -
- - - =2 - - - 6
L=|- - — 0 — U=| - — - 8 —
0 0 — — 1 3 4 — — 3
- - 0 = - - -9 —

Az els6 abran az iranyitott élek folé irtuk a C matrix megfeleld értékét, mig ald az Xo-
ban allo értéket. A cslicsok koziil a bal also az els6 €s a szamozas pozitiv forgasirany szerint
tortént. A masodik dbran hasonldképpen az L és az U matrix elemei lathatok.

Bar a hal6zat csak 5 csucsot tartalmaz mégsem latjuk meg azonnal mi az optimalis megol-
das. Egy lehetséges megoldas észrevétele sem megy gyorsan. Nyilvanvald, hogy sziikséges
az U > L feltétel, de a cstcsok igényei, adalékai miatt vannak mas sziikséges feltételek is. Az
L also korlat matrixot a targyalas egyszeriisitése végett azonosan 0-nak is tekinthetnénk, egy
alkalmas transzformacidval elérhetnénk azt a bemeneti format, amely transzformalt felada-
tot megoldva az eredetinek megkapnank a megoldasat. Most induljunk ki egy a 6.1 modell
feltételeit kielégitd lehetséges Xy folyambol!

A haldzathoz tartoz6 X lehetséges folyamhoz vezessiik be minden (i, j) € A élre a meg-
maradt (vagy még felhasznalhato) kapacitast, amely R;; = u;; — x;; és a hozza tartozo koltség
a c¢;j. Ha (j,i) € A, akkor a maradék kapacitasa (i, j)-nek r;; = x;; — l;; és a hozza tartozo
koltség Cij = —Cji.

Ez azért hasznos, mert igy latjuk, hogy egy (i, j) € A élre van-e lehetdségiink az élen folyd
mennyiséget novelni, illetve csokkenteni. Ha egy igazi ¢l mar feliilrdl telitett, vagyis elérte
a fels6 korlatjat, akkor a rajta folyé mennyiséget novelni nem tudjuk. Ha az alsé korlaton
van, akkor csokkenteni nem tudjuk. Eléfordulhat, hogy mindkét iranya véltoztatas lehetsé-
ges. Valtoztatni akkor érdemes egy ¢élen, ha a valtoztatas koltség csokkenést eredményez,
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tehat ha az €l koltsége pozitiv, akkor csokkenteni, ha negativ, akkor ndvelni érdemes. Termé-
szetesen egyetlen élen nem lehet Gigy valtoztatni a rajta folyd mennyiséget, hogy a feltételek
megmaradjanak. Ha egyiddben tobb élen valtoztatunk, akkor az 6sszkoltség csokkentése a
kivénatos.

A maradék kapacitas:

- 2 1 3 - - 2 1 0 -

RG,j)=1| - — - 7 ri )= - — — 1

w
N\
|
o
o
DO
|
|
N\

Az 4bran egyiitt lathato a kétféle maradék kapacitas. Az irdnyitott ¢l folott a lehetsé-
ges novelés, alatta a lehetséges csokkentés mértéke all. Ha lerajzoljuk azt a segédgrafot,
amelyben pontosan azok az iranyitott élek vannak, amelyeken lehet az irdnyitasnak megfe-
leléen novelni a folyam értékét az €len, akkor ez segit olyan irdnyitott kort talalni, amely
minden élén lehetséges a novelés. Ha az R(i, j) matrixban pozitiv érték all, akkor behuz-
zuk az élt. Ezeken szabad névelni. Az r(i,j) matrixban a pozitiv értékek alapjan szintén
behtizunk éleket. Ezek jelentése az, hogy az ¢l iranyitasanak megfelelden csokkentésre van
lehetéség A ébrén léthat(’) hogy az 1 — —2— —4 — —3 — —1 hurkon csokkenthetiink, legyen
xly =%+ 1, xky =29, — 1,6, =x9, — 1, xl; = x5 — 1. A célfiiggvény értékének véltozéasa
c12 —cq2—c34 —c13 =4—3—8—3 = —10, tehat csokkent. Ennek egyediili okozoja az eldje-
les koltségértékek ereddjének negativ volta, vagyis a negativ koltségii kor léte. Az x;; értékek
valtoztatasanak azonos mértékén az eldjel nem mulik. A lehetd legtdbbet valtoztattunk, mert
mér igy is x3, = 0 lett.

|
|
~

o
—
|
|
w
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A maradék kapacitasok:

o |
o |

R<17]): - = r(l7]): - =

w
w

|
o |
)
—_

|

|
[\

- - 8 - — - - 1 =

Az utdbbi két szabad kapacitasokat megmutaté matrix alapjan lathatd, hogya2 — —1——3 —
—5 — —2 hurokban harom élen csokkentjiik az értéket és egyen noveliink. Igy x%Q =xiy—1,
x%3 = x%3 +1, x§3 = xég -1, x%5 = x%5 — 1. Eszerint a valtozas —ci2 + c13 — €53 — co5 =
—4+3—-9—5=—15. Most sem lehetett volna nagyobb mennyiséggel csokkenteni, mert az
x243 = 0 lett. Az G folyam

~- 2 2 1 -
- - - 3
X’=| - - — 0 —
01 — — 3
__0_
— 2 1 3 - ~ 2 1 0 -
- - - - 3 - - - -1
RG,j)=|—- - — 8 — ri,j)=| - - — 0 -
33 — — 0 01 — — 2
- - 9 - _ - -0 = —=

Most hidba keresiink, nem talalunk negativ kort. Eléfordulhatott volna ez mar eddig is!?
Hogyan talalhatunk negativ kéltségii hurkot? Mibdl deriil ki, ha ilyen nincs? Ha nincs, akkor
vajon lehet-e mas modon taldlni egy kisebb koltségli folyamot? Mar a legelején is felmertiilt
egy kérdés, hogyan taldlunk egy kiindul6 folyamot? Ezekre a jogos és fontos kérdésekre még
nem adtunk valaszt. A kdvetkezo rész és a hivatkozott miivek segitenek.

6.1. Halozati szimplex modszer

Legeldszor is nyilvanvalo, hogy a 6.1 modell linedaris feltételrendszer mellett egy lineéris cél-
fliggvény minimumat keresi, tehat egy linedris programozasi feladat, melyben minden élhez
tartozik egy valtoz6. A valtozokra megszokott egyszerii nemnegativitasi feltétel érdekében
az also korlatoktol konnyli megszabadulni az optimalizalas soran. Képzeljiik el, hogy az L-
ben el6irt minimalis mennyiség minden élen folyik. A példdban x13 =1+ x5 x14 =1+,
x95 = 2+ xhs €s x45 = 1+ x)5 helyettesitéssel az x; j—kre a nemnegativitasi feltétel elegen-
do. A célfiiggvényt 3+ 4+ 2 x 6+ 5 = 24 értékkel noveli a valtozok cseréje az alsé kor-
latok miatt. Cseréljiik tehat ki ezt a négy valtozot a vesszovel ellatott 0j valtozokra! Az
egyensulyi feltételekben a konstansok megjelennek, ha azonos alakot szeretnénk, akkor a
b’ =(3,-2,-1,3,—3) vektorral érdemes dolgozni. Sziikséges az u13 =1+ u}5 u14a =1+ uj,
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uos = 2+ u'25 es uys =1+ uﬁl5 modositas is. Ha a mddositott 6.2 feladatot megoldjuk a cél-
fliggvény értékéhez hozza kell majd adni 24-et.

min Z(¥') = Y(i,j)eA Cijxﬁj
feltéVe, hOgy Z{j:(i,j)GA} .X,'Z] — Z{j:(j,l')EA}x;'i = b/(l) mindeni € N — re, (62)
0 <xj; < u;;, minden (i, j) € A —ra,

- 4 2 3 -

w
e~
(\V]

A fenti matrix a modositott fels6 korlatokat tartalmazza. De eldszor hagyjuk figyelmen kiviil
a felso korlatokat is!

Az egyiitthatomatrix csak nullékat, illetve az i. csucsba bejovo €leknél —1-et, a kimendknél
1-et tartalmaz. Egy ilyen feladatot szimplex mddszerrel meg tudunk oldani. A specialis alak
miatt viszont nem nehéz belatni, hogy az egyiitthatomatrix fotdlisan unimodularis, vagyis
barmely négyzetes részmatrixdnak determindnsa 1, 0 vagy -1, amibdl kovetkezik a késobb
felirt 13.3 Osszefliggésbol, hogy barmely bazismegoldasban a valtozok egész értékiiek lesz-
nek, feltéve hogy minden bemeneti érték egész szam. Azonban mégsem ugy oldjuk meg, mint
egy altalanos LP-t. Vegyiik észre, hogy az 0sszefliggo grafra felirt egyensulyi feltételek nem
fiiggetlenek egymastol, ha n — 1 feltétel teljesiil, akkor mar az n. is teljesiil. Az 0sszefiiggo-
séget éppen n — 1 alkalmasan megvalasztott él tudja biztositani, egy feszit6 fa élei. Induljunk
kitehatpl. a7 =[(1,2)(1,3)(4,1)(2,5)] élek altal feszitett fabol. Meghatarozhato egy lehet-
séges megoldas, ha egy levél tipusti csticsbol indulunk el x; =3, x3, =3, x{; =1 ¢ésx{y =5
az 0sszes tobbi ¢élen ne folyjon semmi. Ez egy lehetséges bazismegoldas. Az 10j bazis val-
tozok 0 célfiiggvényegyiitthatoval kell, hogy szerepeljenek. Ha pl. az els6 feltételt hagyjuk
el az (y2,...,y,) = cgyB~! un. szimplex szorzé vektorral fennall, hogy az 0j, un. redukalt
koltségvektor altalanos egyiitthatdja ¢j; = y; — yj — c;j lesz. Abbol, hogy ezeknek teljesiilni
kell, szamoljunk ki a T feszit6 fahoz minden cstcshoz egy olyan y; értéket, amellyel fennall,
hogy minden T-beli ¢élre a redukalt koltség egyiitthatdo 0. Az 5. csucshoz mint levélhez a 0
tartozzon, ahhoz viszonyitunk, igy (y1,...,ys) = (10,6,7,12,0). A bazison kiviili (i, j) élekre
is szamitsuk ki az y; —y; — ¢;;j értékeket! ¢4 = —2,c34 = —12,c40 = 3,¢45 = 7,c53 = —16.
Vajon optimalis-e az x lehetséges megoldas? Ha nem, akkor hogyan torténjen egy bazisval-
toztatas? Ha egy €It be akarunk venni a bazisba, akkor a T feszit fdhoz hozzavéve kialakul
pontosan egy kor a tarto grafban (tehat az iranyitast figyelmen kiviil hagyva). Ebben a korben
kiséreljiink meg egy valtoztatast a folyamon, betartva az egyensulyi feltételeket tovabbra is.
Ezt Ggy lehet megtenni, ha 8 mennyiséget inditunk az 0;j ¢l irdnyitasanak megfeleld iranyba és
a tobbi élen, ha az elére mutat szintén ennyit emeliink, mig a vissza mutat6 éleken ennyit csok-
kentiink. A 6 nem lehet nagyobb a legkisebb vissza mutato élen foly6 aktualis mennyiségnél,
hiszen biztositanunk kell a valtoztatas utan is a valtozok nemnegativitasat. A kivalasztasban
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segitenek a ¢;; értékek. Csak akkor javit a leirt valtoztatas a célfiiggvény értékén, ha a re-
dukalt koltsége a bazis jelolt élnek pozitiv. A példaban ez a (4,2) élre teljesiil. Kialakul a
4 — —2 — —1— —4 hurok, a maximalis javitasi lehetdség 6 = 3. A célfiiggvény értékének val-
tozésa 3(3 —4 —2) = —9. Mivel a (4,1) élen mar nem folyik semmi az x4; kikertil a bazisbol,
tudjuk, hogy az 4j T is feszitd fa marad. Tehat az 0j folyamx}, =3, x%5 =3, x%3 =1ésxl,=2
lesz, mig az j potencial értékek — igy is szokds mondani a csucsokhoz rendelt y; szamokat —
(10,6,7,9,0). A nem bazisbeli élekre c14 = —3, ¢34 = —9,c41 = —3,ci5 =4, ¢53 = —16. Most
csak a (4,5) felel meg, csak neki pozitiv a redukalt koltsége. Kialakula 4 — —5— -2 ——4
hurok, 3 egységgel valtoztatunk a kor élein, tehat x?m =0, x%5 =0, x%S =1, x?m =3 é€s
x2, = 2 lesz, vagyis az az érdekes helyzet 4llt el8, hogy akar a (4,2) akér a (2,5) kihagyhaté
a bazisbol! Ez egy degeneralt helyzet, mert ha a bazisban van olyan amely zérus, akkor azt
csokkenteni mar nem lehet, tehat olyan élet nem ,,érdemes” majd a bazishoz cserére ajanlani,
amelyre a zérus értékill valtozot még csokkenteni kellene. Ekkor tehat a baziscserével nem ja-
vul a célfiiggvény értéke. Ugyanezt a jelenséget hivjak a lineéris programozas elméletében is
degeneracionak. Legyen az uj T = [(1,2)(1,3)(4,2)(4,5)] a potencialok (7,3,4,6,0). A nem
bazisbeli élekre cjs = —3,c34 = —9,¢i1 = —3,¢55 = —9,c53 = —13. Az X? folyam tehat
optimalis, mivel csak pozitiv redukalt koltséggel rendelkezd valtozo becserélésével tudnank
javitani.

A megoldasban a fels6 korlatokat nem figyeltiik. Egyetlen él, a (4,5) nem teljesiti a fels6 kor-
latozast. Kihasznalva a példa kis méretét most keressiik meg a legkisebb koltségl (eldjeles
0sszeg) olyan hurkot, amelyben az xir) csokkenthetd. Ezazb — —4——2——5, elég 1 egység-
nyi csokkentés, ezzel néggyel nagyobb lett az érték, de most mar minden feltétel teljesiil. A
nem nulla valtozok az optimélis megoldésban: x3, = 1, x3; = 1, x}3 = 1, x3, = 2 és x3, = 2.
Ha most még az also korlatok miatti transzformacio inverzét is elvégezziik, akkor az eredeti
feladat megoldasat is megkapjuk.

X’=| - - — 0 -

)

—_
I

w

- — 0 -

Ez megegyezik azzal az eredménnyel, amit még nem a haldzati szimplex méodszerét kovetve
korabban kaptunk, ellendrzésként az LP megoldasaként is az X2-t kapjuk.

Az eljaras nagyon fontos, mivel sokkal hatékonyabb, mint egyéb modszerek a 6.1 modell
megoldasara. Maga a modell altalanositasa a szallitasi feladatnak és igy a hozzarendelési fel-
adatnak is. A héldzati szimplex mddszer megalkotasaban szamos magyar tudos kézremiiko-
dott, Kénig Dénes [ 15], Egervary Jend [13], [14], Gallai Tibor, Lovész Laszl6 [37] [36], [34],
Frank Andrés [51], Tardos Eva [45].
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7. fejezet

Pénziigyi tervezés

Tegytik fel, hogy van egy jol miikodo virdgiizletiink. A f6 profilja, az alkalmi csokrok, ko-
szoruk elkészitése megrendelésre. A 7.1 tablazat jobboldali oszlopa mutatja, hogy a régota
egylittmiikodd beszallitok naponta hany szal virdgot tudnak hozni az egyes fajtakbol. A ko-
z¢&psO harom oszlopban lathato, hogy az egyes viragkotészeti termékekhez hany szal viragot
szokas felhasznalni ebben az iizletben. Az also sorban allnak az arak (1000 forintban). A
frekventalt helyen 1évd kedvelt bolt maximalis haszonnal dolgozik. A ,,sokéves tapasztalat
kialakitotta”, hogyan tudjék a rendelkezésre allo viragokbol a maximalis bevételt eredménye-
z0 szdmu termékeket eldallitani, minden elkészitett csokor vagy koszoru el szokott fogyni,
legfeljebb néhany szal virdg marad ki. Szdmitsuk ki mi is, hogyan miikddik a bolt! Jeldlje
(x1,x2,x3) az egyes termékek naponta eladott (= elkészitett) darabszamat!
Max  z=2x1+4x2+ 3x3,

feltéve, hogy 3x1+ xo+4x3 < 60, (7.1)
2x1 +6x0+2x3 < 80,
xX1+2x04+3x3 < 30,
x; > 0, j=1,2,3.
Szimplex algoritmussal megoldjuk a fenti feladatot.
X1 X2 X3 X1 Y2 X3 y3 Y2 X3
vi|3 1 460 y % - 1%—1 Zgﬂ v | -8 % 15 [ 20
22 6 2180 x|y : 3 2 ox|-1 5 210
3|1 2 3130 yg| 5 -3 £/ 2 x[3 -1 7]10
2 4 3 EEE 2 0 3 |60
Eskiivdi csokor | Sircsokor | Ballagési csokor | Napi mennyiség
Roézsa 3 1 4 60
Liliom 2 6 2 80
Szegftl 1 2 3 30
Termék ar 2 4 3

7.1. tablazat. Csokrok
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Bizony az jott ki, hogy ballagési csokrot egyaltalan nem érdemes késziteni, talan magya-
razhatjuk azzal, hogy hozza 9 szal virag kell, rdadasul kevés liliom van benne, pedig abbol
all rendelkezésre a legtobb! Mind eskiivdi, mind sircsokrot 10-et szoktak tehat késziteni. Bar
a liliom és szegfl teljesen elfogy, mindig ki szokott maradni 20 szal rozsa. Természetesen
érdemes lenne megtargyalni a tapasztalatokat a rozsa beszallitojaval — aki fix 6sszegért szallit
naponta 60 szal rozsat. Ha csak 40-et kér a bolt, akkor a bevétel azonos marad. Ha a beszal-
litd kevesebb pénzt kérne 40-ért, akkor az lizletnek mar biztosan megérné. Gondolkozzunk
el azon, megvaltozik-e a kapott optimalis helyzet — az, hogy ballagasi csokrot nem érdemes
késziteni — ha kicsit valtozik valamelyik felsé korlat az egyes viragfajtadkra. Az maris vila-
gos, hogy a rozsara vonatkozo 60-as korlatot ha 40-ig csokkentjiik, akkor bar tobb bevételiink
nem lehet, de az, hogy 10 sircsokrot és 10 eskiivdi csokrot készitsiink tovabbra is mindig le-
hetséges. Az utolsé szimplex tablaban, amint azt a linearis programozas dualitas elméletébdl
tudjuk [11], [28] a feladat dualisanak optimalis megoldasai lathatok a célfiiggvényegyiitthatok
soraban. Pl. az als6 sor elsO eleme a 2 —az y3 oszlopaban — kifejezi, hogy ha a harmadik kény-
szerben, a szegfiire vonatkozo6 feltételben a felsé korlatot 1-gyel megemeljiik, akkor a modo-
sitott feladat optimalis megoldasanak értéke éppen 2-vel lehet jobb. Ez a kijelentés azonban
csak akkor igaz, ha a bazis ettdl a ,,kis modositastd]” nem valtozik meg, vagyis esetlinkben
az x1,Xx2,y1 marad bazisvaltozo.

7.1. Erzékenység vizsgalat, arnyékar

7.1. Definicié. Az i-edik korlatozo feltételhez tartozo arnyékar az az érték, amennyivel az opti-
malis z érték javul (maximumfeladatnal no, minimumfeladatnal csokken), amikor a bj-t 1-gyel
noveljiik és ez a valtoztatas nem eredményez mas optimalis bazismegoldast.

A 7.1. példaban tehat noveljiik a szegflire vonatkoz6 30-as korlatot! Ha 31 lesz, akkor
(x1,x2,x3) = (13, 9, 0) bizonyul optimalis megoldasnak. Itt a célfiiggvény értéke 62 lesz,
ami megfelel annak, hogy ennek a feltételnek az arnyékara 2. Figyeljiik meg, hogy a bazis
nem valtozott meg. Emeljiik még tovabbi 1-gyel a harmadik feltételt. Ekkor (16, 8, 0) az
optimalis megoldas és az értéke 64, tovabbi 2-vel emelkedett. Ha azonban 33-ra emeljiik a
szegfiik lehetséges maximalis szdmat, akkor a sorozatban ,,szabalyosan” kovetkezo (19, 7, 0)
mar nem megoldas, nem is jon ki a szimplex algoritmust végrehajtva! Most ennek az az oka,
hogy a rozsék felhasznalt szamara vonatkozo korlat is ,,elkezdett szamitani”, eddig tartott a
tartalék ennél a korlatnal. 33 esetén mar (x1,x2,x3) lesz a bazis, tehat megvaltozott!

Nagyon fontos megjegyezni, hogy a 7.1. példaban véletleniil éppen egésznek adodott az op-
timalis megoldas, s6t a két modositott feladatban szintén igy alakult. A fenti definici6 és az
azzal kapcsolatos észrevételek mind a folytonos linedris programozasra vonatkoznak. Ha az
optimumok nem egész értékek lettek volna, akkor mint az elkésziilt eskiivoi csokrok, vagy
sircsokrok szama értelmezhetetlenek lettek volna. Ha egy hasonld problémaban nincs ilyen
szerencsénk, akkor egészértékil linedris programozasi feladatot kell megoldanunk. Térjiink
még vissza az el6z6 okfejtésre és tegyiik fel azt a kérdést, vajon mennyit ér meg a viragiizlet
tulajdonoséanak plusz egy szegtii beszerzése naponta? Ha 30 helyett 31 az 0 korlat, akkor le-
hetdség van 2 egység tovabbi nyereségre. Ha éppen ennyit fizetiink a plusz egy szal viragért,
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akkor nullszaldos a valtoztatds. Ez az érték azonban az elsd és masodik plusz szalra még igaz,
de a tovabbiakra mar nem! Masrészt a szegflin kiviil a masik két viragfajta arnyekara 0.

7.1.1. A dualis feladat gazdasagi jelentése

A viragiizletet egy honapig nem a megszokott tulajdonos fogja lizemeltetni, a csalad kiran-
dulni megy. Addig egy vallalkoz6 atveszi a boltot. Vajon mennyiért adja el a tulajdonos a
beszallitok altal hozott viragok szalait? Az most mindegy, neki milyen aron adjak el a terme-
16k, nyilvanvaldéan nyomott aron, a haszon éppen ebbdl van! A tulajdonos azonban pontosan
tudja, hogy milyen csokrok, koszoruk késziilnek, azok hany virdgot tartalmaznak az egyes
fajtakbol. A vallalkozo olyan egységarakban mer csak gondolkodni — félve attol, hogy a tu-
lajdonos nem adja el a virag-forrasait -, hogy a tulajdonos szokésos termékeit készitve annak
a haszna legyen meg. Jeldlje y1,y2,ys rendre a rozsa, liliom, szegfli szalanak arait. Ha az
alabbi feltételeket kielégitd, de minimalis 0sszarat igér, akkor nem mondhat nemet a tulaj-
donos, hiszen nem tudja megindokolni miért ne adnd, 6 sem tudna tobb bevételt produkalni!
Vagy igen?

Min  w = 60y + 80ys + 30y3,
feltéve, hogy 3y1+2y2+ y3
y1+06y2+2y3

4y1 +2y2 + 3y3

Yj

(7.2)

vV IV IV IV
[=JSCRNNN

,j=1,2,3.

A 7.2. feladat a 7.1. feladat dualisa! A linearis programozas dualitasi tételét és annak
kovetkezményeit, alkalmazhatdsagat nagyon fontos atismételni [28], [11], [12]. Ennek val-
tozoi tehat a virdgok szalainak arai. A gyenge dualitasi tétel szerint a vallalkoz6 altal felirt
7.2 feladat optimalis megoldasanak értéke valoban nem kisebb, mint a tulajdonos maximalis
bevétele! Ezért az ajanlatot el fogja tudni fogadni! Masrészt a dualitasi tétel szerint a vallal-
koz¢ altal megfogalmazott 7.2. feladat optimuma éppen egyenld a 7.1. feladat optimumaval.
Az utobbi optimalis megoldasa éppen egésznek adddott, igy el tudta ezt érni a vallalkozo,
éppen a megoldasbol adodo szamu csokrokat készitve el. Bar az talan nem jelentene gon-
dot az egységarakra is egészek adodnak, ha megoldjuk a 7.2. feladatot. Vajon hogyan tud
rajonni a vallalkozo arra, mely csokorbol hanyat készitsen? Természetesen akar ugy, ahogy
a tulajdonos, megoldja a 7.1. feladatot. De ha mar ugyis megoldotta a 7.2. feladatot, akkor
sziikségtelen mast is tennie, hiszen annak utols6 tablajaban a célfiiggvényegyiitthatok sora-
bol kiolvashatd, hogy 10 eskiivéi és 10 sircsokorral tudja elérni az optimalis 60 ezer forintos
bevételt! Igen am, de megoldva a 7.2. feladatot 6 a dudlis szimplex algoritmusnak egy mas
valtozatat valasztotta, amivel nem ez jott ki, hanem az, hogy 18 eskiivdi és 6 sircsokrot ér-
demes készitenie, amivel a 60 ezres bevételt kapja. Ellendrizziik csak, 18(3,2,1) + 6(1,6,2) =
(60,72,30) valoban lehetséges megoldas, ennél a r6zsék és a szegfilk fogynak el teljesen és 8
szal liliomszal marad meg!

Amikor a nyari szabadsag letelik és a tulajdonos Ujra visszaveszi a boltot a vallalkozot ki-
kérdezi a tapasztalatairol. Megdobben, amikor megtudja, hogy ¢ mas termékszerkezettel érte
el ugyanazt a maximalis bevételt! Lehetséges ilyen, hogy az optimum nem egyértelmii? Ezt
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egyikiik sem gondolta volna, hiszen gazdasaginformatikus gyermekeik megoldottak a kapott
feladataikat és ezeket az egyetlen megoldasokat adtdk, mint most kideriilt mas €s mast! A
leanyt €s a fiut is bevonva a megbesz¢élésbe 0k meglepddnek, hogy méstél éve csoporttarsak
¢s most kideriilt, hogy az édesapak is ismerik egymast, s6t! Most mar egyiittgondolkod-
va probaljak meg felidézni mit is tanultak operacidkutatasbol az optimalis megoldasok sza-
mar6l!? Arra mindketten hatdrozottan emlékeznek, hogy két optimalis bazismegoldas kon-
vex linearis kombinacioja is optimalis megoldéds. Ez azt jelenti, hogy 0 < s < 1 esetén az
5(10,10,0) + (1 —s)(18,6,0) = (18 — 85,6 4 4s,0) is optimalis megoldas lesz. Ez végtelen
sok, de mivel itt csokrok szamardl van sz6, szamunkra csak az egész megoldasok, vagyis
(10,10,0),(12,9,0),(14,8,0),(16,7,0),(18,6,0) értelmesek. Ezek elérik a 60 ezres bevételt
és rendre (20,0,0),(15,2,0),(10,4,0),(5,6,0),(0,8,0) szl virag marad a r6zsabol, liliombol,
szegfiib6l. Mindketten Oriilnek a valasztasi lehetéségeknek. Figyelembe véve a keresletet el
tudjak donteni, hogy egy-egy napon melyik optimalis megoldast valasztjak. Bar a végén min-
dig minden elfogy, nem mindegy mikorra! Az informatikus hallgatokat azonban foglalkoz-
tatja a probléma! Felvetik azt a kérdést, vajon van-e olyan bazismegoldas, amikor ballagasi
csokrot is lehet késziteni? Nos megprobaljak a bazisvaltozok kozott marasztalni az x3-at, de
ez nem sikeriil, ballagéasi csokrot nem készithetiink. A szegfii tehat mindig elfogy egy optima-
lis megoldasnal, ez a virag kurrens ebben a helyzetben, ennek az drnyékara pozitiv, éppen 2.
Korabban, amikor még csak egy optimalis megoldasbdl indultunk ki, megvizsgaltuk, milyen
hatésa van, ha a 30-as korlatot emeljiikk. Kidertilt, hogy 31-re 1étezik a (13,9,0) optimalis
megoldas 62 értékkel. Most, hogy tovabbi négy optimalis megoldast is talaltunk az alapeset-
ben vajon lesz-e tobb megoldasunk a 31-es szegfli korlat mellett is? Nos igen, de csak kettd
tovabbi, (17,7,0) és (15,8,0). Ha pedig 32-ra vissziik fel a korlatot, akkor mar nincs tovabbi
megoldas, marad csak az egyetlen (16,8,0). Természetesen 33-ra pedig az ujabb megoldasok
sem segitenek ki benniinket, nem lesz megoldas.

7.1. Példa. Vizsgdljuk most meg a szitudciot egy alapvetéen mas kiinduldsi helyzetbol. A
beszallito minden viragfajtabol azonos szamu szdlat szeretne eladni, mert el szeretné adni a
kevésbé kapos viragot is. Ezért a bolttol azt kéri, hogy fizessen megallapodas szerint egy adott
osszeget minden 3 kiilonbozo szal viragért. A bolt dontheti el, hogy hany harmast rendel.
A beszallito megfigyeli a csokrok arait és ugy talalja, hogy egy eskiivoi csokorba tett szal
virdg % forintot ér, a ballagasi @-et, a temetdi pedig % forintot ér. Ugy itéli meg
a bolt hajlando megadni 400 forintot is egy szal viragért, pontosabban a harom kiilonbozo
szalert 1200 forintot. Vajon igaza van-e? Tud-e nyereséges lenni a viragiizlet ilyen magas
termeloi ar mellett? Mennyi viragot rendeljen a bolt? Tudnank-e segiteni a vallalkozonak a
dontésben? Jeloljiik az x4 valtozoval a megrendelt harmasok szamat, hiszen az iizlet optimalis

miukodeséhez ezt is ismeretlennek kell venniink!

Max  z7=2x1+4xo+ 3x3 —1,2x4,

feltéve, hogy 3x1+ x2+4x3 < x4, (7.3)
2x14+6x9+2x3 < xy,
X14+2x04+3x3 < xy,
xj =2 0, j=1...4.

Probaljuk megoldani szimplex algoritmussal!
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X1 X2 X3 X4
yvi|3 1 4 -1]0
yol 2 6 2 -110
ys[1 2 3 -1]0

2 4 3 2

Igen am, csakhogy lathatd, hogy a jobboldalon csupa 0 all! Mit tehetnénk? Ha egy 0sszeg
3 szal viragért kedvezd, vagyis egy bizonyos d darabszdm mellett nyereséges tud lenni a tu-
lajdonos, akkor ha ezt a darabszamot k-szorozza, akkor a nyeresége is legalabb k-szoros lesz,
hiszen amilyen stratégiaval nyereséget ért el d darabbal azt alkalmazhatja k-szor. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy ha 3 szal viradg ara kedvezd, akkor a megrendelésének csak a napi eladhatosag
fog hatart szabni, mig ha kedvezdtlen, akkor egyaltalan nem szabad elfogadni az arat! Az
vilagos, hogy d = 10 esetén mindegyik fajta csokorbol éppen egyet-egyet kdtve 9 ezer forint
bevételiink lesz. Megéri tehat az iizlet, ha 3 szal 4ra kisebb mint 19—0 ezer forint! Tehat 900
forintos ajanlatot akar el is fogadhatnank, de akkor még hol a nyereség, csak a nullszaldé
latszik egyeldre! De nem ennyi az ajanlat! Mit lehetne mondani az 1200 forintos ajanlatra,
egyaltalan milyen 0sszeg fogadhato el? Mehetiink-e 900 {61¢? Jeldlje a az ajanlott arat a 3
szal viragért!

X1 X2 X3 X1 Y2 X3
yvi|3 1 4] d 1 % - % %d
y2 2 6 2 d X9 % % ;—} gd

1

22 4 3| —ad 2 2 2| (3-ad

X1 Y2 on

8 1 9 5
BluoE R
i gy g

1
R

T 2 1l (p-ad

23

Ebbdl pontosan latszik, hogy a hatar a =

22°

Az optimalis megoldasunk (0, -d, 2d). Ha

> 1170 22

pedig d = 22k, akkor a megoldas egész vektor is lesz, (0,2k,3k). A nyereség pedig (23 —
22a)k lesz. A tulajdonosnak tehat harom dologra kell iigyelnie. Rendeljen mindig 22-vel
oszthatd szdmu virdg harmast, iligyeljen arra, hogy el tudja a termékeket adni, €s probalja
minél olcsobban beszerezni a viragokat!
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Tokeallokacio, portfolio osszeallitas

Mit kezdjiink a pénziinkkel? Hogyan érdemes takarékoskodni? Tegyiik fel, hogy pontosan
ismeriink néhany lehetdséget, nem vesziink el az aprobetiis, de fontos részletekben! A ko-
vetkezdkben tegyiik fel azt is, hogy csak atlathatd és biztos, tehat a véletlentdl nem fliggd
lehetéségekkel foglalkozunk.

8.1. Példa. A Magyar Allamkinestar a ndla elhelyezett Gsszegekre évi netté 5% kamatot fizet
az év végeén, nem szamol fel egyéb koltségeket. A reklamokbdl tudjuk, hogy a HA bank 2 éves
idétartamu konstrukciot ajanl, évi 6%-ot igér, de minden év elején 4000 forint szamlaveze-
tesi dijat kér. A VA bank 4 évben gondolkodik, évi 7%-ot igér, de egyszeri 15000 forintos
szamlanyitasi illetéket szamit fel a tranzakcio elején. Mibe fektessiik a pénziinket, ha biztosak
vagyunk abban, hogy 4 évig nem kell hozzanyulnunk a megtakaritishoz?

Jelolje M a befektetni kivant 6sszeget! Ha az Allamkicstarban tartjuk M forintunkat, akkor
4 év mulva M(1+0,05)* forintot kapunk. Ha a HA bankra voksoltunk az elején, akkor a
végén M(1+0,06)* iiti markunk, de kozben az évek elején rendre (M + 4000), 4000, 4000,
4000 forintot befizettiink. A VA bank a kezdet kezdetén felvett (M + 15000) forintot, a végén
ad M(1+0,07)*-t. A legtobben azt nézik meg, hogy mennyivel lesz tobb pénziik a végén.
Ezek a szamok rendre M(1,05* — 1), M(1,06* — 1) — 16000, M(1,07* — 1) — 15000. Ez a
gondolkodas azonban helytelen, hiszen bar a végén azonos idépontban fizetnek a bankok, de
a befizetéseink nem egyszerre torténnek a harom esetben. Az M a 0. idépontban egyforman
befektetésre keriil, de a tovabbi kisebb 6sszegek vagy nincsenek (Magyar Allamkincstér),
vagy eltérd idépontokban kell befizetniink dket. Mivel kamatot fizet minden pénzintézet, igy
inflacids idészakban éliink. A pénziink értéke romlik az 1d6 elérehaladtaval. A 0. iddpontban
minden forint tobbet ér, mint 1 vagy tobb év mulva. Azért is tartjuk a pénziink bankban, hogy
kivédjiik az értékvesztést amennyire lehet. Szokéas emiatt egy befektetés — egy banki ajanlat
elfogadasa az — hozamat kiszamitani a 0. id6pontbeli forintban. Az allamkincstar ajanlatat
vehetjiik viszonyitasi alapnak, ez a kamat mutatja a pénziink romlasat. Ugy is tekinthetjiik
tehat, hogy 1, 0. idépontbeli forint egyenértékii 1,05 egy éves forinttal Masként mondva
ugyanazt, 1 egyéves forint értéke a 0. id6pontbeli forintban kifejezve 5= 05 Diszkontalasnak
nevezzik a penz mindenkori ertekenek kifejezését a 0. id6pontbeli forintban. Két esztend
mulva ez 1’052, k év mulva pedig 1.05,( lesz. A 8.1. tablazat mutatja a befektetések netto
Jjelenértékét (NPV), vagyis azt az dsszeget, amivel tobb pénziink lesz a befektetés végén a 0.
id6pontbeli forintban szamolva.
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HA bank VA bank M. A.
Képlet MR 1) — 4000 0L [ (RO 1) 15000 | 0
M=2691,67 -14789 14789 0
M=191338,73 7499 0 0
M=385401,67 0 15214 0

8.1. tablazat. NPV

Vajon miért éppen ezeket az értékeket szerepeltettiik a 8.1 tdblazatban? A legkisebb —igen
pici — érték megmutatja, hogy a két kereskedelmi ajanlat éppen itt egyenértékii, mindkét eset-
ben 14789 forintot elvesztiink. Ennél még kisebb 6sszegre a VA bank okozza a legnagyobb
veszteséget. Mindenki tudja, hogy kis dsszeget fix koltség nélkiili konstrukcioba érdemes be-
fektetni, tehat esetiinkben az Allamkincstarban. A kozel kétszazezres 6sszegnél a VA bank
van olyan jo, mint a Kincstar. A HA bank még mindig csak a sajat zsebét duzzasztana. Vesz-
teséges szamunkra a HA bank egészen 385402 forintig, de ekkor sem valasztjuk, mert a VA
bank mar 2692 forinttol jobb mint a HA. Ha a HA piacon akar maradni més konstrukciot
kell kidolgoznia, figyelve a konkurrenciara is! Tehat az egyetlen helyes dontés a megtaka-
ritd allampolgér részérél az, ha 191339 forintig az Allamkincstarba teszi a pénzét, nagyobb
Osszeget pedig érdemes a VA bankban elhelyeznie.

Az egyszeri kalkulacio, amikor csak a pénzmozgast nézziikk meg és nem vessziik figyelembe
még a pénzromlast is itt is mas értékhatarokat ad, de fokozottabb az eltérés magasabb kamat-
lab esetén, tehat egy inflacids idészakban.

8.2. Példa. Elofordul, hogy egy bank azzal kiilonb a tobbitol, hogy elore fizet kamatot! Nos
az elozéek szerint ez nem kis dolog! Tételezziik fel, hogy az iranyado kamatlab, amihez képest
diszkontalunk p szazalék, a bank pedig r szazalék kamatot fizet. Feltessziik tovabba azt is,
hogy nincs jarulékos koltség. Ekkor ha az tigyfél be akar fektetni M oszeget, maris visszakap
M 155-at, vagyis csak M(1 — 155) forintot hagy a bankban. Egy év utan M-et kap vissza. Az
NPV tehdt M (7 +1L — (1= 15g))- Természetesen ez pozitiv, ha az r legaldbb akkora mint p,
100

sot még egy kicsivel kisebb értékre is. Ha p=10, akkor r=9 még rosszabb, de p=11-re r=10
mar jobb!

8.1. Portfolio kivalasztas

A banki ajanlatok tobbsége elore meghatarozott moédon kezeli a befektetok pénzét. Ha minden
feltételt ismertink, akkor biztosak lehetiink a dontésiink kdvetkezményeiben. Vannak azonban
olyan lehetdségek, amelyek kockéazatosak, emiatt Ovatosabbnak kell lenniink, ezért bizonyos
feltételeket betartunk. 1 millié forintunkat szeretnénk kamatoztatni. A banki kamat évi 5%,
az ingatlan részvény 14%-ot igér, mig ha maganszemélynek adnank koélcson, akkor 25%-ot
kapnank az év végén. Ovatossagbol betartjuk a kovetkezdket:

» Legalabb annyi pénzt tesziink bankba, mint a két bizonytalanabb befektetésbe egyiitt-
véve.
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* Magan kolcsonbe legfeljebb a pénz 20%-at tessziik.

» Akkor sem akarunk tokét vesziteni, ha a két kockazatos befektetés egyaltalan nem fizet
kamatot, és a magan kolcson esetében csak a pénz 85%-at kapjuk vissza.

Jelolje rendre x1,x2,x3 a bankba, részvénybe, kdlcsonbe fektetett pénziinket millio forintban.
Ekkor a problémank a kovetkezd:

Max z=1.05x; + 1.14x9 + 1.25x3,

feltéve, hogy x1+ xo+ x3 < 1, (8.1)
—x1+ x2+x3 < 0,
x3 < 0.2,
—1.05x1 — x9 —0.85x3 < —1,
xj > 0, j=1..3

Megoldva a feladatot, bankba 600000, részvénybe és kolcsonbe pedig 2-200000 forintot ér-
demes befektetni, ha minden a legkedvezébb mddon alakul, akkor 108000 forint a hozam.
Ebben a példaban feltételeztiik, hogy a pénz értékvesztése elhanyagolhato.

Eléfordulhat az ellenkez0 eset is, nemhogy nincs befektetni valo pénziink, hanem athidalo
kolcsont kell felvenniink azért, hogy kozlizemi szamlainkat idében ki tudjuk fizetni!

Jovedelem | Kiadas
januar 2 8
februar 1 6
8.3. Példa. marcius 3 2
aprilis 6 4
mdjus 9 5
Junius 7 2

A 8.3. példa mutatja, hogy a féléves 0sszes bevétel 1 egységgel (pl. 10000 forint) tobb, mégis
kolcsonre van sziikség, a késés elkeriilése miatt. Felvehetiink egy fix 6sszeget most egyszerre,
amit 6 ho elteltével 20%-o0s kamattal kell visszafizetniink, a mésik ajanlat a havi kdlesonfelvé-
tel, havonta 5%-o0s kamatért. Vajon melyiket valasszuk? Tegyiik fel, hogy fizetni elsején kell,
mig a jovedelmiink a ho utols6 napjan érkezik. Ha a hat havi kolesont valasztanank, akkor mi-
lyen Osszeget vegyiink fel? Ha x 6sszeget vesziink fel, akkor minden honap elsé napjanak es-
téjén szamoljuk ki mennyi forintunk van! Ezek rendre x —8,x — 12, x—13,x — 14,x— 13, x —6.
Egyik szam sem lehet negativ, tehat 14-et kell kdlcsonkérniink, a végén %-del tobbet fizetlink
vissza. Havi athidal6 kolcsonokkel rendre 8, 4, 1, 1 egységre van sziikségiink de torleszteni
késobb tudunk, 1-et 4 ho elteltével, 7-et 5 hé mulva, 4-et 5 ho mulva, 1-et 4, 1-et 3 ho mul-
va. Igy Gsszesen 4+35+20+4+3=66 havi kamatot, vagyis % egységet fizetiink, ami egy kicsit
tobb mint az elsd ajanlat. Az egyszerliség kedvéért ebben a példaban is feltettiik, hogy nincs
inflacids iddszak.

Vajon melyik ajanlat jobb, ha fizetni is éppen akkor kell, amikor mi is hozzajutunk a bevéte-
liinkhoz?

© Blazsik Zoltan, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

9. fejezet

Kockazatos dontések, befektetések

Az el6z06 pontban a kockazatos dontések hatasat azzal igyekeztiik tompitani, hogy extra kor-
latozasokkal bebiztositottuk magunkat. Természetesen ezek miatt nem is értiik el a 25%-o0s
hozamot, amire magankdlcson esetén lehetdségiink lett volna. De az is eléfordulhatott volna,
hogy a kolcson ellenére is cs6dbe megy a j6 ismerdsiink, igy csak az dsszeg 85%-at kaptuk
volna vissza, ami viszont 15%-o0s veszteség. A nem biztos befektetésekhez legalabb valoszi-
ntségeket érdemes rendelni, kiilonben csak a ,,megérzésiinkre” hagyatkozhatunk. A tovabbi-
akban feltételezziik, hogy a valdszinliségszamitas alapfogalmait mindenki ismeri.

Térjlink vissza a virdgarus bolthoz, de azdta mar kész csokrokat rendel a tulajdonos. Eskii-
vOi csokrot 1500 forintért, sircsokrot 2500 forintért kap meg, 6 viszont tovabbra is 2000 és
4000 forintért arulja dket. Megtapasztalja, hogy nem mindig fogy el mindegyik megvasa-
rolt csokor. 20-24 szokott elfogyni, ezért a vallalkoz6 néha (10,10), (10,11), (11,11), (11,12),
(12,12) csokrot rendel rendre a két tipustibol. Tegyiik fel, hogy azonos valosziniiséggel ma-
radnak meg a kiilonb6zd csokrok. A 9.1. tdblazatban allnak az eredd hozamok. A vésarloi
igényekhez az oszlopok, a vallalkozoéi dontésekhez a sorok tartoznak. Vajon melyik dontés a
legkedvezobb a vallalkoz6 szdmara? Vegyiik észre, hogy ez a kérdés nem egzakt. Az ova-
tos ember az un. maximin mutaté alapjan dont, vagyis a sajat dontésének legkedvezdtlenebb
kovetkezményét nézi meg és ugy dont, hogy ez a legjobb legyen. Mivel a boltban az nem
rosszabb, ha tobben akarnak véaséarolni, igy minden sor monoton nemcsokkend. A legkisebb
haszon a (10, 10) esetben maximalis, 20 lesz, igy eszerint aki Ovatos ezt valasztja. Aki hamar
meg szeretne gazdagodni, a legnagyobb haszont célozza meg! A maximax kritérium a tab-
lazat legnagyobb eleme szerint valaszt stratégiat. Ez nyilvan akkor lesz, ha a legtobb csokor

20 21 22 23 24
(10,10) [20 20 20 20 20
(10,11) | 19.5 215 215 21.5 215
(11,11) | 18 20 22 22 22
(11,12)
(12,12)

175 19.5 21.5 235 235
16 18 20 22 24

9.1. tablazat
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20 21 22 23 24
(10,10) [0 15 2 35 4
(10,11) [ 05 0 05 2 25
(1L,11) |2 15 0 15 2
(11,12)
(12,12)

25 2 05 0 05
4 35 2 1.5 0

9.2. tablazat

eladdsara szamitunk és van is annyi a boltban, ekkor éppen 24 a hozam. Utdlag mar kar si-
ratni egy elmulasztott lehetdséget, de mégis érdemes kiszamitani az egyes oszlopokra, vajon
mennyivel lett kisebb a hasznunk ahhoz képest ami a legjobb esetben lehetett volna. Az alab-
bi 9.2. tablazat az elmulasztott nyereségeket mutatja.

Ezt a tablazatot felhaszndlva egészen ,,logikus” ha megnézziik minden dontésiinkre mennyi

a legnagyobb, bosszankodasra okot ado érték, majd ezek koziil a legkisebb hatarozza meg a
stratégiankat. Itt a sormaximumok: (4, 2,5, 2, 2,5, 4), tehat a 2 a legkisebb, vagyis a (11,11)
a kozéput.
A talan leginkabb szokéasos mutato a vdrhato érték, amely a lehetséges hozamoknak a vasarloi
szokasok valoszintiségeivel sulyozott 6sszege. Ha a 20-24 kimenetelek egyforman % valoszi-
nlségliek, akkor az egyszerii atlagot kapjuk. Ez a (10,11) és (11,12) valasztasnal maximalis,
egyarant 21,1. Megjegyezziik, hogy az ismertetett mutatok mind mas-mas stratégiat hoztak
ki legjobbnak.

9.1. Dontési fak

Sokszor el6fordul, hogy dontések sorozatat kell meghoznunk. Mindegyik dontési szituaci-
oban tudjuk eldre, hogy az egyes valasztasi lehetdségek utan milyen helyzetbe keriiliink. A
dontések sorozatat meg szeretnénk eldre gy tervezni, hogy a varhat6é haszon maximalis le-

gyen.

9.1. Példa. A4 — Feltehetek még egy kérdést? — televizios jatékban legfeljebb 3 kérdést kap-
hatunk. Ha az elso, kénnyii kérdésre helyesen valaszolunk, akkor nyertiink 100000 forintot,
de csak akkor, ha befejezziik a jatékot. Ha tovabbmegyiink, akkor még tovabbi 300000 fo-
rintot nyerhetiink, ha a kozepes kérdésre helyes valaszt adunk. De megprobalhatjuk a nehéz
kerdest is megvalaszolni, ekkor nyerhetiink még 500000 forintot! A jatékos sok korabbi, a
televizioban nézett hasonlo jaték alatt maga is tét nélkiil jatszott otthon, igy azt talalta, hogy
a konnyti kérdéseket 80%-ban, a kézepeseket 60%-ban, a nehezeket 40%-ban tudja megvdla-
szolni. Amikor kideriilt, hogy élesben jatszhat, elore eldontotte, hogy ha sikeriil hany fordulot
vallal! A varhato nyereményt szamolta ki az egyes esetekben. Ha csak a konnyii kérdést val-
lalja, akkor varhatoan 0,8 x 100000 4 0,2 x 0 = 80000 forintot nyer. Ha még a kozepeset
is, akkor csak akkor nyer, ha mindkét kérdésre helyesen valaszolt, igy a varhato nyereménye
0,8 x 0,6 x 400000 = 192000 forint, hiszen az a négy (igazabol harom) eset, amikor legalabb
az egyik kérdésre nem tud valaszolni nem hoz nyereményt. Ha megprobdlja végigjatszani a
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vetélkeddt, akkor varhaté nyereménye 0,8 x 0,6 x 0,4 x 900000 = 172800 forint. Igy elhatd-
rozta, hogy két kérdés utan ki fog szallni. Vajon hogyan déntott volna egy olyan jatékos jelolt,
aki rendre 0,9, 0,5, 0,3 valoszintiséggel tudja a kérdéseket?

Természetesen a jatékos aszerint dontdtt, ami alapjan ha sokszor jatszhatna atlagosan a leg-
irt, a csucsokhoz a nyereményeket. De egy jatékos ritkan keriil be tobbszor egy televizios
jatékba, igy a jaték hevében masként is donthet!

Jatékosunk kiilon-kiilon is elképzelte magat az egyes szituaciokban! Tegyiik fel, hogy tul-
jutott két kérdésen. Vajon milyen valoszintiséggel dontson a tovabbjatszas mellett? Tegytik
fel, hogy ¢ eséllyel vallalja a nehéz kérdést. Ekkor a varhatd nyereménye 400000 x (1 —gq) +
900000 x 0,4 x g = 400000 —40000¢, tehat jobb, ha nem jatszik tovabb. A hasonlé meggon-
dolas 1 jo vélasz utan a kovetkez6. Ha p valoszinliséggel tovabbjatszom, akkor ha jol vala-
szolok igyis megallok, tehat a varhaté nyereményem 400000 x 0,6 x p+ 100000 x (1 —p) =
100000 + 140000p, érdemes tehat mindig tovabbjatszani. Természetesen a varhatd nyere-
mény mindig nagyobb lesz, ha egy fordulon tuljutok. Az elsé fordul6 elétt nyilvan ujra a
0,8 x 240000 = 192000 forint varhat6é nyeremény adodik, ha csak két fordul6t terveziink.

9.2. Példa. A vasarlasi dontés halasztasa gyakran a haszon elmaradasat eredményezi, mas-
részt viszont elofordulhat, hogy valamit a kereslet gyér volta miatt késobb leértékelnek és
ugyanazt olcsobban vehetjiik meg. Tegyiik fel most azt a nem igazan gyakori esetet, amikor
elore tudjuk egy divatos egyedi ékszer elkelésének napi valosziniiségét, valamint az akcios
dranak alakulasat. Az ékszer értéke 100000 Ft. Az akcio harom napig tart. Az elsé napon
meg tudjuk venni 90000 forintért, a masodikon 70000 Ft az ara a harmadikon 60000 Ft. An-
nak az esélye, hogy elkel minden napon 80%. Meddig varjunk, megvegyiik-e és ha igen melyik
napra tervezziik a vasarlast?

10000 30000 40000

v 30000 /v 40000 v

n 0,2 n 0,2 n
0,8 0,8
6000 8000 0
0

A dontési fa alapjan ha a 3. napig varunk, akkor a varhat6 haszon 40000 x 0,2 x 0,2 =
1600, hiszen az értékkiilonbozet mar 40000 Ft, de csak 4% annak az esélye, hogy még megvan
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az €kszer. Ha a masodik napon érdeklédiink, akkor 30000 x 0,2 = 6000 a varhatd nyereség
az lizleten, mig ha mar az els6 napon megvessziik, akkor biztosan sikertil €s 10000 forinttal
gazdagabbak lesziink. Ha a kereslet eltérd lesz €s igy a napi elkelésnek megvaltozik a valdszi-
nlisége, mikozben minden egyéb valtozatlan, akkor a dontési fat elemezve arra jutunk, hogy
az els6 nap meg kell venni, ha ez az esély % folott van, a masodik napot érdemes valasztani,
ha az esély % és % kozott van, mig nyugodtan varjuk meg a harmadik napot, ha %-nél kisebb
az esélye annak, hogy megveszik. Bonyolultabb esetekben a dontési fak segitsége abban van,
hogy visszafelé haladva értékeljiik a dontéseinket €s azt valasztjuk ki amelyik a legjobb ¢és
elkonyveljiik ez milyen hasznot hoz. Ezt az ismeretet felhaszndlva az eggyel korabbi helyes
dontést ugyanigy talaljuk meg és nyilvantartjuk. gy haladva a kiindul6 4llapotban tudni fog-
juk mi az optimalis cselekvés és az milyen eredményt ad.

9.2. A Markowitz-modell

Visszatériink a portfolio kivalasztdsdnak problémajahoz és egy fokkal altalanosabban és ala-
posabban megfogalmazzuk a feladatot. Harry Markowitz 1990-ben kdzgazdasagi Nobel-dijat
kapott elméletéért, amellyel kezelni igyekezett a befektetések maximalis hozamanak és ala-
csony kockézatanak egyidejli, egymassal altalaban ellentétes érvényesitésének optimalizala-
sat. A magasabb kockazatu befektetések nagyobb hozamot igérnek, valamint a kisebb koc-
kazathiak alacsonyabb hozammal kecsegtetnek. Tegytik fel, hogy n befektetési lehetdségilink
van, amelyek Ry,..., R, hozamot igérnek, ezen értékeket valosziniiségi valtozonak tekinthet-
jik. A portfolio egy x1,...,x, szam n-es, melyek nemnegativok, dsszegiik 1 €s a jelentésiik
az, hogy a pénziink éppen x; szereset fektetjiik a j-edik befektetésbe. fgy tehat a hozam és
annak varhat6 értéke . .
R=Y xjR; IER=) xER;.
=1 j=1
Markowitz a kockazat mértékének a hozam szordasnégyzetét tekintette, vagyis a

Var(R) = E(R —ER)? i (R; —ER)) i

mennyiséget, ahol R i =R;—ER;. A portfo6li6 optimalizalas Markowitz modellje szerint a

min — Y1 % ER; + pE(Y] _1%R))?,
(9.1)
feltéve,hogy Y x;j=1,x;>0, j=1,...,n

feladatot kell megoldani. Bar sikeriilt egy célfliggvényt felirni, mégis a két részt csak
Osszeadassal és a u > 0 ardnyszdmmal kotjlik ssze. Ezen tényez0 azt fejezi ki, hogy mennyi-
re fontos a biztonsdg. Ha a u nagy, akkor igyekezni kell a méasodik tagot minél kisebbé tenni,
mig ha kozel van a zérushoz, akkor kevésbé vagyunk érzékenyek a kockdzatra és a hozam
maximalizaldsara toreksziink inkdbb. A diverzifikacioval vagyis a ,,sok labon allassal” csok-
kenteni lehet a kockazatot, mig a hozamot megprobaljuk magas szinten tartani. Igazan dvato-
sak akkor vagyunk, ha sikeriil talalni ellentétesen mozg6 hozamu befektetéseket! Ha negativ
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korrelacioban van pl. két befektetés, tehat amikor az egyik p szézalékot hoz, addig a masik
q széazalékot visz, illetve amikor az egyik g szdzalékot visz, akkor a masik p-t hoz, akkor ha
p > g ¢s megfelezziik a pénziink mindig a két befektetés kozott, akkor minden idészakban
lesz 1% szazalék biztos hozamunk. Ennek az 6vatoskodd modszernek az a baja, hogy nehéz
ilyen befektetésparokat taldlni bizonyossaggal. Természetesen a két befektetésnél bonyolul-
tabb konstrukcid is eredményezhet igazi biztonsagot.

Vegyiik észre, hogy a 9.1 nem linearis modell, a célfiiggvényben a valtozok négyzetei,
illetve szorzatai is benne vannak. Az ilyen problémat kvadratikus programozasnak nevezziik,
pontosabban a

min cTx+ 32T Ox
(9.2)
feltéve,hogy Ax>b, x>0

alaku problémakat, ahol a Q matrixrél feltehetd, hogy szimmetrikus [17], [2¢], [47]. Ep-
pen csak érintettiik a véletlentdl fliggd dontések témakorét. A fogalmakat és a matematikai
madszereket is jobban megismerhetjiik kivald operacidkutatasi és pénziigyi témaju konyvek-
bol [48].
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10. fejezet
Egyéni vagy kozosségi érdek

A jatékelmélet olyan szép €s komoly matematikai, kozgazdaséagi diszciplina, hogy ebben a
keretben nem vaghatunk bele. Azonban érzékeltetjiik egy kiilonlegesen szép és egészen 1,
grafon torténd jaték bemutatasaval és vizsgalataval a kiilonbozo, esetleg egymas ellenében el-
érendd célok Osszeegyeztethetdségét. Vajon az egyéni érdek egybeesik-e a kozosség érdeke-
vel? A fejezet a [4] munka nyoman késziilt €s nem képezi a tananyag részét. Egy utvdlasztasi
jaték egy harmas R = (N,G,P), ahol N = {1,2,...,N} ajatékosok halmaza, G = (V,E) pe-
dig egy graf' V csucs- és E élhalmazzal, valamint a graf néhany utja P = (J;cn B, ahol ; az i
jatékos szdmara rendelkezésre al16 G-beli utak halmaza. Minden P;-beli it G-ben ugyanazzal
az u; € V kezd6éponttal és v; € V végponttal rendelkezik. Mindegyik P;-beli ut egy az i jatékos
szamara rendelkezésre allo tiszta stratégia. A tiszta stratégia profil p = [p1, p2,- -+, pN] meg-
adja az N jatékos altal kivalasztott utak N-esét, ahol p; € P;. Egy ilyen tiszta stratégia profilra
ugy tekintlink, mint a jatékosok egy utvalasztasara. Egy véges héalozatban az utvélasztasi
jaték egy véges jatek.

Tetsz6leges p Gtvalasztasra és e € E élre, a C,(p) él-torlodds azon p-beli utak szamat je-
lenti, amelyekben az e él eléfordul. Egy p utra a C,,(p) ut-torlodas a legnagyobb él-torlodas
a p-beli élekre nézve, vagyis C,(p) = max,.c, C.(p). Hasznalni fogjuk a C;(p) = C),(p) r6vi-
ditett jelolést az i jatékos Utjara. A halozati-torlodas a legnagyobb él-torlddas az Gsszes élre
nézve, vagyis C(p) = max.cg C.(p). A p Gt hossza alatt most a benne 1év6 élek szamat ért-
jiik, jelolése |p|. |p;| helyett hasznaljuk még a D, (p) vagy D;(p) jelolést is. A leghoszszabb
Uit hosszat P-ben jeldlje: L(P) = max,cqe |p|. D(p) a p utvalasztasban 1évo leghosszabb it
hosszét jeldli, tehat D(p) = max,cp |p|. Amikor a szovegkornyezetbdl egyértelmii mely p és
R -r6l van sz6 az egyszerubb C,,C,,C;,C,L, D), D;,D jelol¢seket alkalmazzuk.

Az R jatékra és p Utvalasztasra, a kozossegi koltség (vagy teljes koltség) a p egy fiiggvénye,
amit SC(p) jelol. A pci(p) egyéni vagy magdn koltség szintén a p utvalasztas fiiggvénye.
Jelolje p_; a p_;-t kivéve megmarad6 utakat {p1,-,pi_1,pi+1,-,PN}, igy a (pi;p_;) akar a
p egy masik jelolése is lehetne, amelyben kitiintetett szerepet adtunk a p; utnak. Az i-edik
jatékosnal optimalis a p, ha pci(p) < pci(pi;p_;) barmely p; € P utra. Ez a tulajdonsag azt
jelenti tehat, hogy 6 nem tud 6nmaga szamara kedvezdbb utat kivalasztani, ha a tobbi jatékos
nem valtoztatja meg az Utjat. A p utvalasztas Nash egyensulyban van (vagyis p egy Nash-
utvalasztas), ha mindegyik jatékosndl optimalis a p. A Nash-utvalasztasok meghatarozzak a
stabil, 6nz6 kimeneteket. A p* egy optimalis tiszta stratégia profil, ha a legkisebb a k6zosségi
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koltsége az Gsszes lehetséges tiszta stratégia profil koziil, tehat barmely p-re, SC(p*) < SC(p).

A Nash-utvalasztasok josagat jellemzi az anarchia ara (PoA) (néha egytittmikodési vi-
szonynak is mondjuk) és a stabilitas dra (PoS). Jeldlje P a Nash-utvalasztasok halmazat és
legyen SC* a k6zosségi koltsége az optimalis p* utvalasztasnak. Ekkor

PoS = inf SC(p)7 PoA = sup L(m
pe P SC* pep SC*

10.1. Maximum Jatékok

Legyen R = (N, G,P) egy utvalasztasi jaték, amelyben a fenti jelolésekkel a p Gtvalasztas
kozosségi koltségét definialja az SC(p) = max(C(p), D(p)) mennyiség, tehat a leghosszabb 1t
hosszéanak ¢€s a halozati-torlédasnak a maximuma. Az egyéni koltségfiiggvény pedig legyen
pci(p) = max(Ci(p),Di(p)). Az ilyen utvalasztasi jatékokat maximum jatékoknak nevezzik.
El6sz6r megmutatjuk, hogy a maximum jatékoknak van Nash-utvalasztasuk és a stabilitas ara
1, majd korlatot adunk az anarchia arara.

10.1.1. Nash-utvalasztasok 1étezése a maximum jatékokban

Megmutatjuk, hogy a maximum jatékoknak vannak Nash-utvalasztasai. E16szor az utvalasz-
tasokat lexikografikusan rendezziik. Ezutan belatjuk, hogy egy jatékos moho 1épései a ren-
dezésben eldbbi utvalasztashoz vezetnek. Ebbdl az kdvetkezik, hogy vagy eljutunk a sorban
legkisebb utvalasztasig vagy egy olyan helyzethez, amelyben egyik jatékos sem tud helyzetén
javitani. Mindkét esetben egy Nash-utvalasztashoz jutunk.

Legyen R = (N, G, P) egy maximum jaték. Legyen tovabba r = max(N,L). Barmely p
utvalasztasra definialjuk az M (p) = [m1(p), . .., m,(p)] utvdlasztasi vektort, amelyben m;(p) =
a;(p) +bi(p), ahol a;(p) az i ut-torlédassal rendelkezd utak szamat, b;(p) az i hossza utak sza-
mat jelenti. Nyilvan SC(p) = k esetén my # 0, valamint mj = 0, ha k¥’ > k.

Rendezziik az utvalasztasokat a kovetkezéképpen: Legyenek p és p’ Gtvélasztasok M(p) =
[my,...,m;] ésM(p') =[m),...,m]] vektorokkal. M(p) =M (p’), ham; =m/ minden 1 <i <r-
re. M(p) <M(p'), ha létezik olyan j, 1 < j <r, melyre my = m; minden k > j-re de m; <m’;.
A p és p’ tvalasztasokat a hozzajuk tartozo Utvalasztasi vektorok alapjan rendezziik tehat
p < p’ akkor és csak akkor, ha M(p) < M(p’). Természetesen barmely p és p’ Gtvalasztisra
vagy p = p’ vagy p < p’ teljesiil, a rendezés teljes.

Egy tetszdleges p utvalasztasra, ha az nem Nash-utvalasztas, akkor van legalabb egy olyan
i szerepld, akinél nem optimalis a p. Ekkor van egy moho lépése i-nek, amellyel szaméra
kedvezobb lesz az egyéni koltsége, ha pl. p;-t kicseréli pj-re. Kordbbban bevezetett jeloléssel
tehat p = (pi;p_;) -tap’ = (pi;p’;)-re valtoztatva pc;(p’) < pci(p) lesz. Masok valasztasai
természetesen megmaradnak, tehat (p_; = p’_,). A kovetkez6kben megmutatjuk, hogy egy
moho Iépéssel a sorban elébbi utvalasztast kapunk.

10.1.1. Lemma. Ha barmely jatékos megvdltoztatia az utjat és az utvalasztds profil p-rél p’-
re valtozik, akkor p’ < p lesz.
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Bizonyitds Legyen pei(p) = max(G(p),D;(p)) = K™ és min(Cy(p), Di(p)) = K™ (nyil-
vanvaloéan, k" > kPin). Hasonléan pc;(p’) = max(Ci(p’),Di(p’)) = k5§ és min(C;(p’),
D;(p')) = k5™ (nyilvanvaloan, kK3 > ki),

Miutan az i résztvevd csokkenteni tudja koltségét a p’-re valtva, k)@ < kT®*. Tekintsiik
az M(p) = [m1,...,m;] és M(p') = [m},...,m)] vektorokat. Ugyanaz a két vektor, kivéve
esetleg a k"™, kllni“, k5%, kglin, értékeket, amelyek a p; és pl kiillonboz6ségébdl adodnak.
Fennall az mygmax > m}crlnax relacio, mivel az atcsere miatt mymax = agmax + bymax legalabb eggyel
csokken, hiszen vagy agmax csdkken eggyel (ha az 0j ut torlddasa kisebb) vagy a bymax (ha az
0j ut révidebb). Mivel k5 < k"X, M(p) > M(p’) amibdl kovetkezik, hogy p > p’ lesz a
rendezésben. [ |

Mivel csak véges sok utvalasztas lehet, a 10.1.1 lemmabol kovetkezik, hogy egy tet-
sz6leges kezddallapotbol indulva minden javitd 1épés egy Nash-Utvonalvalasztas felé visz,
amelyben mindegyik jatékosnak optimuma van. Mivel az utvonalvalasztasok teljesen ren-
dezettek, igy mondjuk p,,;, @ minimalis, p,;, < p. Nyilvan a minimalis elem szintén egy
Nash-utvonalvalasztas. A p,,;, ugyancsak optimalis a kozdsségi koltség tekintetében, hiszen
ha a p’ kisebb kozosségi koltségii lenne, akkor a rendezésben is a p,;,, €l keriilt volna. Ezért
a stabilitas ara 1.

10.1.2. Tétel (Stabilitas a maximum jatékokban). Egy R maximum jatékban,a jatékosok
legjobb reagalasai egy Nash-utvalasztashoz vezetnek, és a stabilitas dra, PoS = 1.

10.1.2. Az anarchia ara a maximum jatékokban

Korlatot keresiink az anarchia arara maximum jatékokban. Az R = (N, G,P) maximum ja-
tékban a G grafnak n csticsa van. A 10.1.2 tétel alapjan van legalabb egy Nash-ttvalasztas,
pl. p. Legyen C = C(p) és D = D(p). Legyen p* a legkisebb kozosségi koltségli utvalasztas.
Tovabba C* = C(p*) és D* = D(p*). Mindegyik i € N jatékosra van egy p; € p és egy p; € p*
,optimalis” t, amit a rendelkezésre allok koziil 6 valasztott ki.

Mindegyik e € G élre, jel6lje 1, (p) azon jatékosok halmazat, akik olyan utat valasztottak
p-ben, amelyiknek éle az e. Tovabba a H halmaz azokat az e € G éleket tartalmazza, melyekre
C.(p) > D+ 2. Vegyiink egy e € H élt és legyen i € II,(p) egy olyan jatékos, akinek a
pi Gtja a p Gtvalasztasban hasznalja e-t. Az f(e,i) halmaz azon ¢’ € p; éleket tartalmazza,
amelyekre C,(p) > C,(p) — 1 teljesil. |f(e,i)| > 1, mivel a p-ben az i jatékos jobban szereti
pi-t pi-nal, tehat van legalabb egy olyan ¢’ € p; €1, amire C,/(p) > C,(p) — 1 > D. Legyen
f(e) =Uicm,(p)f(e,i). Tetszéleges X C H élhalmazra, legyen f(X) = U,cx f(e).

10.1.3. Lemma. Legyen Z azon e éleket tartalmazé halmaz, amelyeknek a torlédasdra Co(p) >
C—2lgn. Ha C > D+2lgn+2, akkor van egy X C Z halmaz, melyre |f(X)| < 2|X].

Bizonyitas Rekurzivan konstrualunk egy halmaz sorozatot Ey, ..., Eo1g,, melyre E; = E; 1 U
f(Ei_1) fennall és az E tartalmazza az Osszes e élt, amelynek a torlédasara C,(p) = C. A
konstrualas modjabol kovetkezik, hogy barmely e € Ej-re, C.(p) > C — j teljesiil, minden
0<j<2lgnesetén. E; C Zigaz lesz minden 0 < j < 2lgn-re, valamint Z C H teljesiil.
Most maér igazolni tudjuk, hogy van olyan j, amelyre 0 < j < 2lgn és |f(E;)| < 2|E|]|
fennall. Tegyiik fel, hogy az allitassal ellentétben ilyen j nincs, tehat barmely j, 0 < j < 2lgn
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esetén fennallna a |f(E;)| > 2|E;| egyenl6tlenség. Ekkor viszont kénnyi 1atni, hogy |Ex| >
2|Ex_1| teljesiil minden 1 < k < 2lgn-ra. Tudjuk, hogy |Eqg| > 1, ezért |Egyg,| > 2218" = n?
(gn = logyn). Bz azonban ellentmondas, hiszen G-nek nincs n?-nél t5bb éle. |

10.1.4. Lemma. Ha C > D+ 2lgn+ 2, akkor C < 2LC* 4 21gn.

Bizonyitas A 10.1.3 lemma alapjan van egy X C Z halmaz, melyre |f(X)| < 2|X|. Minden
e € Z élre teljesiil, hogy C,(p) > C—2lgn. Legyen M =Y ,.x C.(p) > |X|(C —2lgn), ahol M
jeloli az X-beli élek teljes el6fordulasat a I1-beli jatékosok altal hasznalt utakban egyiittvéve.
Ahol IT = {J,ex IL(p), vagyis, II azon résztvevok halmaza, akiknek a p utvalasztasban 1évo
utjuk tartalmaz X-beli €lt. A p Gtvalasztasban az X ¢leire a torlodast csak a II-beli jatékosok
okozzak. Az utak hossza legfeljebb L, igy mindegyik II-beli jatékos legfeljebb L élt hasznal
X-b6l. Tehat M < L-|II|. Ennek kovetkeztében |X|(C —21gn) < L-|I1|, amibél C < (L-
1)/ 1X | +21gn.

Az f(X) definicidjabol, az optimalis p* Gtvalasztasban minden II-beli jatékos kell hogy
hasznaljon legalabb egy élt az f(X)-bol. Igy tehat a p*-beli azon éleket, amelyek benne van-
nak f(X)-ben is 0sszesen legalabb |II|-szer fel kell hasznalni. Van tehat olyan e € f(X) ¢él,
melyre C,(p*) > [11|/|£(X)]. lgy tehat C* > [T /|£(X)]. Mivel |£(X)| < 2/X] kapjuk, hogy
III| <2C*-|X]|. A fentiek szerint tehat: C < 2LC* + 21gn. u

10.1.5. Tétel (Az anarchia ara a maximum jatékokban). Tetszéleges R maximum jatékban
PoA = O(L+logn).

Bizonyitas Tegyiik fel, hogy p a legrosszabb Nash-utvalasztas a kozosségi koltségét tekint-
ve. Ekkor PoA = SC(p)/SC(p*). Ha C > D+ 2lgn+ 2, akkor SC(p) = C. A 10.1.4 tétel
szerint, PoA < C/max(C*,D*) < (2LC* +21gn)/C* <2L+21gn. HaC < D+2lgn+2, ak-
kor SC(p) < D+ 2lgn+ 2; tehat PoA < L+ 21gn+ 2. Mindkét esetben PoA = O(L+ logn).
|

Masrészt viszont megadunk egy maximum jatékot, amely mutatja, hogy a 10.1.5. tétel
¢les. Tekintslik ugyanis az egyszerli n csucst €s n €li kort. A kor mentén haladva minden
¢lnek lesz egy baloldali cstcsa €s egy jobboldali. Mindegyik e; €lhez tartozik egy i jatékos,
akinek az utvélasztasi stratégiai jatékban a kezdpontja éppen az e; €l bal végpontja, a vég-
pontja pedig a jobb végpontja. A résztvevok rendelkezésére két ut all, p; amely éppen az e;
él, és p. amely az a masik lehetséges ut, amely a kezd6ponttol a végpontig, a gyfiriit az ellen-
kezd iranyban jarja végig. A p = [p1,p2,...,ps] nyilvan egy Nash-utvalasztas 1 kozosségi
koltséggel. Masrészt viszont a p’ = [p), ph,..., p,] ugyszintén egy Nash-utvélasztas n — 1
koltséggel. Tehat itt az anarchia ara O(n) = O(L).

10.2. Osszeg jatékok

Legyen most R = (N, G, P) egy olyan utvalasztasi jaték, melyben p profilhoz a kozosségi
koltséget SC(p) = C(p) + D(p), a magan koltséget pc;(p) = Ci(p) + Di(p) formula adja meg.
Az ilyen jatékot hivjuk osszeg jatéknak. Eloszor megmutatjuk, hogy ilyen jaték esetén elo-
fordulhat, hogy nincs is Nash-utvalasztas.
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10.2.1. Egy Nash-utvalasztas nélkiili 6sszeg jaték

10.2.1. Tétel. Van olyan R = (N, G, P) dsszeg jaték, amelynek nincs Nash-utvdlasztdsa.

Bizonyitas A G vazlatos képe lathato az alabbi abran. Hét jatékosunk van, N = {1,...,7}.
Az 1, 2 és 3 aktivabb jatékos két ut koziil valaszthat, P = {p1,p}}, Po = {p2,ph} és P =
{p3,p4}. Ezaharom résztvevd i = 1,2,3 az u; kezd6- és v; célponttal rendelkezik. A vizszin-
tesen lathat6 hat megvastagitott eq, . . ., eg €l kitiintetett, ezek lesznek azok, amelyeken a torlo-
das nagyobb lesz mint 1. A vékonyabb vonallal megrajzolt vonalak az egyes utak részei, ame-
lyekrol feltessziik, hogy éleiken a torlodas 1, valamint a hosszuk olyan, hogy |p}| = |p1]| — 2,
|P3] = |p2| +3 és |p5| = | ps| + 3 teljesiil.

uq

(+3) eg (+3)  ©g (+4)

A 4,5, 6 és 7 jatékosok passzivabbak, mert nekik csak egy lehetséges ttjuk van, ezt va-
laszthatjak. A szerepiik a példaban csak annyi, hogy hozzajarulnak a kitlintetett es, ey, e5, €6
¢lek torlodasahoz a kivant mértékben. Az abra nem mutatja Utjaikat, amelyek azonban olya-
nok, hogy egyiittesen rendre 1-gyel novelik az e3, 3-mal az e4 és e5, valamint 4-gyel az eg
torlodasat. Az abran az €l mellett 4ll a négy passziv jatékos utja altal okozott ndvekmény a
torlodasban. Mivel a harom aktivabb jatékosnak két-két tja van, igy Osszesen 8 utvélasztas
lehetséges. Egyesével belathatjuk, hogy egyik utvalasztds sem Nash-utvalasztds. A harom
aktiv jatékos altal valasztott utak sorrendben mar meghatarozzak az utvalasztast. Az egyes
utak hosszat a feltételeknek megfeleléen valasztva kidertil, hogy az 1 jatékos lokalisan nincs
optimalis helyzetben a [p1, p2, p3] és [p!, ph, ps], a 2 aktiv résztvevé a [p!, p2, p3], [p1, Ph, P5],
[p1,Ph, p3l, és [P}, p2, ph] Gtvalasztasoknal javithat. A 3 jatékos pediga [p], ph, p3] és [p1, p2, ph]
utvalasztasoknal cserélne szivesen utat. Pl. a legutols6 esetben a 3 jatékos magan koltsé-
ge jelenleg |p5| + |p5| +1 = |p3| + 3+ |p3| + 3+ 1 = 2|p3| + 7, mig ha utat cserél, akkor
|ps| + |ps| +3+1=2|ps| +4, amivel javitana, csokkentené a koltségét. |
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11. fejezet

Linearis regresszio

A linearis programozast alkalmazni lehet egy, a gazdasagi életben is oly fontos szerepet jatszo
statisztikai modszerben is. Tegyiik fel, hogy rendelkezésiinkre all sok adat, legyenek ezek a
bi,i=1,...,mértékek. Ha ezek jelentése a félévi jegyek az indexben, akkor a kollégiumok a
bentlakas lehetdségét eldonthetik pl. az egyszerii

1 m

atlag alapjan is. Ha az igy szamitott érték eléri pl. a 4-et, akkor megfeleldnek itélik a
teljesitményt. Ha az 6sztondij meghatarozasanal is a jegyeket szeretnék figyelembe venni,
akkor megtehetik ezt mas mérdszam alapjan is, pl. a c; kreditekkel sulyozott atlagot is vehetik,

m

) _ Limbixci

X = —— .
m e
i=1%1

Az oktat6 osztalyozasi szokasait mérhetjiik a

.72‘ - berl
2

mediannal (az egyszertiség miatt tegyiik fel, hogy m paratlan). Ha pl. ez a mérészam a cso-
portban 1, akkor ebbdl haromféle statisztikai kdvetkeztetésre juthatunk. Az oktatd szigoru,
vagy a csoport tobbsége nem akar vagy nem képes a kurzus kovetelményének megfelelni,
esetleg mindkettd (barmilyen jellemzést irhatunk, hiszen nem egzakt fogalmakat hasznalunk).
Arra is gondolhatnank, hogy a felfelé vagy lefelé kiugro eredmények hatasat mérséklendo,
szamoljuk inkabb ki azt a szadmot, amelytdl a statisztikai minta elemei egyiittesen négyzete-
sen a legkevésbé térnek el.

m
— . 2
X=argmin ) (x—b;)".
g R l:Zi( i)
Nem véletlen azonban a jelolés megegyezdsége, ez az érték valoban az egyszerti atlaggal

egyenld. Geometriai képlink lehet errdl a kovetkezd. Vetitsiik le az R™-ben merdlegesena b =
(b1,...,by) pontot arra az egyenesre, amelyen a csupa azonos koordinataju pontok vannak.
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11. LINEARIS REGRESSZIO 63

A vetiileti pont lesz az (x,...,x). Valoban, ha vessziik a jobboldalt, mint f(x) fiiggvényt az
m
fx) =Y 2(x—b)=0
i=1
egyenlet megoldasa nyilvan az

)
xX=— bi=x
mi=

érték, az atlag. A masodik derivalt negativ, tehat ez valoban minimumhely. Még érdekesebb
a medianra vonatkozo6 ekvivalens definici6. Ha az abszolut értékek dsszegének minimumat
keressiik az éppen a mediannal vétetik fel.

m
s . Y
% = argmin Z lx — b
Vegyiik most is a jobboldali fiiggvényt

g(x) = iu—blw

Bar ez a konvex torottvonal fiiggvény folytonos, éppen az adatpontokban megtorik, nem dif-
ferencidlhato, de egyéb pontokban igen, igy az adatpontokat kivéve teljesiil

¢(x) = isgn@— b).

Paratlan sok (-1)-et vagy 1-et adunk 6ssze, nyilvan az dsszeg éppen a mediannal valt eldjelet,
tehat itt van a minimum. Elképzelhetjiik az adatsorozat megkozelitését oly modon is, hogy az
adatokat eleve b; = x + €; 0sszegként fogjuk fel, az x a varhat6 rész, mig az €; az ingadozas.
Legjobb mérésként felfogni, az x az elméleti érték, az €; egy-egy mérés hibaja. Tegyiik fel,
hogy a b mennyiség az elméleti modell szerint n féle 6sszetevotdl linearisan fligg.

n
b= Z ajx; + €
j=1
Szokas az Osszefiiggést linedris regresszidés modellnek hivni. Gondolhatunk a példa kedvéért
a teststilyra, amely fligg az életmdd megannyi jellemz6jétdl (itt feltételezziik, hogy ez linearis
fliggés). Sok mérés késziilt el a jellemzékrdl kiilonbozé embereknél. Igy tehat az 9sszefiiggést
felirva az €; konstans szamolhato.

n
bi:Zaijxj+8i i=1,2,....m
j=1
felirhaté6 mindegyik mérésre. A b testsuly vektort, a mérési adatok A matrixat hasznalva ro-
viden igy irhatjuk fel.
b=Ax+¢

A regresszio analizis célja az ismeretlen x vektort igy megvalasztani, hogy valamilyen érte-
lemben az € vektor minimalis legyen. Pl. az abszolutértékek 0sszegét véve a mediant koze-
litjiik.

© Blazsik Zoltan, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

64 GAZDASAGI FOLYAMATOK MATEMATIKAI MODELLEZESE

11.1. L -regresszio

A szokasos euklideszi hossz szerint mériink.

Iyll2 = (Zy?) %

Keressiik tehat a b és A mérési eredményekbdl képzett € eltérésvektor euklideszi hosszanak
minimumat, ahol az x vektor a valtozo.
X = argmin ||b — Ax]|3
X

Az egyszeriiség kedvéért az L? norma négyzetét vizsgaljuk, mint az x fiiggvényét.

2
fx)=b-Ax|3=Y (bi— Y a,,-x,-)
j=1

i=1

Ebben a tobbdimenzios esetben is kisegit a tobbvaltozos analizis. Mindenesetre a minimum-
helyen fenn kell allnia a parcialis derivaltakra:

Atrendezve

Matrix és vektor roviditéssel
ATh = AT Ax
Feltéve, hogy AT A invertalhato, ki is fejezhetjiikk a minimumot ad6 vektort
x=(ATA) " 1ATp.
Abban a legegyszeriibb esetben, amikor egyetlen mennyiségtdl fligg linearisan egy masik
érték, a
b=axi+xy

Osszefiiggésben az egyenes meredekségét €s a tengelymetszetét keressiik, sok mérést felhasz-
nalva a fenti legkisebb négyzetes becsléssel. A targyalt altalanos esetbe ez tgy illik bele, ha
bevezetiink még egy olyan mérendd adatot ax-t, amelyet fixnek, pl. 1-nek tekintiink.

b = a1x1 + asxs.

Ha azonban megismételjiik a levezetést és Gijra hasznaljuk az @ és b jeldlést a mérési adatok
atlagara, akkor megkapjuk kiilon, hogy

xo=b—axx;
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11. LINEARIS REGRESSZIO 65

és _ _
= Lim @ (bi—b) _ Yiz,(ai—a) x (bi—b)

Y iai X (a;— a) Y (@i—a2
felhaszndlva az utolso atalakitasban az alapdsszefiiggést is.

11.1. Példa. _
2 11 €1
3 B 2 1 X1 €9
507131 {m% e
7 51_ €4
(11
ro 123572 1] [39 11
AA_{llll 3 1| |11 4
|5 1
2
o [12357]3]| [58
Ab_l1111 51|17
7

Az optimalis egyiitthatokra

BN [$10N [Ne}
| I |

Az xz akozelité egyenes ¢s a fuggbleges tengely metszetének masodik koordinataja, mig
az x) az egyenes meredeksége. Ellendrizhetd az is, hogy a kapott egyenes atmegy az (a, b)
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66 GAZDASAGI FOLYAMATOK MATEMATIKAI MODELLEZESE

= (14—1, %), a mérési adatok atlaganak megfelelé ponton. A négy pont koziil egyen atmegy,

a tobbin nem. Teljesiil tovabba, hogy az egyenes folotti pontok fiiggdleges tavolsagainak
Osszege az egyenestdl megegyezik az egyenes alatti pontok fliggdleges tavolsagosszegével.
Mindkét tulajdonsag jellemz0 a sikbeli linearis regressziora, ezek minden esetben teljesiilnek.

11.2. L'-regresszio

A legkisebb négyzetek kozelitéssel szemben az € vektor mérhetd a koordinatak abszolutérté-
keinek Osszegével, tehat az eltérések abszolutértékeinek 6sszegének minimumat keressiik, az
x vektorokra vonatkozodan.

X= argrr;in |1b —Ax||1

A X egy minimalis vektor. Ennek meghatarozasa az analizis eszkozével sem fejezhetd ki olyan

egyszeriien, mint az L2-regresszio esetében. Feladatunk tehat, hogy

minimalizaljuk a Z
i

bi—Zaiij'

J

kifejezést.

Bevezetiink nemnegativ ¢; technikai valtozokat.

min Yt
feltéve,hogy: t,'—|b,~—2ja,-jxj|:0, i:1,2,...,m

Segitségiikkel meg tudunk szabadulni a kellemetlen abszolutértéktdl, ha a kovetkezd linedris
programozasi problémat irjuk fel.

min Y ;t;
feltéve, hogy: —t; <bi—Y;aijxj <t, i=1,2,....m

11.2. Példa. Ha az 11.1 példat vessziik, akkor a 11.2 LP dudalis szimplex algoritmussal old-
hato meg. Az eljaras felidézése és a gyakorlas végett nemcsak a tablajat, hanem a megoldas
menetét is leirjuk.

X1 X2 h 1t t3 U y8 X9 I fa 13 1
vi|l 1 -1 0 0 0]2 Y1 % % -0 0 % %
yo| 2 1 0 -1 0 013 2§ 3 0 -1 0 513
3/ 3 1 0 0 -1 0|35 ys| 2 2 0 0 -1 -3z
yal 5 1 0 0 0 -1|7 yal I 0 0 0 0 -2|0
ys | -1 -1 -1 0 0 0]|-2 V5 % % -1 0 0 % %
ye | -2 -1 0 -1 0 0|-3 ¥ |5 0 -1 0 £
yr|-3 -1 0 0 -1 0]|-5 e 0 0 -1 51
ys|-5 -1 0 0 0 -1|-7 X1 | -z % 0o 0 0 |1

0o 0 1 I 1 1 0 0 I 1 1 1]0
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11. LINEARIS REGRESSZIO 67
yr X9 11 fa 13 I yr o y4a 11 ta 13 14
by g 0y 0fg w2 T 02
y203 3 0 -1 -3 0)-3 el g 3 0 -1 -5 -5|-
ys| I 0 0 0 -2 0|0 ys| 1 0 0 0 -2 010
y4§—§00—§-]—% x|[-2 32 0 0 5 3|2
y5-%-§-zo§0-§ ys | -2 -1 -1 0 2 1|1
y6-§-2§0-1§0§ e |5 4 0 -1 3 1|1
1 2 S e I A I O S A B il
xi|-3 3 0 0 3 [I]|3 Xtlg 3 0 0 -5 -5]1
0 0 I 1 I 110 0 0 1 1 1 110
Yr o y4 B 2 y1 U4 Yr o y4 h 2 y2 U
SRR I R
I IR B I S VI I B A A
s | -1 - - ] 2 i 1 2|1
S0 s ) s 1 03, 33 3
X2 1 71 i 1|1 X2 3 T3 33
ys | 0 0 -2 0 1 0|0 5| 0 -3 -1 -3 3 3|-3
| 0 1 -3 -1 2 3|1 o | 0 0 0 -2 1 010
yw| O 1 0 0 0 -2|0 yg| 0 1 0 0 0 -2|0

1 1 1 11 5 1 1 1 1] 4
R e e
Y ;Lo L 222
2 2 2 2 1 2 3 3 3 31 3
Y ya i ys y2 I
1 1T 1 1 [ 1
t3|-1 -3 3 3 0 3|3
yil0 0 -2 1 0 010
ys| -1 -1 -1 1 0 1|1
x|0 -+ 2 5 o L1}3
A R A
SR N B
Y6 2 2 2 1 o503
ye| 0 1 0 0 0 -2]0
wlo 3 o430 4|2
;] L3 1 3]s
4 4 4 4 | 4

A legutolso tablabol leolvashato a bazismegoldas. Ebbol szamunkra az x| = % ésxg=17a

3

fontos. A kapott b= x1 X a+ x3 egyenes dtmegy két ponton is a négybdl, és az abszolutértékek
osszege %. Itt a kozelito egyenesnek nem sziikségképpen kell atmennie az (a, b) atlagokbol
kapott ponton és most sem megy dt.

A kdvetkezd gyakorl6 feladatot oldjuk meg, mind az L? mind az L! kozelitést alkalmazva!

11.3. Példa.

S Ot W

8

o = O

3

(@) EETEN V]
=~ W

9 7

A kétféle tavolsagfogalommal kapott kozelitd egyenesek josagat nehéz egymassal Gsszeha-
sonlitani. Figyeljiikk meg azonban, hogy az L'-regresszié esetében ha megvaltoztatjuk a b
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68 GAZDASAGI FOLYAMATOK MATEMATIKAI MODELLEZESE

vektor negyedik komponensét 8-rol 9-re, akkor az ujabb LP optimalis megoldasaban ugyan-
az az x vektor lesz az optimadlis, tehat a kozelitd egyenes ugyanaz marad. Hasonldan, ha az
eredeti 11.3 példaban az a3 értéket 1-rél 2-re megvaltoztatjuk, szintén megmarad a kozelitd
egyenes. Azt gondolhattuk volna, hogy barmilyen kis valtozas a mérésekben megvaltoztatja
az x vektort, tehat a lineéris Osszefliggést a mennyiségek kozott. Ez az észrevétel megcafolja
ezt, tehat az L'-regresszio nem annyira érzékeny. (lasd a linearis programozas érzékenység-
vizsgalatara utald egyéb megjegyzéseket.)
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12. fejezet

Ciklizalas a szimplex modszerben

A szimplex modszer 1€pésszamanak becslése mellett egy masik érdekesség a ciklizalasi le-
hetéség elemzése. Elofordulhat, hogy egy-egy bazisvaltoztatasnal a célfiiggvény értéke az
ujabb bazismegoldason nem lesz jobb. Emiatt nem is mikodik az a végesség bizonyitasi
gondolat, miszerint a bazismegoldasok (a lehetséges megoldashalmaz cstcspontjai) szama
véges, igy elobb, utobb eljutunk az optimalis megoldashoz. Nyilvanvald, hogy azonos ba-
zis esetén a bazismegoldas azonos ¢€s a célfiiggvény értéke adott, tehat ha mindig javulna az
érték, akkor nem érhetnénk vissza egy korabban érintett bazishoz. Régota ismert azonban
Beale példaja [3], [2¢] a degeneracidra, mely ciklizalashoz vezet. Az eset ritka, igazan széles
problémaosztalyokat korabban nem definialtak, szamitdgépes kisérletek sem mutatjak ennek
gyakori eléforduldsat. Bar legrosszabb eset szempontjabol hatékonyabb eljarasok léteznek,
mégsem partoltak el a szimplex mddszertdl, éppen azért, mert nem jellemzo ra sem a cikliza-
las, sem a til hosszu futdsi id6. Egyéb valtoztatasokkal is, de csak a generalo elem kivalasztasi
szabalyat kiss¢ modositva is tobb mddon el lehet érni, hogy elvileg se fordulhasson el6 cik-
lizalas [2], [28], [16, 18,50]. Igy foglalkozzunk a nehezebb feladattal, a [30], [52] munkék
alapjan konstrualjunk ciklizalé feladatot!

12.1. Egy Kkis példa

Megoldunk egy 4 valtozos, két feltétellel rendelkezd linearis programozasi feladatot, mindig
a legnegativabb célfiiggvényegyiitthatd oszlopaban valasztva general6 elemet. Ha a bazisbol
kikeriild valtozd6 meghatarozasaban egyértelmusiteni kell, akkor a nagyobb generaloelemet
valasztjuk, a numerikus stabilitassal alatamasztva a dontést.

Max z=2.3x1+2.15x9 — 13.55x3 — 0.4x4,

feltéve, hogy 0.4x1 +0.2x0 —1.4x3 —0.2x4 < 0, (12.1)
—7.8x1 —1.4x0+7.8x3+0.4xq4 < 0,
x;j =2 0, j=1,...,4

Bevezetve az x5 és xg kiillonbségvaltozokat, a T(1) részletesebb tablazatos forméaban irjuk fel
a feladatot. Kezdetben is megoldas az azonosan zérus vektor, és késébb is ez marad. El6szor
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70 GAZDASAGI FOLYAMATOK MATEMATIKAI MODELLEZESE

x1 kertiil be a bazisba, csak az x5 keriilhet onnan ki. Ez a bazisvaltoztatis eredményezi a T
tablat. A masodik iteracioban az x 1ép be és xg keriil ki, igy kaptuk a 7()-at.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 z
04 02 -14 -02 1.0 = 0
78 -14 78 04 1.0 = 0 T(1)
23 215 1355 04 1.0 = 0
1.0 05 35 -05 25 = 0
25 -195 35 195 1.0 = 0 T
1.0 55 -075 575 1.0 = 0
1.0 04 02 -14 -02 = 0
1.0 -78 -14 78 04 = 0 T®)
23 215 1355 04 1.0 0

Eszrevehetd, hogy a T3) ugyanolyan mint 7(}) csak az x valtozok oszlopai tolodtak el
kettovel. Ez azt jelenti, hogy tovabbi négy 1épés végrehajtasa utan a T pontosan azonossa
valik a hat 1épéssel késébbi tablazattal. Csak két egyiitthatd tabla van, T®) és T(®) megegye-
zik a T(-gyel csak a valtozok keriiltek mindig két oszloppal jobbra ciklikusan, valamint 7(4)
és T szintén egyforma, nem tekintve az eltolodast. Az ilyen tulajdonsagu példékat nevez-
ziik 2/6-koros feladatoknak. Megjegyezziik, hogy Beale eredeti példaja 6/6-kords volt, hat
kiilonb6zo egyiitthatdtablazat utan tért vissza az eredeti.

12.2. A 2/6-0s példak elemzése

Alljon a 3 x 6-0s MM matrix a T(M-beli x oszlopaibol,

1 _ A B 1
M _{a b O}’

ahol A, B és I 2 x 2 kis matrixok a feltételekbdl, az a, b és 0 pedig 1 x 2 blokkok a cél-
fiiggvény sorabol. Ahhoz, hogy az els6 1épésben az (1,1), a masodikban a (2,2) poziciéban
legyenek a general6 elemek sziikséges, hogy A nemelfajuld legyen. A baziscserék utan a TG)
tablat kapjuk, melyben az x-hez tartozo6 a kovetkezd alakot o6lti

-1 -1
@_[1 A'B A
M {o b—aA™'B —aA™! |’

Ahhoz, hogy eldalljon két 1épés utan az elsd matrix sziikséges, hogy A = A~'B és B =
AL, egyiitt teljesiiljon, ami éppen akkor lehetséges, ha A3 = I. Ebbdl adédik, hogy az A A
sajatértékeire teljestil

M=1<= AM+r+1)RA-1) = 0. (12.2)

Egy 2 x 2 A valos matrixnak vagy van 2 valds sajatértéke vagy egy komplex konjugalt
par.
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(12.2)-bol kovetkezik, hogy ha az A-nak valds sajatértékei vannak, akkor mindkettének
1-nek kell lenni, igy a 2 x 2-es A% + A + I matrix polinomnak van két valés sajatértéke a
harombol, tehat nem elfajuld. Mivel (A —1)(A2+A+1) = A3 —I = 0, ebben az esetben ko-
vetkezik, hogy A = I. Ekkor viszont a = b = 0, ami nem érdekes, hiszen minden célfiiggvény
egylitthato nulla. A masik lehetdség az, hogy az A-nak van két komplex konjugélt sajatérték
parja, tehat (12.2) szerint ki kell elégitenie a

A +A+1=0. (12.3)

egyenletet. A karakterisztikus egyenlet az A-ra

A2 — (A11 +A22)7L+ <A11A22 —A21A12) =0. (12.4)

Annak érdekében, hogy az (12.3) és (12.4) egyenletrendszernek két megoldasa legyen A-

ra és igy a 2/6-kor tulajdonsag megmaradjon kivanjuk meg, hogy teljesiiljon A1 + A9 = —1
és A11A22 —A21A12 = 1. Ezekbol

—A9Aa=14+A1 +A%1 (12.5)

kovetkezik. Megforditva, ha egy 2 x 2 matrixra A1 +Agp = —1 és (12.5) is fennall, teljesiil
a (12.3) karakterisztikus egyenlet, emiatt, A%2 4+ A+1 =0, amibdl kovetkezik az A3 = I 6ssze-
fliggés is. A célfiiggvény is megismétlodik 2 1épés utan, ez pontosan akkor torténhet meg, ha
b—aA"'B=aés b= —aA"', vagy ami ezzel ekvivalens a(A% +A +1) = 0, amely minden
a-raigaz lesz, mivel A% + A 41 = 0. Nincs tehat semmi megszoritas a-ra, igy az altalanossag
megszoritasa nélkiil felirhatjuk az

a= [—1,‘[1]

formaban, ahol a u tetszOleges lehet. Azt kaptuk tehat, hogy van egy harom paraméteres
2/6-kor tipust példa csalddunk hiszen a u, A11 és A2 megvalaszthato.
Bérmely a-ra, a b vektorra all a

b=—aA"". (12.6)

képlet. Mivel A valos és A% = I, det(A) = 1. Tehat a

B=A"1=

b=[—(A11+1)4pA2,—A12 — pA11],

valamint az altalanos forméaban igaz, hogy M(1) és M(?)-vel a 2/6-kér példakban valoban az
12.1. tablaban eléirtak lesznek a generald elemek. Osszegezziik a szamoldsok eredményét a
12.1. propozicidban:

12.1. Propozicié. Tegyiik fel, hogy a célfiiggvény egyiitthatok sora nem 0 és a 2/6-kér meg-
adott generaloelem poziciokkal kialakul. Ekkor az M @) formaban megadott feladat pontosan
akkor mutatja a két lépés utani megadott ismétlodést, ha az egyiitthatok a 12.1. tablazatban
megadott modon vannak definialva,tovabba A1, A2y és A1o kozott fennall meg (12.5) is.
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12.1. tablazat. Az egyiitthatok altalanos értékei két lépés utan a 2/6-kor péeldakban

X1 X2 X3 X4 X5 X6
A1 A2 —(A11+1) —A12 1
MO = Ay —(A11+1) —Aoq A11 1
-1 u —(A11+1) +uAo —A12 —pA11
YD) _ 1 _A1a 1
1 A11 (1+A11) A11 A11
(2 = 1 Az1 _ 1 _ Az
M= 11 A1l (1+A11) A1l 1

A
p ,UA21—(2+A11+ﬁ) —A12(1+,ﬁ)—,uA11 —

11 11

Most felirjuk azokat az Osszefiiggéseket, amelyeknek azért kell teljesiilnie, hogy valo-
ban a szimplex mddszernek megfeleld mdédon torténjenek a 1épések. Az (1,1) helyen lesz a
generaldelem M (1)_ben, tehat

A1 > 0. (12.7)

(12.5)¢és(12.7) alapjan Ao és A12 nem nulla €s az eldjeliik mas. Ha Aoy pozitiv, az A1, igy

tehat az ’:—ﬁ negativ, tehat M g) negativ és Mg) pozitiv, hasonléan, mint ahogy a numerikus
példa is mutatja, valamint egy oszloppal minden jobbra tolddik, mik6zben megcserélddik az

elso két sor. Emiatt nem csorbul az altalanossag, ha feltessziik, hogy

Ay < 0, (12.8)
Az > 0. (12.9)

Kovetkezik, hogy csak az elsd sorban 4ll pozitiv elem az M(1) els6 oszlopaban, valamint
mindkét sorban pozitiv elem all az M(?) masodik oszlopaban. Tehat az elsd iteracidban egy-
értelmii a generaloelem, mig a masodik 1épésben két lehetdség is van a masodik oszlopban.
Koziliik a nagyobbat valasztjuk, tehat j6 ha fennall

1 Ap
— > — <= App<l1 (12.10
Al An )

is. Ezzel belattuk a kovetkezot:

12.2. Propozicié. Haa 12.1. Propozicio feltételei teljesiilnek és a generaloelemeket a 2/6-kér
példakra eldirt rendben valasztjuk, akkor pontosan akkor maradnak meg ezek a valasztdasok
rendre a pdratlan ill. paros iterdciokra, ha még 0 < A1y és 0 < Ao < 1 is teljesiil.

Ellenérizniink kell még azt is, hogy valoban az M(1) elsd oszlopaban kelljen generaloelemet
valasztani a legnegativabb szabaly szerint.
-1 < p, (12.11)

A
gt (12.12)

-1 < —(An+1)4pdy = u< .
Aoy
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A (12.7) és (12.8) alapjan u negativ. Abbol, hogy az elsd oszlopot valasztjuk a negyedik
helyett kapjuk, hogy a
1—Aqp
Anl

—1<-Ap—pA = u<

egyenldtlenségnek teljesiilnie kell, de ez szerencsére mindig igaz, mert a korlat pozitiv (12.7)
¢s (12.10) alapjan.

M@ ben az 5. oszlopban a célfiiggvény egylitthatd pozitiv, igy nem jon szamitasba. An-
nak sziikséges ¢és elégséges feltétele, hogy a masodik oszlopot valasszuk a harmadik és ne-
gyedik helyett

A
u < _A_i’ (12.13)
2+ A+ 4 + 512
u < _@HAnta, A”), (12.14)
1— Ay
Au(l—{—%)

Osszevetve a (12.13) és (12.15) egyenlétlenséget lathatd, hogy (12.13) elhagyhat6, ha
fennall

An(a) A
A1 +1 A1l
< —A1pA11—2A19 < —A1A1a—Ap <= —A2 <0,

amely viszont igaz (12.9) szerint. Tovabbi szdmolas mutatja, hogy (12.14) és (12.15), vala-
mint (12.8) és (12.5) felhasznalasaval, (12.14) sem relevans, ha

| An(l4) _ @At +E2)
A11+1 1-A2
A19(A11 +2)(1—A21) > (A1 +1)(2411 + A2 + 1+ Ap9)
A12(A11 +2—A9 (A11 + 2) —A11 — 1) > (A11 + 1)3
—A12421(A11 +2) +A12 > (A1 +1)3
(14+A1 +A%)(A11+2) +A12 > (A1 +1)3
(A1 + 1)3 +14+A12> (A1 + 1)3 < 14+A12>0,

111ty

amely szintén igaz (12.9) szerint. A (12.12) és (12.13) dsszehasonlitva, és felhasznalva még
(12.8)-et &s (12.5)-et, lathato, hogy (12.12) kovetkezik, ha

A A
o2 < gt} <— —A1249; >A%1 <~ A%l +A11+1 >A%1,
Ap Ay

amely viszont (12.7) alapjan lesz igaz.
Megmutattuk, hogy (12.12), (12.13) és (12.14) redundans, tehat (12.15) a legélesebb felsd
korlat. Ebbdl és (12.11)-bol adodik, hogy a u-nek benne kell lenni egy intervallumban:
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A12(A11 -0—2)
lcu< AT 12.16
H A11(A11+1) ( )
amely akkor valddi intervallum, ha
A12(A11+2) A +1
—l<——= <= Ap<A . 12.17
A11(A11+1) 12 1 A1 +2 ( )

A (12.16) baloldali egyenl6tlenségének sériilése esetén a masodik oszlopot valasztanank
az elsd helyett M(M)-ben, ha pedig a jobb oldal nem teljesiilne, akkor a negyedik oszlopot
valasztanank a méasodik helyett az M(?)-ben, mig ha valahol egyenléség allna fenn, akkor
nem lenne egyértelmii a valasztas. Osszegezve, megallapithaté az alabbi:

12.3. Propozicio. Ha a legnegativabb célfiiggvéenyegyiitthato oszlopaban valasztunk generd-
loelemet és a sorkivalasztasnal a nagyobb értékii lehetséges elemet valasztjuk, akkor a 2/6-kér
tipusu feladat pontosan akkor ciklizal, ha teljesiilnek a 12.1. és 12.2. propoziciok, tovabba
fennall (12.16) is (amelybol (12.17) mar kévetkezik).
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13. fejezet

A szimplex modszer lépésszamarol

A Markov Dontési folyamatokban az egyes dontések meghozasdhoz egy-egy optimalizalas-
ra van sziikség. Fontos ebben a specialis esetben megbecsiilni, feliilrél korlatozni a 1épések
szamat. Ezért a linedris programozas legismertebb eljarasaval kapcsolatban — mintegy fiig-
gelékként — ebben a részben a lehetséges bazismegoldasok szamat, ezzel egyiitt az iteraciok
szamara adunk felso korlatot a [31], [53], [55] munkak nyoman.

Az alabbi standard linearis programozasi feladatot tekintjiik:

min cTx,

feltéve,hogy Ax=b, x>0, (13.1)

ahol A € R™" b € R™ és ¢ € R" adottak, és x € R” a valtoz6 vektor. A (13.1)-hez tartozo
duélis probléma:
max by,

feltéve,hogy Aly+s=c, s>0, (13.2)

ahol y € R™ és s € R" a valtozok.

Tegyiik fel, hogy r(A) = m, a primal problémanak van optimalis megoldasa és adott egy
kezdeti x” bazismegoldas. Legyen x* egy optimalis bdzismegoldasa a primal, és (y*,s*) pedig
optimalis megoldasa a dual feladatnak, és z* legyen a kozos optimum érték.

Legyen adott az indexeknek egy részhalmaza B C {1,2,...,n}, vagjuk szét az A matrixot,
a c vektort és a valtozo x vektort a B-nek, és az N = {1,2,...,n} \ B-nek megfeleld részekre:

_ _ | ¢B | XB
A—[AB,AN],C—[CN},X— [XN}.

Definiéljuk a bazisok halmazat:
B={BC{1,2,...,n}| |B| =m, det(Ap) # 0}.

Ekkor a primal feladat bazismegoldasait B € B-re és N = {1,2,...,n} \ B-re ilyen alakban
irhatjuk fel:
xp=Ag'b >0, xy = 0. (13.3)
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13.1. tablazat. Jeldlések

x* . egy optimdlis bazismegoldésa (13.1)-nek
(y*,s*) : egy optimalis megoldasa (13.2)-nek
4 . az (13.1) optimum értéke
x! . aszimplex modszer ¢-edik iteraltjanak bazismegoldasa
B . az x'-hez tartozo indexek halmaza
N . az x'-hez tartoz6 nembazis indexek halmaza
Cnt : at-edik redukalt koltségvektor
Al :  —min jEN, Cj
Jyn ¢ alegnegativabb valasztasi szabaly altal kapott index a 7-edik 1épésben

Legyen 0 és 7 a bazismegoldasok pozitiv komponensei koziil a legkisebb és a legnagyobb.
Vagyis minden x bazismegoldasra és tetszéleges j € {1,2,...,n}-re, ha x; # 0, akkor fennall,

hogy
<% <. (13.4)

Megjegyezziik, hogy ezek az értékek csak A-tdl és b-tdl fiiggnek, c-t6l nem.

Legyen B' € B aszimplex modszer 7-edik iteracidjanak bazisa és legyen N' = {1,2,...,n}\
B'. A primal probléma ekkor a kovetkezd alakban irhato [28]:

min CgtAl;rlb + (CNI —AK,, (Al;l)TCBt)TXNr s
feltéve, hOgy Xpt = Agtlb - Al;flANtht,
Xpt > 0, XNt > 0.

A ey = ey — AL (AT e 4j célfiiggvény egyiitthaté vektort redukalt kdltségvektornak
hivjuk. Amikor ¢y > 0, akkor az aktualis bazismegoldas optimalis. Egyébként keressiik
meg a kovetkezd generalo elemet. Ekkor valasszunk egy nembazis valtozot (belépd valto-
z0) és noveljiik a valtozot, amig az egyik bazismegoldas (a kilépd) 0-va valik. Ekkor pedig
cseréljiik meg ezt a két valtozot. Szamos szabaly lehet a bazisvaltoztatds modjanak megva-
lasztasara [50], [2], [2€]. PL a legnegativabb célfiiggvény egyiitthatoé oszlopaban keressiik a
generalo elemet, vagy a legjobb javitast akarjuk elérni vagy egyszeriien csak a legkisebb inde-
xU megfeleld egyiitthatot valasztjuk. Ha az elsddleges szabaly nem dont egyértelmiien, akkor
el kell donteni a holtversenyt, valasszuk pl. azt a nembazis valtozot, amelyre a legkisebb lesz
a redukalt koltség. Hogy precizzé tegyiik, valasszuk ki a kovetkezd indexet:

Jun = argming;.
Legyen A’ = —¢ o

A legjobb javitas szabalya szerint pedig azt a valtozot vigyiik be a bazisba, melyre a kdvet-

kez6 célfiiggvény értéke a legkisebb lesz. Az alkalmazott jeloléseket mutatjaa 13.1. tablazat.
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13.1. A Szimplex modszer tanulmanyozasa

Az altalanosabb vizsgalatokat Ye [55] munkéja motivalta, ahol megmutatta, hogy a szimplex
modszer erdsen polinomialis a Markov Dontési Problémaban, az LP problémak egy specialis
osztalyaban. Erdemes az 6 eredményeit az altalanos LP problémak esetében is altalanositani
¢s igy kapunk egy felso korlatot a kiilonb6z6 bazismegoldasok szamara, amiket a szimplex
modszer szolgaltat.

A kévetkezéi lemméban kapunk egy also korlatot a szimplex modszer minden egyes ite-

crer

13.1.1. Lemma. Legyen 7* az optimum értéke a primdl problémdnak és X' legyen a legnega-
tivabb célfiiggvényegyiitthatok adltal meghatarozott szimplex modszer t-edik iteraltianak ba-
zismegoldasa. Ekkor:

7> clx — Almy. (13.5)

Bizonyitas Legyen x* egy optimalis bazismegoldasa a primal problémanak. Ekkor

Z* _CT)C*
1
_CBtABl b+CN[th
>l — Alel Xy
ZCT _Atm%

ahol a masodik egyenldtlenség kovetkezik abbdl, hogy x*-nak legfeljebb m pozitiv eleme van
és minden elem feliilr] korlatozhaté y-val. Igy a (13.5) egyenlétlenséget kapjuk.
|

Ezutdn mutatunk egy konstans tényez0s fels6 becslését a célfiiggvény érték €s az optimalis
érték kozotti eltérésnek minden egyes iterdcidban. Az eredmény nagyon érdekes, hiszen a
csokkentés mértéke (1 — m%) egyaltalan nem fligg a ¢ vektortol.

13.1.2. Tétel. Legyen az x' és X't a t-edik és a (t + 1)-edik iterdcidban el6dllé bazismegol-
das. Ha X't +£ X', akkor
d

At -7+ < (1—m—y)(ch’—z*). (13.6)

Bizonyitas Legyen x’ a r-edik iteracioban belépd valtozo. Ha xj = 0, akkor kapjuk,
hogy X' t1 =¥/, ami ellentmondas Tehat x’Jrl # 0, és ekkor x’Jr1 >da (1 3.4) alapjan. Ekkor
It =Tt = Alx!
JMN
> A3
> i(CT'XZ _Z*)v

=y

ahol az utolso egyenl6tlenség (13.5)-bol kovetkezik. A kivant egyenltlenség konnyen jon a
fenti egyenldtlenségbdl. [ |
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Mivel ha a general6 elem kivalasztasanak szabalyat a legnagyobb csokkentés szabalyara
valtoztatjuk, akkor legalabb annyival csokken mindig az aktualis célfliggvényérték, igy igaz
az alabbi.

13.1.3. Kévetkezmény. Legyen x' és X' a t-edik és a (t + 1)-edik iterdcioban eléallé ba-
zisvaltozok a legnagyobb csokkentés szabdlya szerint. Ha xX't1 #£ X!, akkor szintén adédik

(13.6).

A 13.1.2 tételbdl és a 13.1.3 Kdvetkezménybdl konnyen kaphatunk egy felsé korlatot a
kiilonboz6 bazismegoldasok darabszamara, amiket a szimplex modszer szolgaltat.

13.1.4. Kovetkezmény. Legyen X egy mdsodik legjobb értékii bazismegolddasa a(13.1) fel-
adatnak (tehat legjobb az optimalis bazismegoldasokat leszamitva). Ha a szimplex modszert
a legnegativabb, vagy legnagyobb csokkentés elve szerint alkalmazzuk a(13.1) feladatra az
1Y indulé alapmegoldaisbél, akkor legfeljebb

Y CT XO _*

[ms log( 5 F

)l

kiilonboz6 bazismegoldassal talalkozhatunk.

crer

Bizonyitds Legyen x' a szimplex modszer r-edik iteraciojanak bazismegoldasa és legyen ¢
az eddig az iteracioig megjelent kiillonb6z6 bazismegoldasok szdma. Ekkor

T * 5 (. T 0 *
cxX—-z7"<(1 m—y)(cx Z")
adodik (13.6)-bdl. Ha 7 nem kisebb, mint a kovetkezményben szereplé szam, akkor egysze-
riien kapjuk, hogy
I =z <cTx—7

Mivel x a méasodik legjobb bazismegoldasa (13.1)-nek, x' az el6z8 egyenlStlenség szerint csak
optimumhely lehet. [ ]

Megjegyezziik, hogy a kovetkezményben szerepld korlat fligg a célfliggvénytdl. A sikeres
diszkusszidhoz, mutatunk egy ujabb korlatot, ami mar fliggetlen a célfiiggvénytol.

A kovetkezé Lemma azt éllitja, hogyha a jelenlegi megoldas nem optimalis, akkor 1étezik
olyan bazisvaltoz6, amely valtozdsanak aranyat feliilrol lehet becsiilni az aktualis célfiigg-
vényérték és az optimumérték kiilonbségébdl képzett hanyados egy konstansszorosaval.

13.1.5. Lemma. Legyen x' a t-edik iterdcié bazismegolddsa. Ha x' nem optimalis, akkor
létezik j € B!, hogy x’; >0 és
' 1
* T *
;2T (c'x' =2"),

J

ahol s* egy optimalis kiilonbségvaltozo vektora (13.2)-nek. Ekkor minden k esetén a k-adik
iterdlt xX*-ra teljesiil:

e m(chk—Z*)x,T

J — CT)CI—Z* j
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Bizonyitas Mivel
T ¢ * _ (INT x __ *
X = =) =) XS
jeB!
létezik j € B!, ami kielégiti az
1
* Tk
s> m(c X —z"),

egyenldtlenséget, vagy x’]— >0 és

ahonnan adddik, hogy
* T k *
c'x* =7 m(c'x"—z
b < < Lo
J % cIxt —z¢ 7

erer

fel, hogy X' nem optimalis megoldds. Ekkor létezik j € B, amire fenndll az alabbi két feltétel:

1. x> 0.
J

2. Ha a szimplex modszer (m% log(m%ﬂ kiilonbozd bazismegoldast szolgaltat a t-edik ite-
rdciot kovetden, akkor xj 0-va valik és az is marad az algoritmus végeig.

Bizonyitas Minden k > 7 + 1 esetén legyen k a t-edik és a k-adik iteracio kozott el6allo
kiilonb6z6 bazismegoldasok szdma. Ekkora 13.1.2 tételbdl és a 13.1.5 Lemma szerint [étezik
j € B;, amire

teljesiil. A masodik egyenlétlenség a (13.4)-bdl jon. gy aztan ha k > m% log(m%), akkor
kapjuk, hogy xlji < 8, amibdl pedig x’; = 0 adodik 8 definicidja alapjan. |

A 13.1.6 Lemmaban leirt esemény legfeljebb egyszer kovetkezhet be minden egyes val-
tozo esetén. Innen adodik a kdvetkezd eredmény:

13.1.7. Tétel. Amikor alkalmazzuk a szimplex modszert (mint eddig is vagy a legnegativabb
vagy a legnagyobb csokkentés szaballyal) (13.1)-re és kapunk optimalis megoldast, legfeljebb
n[m}log(mi)] kiilonbozé bazismegoldas fordulhat eld.
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Megjegyezziik, hogy ez az eredmény akkor is igaz, ha a szimplex moédszer ciklizal, vagyis
nem talal optimalis megoldast.

Ha a primél probléma nem degeneralt, akkor minden ¢-re kapjuk, hogy x*! #£ x'. Ez a
megfigyelés vezet a szimplex mddszer iteracioil szamanak becsléséhez.

13.1.8. Kovetkezmény. Ha a primal feladat nem degeneralt, akkor a szimplex modszer leg-
feljebb n[m{log(m)] lépésben taldl egy optimdlis megolddst.

13.2. A totalisan unimodularis matrixu LP esete

Tegytik fel, hogy a (13.1) feladatban szerepld A matrix totalisan unimodularis, valamint a
b egy egész vektor. Egy A matrixot akkor neveziink totalisan unimodularisnak, ha minden
nem szingularis négyzetes részmatrixanak determinansa 1 vagy -1. Ekkor a bazismegoldasok
egész vektorok, tehat & > 1. Keressiink korlatot y-ra! Legyen (xp,0) € R™ x R"™™ egy lehet-
séges bazismegoldasa (13.1)-nek. Ekkor xp = Aglb. Mivel az A totalisan unimoduléris, az
Ay bsszes eleme 1 vagy 0. Ebbdl kovetkezik, hogy minden j € B esetén x; < ||b||;, amibdl
kovetkezik, Y < ||b]]1. A 13.1.8. tétel szerint kapjuk a kovetkezot.

13.2.1. Kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy (13.1)-ben A totalisan unimodularis és a b egész.
Ha a szimplex modszerrel megoldjuk (13.1)-et, akkor legfeljebb n[m||b||1log(m||b||1)] kiilon-
bozo bazismegoldassal talalkozunk.

13.3. Alkalmazas a Markov Dontési Problémara

A Markov Dontési Folyamatok a hosszu tavu sztochasztikus dinamikus programozasi felada-
tokat jelentik. Egy allapottérben ha hozunk egy dontést, akkor egy ijabb allapotba keriiliink
¢s mindezért az atmenetért jar egy bizonyos jutalom. Minden kdvetkezd allapotnak adott egy
atmeneti valdszintisége. A f0 kérdés az, hogy hosszu tdvon milyen stratégidval dontsiink az
eldallo helyzetekben. A régmulttél méar nem fiigg semmi, mindig csak az adott helyzettdl. Az
Osszjutalom akar végtelen is lehetne, ezért diszkontalnak (pl. 0-szoros pénzromlast feltéte-
leznek). Ha allando stratégiat kovetiink, vagyis az idéponttdl nem fligg6t, akkor az optimalis
stratégia meghatdrozasanak egyik modszere lineéris programozas alkalmazésa, erre utal az
alabbi rovid megallapitas az (MDP)-rdl. Errdl a gazdasagban nagyon fontos teriiletrél boveb-
ben tdjekozodhatunk pl. a [27], [43], [48] konyvekbdl. A Markov Dontési Probléma (MDP),
melyben kétféle akciot engediink meg a kovetkezo

min clTxl + chg,
feltéve,hogy (E1 — 6P1)x1 + (E2 — ePQ)XQ =e, (13.7)
x1,x2 > 0,

ahol E; m x k méretli matrix, amelynek i-edik sora csupa 1, egyébként 0, a P; és P» m X k
méretll oszlop sztochasztikus matrixokok, 0 a diszkontrata, €és e a csupa 1-bol allo vektor.
MDP(13.7) rendelkezik a kdvetkez6 tulajdonsagokkal:
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1. MDP(13.7) nem degeneralt.
2. A bazismegoldasok Osszes pozitiv valtozoinak értéke legalabb egy, tehat & > 1.
3. A bazisvaltozok pozitiv komponenseinek maximuma legfeljebb 174, tehat, y < 1%5.

Alkalmazva a 13.1.8. Kovetkezményt kapunk egy Ye [55] eredményéhez hasonlot.

13.3.1. Kovetkezmény. Az MDP (13.7)-ot szimplex modszerrel megoldva legfeljebb
n[% log 1’"7291 lépésben optimdalis megolddast kapunk, ahol n = 2m.
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14. fejezet

Szakirodalom

Hasznos oktatasi anyagok talalhatok:

http://www.cs.elte.hu/ lovasz/
http://www.cs.elte.hu/opres/index2.html
http://compalg.inf.elte.hu/ tony/Oktatas/
http://www.cs.bme.hu/ recski/oktatas/index.html
http://www.math.bme.hu/ hujter/ok.htm
http://www.inf.u-szeged.hu/ pluhar/
http://www.inf.u-szeged.hu/ cimreh/okt.htm
http://www.inf.u-szeged.hu/ csendes/
http://www.inf.u-szeged.hu/ pszabo/konyvek.htm
http://www.typotex.hu/konyv/
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