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Eloszo

A matematika és a jatékok elmélete gyakran dsszekapcsolddik. Emlékezhetiink de Mere lo-
vag problémadira, melyeket Fermat és Pascal egyidében oldott meg, és a feltételes valoszini-
ség illetve a varhato érték fogalmat helyesen ragadva meg, hozzdjarult a valészintiségszamitas
megalapozdsdhoz. A jatékok azota is szdmtalan alkalommal felbukkannak a matematika kii-
16nboz0 teriiletein, a halmazelméletben, a kombinatorikdban, a bonyolultsagelméletben. J4té-
kokat hasznédlnak tovabba a kbzgazdasagtanban, az evolucios bioldgidban és sok mds helyen,
ahol érdekellentétek vizsgalatdra van sziikség.

Ezen diszciplindk nem haszndlnak egységes nyelvezetet, mdsok a célkitlizéseik és az
eredményeik jellege. K6z6s benniik, hogy a matematika eszkozeivel probdljak megragad-
ni a problémdkat és ez a torekvés onmagaban is mély kapcsolatokat eredményez. A konyv
elsddleges célja minél tobbet megmutatni ezek koziil, és igy segiteni az Olvasé eligazoddsat
ebben a sokszinl rengetegben.

A téargyaldsban nem iddbeli sorrendben haladunk. El&szor a matematika éltal inspirdlt
eredményekrdl lesz sz6. Ide tartozik Zermelo klasszikus tétele, a Bouton altal vizsgdlt Nim
jaték és rokonsaga egészen a Grundy-Sprague elméletig. Ez a vonal, az Gin. kombinatorikus
jdtékok elvezetnek a Conway-féle jaték (és szam) fogalomhoz, amely az egész matematikat
(aritmetikdt) magdba foglalja.

Rendkiviil sokrétli kapcsoldddsa van a kombinatorikdhoz a tic-tac-toe 4ltaldnositdsainak,
amit 0sszefoglalva pozicios jatékoknak nevezhetiink. Ezek vizsgélatandl a Ramsey elmélet, a
véletlen modszer, a topoldgiai eredmények, a grafok, matroidok, a bonyolultsig stb. jatszanak
jelent8s szerepet, melyek aztan felbukkannak egészen mésfajta jatékokban is.

Ezt kovetden egy djabb modellt, a teljes informdcios, véges, kétszemélyes, zérusossszegii
jatékokat, masképpen madtrixjdtékokat vizsgéaljuk meg. Ezek felfoghatok tgy is, hogy az
egyik jatékos az adott A matrix egy sordt, a mdsik pedig egy oszlopdt vilaszthatja, és ha ez
az i-edik illetve j-edik, akkor az els0 a; ;-t nyer, a médsodik pedig ennyit veszit. Ez modell jol
kezelhetd és meglepd alkalmazdasai vannak.

Egy természetes dltaldnositdsa a matrixjatékoknak, ha egyrészt tobb jatékos van, illetve a
nyeremények 0sszege nem nulla. Ebben az esetben nincs olyan megkérddjelezhetetlen meg-
old4s, mint a kordbbiakban. A Nash-egyenstily 1étezése bizonyithat6 elég dltalanos feltételek
mellett. Az egyensily viszont tobbnyire nem egyértelm, sokszor nem stabil €s a kiszdmitdsa
sem konnyl. Ezen nehézségek ellenére 1ényeges vondsait megragadjdk a modellezni kivant
jelenségeknek.

A tobbszemélyes jatékokban felvetddik a kooperdcio kérdése, matematikai szempontb6l
pedig ennek megfelel6 modellezése.
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A kezdetek

A jatékok szerepe sokféleképpen megkozelithetd, més egy evolicié-biologus, egy pszicholo-
gus vagy egy kozgazdasz néz6pontja. Az egyik szerint a jatékok a 1étfontossagu cselekvések
biztonsagos begyakorldsdra, rangsorok feléllitdsdra valok, mig a mdsik a kapcsolatok meg-
erOsitésének vagy az 1dd struktdrdldsanak eszkozét latja benniik. Megint masok modellként
tekintenek a jatékokra, melyekkel megjosolhaté bonyolult helyzetek kimenetele. A mate-
matika szempontjabdl is érdekesek a jatékok, Uj gondolatokat sugallhatnak vagy régieket
illusztralhatnak. Itt most ezek némelyikét mutatjuk be.

© www. tankonyvtar. hu (© Pluhar Andras, SZTE
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1. fejezet

Sztochasztikus jatékok

Véletlentdl fiiggd folyamatokat majd minden civilizdcié ismer, amelyeket eredetileg esetleg
jOslasra, sorsoldsra haszndltak, késdbb némelyik szérakozdssd, sporttd illetve jatékka valt.
Leny(igoz0, ahogy az asztroldgia és alkimia a csillagészat és a kémia megsziiletéséhez ve-
zet, a valoszinliségszamitds és hasznossag elméletek gyokerei a lenézett szerencsejatékokban
vannak: de Mere lovag szerencsejdtékra vonatkozo kérdéseit vdlaszolta meg Blaise Pascal €s

Pierre de Fermat és ezzel tisztaztdk az alapfogalmakat. !

1.1. Az osztozkodas paradoxona, 1654

A és B egy, csak a szerencsétdl fiiggd, egyenld esélyli, hat gydzelemig tartd jatékot jatsza-
nak. Tegyiik fel, hogy abba kell hagyniuk a jatékot amikor A egy, B pedig harom nyerésre
van a gy6zelemtSl. Mi az egységnyi nyeremény igazsdgos elosztdsa? Egymadstol fiiggetlentiil
Pascal és Fermat is azt javasolta, hogy A és B a jaték folytatdsaval adodo vdrhato nyereményt
kapjak meg. Mai sz6hasznalattal, ha X4 az A jatékos véletlentdl fiiggd nyereménye (0 vagy
1 értékd), akkor EX, legyen a kifizetése. EX4 = Pr(A nyer) = 7/8. Valdban, a jaték leg-
feljebb harom fordul6 utdn véget érne, az egyenld esélyli elemi események (a forduldnkénti
nyer6vel): AAA, AAB, ABA, ABB, BAA, BAB, BBA, és BBB. Ezekbdl hét az A nyeréséhez
vezet, azaz Pr(A nyer) = 7/8. Az is lathat6, hogy EXp = 1/7. Altaléban, ha A-nak a, B-nek
pedig b jatszmat kellene nyerni a gy6zelemhez, akkor az m = a+ b — 1 hosszii AB sorozatok
koziil azokat kell venniink, ahol legaldbb a db A van, azaz Pr(A nyer) =2""Y" (’”)

i=a 1

Megjegyzés. Vannak masfajta igazsag fogalmak is, melyek adott kornyezetben szintén meg-
honosodhatnak €s fennmaradhatnak. Feloszthatndk a nyereményt a megnyert jatszmak sza-
ma, egyfajta teljesitményelv szerint 5 : 3 ardnyban. Mondhatnank, hogy mivel nincs dontés,
legyen az ardny 1 : 1. Vagy azt, hogy egyik fél sem nyert, ne kapjanak semmit. Altalanossag-
ban Daniel Bernoulli nevéhez flizhetd az an. Bernoulli-elv, amely szerint az optimalizalasi
feladatokban helyettesitsiik a valdszintiségi valtozokat a varhat6 értékiikkel. Ez a megkoze-
lités nagyon elterjedt a jatékelméletben is, viszont megvannak a korlatai.

A feladat maga alighanem arab eredet(i, nyomtatasban Fra Luca Paccioli jelentette meg, és foglalkozott
vele Niccolo Tartaglia is, lasd [13].



8 1. FEJEZET. SZTOCHASZTIKUS JATEKOK

1.2. A szentpétervari paradoxon

Péter és Pl a kovetkez0 jatékot jatsza: egy érmét (dukdtot) addig dobédlnak, amig fej jon ki.
Ha ez az i-edik 1épésben kovetkezik be, akkor Péter fizet Palnak 2! dukétot. Kérdés, mennyi
pénzt ér Pdlnak a jaték, illetve mennyit kérjen Péter Paltdl a jaték jogaért? A varhaté nye-
remény )~ | 20~ = Yo 1 = oo, tehdt elvileg a jaték végtelen sokat ér. Ugyanakkor senki
sem hajlandé tiz dukétndl tobbet fizetni érte, ami a Bernoulli-elv alapjan nem magyarazhat6
meg. Ez megrazta az akkori matematikai kozéletet, hisz, mint emlitettiik, a varhat6 érték
fogalma rendkiviil fontos volt a vildgképiikben.

Bernoulli ugyanakkor adott egy lehetséges magyardzatot, amely a modern kozgazdasag-
tan megalapozdsdban valt fontossd. Nem a pénz nomindlis értékét kell tekinteni, hanem a
hasznossdgdt. Tehat mig a nyeremény x € X valamely X halmazra, a hasznossag vagy utilitds
az u(x) lesz, ahol u : X — R fiiggvény. Jelen esetben olyan hasznossdgot érdemes definiél-
ni, amely fiigg Pal vagyondtdl. Ha a jaték kezdetén Palnak d dukatja van, akkor az x dukét
nyeremény utilitdsa u(x,d,c) = clog(1+x/d), valamely ¢ > 0 konstansra.”

Megjegyzés. Nem hallgathatjuk el, hogy a véletlentdl fiiggé események jatékokat hasznéld
megkozelitése elhitetheti, hogy mindig jarhat6 ez az tt. Val6jaban az eseménytér meghatéro-
zésa tobbnyire lehetetlen. Ez az Un. ludic fallacy, a részletes elemzése megtalalhaté Nassim
Taleb konyvében [14].

P4l szaméra ezzel véges varhat6 értékiivé valik a fenti jaték. A logaritmus fiiggvény megelGlegezi a csik-
kend hatdrhaszon jelenséget, a valds értékek a korldtlan oszthatosdgot, a végtelenbe tartasnak pedig csak az
dtruhdzhatdsdg mellett van csak értelme.

© www. tankonyvtar. hu (© Pluhar Andras, SZTE
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2. fejezet

Determinisztikus jatékok

2.1. Sakk

A determinisztikus jatékok koziil a sakknak volt taldn a leger6sebb hatdsa a matematikéra,
Ernst Zermelo hires eredményét is ez motivélta.

Korabban felmeriilt, hogy 1étezhet valami formula, amelyet kdvetve a jatékos nyer. Ma
mar megmosolyogtatd, hogy nem tették fel a kérdést, mi van, ha mindkét fél e szerint a
formula szerint jatszik?

Miel6tt ebben elmélyednénk, ldssunk egy problémat, amelyet W. Langstaff k6zolt a Chess
Amateur c. lapban 1922-ben.

Vilagos: Kf5, BdS, gy. h6 és h5, Sotét: Ke8, BhS, gy. g5.

Kis gondolkodds utdn rdjohetiink, hogy vildgos két 1épésben mattol. Ha sotét mar 1épett
a kirdlyaval vagy a bastydjaval, akkor az 1. Kf5-e6 utdn nem védheti a 2. Bd5-d8 mattot. Ha
sem a kirdly, sem a bastya nem mozdult még a jatszma sordn, akkor sotét utolsé 1€pése csakis
a 0. -, g7-g5 lehetett, hiszen a g6-on 4ll6 gyalog tdmadta volna vilagos kiralyt. Ekkor viszont
vildgos 1épheti az 1. h5x g6 menet kozbeni iitést, majd ha sotét sancol, akkor 2. h6-h7 matt,
kiilonben pedig az el6bb latott 2. Bd5-d8 matt.

A feladvany két szempontbdl is tanulsdgos. Lattuk, hogy van matt két 1épésben, de nem
tudjuk, hogyan. Azaz a matematikaban oly gyakori egzisztencia bizonyitas tortént. A masik
tanulsdg, hogy ki kell bdviteniink az dllds fogalmat; az nem pusztan a tablan 1év6 babok
elhelyezkedése adja meg, hanem szamit a jaték addigi menete is.

2.2. Kombinatorikus jatékok

A sakk kézenfekvd altalanositasa az alabbi lehet, lasd [1]:
o Két jatékos van, I (fehér) és I1 (fekete), I kezd.
e Véges sok dllas van, és adott egy kezdo allas.
e Minden dllasban eldonthetdk a jatékosok lehetséges 1épései.

e A jatékosok felvéltva lépnek.
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Minden szabélyos sorozata a 1épéseknek véges.

Szabdlyos 1épések egy teljes (kezdballastol végallasig) sorozata egy jatszma.

e A kimenetel minden végallasban meghatdrozott, az egyik jatékos nyer, vagy dontetlen.

Mindkét jatékos rendelkezik az dsszes informdacidval; ismeri a szabdlyokat és a lehet6-
ségeit, emlékszik a megtett 1épésekre, latja sajat és az ellenfele 1épéseit stb.

e Nincsennek a véletlentdl fliggd 1épések, szabalyok.

Ezek a feltételek nyilvdnvaldan ekvivalensek egy absztrakt I' jatékkal, I' = (7, F), ahol
T egy iranyitott gyokeres fa', mig F a T levelein értelmezett fiiggvény mely az I, I vagy D
értékeket veheti fel. Az r gyokérpont nulla befokd, minden més pont befoka egy, €és minden
iranyitott ut véges T-ben. A jat€ék menete a kovetkezd: a jatékosok egy érmét tologatnak
a T fa irdnyitott élei mentén. I kezd r-ben és egy tetszdleges szomszédjara 1€p, majd ezek
utdn felvdltva Iépnek. Egy ¢ végéllast elérve I (II) nyer, ha F(q) = I (II), illetve dontetlen, ha
F(q) = D. Az I (II) jatékos stratégidja alatt egy olyan, parcidlis, s fliggvényt értiink, amely T
minden olyan x belsé pontjdhoz, ahol I (II) 1€p, egy olyan y pontot rendel, melybe vezet el x-
bol. Egy s stratégia nyerd (dontetlen) valamely jatékosnak, ha azt kovetve az ellenfél barmely
jatéka esetén nyer (dontetlent ér el). Egy s stratégia azonosithat6 a T fa egy 7, részfajaval:
minden x pontbdl induld élt torliink az (x,s(x)) kivételével.

Ezekkel a fogalmakkal kimondhatjuk Zermelo tételét, ahogy Beck J6zsef konyvében sze-

repel [1]:

1. Tétel (Zermelo-Neumann). Egy kombinatorikus jatékban vagy az egyik félnek van nyerd
stratégidja, vagy mindkettének van dontetlen stratégidja.”

Bizonyitas: El6szor T pontjainak a paritdsdt tisztazzuk. Mivel T fa, minden x pontjiba
pontosan egy Ut vezet az r gyokérbSl. Az x pont p(x) paritdsa ezen 1t éleinek a paritdsa. (Ha
egy x paros pont, akkor / 1ép, mig ha paratlan, akkor I1.)

Ezek utdn az n. visszafele cimkézést definialjuk T pontjain. Egy g € V(T') végpont
cimkéje c(q) := F(q), azaz a jaték kimenetele. Egy x pontra definidlhat6 a cimke, ha a cimke
madr adott az Gsszes olyan y pontra, amelyre (x,y) € E(T). Ekkor ha p(x) =0,

I, havan olyany, hogy (x,y) € E(T) ésc(y) =1
c(x) ;=< II, hamindeny, (x,y) € E(T) esetén c(y) =11
D kiilonben.

Pératlan paritast x-re hasonléan

I, hamindeny, (x,y) € E(T) esetén c(y) =1
c(x):=< II, havanolyany, (x,y) € E(T) ésc(y) =11
D  kiilonben.

IT-t az adott kombinatorikus jaték fajanak szoktdk hivni.

Ez a véges jatékokra vonatkozé tercium non datur; azaz nincs harmadik lehetSség, csakiigy, mint a kétértéki
logikdban. Sokkal meglepdbb, amint azt 1atni fogjuk, hogy végtelen jatékok esetén ez nincs igy; a nyerés
kérdése lehet eldonthetetlen, holott minden végéllasra nyer valamelyik fél.

© www. tankonyvtar. hu (© Pluhar Andras, SZTE
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2.3. ANIM 11

Igy minden pontnak lesz cimkéje, hisz egy x| pont akkor nem kapott cimkét, ha van olyan
x2, (x1,x2) € E(T), hogy x;-re sem definidlt a cimke. Ekkor viszont lennie kell egy olyan
X3,X4,... sorozatnak, amelyre szintén nem definiélt a cimke, és minden i € N-re (x;,xj41) €
E(T), ami ellentmond annak, hogy 7-ben nincs végtelen tt.

Ha c(r) = I, akkor I nyer, a stratégidja pedig az lehet, hogy minden paros x-re egy olyan
s(x) := y-et vélaszt, amelyre (x,y) € E(T) és c¢(y) = I). Hasonlban jarhat el, és nyer /I, ha
c(r) =11. Végiil ¢(r) = D esetén mindkét jatékosnak van dontetlen stratégidja, most a D-vel
cimkézett pontokat kdvetve. 0

Megjegyzések. Vegyiik észre, hogy igazabdl egy konstruktiv bizonyitast (algoritmust) ad-
tunk, amellyel a fa méretével linearis id6ben eldonthetd barmely allds kimenetele.

Az algoritmus, a visszafele cimkézés, masfajta jatékok vizsgaldban is nagyon lényeges,
kés6bb még hasznéljuk.

A 1. tétel valamivel éltaldnosabban is kimondhat6, és val6jaban Zermelo sem pontosan
ilyen forméban tette ezt. Mi tobb, az 4ltala adott bizonyitds nem volt hibétlan, azt késébb

)

K&nig Dénes, Kalmar Léasz16 és Neumann Janos is javitotta, illetve erGsitette, 1asd [5].

2.3. A Nim

A Nimet 1902-ben alkotta meg Charles Bouton, bar kordbban is 1étezett hasonlo kinai jaték.

Tablaként néhany kupac kavics szolgélhat. A 1épésen levd jatékosnak vdlasztania kell egy
kupacot, és elvenni beldle tetszdleges szdmu, de legalabb egy kavicsot. Az a jatékos gydz, aki
az utolsé kavicsot elveszi. A kavicsok szamédnak végessége miatt a jaték nem lehet dontetlen,
igy ha az egyik jatékos képes elkeriilni a vesztést, akkor nyerni fog. Tegyiik fel, hogy lehet
definidlni a Nim jaték egy pillanatnyi alldsdnak egy 7' tulajdonsdgat a kovetkez6 médon:

(i) Ha minden kupac iires, akkor teljesiil 7.

(ii) Hanem teljesiil T', akkor lehet olyan 1épést tenni, hogy a 1étrejovs dlldsban teljesiil 7'

(iii) Ha egy allasban teljesiil 7, akkor barmely 1épést téve a keletkez6 dllasban mar nem
fog teljesiilni.

Ha a jaték kezdetén nem teljesiil T', akkor /, (ii) alapjan olyan 1épést vélaszt, hogy telje-
siiljon 7. Igy, (iii) miatt, /1 barmely vdlasza utdn (ha /I tudott még I1épni egyaltaldn) olyan
allast kap /7, melyre 7" ismét nem teljesiil. Kovetkezésképp I-nek lesz szabalyos 1épése, amely
utdn djra 4ll a 7" tulajdonsdg. E16bb-utébb persze elfogynak a kdvek, a T tulajdonsdg teljesiil
és a 1épésen levo jatékos veszit. Ez viszont csak /I lehet az eddigiek alapjan. Ha a jaték
kezdetén teljesiil 7', akkor, hasonl6 érveléssel beldthatdan, /1 nyer. Mér csak az maradt hatra,
hogy taldljunk az i, ii és iii pontoknak eleget tevé T tulajdonsagot.

[rjuk fel minden kupacra a benne 1év6 kavicsok szamat kettes szamrendszerben, s nézziik
meg ezekben a szdmokban az egy adott helyiértéken el6fordul6 egyesek szamat. Ha ezek a
szdmok minden helyiértékre parosak, akkor teljesiil 7', ha nem, akkor nem.

(i) Ha iiresek a kupacok, akkor minden szam 0, kovetkezésképp minden helyiértéken is
Osszesen 0 db 1-es 4ll.

(ii) Ha nem all T, vegyiik a legnagyobb helyiértéket, amelyre paratlan egyes fordul elG.
Vilasszunk egy K kupacot, ahol a hozzétartoz6 szdmban egyes 4ll ezen a helyiértéken. Ve-
gyiik el a K kupacnak annyi elemét, hogy a kupacot jellemz6 4j szdmban pontosan azok a
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12 2. FEJEZET. DETERMINISZTIKUS JATEKOK

helyiértékek valtozzanak (nullarél egyre vagy egyrdl nullara), amely helyiértékekre az egye-
sek szdma paratlan volt. gy egy T tulajdonsagi allashoz jutunk.

(iii) Egy 1épés az érintett K kupachoz tartoz6 szdmot megvaltoztatja legaldbb egy jegyben.
Ezért ha T teljesiilt, a 1épés utdn mar nem fog.

Megjegyzések. Bouton eredeti megfogalmazasaban nyolc kupac van, 1,...,8 kaviccsal. Bo-
uton utalt r4, hogy a Nim miseére viltozatanak®, azaz, amelyben az utolsé 1épést tevd jatékos
veszit, ugyanez a nyerési feltétele. Kovessiik a normdl Nim nyer6 stratégidjat egészen addig,
mig egy kivételével minden kupac egy méretli. Ekkor az egyetlen nem egy méretii kupacbodl
vegyiink el; ha a kupacok szdma pdros, akkor az 6sszes elemét, ha pdratlan, akkor hagyjunk

meg egyet.

3 Majd minden j4tékn4l vizsgalhat6 ez az ,,az veszit, aki nyer" véltozat. Altaldban ez még nehezebb, mint
az eredeti jaték. Conway [4] a haszndlta a misere jelzt, magyarul a forditott, [10] vagy betli [5] a kézenfekd
elnevezés.
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3. fejezet

Meghatarozatlan jatékok

Zermelo tétele szerint egy véges 1épésbdl all6 jatékban eldonthet6 a kimenetel. A végtelen
jatékokban nem ez a helyzet, erre az elsé példat 1928-ban adta Stefan Banach és Stanistaw
Mazur. Legyen A C [0, 1] tetszSleges, és B := [0, 1]\ A. Az A-val illetve B-vel jelolt jatékosok
felvaltva valasztanak valddi, zart intervallumokat dgy, hogy [0,1] DI} DL D ...,ie N. A
nyer, ha N [;NA # 0, B nyer kiilonben. Ez a Banach-Mazur, vagy (A, B)-jaték. Legyen
tovdbba S := R\ S

Megmutathatd, hogy

(1) A B jatékosnak van nyerd stratégidja az (A, B)-jatékban akkor és csak akkor, ha az A
halmaz Baire elsS kategéridji’.

(2) Az A jatékosnak van nyerd stratégidja az (A, B)-jatékban akkor és csak akkor, ha az
BN 1, halmaz Baire els6 kategoridja.

(3) Létezik olyan S halmaz, hogy SNC és SNC sem iires, ha C tetsz8leges nem megszam-
lalhat6 halmaz.”

A fentiek szerint, ha A := [0, 1] N S, akkor egyik jatékosnak sincs nyerd stratégidja. Ké-
sObb egyszerlibb példédkat is adtak, ilyen példaul a Gale-Stewart jaték (1953) illetve az Ultra-
filter jaték, melyet McKenzie és Paris irt le 1972-ben.

3.1. A Gale-Stewart jaték

A Gale-Stewart jaték 1ényegében egy olyan I' = (T, F) jaték, amelyben T egy végtelen bi-
ndris fa. Mdasképpen [ és I felvdltva adjak meg egy végtelen {0, 1} sorozat elemeit, és ha
az eredmény egy adott A C {0, 1}®-beli sorozat, akkor I nyer, kiilonben pedig /I nyer. Az
egyszerliség kedvéért I-et A, I1-t B jatékosnak nevezziik, illetve a {0,1}®\ A halmazt B hal-
maznak.

2. Tétel. Van olyan A C {0,1}® halmaz, hogy a hozzdtartozé Gale-Stewart jdtékban egyik
jdtékosnak sincs nyerd stratégidja.

! Egy halmaz Baire elsS kategéridju, ha el64ll megszamldlhaté sok seholsem stir(i halmaz uniéjaként.
2 Az ilyen tulajdonsdgud halmaz az tn. Bernstein halmaz.

14



3.1. A GALE-STEWART JATEK 15

Bizonyitas: ElGszor definidljuk az A és B jatékosok lehetséges stratégidit. Az A jatékos
egy F stratégidja megmondja, hogy az eddigi vélasztdsokra mi legyen A kovetkezd 1épése,
azaz az (a1,as,...,ax;11) € {0,1}*""lre ad egy asni2 € {0,1} értéket. Tehat F azono-
sithaté egy f1, f»,... fiilggvénysorozattal, ahol f; : {0,1} — {0,1}. Hasonl6an értjiikk a B
jatékos lehetséges stratégidit, mig ezek halmazait STRy4-val illetve STRp-vel jeloljik. Ha
adott F € STRy és G € STRp, akkor (F,G) az az egyértelm( végtelen sorozat, amely az F
és G stratégidk Osszecsapasdval 1étrejon. Legyen tovabbd Pr := {(F,G) : G € STRp}, és
P; :={(F,G) : F € STR,}. Beldtjuk az aldbbiakat:

(i) STR, és STRp szamossdga egyarant 20,
(11) Minden F' € STR4 és G € STRp esetén Pr €és P szamossaga egyarant 2%,

Val6ban, az f; : {0,1} — {0,1} fiiggvények halmaza minden i € N-re véges és legaldbb
kételemd, ezért [STR4| = 2%0, |STRp| = 20 analég médon.

Ha F € STR4 és b = (by,by,...) € {0,1}?, akkor van olyan G, € STRp, melyre a (F,G)
jtszma 2i-edik eleme éppen b;. Igy |Pr| > 2%0, |Pr| < 2%0, hisz Pr x Ps C STRA x STRp.

Az A és B halmazok konstrukcidjdhoz traszfinit indukciéval olyan sorozatokat, taniikat,
keresiink, melyek veszt&vé tesznek egy-egy stratégiat. Megmutatjuk az aldbbiakat.

(1) Minden F € STRy esetén 1étezik tr € Pr N B.
(2) Minden G € STRg esetén 1étezik sg € Ps NA.
(3) A kiilonboz6 stratégidkhoz kiillonboz6 tandk tartoznak.

Ehhez sziikségiink lesz a rendszdmok jolrendezésére, ami a ZF axiéma rendszeren beliil
a kivélasztasi axiémaval ekvivalens. Amennyiben ezt elfogadjuk, a jatékosaink stratégidi
indexelhetk azon o rendszdmokkal, melyekre o < 280 azaz STRy = {Fy: o < ZNO} és
STRp = {Gq, : o < 2¥0},

Legyen ty € Pg, és so € Pg, tetszOlegesen, de fp # so. Ha 0 < a0 < 2%0 &g 18,5 definialt
minden B < o rendszdmra, akkor

21\ ({5p 1 B < 0} Ut : B < o) = 2%
és
|Pa, \ ({sp: B < a}U{rg: B <a})|=2",
hisz 2%0 szdmossdgi halmazokbél naluk kisebb szdmossagii halmazokat vontunk ki. Igy
vélaszthatunk bel6liik egy 7 illetve sq elemet gy, hogy o # sq.
Legyen végiil S = {s¢: 00 < 2%0} &5 T = {15 : a0 < 2%0}, A egy tetszbleges kiterjesztése
S halmaznak tgy, hogy ANT = 0 mig B := {0,1}®\ A.
Ekkor egyik félnek sincs nyerd stratégidja, hisz az A jatékos Fy, stratégidja veszit valamely

Gp ellen, hisz tq € Pr, N B, mig a B jatékos G stratégidja is veszit A valamely stratégidja
ellen, hisz sq € Ps, NA. OJ
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4. fejezet

Conway-elmélet

Conway 0Osszeolvasztotta Dedekind, Cantor és Neumann konstrukcidit, melyekbdl altalanos
jaték és szamfogalmat hozott 1étre. A felépités rekurziv, ha L és R jatékok halmazai, akkor
az {L|R} is egy jaték. Az xR (x[') az R (L) halmaz 4ltalénos elemét jelenti, Jobb és Bal a két
jatékos. Egy 1épés abbdl 4ll, hogy Jobb (Bal) egy x® (xL) egy elemet vélaszt, ezen folyik a
jaték tovabb és aki nem tud 1épni, veszit.

Definiglhatunk egy parcialis rendezést a jatékokon, x >y, ha x® <y és x < y& egyike sem
teljesiil barmely x®, x" esetén. Egy x = {L|R} szdm, ha minden x%, xF is szdm és nem teljesiil
egyikre sem a x® < xL.

Az els6 jaték és egyben szam a {|}, azaz L =R =0. Az x és y azonos, x =y, ha a
halmazaik megegyeznek, egyenld, x =y, ha x <y és y < x. Jatékok Osszegét, szorzatit
ugy definidljuk, hogy a szdmokra megfeleljen a Dedekind szeletnél hasznalt intuiciénak: ha
x = {L|R}, akkor x £ x* és xR £ x. A x és y jatékok x +y osszegére szemléletesen dgy is
tekinthetiink, hogy a lépésen levd fél eldontheti, melyikbdl vdlaszt. Azaz x+y := {x 4y, x+
VER 4y, x 98y, —x o= { xR — xEY és xy i= {aby + xyl — xEyE xRy 4 xR — xRyR |y +
xyR — xlyR xRy 4 xyt — xRyL}.

Ezek alapjan megdllapithatjuk, hogy a jatékok testet, a szamok rendezett testet alkotnak,
ahol 0 := {|}. Az 1:={0|} és —1 := {|0} szintén szdm, mig a {0|0} nem az és nem is
hasonlithat6 Ossze veliik. Az azonossig és az egyenldség emiatt kiillonbozik és amig egy
x = {L|R} szamot egyértelmdien meghatdroz L legnagyobb és R legkisebb eleme, elGfordul,
hogy x = y de xz # yz, ha x,y,z nem szamok.

Néhany példa szdmokra: 2 := {1|} = {—1,1|} ={0,1]} = {-1,0,1|}, —2:={| -1} =
{|I-1,0}={|-1,1} ={]-1,0,1},1/2:={0[1} ={-1,0[1}, —1/2:={—1]0} ={—-1]0,1}.

Folytatva ® lépésen at (és tovabb) megkapjuk a jatékokat és a szdmokat; utobbiakba be-
dgyazhat6 a valos szamtest. De megtaldlhatjuk itt Leibniz infinitezimalisait, példdul 1/ =
{0[1,1/2,/1/4,...} vagy ardkovetkez6 rendszamokat w+ 1 = {0,1,2,..., ®|} és, ami eddig
nem volt, megeldzot is @ — 1 = {0,1,2,...|®}. Indukciéval kaphatdk olyan egzotikus sza-
mok, mint az ® —n = {0,1,2,...|0,0 — 1,...,0 — (n — 1)}, ®/3 vagy Vo =
{0,1,2,...|0,0/2,w/4,...}.

Egy-egy bonyolultabb szdm vagy jaték meghatdrozdsandl nagyon hasznos az Un. egysze-
riiségi tétel:
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3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az x = {L|R} jdtékra van olyan z szdm, hogy x" % z # xX minden
xL xB-re, de z részei, mdr nem teljesitik ezt." Ekkor x = z.

Bizonyitas: Az x > z, kivéve, ha xR <z vagy x < ZE. A tétel feltétele egybdl kizarja az WR<z
lehetdséget, mig az x < zF = xl % x < 7 < z # x* minden x®, xl-re, amib6l x& % & % 1K,
ami a minimalitasnak mond ellent. Azaz x > z €s hasonldan belathat6 z > x, amibdl x = z. [J

A 3. tétel segitségével megmutathatd, hogy a {|}-bdl indulva véges 1épésben pontosan
a diadikus raciondlis szamokat, azaz a m/2", m,n € Z kaphatjuk meg. Legyen egy x va-
I6s, ha x = {x— (1/n)|x+ (1/n) },>0. A val6sok zért testet képeznek a szdmaink kozott és
azonosithatok a szokasos valds szdmokkal.

' Azaz vagy & < xl', vagy z& > xF valamely vilasztdsra.
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S. fejezet
Pozicios jatékok

A pozicios jdték pontos definicidja nem adhaté meg, mindenféle jatékot beleérthetiink, ahol
a nyerés feltétele valamely alakzat eléréséhez/elkeriiléséhez kapcsolddik. Elso kozelitésben
pozicios jdték, vagy hipergrdf jdaték alatt a kovetkezSt értjiikk. Adottegy F = (V, H ) hipergraf,
azaz H C 2V. AV halmaz elemei alkotjak a tdbldt, mig az H elemei az un. nyerd halmazok.
Két jatékos, a kezd6 és a masodik, vagy I és 11, felvaltva vdlasztja a tdbla elemeit. Amelyikiik
els6ként megszerezi egy nyerd halmaz 6sszes elemét az megnyeri a jatékot.

Ha a tdbla véges, akkor a 1. tétel miatt a jatek kimenetele eldonthetd.

Példa 1. Tic-Tac-Toe. I és II felvaltva tesz egy jelet a 9 négyzetbdl all6, 3 x 3-as tabla
egy-egy mezdjére. Aki hamarabb elfoglal egy teljes sort, oszlopot vagy f6atlét, az nyer.
Példa 2. Tic-Toc-Tac-Toe. Ez a Tic-Tac-Toe 3-dimenzids véltozata, aminek a tdbldja 4 x 4 x
4-es kocka. A nyerd halmazok a sorok, oszlopok, lap és test foatlok, osszesen 76 darab.
Példa 3. Amdba (5-in-a-row). Itt a tdbla a végtelen négyzetracs (a gyakorlatban lehet a
19 x 19-es go tdbla vagy fiizetlap). A jatékosok felvaltva jelolik a mezdket, s aki hamarabb

képes ot, egymast koveté mezdt vizszintesen, fliggblegesen vagy atlds irdnyban elfoglalni,

az nyer.
Példa 4. k-amdba (k-in-a-row). A fentihez hasonld, csak ebben k egymast kovetd jel kell a
nyeréshez.

72

A gyakorlatbdl tudjuk, a kezddjatékos (itt 7) elonyds helyzetben van a fentiekben. Ezt
matematikai eszkozokkel is beldthatd, s6t sokkal dltaldnosabban igaz:

4. Tétel (Hales-Jewett). Bdrmely (V,H) hipergrdf jatékban a kezdd nyer, vagy dontetlen az
eredmény."

Bizonyitas: Ez az tn. stratégia lopds médszerrel” kaphat6é meg. Altaldnos pozicids jatékokra
Alfred Hales és Robert Jewett mondta ki. Ha /1 nyerne, azaz lenne nyerd stratégidja, akkor I
is haszndlhatnd ezt, hiszen a sajat, korabbi 1épései sohasem artanak. Vagyis I megfeledkezhet
az elso 1épésérdl, €s ha a stratégia ezt kérné, akkor ugy tehet, mintha éppen most 1épné meg
ezt, és az esedékes 1épését tetszOlegesen helyezheti el. U

Az 1. és 4. tételek sokszor megmondjdk, mi lesz az eredmény, de arrdl keveset drulnak el,
hogyan jatszunk. Ez mér a példdinkban sem egyszerd, dltaldban még kevésbé varhatd. A tic-

'Ha egyik fél sem nyer véges 1épésben, akkor dontetlennek tekintjiik a jatékot.
2 A médszert elészor John Nash alkalmazta a hex jaték vizsgélatara, 1asd [2].
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5.1. TOPOLOGIKUS JATEKOK 19

tac-toe konnyen lathatéan dontetlen, mig a tic-toc-tac-toe-t I nyeri. Az utdbbi igazoldsahoz
viszont 1500 6ra gépid6t hasznélt fel Oren Patashnik a hetvenes évek végén, és megjegyez-
hetd nyer$ stratégiat eddig nem taldltak ra, lasd [2]. Az amdbat (legaldbbis a go tdblan) a
kezdd nyeri, a k-am6ba pedig dontetlen, ha k > 8. A k = 6,7 esetén viszont nem tudjuk, mi
az a jaték végeredménye, lasd [2].

Altaldban sincs ez masképpen, sok kérdésre van j6 vélaszunk, még tobbre viszont nincs.
A pozicids jatékoknak szamtalan meglepd kapcsolata van a matematika egymdstdl tavolesd
teriileteivel; ezért is olyan nehezek és egyben vonzok a problémadi. Ezekre lathatunk Gjabb
példakat a tovabbiakban.

5.1. Topologikus jatékok

Kezdjiik a hex jatékkal; ezt Piet Hein 1942-ben, és John Nash 1948-ban taldlta ki egymasrol
nem tudva. Egy hatszogekbdl 4116, rombusz alaki n x n-es tabldra felvaltva helyezhet I fehér
és 11 fekete korongokat. I célja egy Osszefiiggd fehér ut 1étrehozdsa az északnyugati és délke-
leti, /1-é pedig egy fekete tité az északkeleti €s délnyugati oldalak kozott. A hex - ellentétben
jonéhédny csak matematikai szempontbdl érdekes jatékkal - izgalmas, addiktiv jaték. Felad-
vanyokat kozolnek, versenyeket rendeznek beldle; ilyenkor az n = 10 vagy n = 11 a tdbla
méret. (A legjobb eredményt Kohei Noshita érte el, n < 8-ra ismert a nyerd stratégia.)

Az 5 X 5-0s hex tabla.

Az els6 definicionk értelmében a hex nem hipergraf jaték, hiszen a nyer6 halmazok nem
egyformdk a két jatékosra. Kézenfekvs a (V, H,, Hy) asszimetrikus hipergréf jatékot bevezet-
ni, ahol értelemszertien az [ illetve I1 akkor nyer, ha a # illetve a #, egy elemét hamarabb
elfoglalja, ahol #;, 7 C 2V

Nyilvanvalonak tlinik, hogy csak az egyik jatékos nyerhet a hexben. Ez igy is van, de
ekvivalens a szintén egyszertinek tiing Jordan-féle gorbetétellel *. Szintén elSkel rokonsiga
van a topoldgidban az aldbbi, Un. hex tételnek:

5. Tétel (Nash-Gale). Ha a hex tabla dsszes mezdjét kiszinezziik fehérrel vagy feketével, akkor
vagy lesz fehér északnyugati-délkeleti, vagy fekete északkelet-délnyugati it.

Azaz dontetlen még akkor sem lehetséges, ha a két jatékos erre torekedne. Kombindlva
ezt az eredményt a 4. tétel dtletével (és felhaszndlva, hogy a #) képe egy megfeleld tengelyes
tiikrozésnél éppen a H,) kapjuk, hogy:

SEgy egyszerti, zért gorbe a sikot két - egy kiilsS és egy bels - dsszefiiggd részre osztja.
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20 5. FEJEZET. POZICIOS JATEKOK

6. Tétel (John Nash, 1949). A kezdé jdtékos nyer a hexben.”*

Adott egy f fiiggvény a C halmazon, azaz f : C — C, akkor az z € C pont fixpont, ha
fl@) =z

7. Tétel. (Brouwer-fixponttétel) Legyen C C R" kompakt és konvex halmaz, tovdabbd f:C — C
folytonos fiiggvény. Ekkor f-nek van fixpontja.

1979-ben igazolta David Gale, hogy a hex tétel és a Brouwer-fixponttétel ekvivalensek.
Vele egyiddben, tole fiiggetleniil Lovasz Laszlo az un. Sperner-lemmdbdl vezette le a hex té-
telt klasszikus konyvében, [7]. Ehhez hasonlé mddon bizonyitottdk Hochberg €s tarsai, hogy
a Sperner lemmabdl kovetkezik az un. konnektor tétel. K€sdbb Chris Hartman foglalta 6ssze
egy nagyon gazdasdgos ciklikus bizonyitdsban a kovetkez6 eredményeket. Az egyszeriiség
kedvéért a 2-dimenzids eseteket mondjuk ki, az n-dimenzids eset nagyon hasonlo.

Legyen T az ABC haromszog egy hdromszogezése, melynek a pontjai jo! szinezettek, ha
(i) Az A, B és C pontok szinei rendre 1, 2 és 3. (ii) Az ABC haromszog oldalain fekv6 pontok

az oldal egyik végpontjdnak a szinét kapjak.

Sperner-lemma: 7-ben van olyan hiromszog, amelynek csicsai harom kiilonb6z6 szint kap-
tak.

Legyen G egy, a kiils6 oldaldt kivéve, haromszog lapokbdl 4ll6 sikgraf. Rogzitsiik a
kiils6 oldalon az x,y,z pontokat ebben a koriiljardsi irdnyban. Az [x,y] intervallum az x-et,
y-t és a koztiik 1év6 pontokat jelenti. (Az [y,z] és [z,x] analég médon.) G pontjainak egy C
részhalmaza konnektor, ha a C dltal feszitett részgraf 9sszefliggd, és tartalmaz pontot az [x, y],
[v,z] és [z,x] intervallumok mindegyikébdl.

Konnektor tétel: Ha két szinnel szinezziink a fenti médon definialt G pontjait, akkor abban
lesz egy C egyszinti konnektor.’

Legyen e; = (1,0) és e; = (0,1) a koordinétatengelyekkel parhuzamos egységvekto-
rok, és az a,b € 72, melyre a; < b; i = 1,2-re. A D(a,b) doboz a racspontok halmaza:
D(a,b) :={(x1,x2) : a;i <x; < b; és x; egész i = 1,2}. D két pontja szomszédos, ha mindkét
koordinétdjuk legfeljebb egy egységgel tér el.

Pouzet-lemma: Haegy f : D(a,b) — {+e;,+e;} fiiggvényre minden x € D(a,b)-re teljesiil
az x+ f(x) € D, akkor vannak olyan szomszédos x és y pontok, hogy f(x) = —f(y).

A teljesség kedvéért jegyezziik meg, hogy a hex tdbla felfoghatd, mint az el6bbi D. Ebben
x,y € D akkor szomszédosak, ha x —y vagy y — x eleme {0, 1}2-nak, és az egyik jatékosnak a
D doboz also6 és felsd, a méasiknak a jobb €s bal oldalat kell 6sszekotni. Hasonl6an torténhet
d-dimenzids hex tdbla megadasa is.

4A tétel a pozicios jatékok taldn legismertebb eredménye. Ugyanakkor egy tisztdn egzisztencia bizonyits,
amelyben a l1étezésén kiviil semmit sem tudunk meg a nyerd stratégiarél. Nagyon nehéz, in. PSPACE-teljes
probléma megmondani, hogy melyik fél nyer, ha adott az n x n-es hex tdbla egy részleges kitoltése.

3Craige Schensted és Charles Titus, illetve Claude Shannon mér 1952-ben bevezette az tin. y-jdtékot. Ennek
a tabldja a szabdlyos haromszogracs szintén szabdlyos haromszog alakd darabja és a cél egy konnektor meg-
szerzése, ahol a haromszog csucsai a rogzitett pontok. A konnektor tétel miatt az y-jaték nem lehet dontetlen,
igy azt a 4. tétel miatt a kezdd nyeri.
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Cris Hartman az aldbbi utat adja meg: Sperner lemma =- Konnektor tétel = hex tétel =
Pouzet lemma = Brouwer-fixponttétel © = Sperner lemma.

Bizonyitas: Sperner lemma: Egy erGsebb allitast mutatunk meg, azt, hogy pdratlan sok ha-
roszin{i haromszog van. Legyen G a haromszogezés dudlis egy részgréfja: két pont kozt 1évo
dudl él akkor keriil E(G)-be, ha a koztuk 1év6 hdromszogezésbeli él cimkéi 1 és 2. A végte-
len tartomadnyhoz rendelt pont paratlan fokd G-ben, igy van még G-ben pdratlan sok pératlan

fokszamu pont. Az ezekhez tartoz6 haromszogek csucsai haromszindek.

Sperner lemma =- konnektor tétel. Tegyiik fel, hogy van konnektormentes szinezés az
1, 2 szamokkal. Készitiink egy U4j szinezést: egy x pont kapja annak a legkisebb index{
oldalnak a cimkéjét, amelybdl nem érhetd el (az eredeti szinezés szerinti) egyszind uton.
Ezzel a pontokat jOl szineztiik, a Sperner lemma szerint van haromszinti 7-beli haromszog.
T két szomszédos csucsa viszont azonos szinii volt eredetileg, igy azonosnak kellene lenni az
Uj szinezésben is.

konnektor tétel = hex tétel. Adjunk hozz4 a hextdblahoz egy fehér €s egy fekete pontot. A
fehéret kossiik 0ssze a fehér jatékos egyik céloldaldval, a fekete pontot a fekete jatékos egyik
céloldallal és a két 1j pontot egymdssal. Ez felfoghaté mint egy haromszog haromszogezése
és tartalmaz konnektort. A konnektor megad egy utat a hextabla valamelyik két szembefekvd
oldala kozt is.

hex tétel = Pouzet lemma. Vegyiink egy, a Pouzet lemma feltételének eleget tevd f
fiiggvényt a D(a,b) dobozon, és legyen két pont szomszédos a hex beli szomszédsag szerint.
Szinezziik az x pontot az f(x) dimenziéjdval, azaz 1-el, ha f(x) € {—ey, e}, 2-vel kiilonben.
Legyen az e;-re merdleges céloldalak szine i, i = 1,2. A hex tétel miatt lesz egyszinl P ut
példaul a két fiiggbleges oldal kozt; ez csupa 1-es cimkéjli. Ekkor ha x a P ut bal sz€16 eleme,
akkor f(x) = ey, hay a jobb sz€IsG, akkor f(y) = —e;. A P-ncsak az e] és a —e) viltakozhat,
lesz tehdt két szomszédos u és v, melyre f(u) = ey, f(v) = —e;.

Pouzet lemma =- Brouwer-fixponttétel. Tegyiik fel, hogy f : D — D folytonos a D tégla-
lapon és nincs fixpontja. Ezzel j6l definiélt lesz az g fiiggvény amely az f(x) —x szogét veszi
fel x-ben. Mivel g abszolult folytonos is, vehet6 olyan siirl rdcs D-ben, hogy g valtozdsa
a szomszédos pontok kozt kisebb, mint 7t/2. Legyen h az a rdcspontokon értelmezett fiigg-
vény, amely a {+e],+e;} halmazbdl az az értéket veszi fel x-ben, ami a legkisebb szoget
zéarja be f(x) —x-szel. A Pouzet lemma szerint lesznek olyan x,y szomszédos pontok, me-
lyekre h(x) = —h(y), ami ellentmondds, hiszen a g szerint f(x) —x és f(y) — y kisebb, mint
7t/2 radidn szoget zdr be.

Brouwer-fixponttétel = Sperner lemma. Legyen f egy j6 cimkézése a T haromszognek,
amelynek mégsincs hdromszinti hiromszoge. Irjuk fel az x pontot mint az 6t tartalmazé kis
haromszog vg, vy, V2 csiucsvektorainak konvex kombindcidja vy + ojvy + 0xvo. Legyen g
az a fliggvény, ami az x = Olgvo + 0l v + 0xv2 ponthoz a V) + o1 Vo + oV pontot rendeli,
ahol V, V1,V2 a T haromszog cstics pontjaihoz tartoz6 vektorok. Mivel nincs haromszind kis
haromszog T-ben, g minden pontot 7' valamelyik oldaldra képez. Az oldalakat is felcseréli,
azaz nincs fixpontja, ami ellentmond a Brouwer-fixponttételnek. U

®Természetesen a véges médszerek csak e-approximéci6t adhatnak. Azaz adott € > O-ra olyan x létezését,
amelyre || f(x) — x|, < €. A fixponthoz még a szokdsos kompaktsdgi érvelés sziikséges.
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Természetesen az egyes allitdsok kozti kapcsolat megmutatdsa masképp is lehetséges.
Bar a konnektor tételt (és az y-jatékot) a hex tétel (hex jaték) altaldnos formdjanak tartjak,
mint lattuk, ekvivalensek. Az egymasbdl levezethet6ség igazabol mindkét irdnyban konnyii,
amely az aldbbi dbran lathato.

A baloldal a 4-es y-jaték; vegyiik észre, hogy a szomszédsdg a grafon olyan, mint a
hexben a mez8k kozott. A kozEépsd abran egy kitoltott hex tablat kiegészitettiink egy csupa
fehér ill. fekete pontot tartalmaz6 haromszoggel, amely egy lejatszott y-jatékra vezet.

O

A 4 x 4-es y-jaték tabla. A kiegészitett hex tdbla. A t-re tiikrozott y-jaték.

A konnektor tétel miatt van egy egyszind konnektor, de ez egy egyszinii nyerd halmazt je-
lent az eredeti hex tdbldn. Végiil a jobboldali 4brdn egy lejatszott y-jaték tabldjat tikkrozziik a
t-tengelyre, a szé€lso sort félbevagva. Ezzel egy (szimmetrikusan) kitoltott hex tablat kapunk.
A hex tétel miatt 1étez6 nyer6 halmaznak az eredeti tablabdl kilogé részeit ,,visszatiikrozve"
egy egyszinli konnektort kapunk.
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6. fejezet

Parositasok és matroidok

Pérositdsokat régdta haszndlnak a jatékelméletben. Egy klasszikus feladatban 7 és I1 egyfor-
ma érméket helyez egy koralaku asztalra. Az atfedés nem megengedett, és az veszit, aki nem
tud 1épni. A kezd6 konnyen nyer a kozéppontba téve, majd az ellenfél 1épéseit erre tiikroz-
ve. (Persze ha az asztal nem kdzéppontosan szimmetrikus, alig tudunk valamit.) Hasonl6
stratgiat, egy tengelyes tiikrozést hasznédlhat az n x (n+ 1)-es hexben is a kozelebbi oldalakat
0sszekotni kivano fél, [2].

A hipergraf jatékok parositdsi stratégidival Alfred Hales és Robert Jewett foglalkozottt
elGszor. Szintén 6k vezették be a HJ (n,d)-vel jeldlt jatékokat, ahol n és d természetes sza-
mok. A HJ(n,d) tabldja egy d dimenzids kocka, amelyik n? kisebb kockabél van dsszerakva
ugy, hogy a nagy kocka minden éle mentén n kis kocka fekszik. Formdlisan a hipergraf
alaphalmaza a d hosszu sorozatok, ahol minden koordinata egy 1 és n kozott 16v6 egész
szam, azaz V(HJ (n,d)) = {1,...,n}". A hipergrif élei azon n elem részhalmazok, melyek-
nek elemei sorba rendezhet6ek oly médon, hogy egy rogzitett koordinataban az 1,2,...,n, az
n,n—1,...,1 vagy konstans értéket vesznek fel a sorozatok. Persze a HJ(3,2) nem mds, mint
a tic-tac-toe, a HJ(4,3) pedig a tic-toc-tac-toe.

Definicio: Egy x: V — {1,...,k} az F = (V,H) hipergraf jo szinezése, ha minden A € H
halmaz képe legaldabb kételemii. A minimélis k, amelyre van j6 szinezés, F kromatikus
szdama, jele x(F ).

Ha egy 7 hipergréfra a x(F ) > 2, akkor a rajta értelmezett jaték nem végz6dhet dontet-
leniil. Az y-jaték mellett példdul a HJ(3,3) is ilyen. Mdsrészt a HJ(4,3) példa arra, hogy
I-nek lehet nyerd stratégidja egy F = (V,#H) jatékban akkor is, ha y(F) = 2.

8. Tétel (Hales-Jewett). Bdrmely n természetes szdmra létezik olyan d > 0 egész, hogy a
HJ(n,d) jaték hipergrdfjdnak kromatikus szdma nagyobb, mint kettd.

Igy az a kérdés, milyen n és d mellett érhet el dontetlent 77 ? Ennek kimonddsahoz sziik-
ség van az un. Frobenius-Ko6nig-Hall tételre, 1asd [7].

Adott véges halmazoknak egy {A;}"" | véges rendszere. Egy S = {s;}/" | C U™, A, disz-
Jjunkt reprezentdns rendszer,has; # s;,i # j-reéss; € Ajazi=1,...,m esetén.

9. Tétel (Frobenius-Ko6nig D.-Ph. Hall). A véges halmazokbdl dllo {A;} | halmazrendszer-
nek pontosan akkor létezik diszjunkt reprezentdns rendszere, ha minden I C {1,...,m} esetén
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24 6. FEJEZET. PAROSITASOK ES MATROIDOK

| Uier Ai| > |1].!

10. Tétel (Hales-Jewett). Ha egy véges F = (V,H) hipergrdf jdtékban minden G C H esetén
|Uaeg Al > 2|G|, akkor a jdték dontetlen.

Bizonyitas: Ha #H = {Ay,...,Ay}, legyen H* = {A|,A],A2,AS, ..., A, A}, ahol A; = AT
minden i = 1,...,m-re. Konnyen ellendrizhet6, hogy az | Uac g A| > 2| G| feltételbd] kovetke-
zik, hogy minden G* C H* vélasztdsra |Use g+ A| > | G*|, azaz a H* rendszerre alkalmazhat
az 9. tétel. Legyen a diszjunkt reprezentdns rendszer S = {ay,aj,a2,a5, ...,am,ay, }. 11 kdves-
se az aldbbi stratégiat: Valahdnyszor I valaszt egy elemet S-bdl (a;-t vagy a;-ot), akkor 11
valassza a megegyezd index(it (a;-ot vagy a;-t), kiilonben tetsz6legesen 1éphet. / nem szerez-
heti meg A; Osszes elemét egyetlen i = 1,...,m-re sem, mert az a;,a; € A; koziil legalabb az
egyiket /1 szerzi meg. U

Vegyiik észre, hogy a HJ(n,d) hipergrafban minden pont legfeljebb %(3”1 — 1) nyerd hal-
maznak eleme, ha n pdratlan. Péros n-re ez a szam 2¢ — 1. Igy a 10. tételt alkalmazva egybsl
kapjuk:

11. Tétel (Hales-Jewett). A HJ(n,d) dontetlen, ha n > 3¢ — 1 és n pdratlan, vagy ha n >
2441 _ 2 és n pdros.

Pérositasi stratégidval ennél sokkal jobb korldt nem adhatd, mds mddszerrel viszont,
ahogy azt 14tni fogjuk, igen. A forditott jaték a paritastdl (is) fiigg, I (I1) nem veszit a forditott
HJ(n,d)-ben, ha d paratlan (péros).>

A 10. tételt (Marshall Hall Jr. javitdsdval) alkalmazhatjuk a végtelen tablan jatszott k-
amd&bdra. Ez k > 15 esetén dontetlent ad. Ha d-dimenzids tablan jatszunk, akkor ez a korlat
k > 2(3“’ — 1) — 1. Hales és Jewett megadott egy parositast, amely k > 9-re dontetlent ad, de
eznem a 10. tételen alapul, [2].

Segédjatékok. Egy parositds 1ényegében a tdbla szétvagasa kisebb, konnyebben attekinthetd
részekre. A résztdblakon a jatékos egymastodl fiiggetlen 1j, segédjatékokat jatszik, amelyek
egylittesen a céljahoz segitik.

Ennek egyik els6 példdja Shannon és Pollak otlete, amellyel a 9-am8bdéra adtak dontetlen
stratégiat. Ezt megjavitotta egy, a T. G. L. Zetters dlnéven’ szinre 1ép6 holland matematikus

csoport, belatvan, hogy mar a 8-amdba is dontetlen, [2].

'Kénig Dénes a tételt paros grafokra vonatkozé alakban mondta ki. Marshall Hall Jr. 1949-ben belatta
olyan végtelen halmazrendszerekre, amelyekben minden pont fokszdma véges.

2A {1,...,n}? kocka kozéppontjdra szimmetrikus 1épésekkel ez elérhets. Ha n pératlan, I elfoglalhatja a
centrumot, kiillonben 17 jatszhat kozéppontos tiikrozéssel.

3Az dlnév régi fogas a matematikdban, amikor tigy véli egy szerz6, hogy tdmadasoknak lehet céltabldja
a munkdja miatt, pl. Student, Blanche Descartes, Bourbaki, Alon Nilli stb. (A T.G.L. Zetters alnév Andries
Brouwer holland matematikust fedi.)
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A Shannon-Pollak parkettdzis. A T. G. L. Zetters parkettdzis.

11, ha lehetséges, azon a résztabldn/parkettdn 1ép, mint /. A Shannon-Pollak-parketta
nyerd halmazait a vékony vonal jeloli; ez négy darab, harom elemi halmaz. A T. G. L.
Zetters parketta nyerdhalmazai a parketta harom sora, négy 45 fokos atl6ja és a két, vékony
vonallal jelolt par. Egy kis munkdval ellendrizhetd, hogy (i) a segédjatékokban nem veszit /1,
(ii) ha I nem nyer legaldbb egy segédjatékban, akkor nem nyerheti meg a 9- illetve 8-ambat
sem.

Val6jaban a fentiekben erdsebb dllitdsokat igazoltunk, mint amiket kimondtunk. A kezdd
jatékos akkor sem tud nyer6 halmazt megszerezni, ha a masodiknak nincs lehet&sége ellen-
tdmadni. Azaz hidba szerez meg I1 egy nyerd halmazt, a jaték folyik tovabb. Ez a pozicids
jatékok un. épité-rombolo (Maker-Breaker) véltozata, ahol az épitd akkor nyer, ha megszerez
egy nyerd halmazt, mig a rombolé akkor, ha ezt megakadédlyozza.* Ha IT rombolSként nyer
ebben az épitd-rombold véltozatban, akkor dontetlene van az eredetiben is. Forditva ez nem
igaz, a tic-tac-toe-t a kezd6 épitdként megnyeri.

A pérositdsok és a tabla egyéb felosztdsa hatékony mddszer 6nmagdban, vagy mas esz-
kozokkel kombindlva. Tovabbi példédk talalhatdak erre a [1].

Shannon-féle kapcsold jaték. Ez a jaték a hex, az y-jaték és a David Gale 4ltal kigondolt
Brigit mintdjara késziilt, [2]. Ezekben az 0sszekotds jatékokban pontosan az egyik fél nyer,
kézenfekvd hat, hogy épit6-rombol6 formaban beszéljiink roluk. Ha adott egy G graf, akkor
egy-egy élt° valasztva fordulénként az épité G egy feszitdfdjdt akarja megszerezni, mig a
rombold célja az, hogy az épitd éleibdl all6 részgraf ne legyen Osszefiiggo.

12. Tétel (Lehman, 1964). Kezdje a rombolo a Shannon-féle kapcsolo jdtékot. Egy G grdfra
az épitd pontosan akkor nyer, ha G-ben van két diszjunkt feszitofa, Fy és F.

Bizonyitas: <: A jaték i-edik menetében F| és Fi fakrdl beszélink majd a G; grafban.
(G1 =G, F] = F; és F,' = F>.) Ha a rombol§ az i-edik 1épésben nem az E(F}) U E(F3)-b6l
véalaszt, akkor az épit6 barmit 1éphet. Ha mondjuk Fli—b61 vesz egy e; élt rombold, akkor
az E(F])\ {e;} élek dltal feszitett részgraf pontosan két, Ci és C5, komponensbdl 4ll. Az
épitS ekkor egy olyan f; € F} €lt vélaszt, mely a Ci-t osszekoti C-vel. (A fdk alapvetd
tulajdonségai a [7]-bdl felidézhetdk.) Mivel az f; él két végpontja, x; és y; tobbé nem szakad

A nyerés eldontése mind a normal, mind az épitS-rombol6 valtozatban PSPACE-teljes feladat.

3 A hex és az y-jaték szintén alapozhat egy-egy gréfra, de ott nem az éleket, hanem a pontokat szerzik meg
a jatékosok. Ez a latszdlag kis eltérés egy teljesen mds vildgba visz; itt képesek vagyunk a nyerd stratégidk
lefrasara.
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26 6. FEJEZET. PAROSITASOK ES MATROIDOK

el egymdstol, hizzuk ossze az f; é1t.° Konnyen ldthatd, ha F| és Fj diszjunkt feszit6fdi a G;-
nek, akkor az F{H =F!/f és inJrl = F}/ f; szintén diszjunkt feszit6fak G;-ben. Tovéabba
V(G))| — 1 =|V(Git1)], ezért |V(G,—1)| =1, és az {f1,... fu—1} élek G egy feszitGfdjat
alkotjak.

=: Tegyiik fel, hogy az épitd nyer és lopja el ezt a stratégiat a rombold. A jaték végére
a rombol6 megszerzi az F,, az épitd pedig az F,, feszit6fa éleit, amelyek G-ben vannak és
diszjunktak. U

Megjegyzés. A fenti érvelést eredetileg nem grafokra, hanem matroidokra adtak. A matroi-
doknak sok egyenértékii jellemzése van, nekiink most a bdzis fogalma a legkényelmesebb. A
véges V halmaz feletti B halmazrendszert egy matroid bdzisainak nevezziik, ha

1. B nem-iires,

2.VA,Be B,VxeA\Besetén 3y € B\ A, hogy {A\ {x}}U{y} € B.

Ezzel a 12. tétel altaldnosabb formdban igy sz6l: Ha az épit6-rombolé (V, B) pozicids jaték-
ban a rombol6 kezd, akkor az épité pontosan akkor nyer, ha léteznek A, B € B halmazok ugy,
hogy ANB = 0. Az élek torlése és kontrakcidja természetes matroid miveletek, a 2. axiéma
mintha a fenti bizonyitasra lenne szabva.” A 12. tétel olyan helyzetekben is miikodik, amikor
pérositdsi stratégia biztosan nem létezik. Vegyiik a teljes grafot az {x,y,v,w} pontokon, és a
q,z pontokat ugy, hogy ¢ szomszédos x-szel és y-nal, z pedig v-vel és w-vel.

Az \ij grafban, Giy1-ben x; és y; helyett egy 1j, z; pontot vesziink fel, melyet x; és y; sszes szomszédjdval
kotiink 6ssze, jelben Gi1 = G;/ f;.

7 A latszat csal, hiszen a matroidokat mar Hassler Whitney vizsgalta az 1930-as években. Lehman tétele je-
lent6sen novelte a matroidok elfogadottsagat. Ezt megel6zGen pl. William Tutte néhany matroidokra vonatkozé
klasszikus eredményét inkabb grafokra mondta ki. Azéta viszont a matroidok a kombinatorika, a kombinatori-
kus optimalizalds és a véges geometria fontos részévé valtak.
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7. fejezet

A véletlen modszer és a sulyfiiggvények

A véletlen médszerek a matematika legtobb dgdban jelent8s szerepet jatszanak, a kombina-
torikdban és a jatékelméletben pedig alapvet6t. Inkdbb az meglepd, hogy viszonylag késdn
jelentek meg a pozicids jatékokban. Az attorést Erdds Pal €s John Selfridge 1973-as eredmé-
nye hozta.!

13. Tétel (Erdss-Selfridge). Kezdjen az épité az F = (V,H ) hipergrdf jdték épité-rombolé
vdltozatdban, és legyen Y 49 2-IAI+1 < 1. Ekkor a rombold nyer.

Bizonyitas: Legyen az épitd i-edik 1épése x;, arombol6é y;, X; = {x1,...,xi}, Yi={y1,...,yi}
és Al'(l) = |A ﬂXl‘|, illetve Ai(ll) = |A NY;_1 ’
Egy A € H halmaz siilya az i-edik 1épésben:

Wwi(A) = { 27 A, AT =0
0 kiilonben
Egy x € V elem siilya wi(x) =Y. ,ca wi(A), a potencidl pedig w; = Y qc oy Wi(A).

A rombol6 az Gn. mohd algoritmust koveti, azt az € V' \ (X;UY;_1) elemet veszi az i-edik
1épésben, amelyre a w;(z) érték maximalis. Ez a w; > w; | egyenlGtlenséget adja minden i-
re. Valoban, w1 < w; —w;(y;i) +wi(xi+1), hisz a rombol6 i-edik 1épése w;(y;)-vel csokkenti,
mig az épit6 az i + 1-edik 1épése legfeljebb w;(x;11)-el ndvelheti a potenciélt, hisz pontosan
azoknak az x;,1-et tartalmazé halmazok sulyat dupldzza meg, amelyeknek nem eleme y;. A
moh¢ algoritmus miatt w;(y;) > w;(x;11), igy addédik a potencidl monotonitdsa. Masrészt
w1 < 2wo mivel x; azon halmazok sdlyat dupldzza, amelyeknek eleme.

Ezért a 13. tétel feltétele miatt wy < 2w = Yacp(s 2 ! < 1. Tegyiik fel, hogy az
épité megnyeri a jatékot, mondjuk a k-adik 1épésben. Ez azt jelenti, hogy van olyan A* € H,
amelyre |[A*| = A} (1), igy

I>wi>we= Y wi(A) 2 we(A") =27 WA =20 =,
A€E(H)

Azaz a feltevésiink, hogy az épitd nyer, ellentmondésra vezet. U

!John H. Conway hires békés problémdja is lehetett volna volna a kezdet, [2]. Az ott hasznélt sdlyfiiggvény-
nek viszont nincs kozvetlen valészinfiségi jelentése, taldn emiatt maradt visszhangtalan.
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Vegyiik észre, hogy amig a 10. tétel csak a ritka, de tetszdleges méretd, addig a 13. tétel
a siri, de legfeljebb exponencidlis méretli hipergrafokra adhat eredményt. A moddszerek
részben Osszevegyithetbek, 1asd [1].

A 13. tétel vezet a hatékony derandomizdciokhoz és a jatékok mélyebb megértéséhez. Ez
konkrétan éppen Erdss egy régi tételének bizonyitdsabdl tiinteti el a véletlent, mely szerint
ha egy F = (V, ) hipergrafra a ¥ 4.2~ A*1 < 1, akkor () < 2. Vegyiik észre, ha V
pontjait egymastél fiiggetleniil, 1/2 — 1/2 valészintiséggel szinezziik kékre vagy pirosra?,
akkor az egyszinii halmazok varhat6 szdma [E =} 44 2~ 1AI+1 Mivel E < 1, lennie kell egy
JO szinezésnek. Ezért az Osszes 2!Vl darab kett§ szinezésbdl legalabb egy jo.

Az F paramétereiben polinom idében is adhatunk egy jo szinezést: jatszon mindkét ja-
tékos gy, mintha rombold lenne. A w;(A) suily annak a feltételes valdszintisége, hogy A
példaul kék lesz, ha az i-edik 1€pést6l pénzfeldobdssal szineziink.

A jatékok vizsgalatdhoz is kapunk egy vezérfonalat, amely sokszor segit.

A véletlen heurisztika. Cseréljiik ki a két tokéletesen jatszé jatékost két teljesen véletleniil
jatszéra. Nagyjabol ugyanaz lesz a végeredmény.”

7.1. Zsaru-Rablo

A jatékot Quilliot illetve t6le fiiggetleniil Nowakowski és Winkler taldlta ki illetve irta le. A
két jatékos egy G graf egy-egy csucsat foglalja el, majd felvaltva szomszédos pontra 1épnek,
vagy helyben maradnak. Ha a zsaru és a rabl6 egyid6ben azonos pontban vannak, akkor a
zsaru nyer; ha a rablo ezt teszOlegesen sokdig el tudja keriilni, akkor 6 nyer. Ha G véges,
akkor a 1. tétel miatt valamelyik félnek van nyerd stratégidja.

Esetiinkben G = (V, E) iranyitatlan graf, amelynek minden pontjaban van egy hurokél.*

Jelolések: N(v) a v € V(G) szomszédai, N[v] = N(v) U{v}. Ha adott a pontok egy
Vi,...,V, sorrendje, akkor a N;(v) = N(v) N{v;:i < j <n}.

Ha nincs hurokél, a zsaru kétféleképpen nyerhet. Vagy a sajat 1épésével fogja el a rablét,
vagy a rabl6 szalad a karjaiba. Ha minden pontban van hurokél és a rablé keriili a vesztést,
akkor csak az eld eset kovetkezhet be, azaz a zsaru 1épésével valdsul meg a nyerés.

A stratégidk egyszer( fiiggvények, s : V(G) x V(G) — V(G) formdban, ahol az (u,v) par
a zsaru és a rablé pillanatnyi helyzete, az s(u,v) € N(u) pedig a zsaru kovetkezs 1épése. A
graf zsaru nyerd, ha van olyan s, amely a rabl6 barmely stratégidja mellett nyer. Feltessziik,
hogy G 0sszefiiggd, €s a rablé amennyire csak képes, késleltetni igyekszik a vereségét.

14. Tétel. Legyen G véges, irdnyitatlan grdf, amelynek minden pontjdban van hurokél. G zsa-
ru nyerd akkor és csak akkor, ha a pontjainak van olyan vy, ... ,v, rendezése, melyre minden
i-re, 1 <i<nvanolyan j, i< j<n, hogy N;[vi] CN; [v_,-}.

Bizonyitas: El6szor egy algebrai és egy topoldgia fogalmat célszer( definidlni. Ah: G — H
leképzés homomorfizmus a G grafbdl a H grafba, ha minden (u,v) € E(G) esetén (h(u),h(v)) €

Ez egy érme ismételt feldobasaval elérhetS. A példa mutatja, mekkora ereje van a véletlennek.

3 Természetesen a véletlen heurisztika csak elv, sokszor érvényes, néha nem. De barmely jaték esetén
célszerli megnézni, hogy mit josol. Véletleniil jatszani viszont csak ritkdn érdemes.

Hranyitott grafokra a probléma nagyon nehéz, tin. EXPTIME-teljes.
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E(H) teljesiil. Egy p homomorfizmust, amely G-t egy H részgrafjara képzi ugy, hogy a
p(v) = v minden v € H esetén pedig dsszehiizds (retrakcid) H-ra. Vegyiik észre, hogy az
0sszehuzas azért nem trivialis, mert vannak hurokélek.

15. Lemma. Ha G zsaru nyerd és H a G egy dsszehiizdsa, akkor H is zsaru nyero.

Bizonyitas: Legyen s a zsaru egy nyer0 stratégidja a G grafon és p egy Osszehuzds. Ezzel
megadhatunk egy s’ : V(H) x V(H) — V(H) nyer§ stratégiat a H grafon: legyen s'(u,v) =
p(s(u,v)). Ha az s sohasem kiildi ki a zsarut H-bdl, akkor s’ nyerd, hisz egyszerli megszo-
ritdsa s-nek H-ra, és s a rabl6 minden stratégidjara nyer; specidlisan arra is, ha az nem haj-
land6é H-t elhagyni. Ha s(u,v) € V(G) \ V(H) valamely u,v € V(H)-ra, akkor N [s(u,v)] C
N [p(s(u,v))], hisz p homomorfizmus. Ez viszont azt jelenti, hogy a p(s(u,v)) legaldbb olyan
hatékony, mint a s(u,v), hisz ha az utébbi elol nem tud elmenekiilni a rabld, akkor az elSbbi
is elfogja.’ 0

Tegyiik fel, hogy a zsaru nyer; ez kétféleképpen lehetséges. Ha van olyan v € V(G), amely
minden mésik ponttal dssze van kotve, akkor a zsaru ezt megjdtszva nyer és a tétel feltétele is
teljesiil v, = v-t vélasztva tetszdleges sorrend mellett. Ha nincs ilyen v, akkor legyen a rabl6
vesztés elotti utolso 1épése v. Ekkor a zsaru egy olyan u pontban &ll, amelyre N [v] C N [u],
hisz kiillonben nem érne véget a zsaru kovetkezd 1€pésével a jaték. A G — v Osszehizdsa a
G-nek (p(v) = u), igy a lemma miatt zsaru nyerd, azaz haszndlhatunk egy indukciét rajta.
A G — v pontjai tehat a megfeleld sorrendbe allithatdk, ennek az elejére téve v megkapjuk a
kivant sorrendet.

A masik irdny szintén indukcidval kaphaté meg. Ha adott egy, a tétel feltételeit teljesitd
Vi,...,V, sorrend, akkor hizzuk be vi-et. Azaz vegyiik az p Osszehiizast, amelyre p(v;) = v;,
ha i >1és p(vi) =vj, ahol N[vi] C N [vj]. A G—vj vs,...,v, sorrendje és az indukcios
feltétel miatt zsaru nyerd, igy van egy s nyerd stratégidja. Ezt kiterjeszthetjiik egy s’, a G-n
értelmezett nyerd stratégidra, s'(u,v) = s(u,v), hav # vy és s'(u,v1) = s(u, p(v1)), kivéve, ha
van kozvetlen nyerd 1épése a zsarunak. U

7.2. Foldrajzi jaték

A normdl foldrajzi jatékban® olyan foldrajzi fogalmakat mondanak felviltva a jatékosok,
amelyek az el6z6 sz6 utolsé betiijével kezdddnek. Kétszer nem haszndlhat6 egy szo6, és aki
nem tudja folytatni, az veszit. Ennek egy kézenfekvs absztrakt valtozatdban egy G irdnyitott
graf pontjain 1épegetiink felvéltva, adott vy pontbdl indulva, az €lek mentén. Egy pont csak
egyszer latogathatd, €s aki nem tud 1épni, az veszit. Az altaldnos eset nagyon nehéz, ennek
beldtdsdhoz definidljunk egy madsik problémat, amely jatékként fogalmazhaté meg. Adott
egy 0 konjunktiv normdl alakd Boole formula az xi,...,x, valtozokkal. Két jatékos, A és
B, felvaltva ad értékeket a valtozoknak, az i-edik 1épésben x;-nek. Ha ¢ igaz értéket vesz
fel, akkor A nyer, kiilonben B. Feltehetd, hogy A teszi meg az utolsé 1épést; ha nem igy

A lemma megforditdsa nem igaz, példaul a kettd hosszi it, P, 6sszehiizdsa a négy hosszi kornek, de az
utébbi nem zsaru nyerd.
®N4lunk inkabb az ,,0rszag, varos, fid, lany" néven ismert.
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lenne, vegyiik fel az x,, 1 véltoz6t, ami nem is szerepel ¢-ben. Formadlisan, igazsagértékét
szeretnénk tudni ennek a kifejezésnek:

D = Jx Vo dxs ... A Vapy g .. V-1 3x,0.

Legyen QSAT azon ® kifejezések nyelve, amelyek igazak. Bizonyitas nélkiil k6zoljiik az
alabbi tételt, tovabbi részletek Papadimitriou konyvében [9] talalhatoak.

16. Tétel. A QSAT nyelv eldontési problémdja PSPACE-teljes.

A 16. tétel felhasznéldsdval konnyd beldtni, hogy a foldrajzi jaték hasonléan nehéz. Le-

gyen GEOGRAPHY azon grifok nyelve, amelyekben az els6 jatékos megnyeri a foldrajzi
jatékot.

17. Tétel. A GEOGRAPHY nyelv eldontési problémdja PSPACE-teljes.

Bizonyitas: A szokdsos visszavezetéses technikat hasznéljuk, egy & kifejezéshez hozzaren-
deliink egy G(®) gréfot tigy, hogy ® pontosan akkor igaz, ha az elsé jatékos nyeri a foldrajzi
jatékot a G(®) grafon. Eldszor minden x; véltozdhoz, 1 <i < n, egy G; grifot rendeliink,
ahol V(Gi) = {ai,bi,ci,xi,)_ci}, E(G,) = {(ai,bi), (bi,xi)(bi,)_ci), (x,',Cl'), ()_Ci,C,')}. AZOHOSftjuk
az a; €s c¢;—1 pontokat, 2 <i < n. Ha ¢ = 01 AP2/,..., Ay, akKor felvesziink tovabbi v;
pontokat és a (c,,v;) éleket, ahol 1 < j < /. Végiil ha a ¢; tartalmazza az y literalt (y = x;
vagy y = X;), akkor (v;,y) élt is behizzuk.

A jaték az a; pontban kezdddik, a jatékosok végigmennek a G; grafokon és a masodik ja-
t€kos 1éphet c,-bdl valamelyik v ;-be. Ha G;-ben az x; pontot vélasztotta a soron 1€v{ jatékos,
akkor a @ kiértékelésben x; = 0, mig ha az X; pontot, akkor x; = 1. A masodik jat€kos a v;
pont valasztdsaval tesztelheti a fenti ki€rt€kelést, rimutatva arra a ¢; részformulara, amelyik
nem teljesiil. Végiil ha ¢; értéke pontosan akkor 1, ha ¢;-ben egy y literal 1 értéket kapott;
ekkor viszont az els6 jatékosnak van még egy 1épése a (v;,y) élen. Masrészt GEOGRA-
PHY € PSPACE, hisz a lehetséges jatszmdk szdma kevesebb, mint n”, igy a leirdsdhoz elég
O(nlog?n) tar. O

A foldrajzi jaték egy valtozata an Un. dltaldnositott Slither. Itt az els6 jatékos kezddlépése
a G egy vo pontjdnak a kivdlasztdsa, majd a masodik folytatja a jatékot vo-bdol. Ennek a
jatéknak a specidlis esetei is érdekesek, ldsd Lovasz konyvében [7] a 8. fejezet 8. és 9.
probléma.

18. Tétel. (i) Tegyiik fel, hogy G kormentes. Ekkor az elsd jdatékos nyer, és meghatdrozhato
az dsszes olyan pont, amelyekkel kezdve nyerhet. (ii) Tegyiik fel, hogy van olyan vy € V(G),
melyre d_(vo) = 0, azaz vo-ba nem fut él. Ekkor az elsd jdtékosnak van nyerd stratégidja.
(iii) Egy tetszoleges G irdnyitott grdfra a mdsodik jdtékos nyer akkor és csak akkor, ha G
minden erdsen Osszefiiggd komponensében jdtszva is nyerne. (iv) Egy szimmetrikus G grdf’

pPaya

esetén az elsd jdtékos pontosan akkor nyer, ha a G grdfban nincs teljes pdrositds.

Bizonyitas: (i) Mivel G irdnyitott kormentes, vannak benne nulla kifokd pontok. Ezek pon-
tok X halmaza vesztd, majd visszafele cimkézéssel azok a pontok, amelyekbdl X -be vezet €l
nyerdk €s igy tovabb, ldsd a 1. tétel bizonyitasat.

G szimmetrikus, ha az (x,y) € E(G) = (y,x) € E(G).
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(i1) Stratégia lopast hasznalhatunk. Tegyiik fel, hogy a masodik jatékos nyer. Mivel vy
minden y szomszédjaban kezdve veszitene az elsd jatékos, kezdjen xo-ban, és megjatszhatja
amit a masodik jatékos nyers stratégidja javasol, hiszen vyp-at egyik y pontbdl indul6 jaték sem
érintheti. Mivel a masodik jatékos nyerése ellentmondashoz vezet €s dontetlen nem lehet, az
elsé jatékos nyer.

(i11) Hasznaljuk a tényt, hogy G ponthalmaza felbomlik erdsen Osszefiiggdé komponen-
sek unidjdra és a C;, C; (i # j) komponensek kozott az élek egyirdnyban hizédnak.® Egy
komponensben vesztés vagy az egész jatszma vesztését jelenti, vagy kényszert egy masik
komponensbe els6ként torténd belépésre. A 18. tétel (i) pontjanak igazoldshoz hasonl6an, ha
van olyan komponens, ahonnan jatszva az elsé jatékos nyer, akkor vegyen a C(G)-ben egy
levélhez legkdzelebb esd ilyen C; komponenst. Jitsza ezen a Cj-hez tartozé nyerd stratégiat.
A madsodik jatékos vagy veszit a C;-ben, vagy atlép egy olyan C; komponensbe, ahol mar az
madsodik jatékosnak van nyerd stratégidja; ezt viszont az elsd jatékos ellopja t6le. Ha bar-
mely C; komponensben nyer a masodik jatékos, akkor persze nyer G-ben, mindig az aktudlis
Ci-beli nyer?d stratégiat kovetve..

(iv) Ha van egy M teljes parositds, akkor az el§ jatékos x 1épésére a masodik jatékos
mindig y-al felel, ahol (x,y) € M. Ha nincs teljes pérositas, jeloljon M* egy maximalis pa-
rositést, és az eld jatékos elsd 1€pése legyen egy olyan xg, melyet elkeriil a parositds. Ezek
utan ha a masodik jatékos egy x; pontra 1ép, az els6 jatékos atlép x;.i-re, ami x; M* parja.
Tegyiik fel, hogy az els6 jatékos nem tud 1épni az xo; | pontbdl. Ekkor az (xg,x1), (x2,x3),

ovs (X2k—1,2x2¢) élek mind elemei E(G) \ M* halmaznak, mig (x1,x2), ..., (xok, X2k s1) € M¥,
azaz a P = {xo,...,Xok+1} alterndld iit. Ez ellentmond M* maximalitdsanak, hisz az M* és P
élhalmazdnak szimmetrikus differencidja |[M*| 4 1 elemd pdrositas. O

8 Az erGsen Osszefiiggé komponenseket egy pontra és a koztiik hizédé éleket egy élre osszehiizva keletkezik
a kondenzdlt grdf, C(G). Ez kérmentes.
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8. fejezet
Matrixjatékok

Az anyagiasabb XX. szdzadban a kozgazdasdgtudomany igénye szintén €letre hivott néhdny
modellt. ElsSként az un. teljes informdcios, véges, kétszemélyes, zérusossszegii jatékokat
vizsgaljuk részletesen. Ebben az esetben a jatékosok stratégidi végesen felsorolhatdk és egy
(i, j) parhoz hozzarendelhet$ az a;; szdm, amit a sorjatékos nyer, az oszlopjit€kos pedig
veszit, ha rendre az i-edik, illetve a j-edik stratégidjukat jatszdk. gy a tomorség kedvéért
hivhatjuk ezeket a jatékokat mdtrixjdatéknak.

A matrixjatékok leirdsanak elsd 1épéseit Emile Borel tette meg 1921 és 1927 kozott. Je-
lentds haladast ért el Neumann Janos: 1928-ban bebizonyitotta az azéta hiressé valt minimax
tételét és ezzel megmutatta hol kell keresni a megoldasokat. Koriilbeliil 20 évvel késdbb &
adott valaszt a hogyan kérdésre is, ramutatva a matrixjatékok €s a linedris programozds kap-
csolatdra. Kés6bb Dantzig, Gale, Kuhn és Tucker munkdja nyomén a métrixjatékok elmélete
teljesen beleépiilt a linedris programozds elméletébe. Ezt a felépitést ismertetjiik.

Definicié: Minden A valés matrix definidl egy jatékot, ahol a sorjdtékos az egyik sort, az osz-
lopjatékos az egyik oszlopot vélasztja, és a sorjdtékos nyereménye a valasztott sor és oszlop
taldlkozasaban levd a;; elem, mig az oszlopjatékos€ —a;;. Az A matrixot kifizetési matrixnak,
sorait/oszlopait pedig a sor/oszlop jatékos tiszta stratégidinak nevezzik.

Példa: Legyen az A métrix az aldbbi.

A sorjatékos, bér a lehetd legtobbet szeretne nyerni, itt biztonsagi jatékban gondolkodhat.
Az elsé sort jatszva legalabb —1-et nyer (legfeljebb 1-et veszit), ha a masodik vagy harmadik
sort, akkor pedig rendre 1 illetve 0 lesz a minimadlis nyereménye. Az oszlopjatékos hasonléan
korlatozhatja a sor nyereményét €s ezzel a sajat veszteségét; ez nem tobb, mint 3, 2, 1 és 3,
ha az oszlop az els6, masodik, harmadik vagy negyedik oszlopot jatsza. Ezeket a garantélt
also6 (felsd) korldtokat a sorok (oszlopok) elé (folé) irtuk.

3 21 3
1[0 -1 03
13 212
0|1 3 01
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Ha a sorjatékos a masodik sort vélasztja, az oszlopjatékos pedig a harmadik oszlopot,
akkor garantdlt, hogy a sor legaldbb 1-et nyer, de az is, hogy tobbet nem. Azaz ezek megjat-
széasat optimalis illetve egyensulyi stratégidknak tekinthetjiik.

8.1. A nyeregpont

A példa gondolatmenete elég nyilvanvaldan dltaldnosithato.

Definici6: Jelentse m; az i-edik sor minimumadt, M; pedig a j-edik oszlop maximumat, azaz
m; = min;a;;, M; = max;a;;. Legyen tovabba m = max; min;a;; é€s M = min; max; a;.

Konnyen beldthat6k az aldbbiak:
(1) max;min;a;; < min;max;a;;, azazm <M

(i1) Ha m = M, akkor van olyan r és s, hogy a,, = m = M.

Definicié: Ha m = M, akkor az a,; = m elem az A maétrix nyeregpontja.

19. Tétel. Ha az A mdtrixnak van egy a,s nyeregpontja, akkor az r-edik sor vdlasztdsa a
sorjdtékos szamdra, illetve az s-edik oszlop vdlasztdsa az oszlopjdtékos szamdra egy optimdlis
stratégia pdrt alkot.

Bizonyitas: A sorjatékos nyereménye az i-edik sort valasztva legaldbb m;, az oszlopjatékos
vesztesége a j-edik oszlopot vélasztva legaldbb M;. Az r-edik sort, illetve az s-edik oszlo-
pot vélasztva a sorjatékos m = a,; nyereményt garantdlhat maginak, mig az oszlopjatékos
legfeljebb M = a,; egységnyit veszit. U

8.2. Moriarty paradoxon

A szitudciot Sir Arthur Conan Doyle irta le a The Final Problem cimii konyvében. KésGbb
Oskar Morgenstern €s, vélhetden az 6 hatdsara, Neumann Jéanos is foglalkozott a problémadval.

A regény szerint Sherlock Holmes Moriarty professzor el6l menekiilve Londonban fel-
szall a Doverbe tarté vonatra, hogy onnan toviabbhajézva majd a kontinensen leljen mene-
déket. A felszéllasndl viszont észrevette, hogy Moriaty is felszallt, és j6 oka van azt hinni,
Moriarty is lathatta 6t. Ha egyiitt széllnak le a vonatrdl, az végzetes Holmesra, igy azon tori a
fejét, mit tegyen? Kiszéllhat az egyetlen kozbeesd dllomédson, Canterburyben, és ha Moriarty
tovabbmegy, akkor elkeriilik egymadst, ha viszont szintén kiszéll, akkor Holmes bajba kertil.

Holmes tehat egy sz6 szerint életbevagdan fontos problémara keresi a legjobb megoldast.
Kivételes képességei vannak, viszont pontosan emiatt tudja, Moriarty hasonld intelligencidval
rendelkezik €és varhatéan képes ugyanazt a gondolatmenetet megtaldlni, amellyel 6 valasztja
ki a megfelel6 dllomést. Ekkor viszont nem is volt olyan jé az a legjobb megoldas. Hidbava-
16nak tlinik attérni a masik megolddsra is, hisz Moriarty is eljuthat erre a kovetkeztetésre €s
szintén vdlthat.
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Ezt a kovetkezOképpen Onthetjiik matrixjaték formaba. Holmes a sorjatékos, a dontése
Dover (D-vel jelolt) sor, vagy Canterbury (C-vel jelolt sor). Moriarty oszlopjatékos, ugyan-
ezen stratégidkkal. Nem nyilvdnval6 viszont, mik legyenek a kifizetési matrix elemei. Az
egyszerliség kedvéért tegyiik fel, hogy Holmesnak életben maradni éppen annyit €r, mint

Moriartynak holtan l4tni 6t. (Késébb lathatjuk majd, hogy joval dltaldnosabb értékek esetén
is nagyjabol hasonl6 a helyzet.)

Moriarty
C
Holmes D | -1 1
Cl| 1 -1

A megoldés a véletlen lehet, mar amennyiben elhissziik, hogy még Moriarty sem ké-
pes hatékonyan megjésolni, melyik oldaldra esik egy feldobott érme. Ha Holmes Dovert és
Canterburyt egyardnt 1/2 — 1/2 eséllyel vdlasztja, akkor Moriarty barmely, ettdl fiiggetlen
véalasztdsa esetén nulla lesz a vérhato kifizetése. Mdasrészt Moriarty is dobhat érmét, és ezzel
elérheti, hogy Holmes kifizetése legfeljebb nulla. Mivel ezek egybeesnek, a 1/2 — 1/2 val6-
szinliségli véletlen vdlasztidsndl jobb stratégia nem is adhatd. Vegyiik észre, hogy ez hasonlé
gondolatmenet, mint amit a nyeregpontndl alkalmaztunk, csak a stratégidk masok, megen-
gedjiik a tiszta stratégidk keverését.

8.3. Kevert stratégiak, minimax tétel

Altaldban tegyiik fel, hogy a sorjitékos egy x = (x1,...,%n) vektor segitségével, mig az osz-
lopjatékos egy y = (v1,...,yn) vektorral valasztja meg a jatékat, azaz a sorjatékos x; valdszi-
nliséggel valasztja meg az i-edik sort, mig az oszlopjatékos y;-vel a j-edik oszlopot. Ekkor a
sorjatékos varhaté nyereménye:

M=
(ngE

a;jx;yj = xAy.

i=1j=1

Természetesen x; > 0és y; >0, hai=1,....més j=1,...,n, valamint ;" , x; = 1 és
j=17j= 1.

Definicié: Egy vektort szfochasztikusnak nevezziink, ha a komponensei nem negativak és

Osszegiik egy. Egy sztochasztikus vektor dltal definialt stratégiat (azaz fordulérol forduldra

fiiggetlen védlasztast a komponensek, mint valdszintiségek szerint) hivunk kevert stratégidanak.

Specidlisan a tiszta stratégidk olyan kevert stratégidk, ahol a vektor egyik komponense
egy, az Osszes tobbi pedig nulla.

Az el6z6ekhez hasonldan 14thatd, hogy egy x kevert stratégiat vilasztva a sorjatékos var-
hat6 nyereménye legaldbb min, xAy, ahol y sztochasztikus vektor. A sorjatékos természetesen
egy olyan x* sztochasztikus vektort igyekszik taldlni, melyre az el6z6 érték a lehetd legna-
gyobb. Hasonl6an egy y kevert stratégia mellett az oszlopjatékos garantdltan nem veszit
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tobbet atlagosan, mint max, xAy, ahol x sztochasztikus vektor, célja pedig ezen ért€k minima-
lizélasa. A két érték jelentésébdl nyilvanvald, hogy

minxAy < maxxAy
y X

Sokkal meglep6bb, hogy az egyenlGség dltaldban is elérhetd, azaz vannak olyan x*, y* szto-
chasztikus vektorok, melyekre

minx*Ay = max xAy*.
y X

Ez az egyenl6ség az tn. minimax tétel.! x* és y* rendre a sor és az oszlopjatékos optimalis
stratégidja, hisz az altaluk garantéltndl jobb eredmény nem érhet6 el. Az dllitds formdja
emlékeztethet benniinket a dualitasra, és valdban, igazabdl ekvivalensek, bar ez tdvolrdl sem
nyilvéanvalo.

20. Tétel. (minimax) Minden m X n-es A mdtrixra van olyan x* m-dimenzios sztochasztikus
sorvektor és olyan y* n-dimenzids sztochasztikus oszlopvektor, melyekre

minx*Ay = maxxAy”,
y X

ahol a minimumot az osszes n-dimenzios sztochasztikus oszlopvektoron, mig a maximumot az
osszes m-dimenzios sztochasztikus sorvektoron vessziik.

Bizonyitas: Az elsd észrevétel, hogy min,xAy = min;} " | a; jxi.z Ez azt jelenti, hogy a
sorjatékos egy x kevert stratégidjara van az oszlopjitékosnak olyan tiszta stratégidja, amely
optimdlis szdmdra. Ezt a kovetkezOképp lathatjuk be: Legyen r = min;) " a;;x;. Hay
tetsz6leges m-dimenzids sztochasztikus oszlopvektor, akkor

n m n n
xAy=Y y [ Yajx|>Y yir=tY yi=t,
=1 \i=1 j=1 j=1

igy persze a minyxAy > 1 is igaz. Masrészt mivel azok az y vektorok, amelyeknek egy kom-
ponense egy, a tobbi nulla, sztochasztikus vektorok is egyben, igy

m
minxAy < Z ajjx;
Y i=1
minden j = 1,2,...,n esetén és ez adja az 4llitds masik irdnydt. (Hasonloképp belathato,
hogy max,xAy = max;};_, ai;y;.)
A fenti észrevétel nagyban egyszer(siti a dolgunkat, mert a sorjatékos optimaélis straté-
gidjanak meghatarozasindl csak az oszlopjatékos tiszta stratégidit kell figyelembe venniink.

'Masképpen max, miny, xAy = min, max, xAy, ahol x,y sztochasztikus vektorok.
%Az el§ tisztan algebrai bizonyitdst a minimax tételre Loomis adta. Az itt kozolt bizonyitas Gale, Kuhn és
Tucker eredménye, melyben Loomis elgondolasait és az erds dualitds tételt 6tvozik.
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Azaz

m
maxminZaijx,- (j=1,2,...,n)
I i=1

m
Yxi =1 (%)
i=1
x> 0 (i=1,2,...,m)

A kovetkez fontos 1€pés annak felismerése, hogy bér ez a probléma nem linedris programo-
zasi feladat, roviden LP, de ekvivalens egy ilyen feladattal.

max z
z —Yajpx <0 (j=12,...,n)
i=1 "
Yxi = 1 (k)
i=1
xi >0 (i=1,2,....m)
Valéban, a (+*) probléma barmely z*,x7,...,x;, optimdlis megoldédsa legaldbb egy z —

Y a;jx; <0 egyenlStlenségnek egyenlSséggel tesz eleget, igy az LP optimuma z* = min}_a;;x;.
Anal6ég médon, az oszlopjatékos optimélis stratégidjat leird

n

i e =1.2,...
mlnml;lxj_zia,]y] (i 2,...,m)
n
Yy =1
j=1
Yj > 0 (]:1727 ,I’l)
ekvivalens a
min w

n
w —Zaijyj > 0 (i:1,2,...,m)
=1
=
‘Zlyj = 1 (s )
=
yi = 0 (j=1,2,...,n)

LP feladattal. Vegyiik észre, hogy a (xx*) és (* * *) egymds dudlisai, és mindkettének van

lehetséges megolddsa. Igy az erds dualitdsi tétel szerint a (+*)-nak van egy z*, X]seey Xy
optimdlis megolddsa, a (* * x)-nak van egy w*, yJ,...,y, optimilis megoldédsa tgy, hogy
7" =w*. Mivel z* = minyx*Ay, w* = max, xAy", a tételt beldttuk. O

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a minimax tétel bizonyitdsa egyben algoritmust is ad az
optimdlis stratégidk kiszdmoldsdra. (Neumann eredeti bizonyitdsa a Brouwer-fixponttételt
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hasznélta, igy az nem konstruktiv.) Borel 3 x 3-as és 5 x 5-0s matrixokra beldtta a minimax
tételt, de nem tudta tdltenni magét azon a paradox jelenségen, hogy a jatékosnak nem szar-
mazik el6nye abbdl, ha a kevert stratégidjat titokban tartja. (Es persze hitrdnya sem abbdl, ha
ezt kozli.) Valésziniileg ez a tényleg meglepd eredmény gétolta meg abban, hogy bizonyitsa
a tételt altaldnosan is.

A kozos v = z¥ = w* érték az A matrixjaték értéke.’ Az A matrixjaték igazsdgos, ha
v =0, és szimmetrikus, ha a;; = —a;;.

Vegyiik észre, hogy a szimmetrikus jaték esetén maga az A matrix ferdén szimmetrikus,
azaz AT = —A. Tovabba a;; = 0 minden i-re.

21. Kovetkezmény. Egy ferdén szimmetrikus mdtrixjdaték igazsdgos. Ha az x optimdlis stra-
tégidja a sorjdtékosnak, akkor az xT egy optimdlis stratégidja az oszlopjdtékosnak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a jaték szimmetrikus. A 20. tétel szerint 1étezik x* vektor,
amely optimalis stratégidja a sorjatékosnak. Valassza az oszlopjatékos az x* vektor transzpo-
naltjat. Ezzel a sorjatékos varhato kifizetése

n
xAxT = Y aijxixi =) aijpxix;+ ) ajixix; =0,
i,j=1 i<j i<j
azaz a sorjatékos maximdlis kifizetése nem lehet nulldnédl nagyobb. Ha az oszlopjitékos
egy optimdlis y* stratégidjat vessziik, teljesen hasonléan adddik, hogy a sorjatékos az y*
transzponaltjat haszndlva elérheti, hogy ne fizessen rd a jatékra. A 20. tételbdl tudjuk, hogy a
jatéknak van valamilyen v értéke. Mivel egyik félnek sem lehet pozitiv varhaté nyereménye,
a v csak nulla lehet. U

8.4. A Morra-jaték

Janos és Emil a kovetkezk szerint jatszik: egy fordul6ban elrejtenek egy vagy két forintot,
majd tippelnek, mennyit dugott az ellenfél. Ha pontosan egy jatékos tippel jol, akkor annyit
nyer, amennyit kozosen elrejtettek. Az Osszes tobbi esetben dontetlen lesz, pénziiknél ma-
radnak. Nyilvdnvald, hogy egy-egy jatékban mindketten a kovetkezd négy stratégia koziil
vélaszthatnak:

Rejts k-t és tippelj (-et (roviden [k, £]), ahol k=1, 2 és ¢ =1, 2. Ezek Janos és Emil tiszta
stratégidi, a hozzajuk tartozé A matrix pedig:

Emil tiszta stratégidi

(1,11 [1,2] [2,1] [2,2]
[1,1] 0 2 -3 0
Janos tiszta [1,2] | -2 0 0 3
stratégiai  [2,1] 3 0 0 -4
[2,2] 0 -3 4 0

3Ha az a,, nyeregpont, akkor a jaték értéke v = ay.
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Mivel az A matrixnak nincs nyeregpontja, a 20. tétel bizonyitasdban hasznalt LP feladatot
kell megoldanunk az optimadlis stratégidk megkereséséhez. Nyilvdn ez egy szimmetrikus
jaték, igy a 21. kovetkezmény alapjan joggal véarhatjuk, hogy a Morrdban Janos (és persze
Emil is) elkeriilheti a vereséget. Valéban, a Morrdhoz tartoz6 LP

max Z2
Z + 2x — 3x3 < 0
7z — 2x + 3xs < 0
z 4+ 3x; — dxy < 0
z — 3x + 4x3 + < 0
X1 + x + x3 + x4 = 1
X1, X2, X3, x4 > 0

Janos egy optimalis stratégiaja az x* = (0, 3/5, 2/5, 0), Emilé pedig az x* vektor transzponaltja,
mig a jaték v értéke természetesen nulla.

8.5. A modositott Morra

A jatékok elmélete (és a matematika) tele van meglepetéssel, és latsz6lagos ellentmondasok-
kal. Tegyiik fel, hogy Janos és Emil valtoztattak egy kicsit a Morra szabalyain, mert példaul
nem tudjdk egyszerre deklardlni a tippjeiket, el6re leirni pedig nincs kedviik. A j6zan ész
azt sugja, erre nincs is sziikség, hisz Emil azzal, hogy a sajat tippjét bejelenti, semmit sem
mond el arrdl, ami a kezében van. Természetes hat azt gondolni, hogy a mddositott Morra is
igazsagos.

Alkalmazzuk rd az elméletiinket. Janos az eddigieken kiviil négy uj tiszta stratégidval
rendelkezik: [k, S] és [k, D] k=1, 2, ahol az els6 koordindta azt mondja meg, hdnyat rejtsen,
a masodik, hogy ugyanazt (S) vagy ellenkez6 (D) tippet mondja be, mint Emil. Az 4j matrix
a kovetkez6:

Emil tiszta stratégiai

[1,1] [L,2] [2,1] [2,2]

[1,1] 0 2 -3 0

[1,2] -2 0 0 3

[2,1] 3 0 0 -4

Janos tiszta [2,2] 0 -3 4 0
stratégiai  [1,S] 0 0 -3 3
[1,D] | -2 2 0 0

[2,S] 3 -3 0 0

[2,D] 0 0 4 -4

Megoldva a hozzatartozé LP-t egy optimélis stratégia Janos szamdra példaul az x*=(0, 56/99,
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40/99, 0, 0, 2/99, 0, 1/99). Emil optimdlis stratégidja y*=(28/99, 30/99, 21/99, 20/99)*. A
jaték értéke pedig z¥ = w* = 4/99. Azaz a jaték hatdrozottan elé6nydsebb Janos szamadra,
ami els6 pillantdsra nehezen érthet6. Feloldddik a paradoxon, ha arra gondolunk, hogy bar
Emil nem ad informaciét a kezében 1év6 pénzrdl, de ad informaciét az éppen megjatszott
stratégidjarél. Igy az mér nem teljesen ismeretlen Jdnos szdmdra, kovetkezésképp & ki is
hasznalhatja ezt.

4A gyenge dualitds tétel miatt az Olvasé az LP megoldésa nélkiil is ellendrizheti az (x*,y*) megoldds par
optimalitdsat.
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9. fejezet

Egyszerisitési lehetoségek

9.1. Dominancia

Egy matrixjaték vizsgalatat célszerl azzal kezdeni, van-e nyeregpontja a matrixnak. Ha nincs,

csokkenthetjiik a jatékosok tiszta stratégidinak szamat, mig a jaték ,,lényege” nem véltozik.

Az A kifizetési matrix egy r sora domindlja az s sort, ha a,; > a;; minden j =1,2,...,n
esetén. Hasonldan egy r oszlop domindlja az s oszlopot, ha a; > a;; mindeni=1,2,..., m-re.

22. Tétel. Egy mdtrixjdtékra az aldbbiak igazak:

(i) Ha egy r sort domindl egy mdsik sor, akkor a sorjdtékosnak van olyan x* optimdlis
stratégidja, ahol x; = 0. Specidlisan, ha az r sort toroljiik a mdtrixbol, akkor nem
vdltozik a jdték értéke.

(ii) Ha egy s oszlop domindl egy mdsik oszlopot, akkor az oszlopjdatékosnak van olyan
y* optimdlis stratégidja, amelyben y; = 0. Specidlisan, ha az s oszlopot toroljiik a
madtrixbol, akkor nem vdltozik a jaték értéke.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy az r sort domindlja az s sor. (Hasonldan jarhatunk el akkor,
ha az s oszlop dominalja az r oszlopot.) A minimax tétel miatt 1étezik egy x*, y* optimdlis
stratégia pdr a jatékra. Médositsuk az x* stratégidt (X) ugy, hogy x; := x7, ha i#r, s, X, := 0 és
Xy :=x; +x;. (Mikor a stratégia az r-edik sort jatszand, akkor jatszuk helyette az s-ediket.) A

dominancia miatt nyilvanvald, hogy a sorjatékos varhaté nyereménye nem csokken. U
Példa:
-2 3 0 -6 -3
0 -4 3 2 1
A=hi=l6 27 4 5
7 -3 8 3 2

Aj-ben a 3. oszlop domindlja a 4. oszlopot.

41
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-2 3 -6 -3

0 —4 2 1
A=h=14¢ 5 4 5

7 -3 3 2

Aj-ben a 3. sor domindlja a 2. sort:

-2 3 -6 -3
A=A3=| 6 -2 4 5

7 -3 3 2

Asz-ban az 1. oszlop dominélja a 3. oszlopot:

3

-3
A=As=|-2 4 5
3 2

Ay-ben a 2. sor domindlja a 3. sort:
3

3

As-ben a 3. oszlop domindlja a 2. oszlopot:

3 -6
A=Aq =
Tovébbi egyszeriisités mar nem lehetséges, marad tehét az eredeti A matrix 1. és 3. sora,

illetve 2. és 4. oszlopa, mint tiszta stratégia. A probléma innen konnyen megoldhatd, ezt
tessziik a kovetkezd pontban.

—6
-6 -3
4 5

9.2. 2 x n-es és m x 2-es matrixok

Ha a jatek maétrixa 2 X n-es vagy m x 2-es, akkor a hozzatartozé LP feladat kozvetleniil meg-
oldhat6. Ugyanis példdul a 2 x n-es esetben a sorjatékos kevert stratégidi egyvaltozds opti-
malizaldsra vezetnek, egy x kevert stratégidra x = (o, 1 — ).

A 20. tétel bizonyitadsdnak elsd pontja szerint elég a

Ogloacli(l min{al,l(x—l—az,l(l — (X),a1’206+a272(1 — OL), ... ,a17n0L+a27n(1 — (X)}
feladatot megoldani. Azaz a célfiiggvény csak a-tol fiigg és a [0, 1] intervallumon kell ma-
ximalizdlni. A célfiiggvény itt n darab linedris fliggvény also burkoldja. Az optimum lesz a
jaték v értéke, az a* optimdlis helybdl pedig az x* optimélis stratégia adédik x* = (o*, 1 — o).

Analég médon jarhatunk el az m x 2 esetben; itt az oszlopjatékos stratégidjay = (3,1 —B)
alaku, a feladat pedig:

02%21max{a]’]ﬁ+a]’2<l — B),a271[3+a272<1 — B)}, - ,am7|[3+am’2(1 — B)}
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A jaték érték djfent az optimum, az oszlopjatékos y* optimélis stratégidja a felsd burkolo B*
minimum helyébdl jon, y* = (B*,1 — ).

Szerencsés esetben vagy 2 x 2 matrixra mindkét jatékos optimaélis stratégidja megkaphato,
ilyen az el6z6 példa befejezése:

max min{3a0—2(1 —a),—60+4(1 —a)} = max min{5o—2,—10a+4},

0<o<l 0<a<l

amibdl az optimum hely a két egyenes metszete o* = 2/5, v = 0. Az eredeti 4 x 5 jatékra
x*=1(2/5,0,3/5,0). Az y*-hoz optimalizdljunk az fels6 burkolén

Orgrlgglmax{?aﬁ —6(1—PB),—2B+4(1-B)}} = Orﬁnﬁiglmax{9ﬁ —6,—63+4},

és igy B* = 2/3, dsszeségében pedig y* = (0,2/3,0,1/3,0)T.

Megjegyzés. A nyeregpont és a dominancia altal adédé egyszerdsitések fiiggetlenek egy-
mastol, elképzelhetd, hogy az egyik miikodik, a masik nem.

4 0 1

A=10 4 1

332

Az a33=2 nyilvdnval6éan nyeregpont, de nincs a matrixban sor vagy oszlop dominancia.
Ez a lehetd legkisebb példa, a 2 x 2-es esetben a dominancia és a nyeregpont egyszerre jelenik
meg.
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10. fejezet

BIloff és alullicitalas

Kartyajatékokban gyakran el6fordul, hogy a jatékosok bloffolnek, holott a lap bemutatdsa
esetén veszitenének. (Hozzatehetjiik, nemcsak kartyajatékban van ez igy.) Madsrészt nem
mindig kezdeményeznek licitet (azaz konfrontaciot), habér azt biztosan megnyernék. Ezt a
viselkedést az emberi intuicidra hivatkozdssal szoktdk kezelni, mely igymond feliilemelkedik
a hétkoznapi logikdn. A Kuhn altal 1950-ben vizsgdlt egyszeri jatékkal illusztrdljuk, hogy
ez nem igy van, s a pokerjatékos viselkedése tokéletesen racionalis.

A jatékot 3 lappal (1, 2, 3) jatsszdk, mindkét jatékos egységnyi pénzt tesz be és kap egy
lapot. Ezutdn felvaltva licitdlnak/fogadnak, emelnek egységnyivel vagy passzolnak. A jaték
akkor fejezddik be, ha egy emelésre emelés, passzra passz, vagy emelésre passz hangzik el.
Az els6 két esetben megnézik a lapokat, €s a nagyobb lapot tarté viszi az 0sszes tétet, amit az
ellenfél fogadott. A harmadik esetben a passzol6 jatékos elveszti a jaték elején betett alapjat.

Az alabbi 6t kimenetel lehetséges ezek alapjan (A és B a jatékosok, a fogad, illetve passzol
a jatszamban tett akcidk, a végén pedig a nyeremény).

A passzol, B passzol 1 a magasabb lapot birtoklénak.
A passzol, B fogad, A passzol 1 B-nek.
A passzol, B fogad, A fogad 2 amagasabb lapot birtoklonak.
A fogad, B passzol 1 A-nak.
A fogad, B fogad 2 a magasabb lapot birtoklonak.

A lapok leosztdsa utdn A-nak hdrom lehetdsége van. (Ezek még nem A tiszta stratégiai,
azokba be kell foglalni azt is, hogy A ismeri sajat lapjat.)

1. Passz, és ha B fogad, djra passz
2. Passz, és ha B fogad, fogad
3. Fogad

Egy teljes utasitds készletet, amely A szdmara egyértelmlien megmondja mit tegyen egy
x1x2x3 hdrmassal irhatunk le Ggy, hogy az x; lehetOséget jatsza, ha a j lapot kapta. Példaul a
312 szerint A fogad, ha 1 van a kezében, mindig passzol, ha a 2-6t kapta, mig passzol az els6
forduléban a 3-ra, a masodikban pedig fogad rd. Ezek a harmasok tehat A tiszta stratégidi.
Hasonl6an B-nek négy lehet6sége van.
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1. Passz, barmit csinal A

2. Ha A passzol, passz; ha A fogad, fogad

3. Ha A passzol, fogad; ha A fogad, passz

4. Fogad, barmit csindl A.

B tiszta stratégidi az y;y,y3 harmasokkal irhatok le ugy, hogy az y; a j lap birtoklasakor jat-
szando lehetdség. A tiszta stratégia parok kimenetelét annak figyelembe vételével szadmitjuk
ki, hogy a lehetséges hat leosztds egyforma valdszintiségli. Példaul ha A a 312, B pedig az

124 tiszta stratégiat haszndlja, akkor a hat lehetséges jatszma és kimenetel az alabbi:

A kezében B kezében jaték menete

A nyereménye

1

W W NN =

2

N — W = W

A fogad, B fogad

A fogad, B fogad

A passzol, B passzol

A passzol, B fogad, A passzol
A passzol, B passzol

A passzol, B passzol

Igy A vérhat6 nyereménye = 1/6 (-2-2+1-2+1+1) = -1/3. Hasonlé médon szdmithaté ki a tobbi
lehet&séget. A 3 x 3 x 3 =27, B4 x4 x4 = 64 tiszta stratégidval rendelkezik, ami egy 27 x
64-es matrix vizsgalatat irja el6. Ennek kozvetlen vizsgalata, bar lehetséges, meglehetdsen
komplikalt lenne. Megprébélkozunk hat redukcidval, amely jelent6sen csokkenti a probléma
mértékét, de szolgaltat egy-egy optimadlis kevert stratégiit, illetve ezeken keresztiil a jaték

értékét is.

Kezdjiik azzal, hogy az 1 lapot birtokolva barmely jatékos foloslegesen veszitene egy
egységet, ha egy fogaddsra fogadassal vdlaszolna, nem pedig passzal. Ugyanigy, ha a 3-as
lap van a kezében, értelmetlen lenne egy fogaddsra passzal vélaszolni, tovdbbd egy paszt
kovetéen nyugodtan fogadhat. Kijelenthetjiik tehat, hogy A-nak van legaldbb egy optimalis

kevert stratégidja, amelyben:

(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. lehetOséget.

(i) Ha 3 van a kezében, nem jatsza az 1. lehetséget.

Ugyanigy B-nek van olyan optimdlis kevert stratégidja, amelyben:

(i) Ha 1 van a kezében, nem jatsza a 2. €s 4. lehetdséget.

(i) Ha 3 van a kezében, nem jtsza az 1., 2. és 3. lehetGségét.

Ugy képzeljiik ezt, hogy a 2xpx3 és az xjx1 tiszta stratégidk egyszertien elérhetetlenck A
szdmadra, csak ugy, mint B szdmdra a 2y,y3, 4y2y3, y1y21, y122 €s az y1y,3 tiszta stratégidk.
ElképzelhetS, hogy ezzel elveszitjiikk az optimalis stratégidk egy részét, de bizonnyal marad

(© Pluhar Andras, SZTE

© www. tankonyvtar. hu



www.tankonyvtar.hu

46 10. FEJEZET. BLOFF ES ALULLICITALAS

legaldbb egy optimdlis kevert stratégidja mind A-nak, mind B-nek. Ebbdl kovetkezéen a
redukalt jaték értéke megegyezik az eredetivel.

A fenti tiszta stratégidk kikiiszobolése utdn A-nak 12, B-nek 8 tiszta stratégidja marad. Mi
tobb, tovabbi egyszerlsitésre adodik alkalom. Ha A-nak 2 van a kezében, akdar passzolhat is
az els6 forduldban, hisz B tartézkodik a 2. lehet6ségtdl, ha 1-et birtokol, illetve az 1. és 3.
lehet&ségtdl, ha 3. tart a kezében. Igy viszont A méasodik lehetdsége pont olyan j6, mint a 3.
Eldobhatjuk hat A tiszta stratégidi koziil az x;3x3-at. Hasonl6an, ha B a 2 lapot kapta, akkor
az 1. lehet6sége ugyan olyan j6, mint a 3., és 2. se rosszabb, mint a 4. Ezek alapjan B tiszta
stratégiai koziil elhagyhat6 az y;3y3 és az y;4ys.

Ezek utdn A-nak mdér csak 8, B-nek pedig 4 tiszta stratégidja marad, a redukalt jaték matrix
pedig attekinthetdbb (s céljainknak megfelel).

114 124 314 324

112 0 0 —1/6 —1/6

113 0 1/6 —1/3 —1/6

122|—-1/6 —1/6 1/6 1/6

123 | —1/6 0 0 1/6

312 1/6 —1/3 0 —1/2

313 1/6 —1/6 —1/6 —1/2

322 0 —-1/2 1/3 —-1/6

323 0 —-1/3 1/6 —1/6

Az ebbdl keletkez6 LP feladatokat megoldva A szamara egy optimalis kevert stratégia az

(1/3, 0,0, 1/2, 1/6, 0, 0, 0), B szdmara a (2/3, 0, 0, 1/3), a jaték értéke pedig -1/18. A jaték,

ahogy sejtettiilk, nem igazsigos. A optimdlis stratégidjat célszerli egyszer(ibb utasitdsokka
alakitani:

(1) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehetOséget 5 : 1 ardnyban.
(i) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehet6séget 1 : 1 ardnyban.
(iii)) Ha 3 van a kezében, akkor keverje a 2. és 3. lehet&séget 1 : 1 ardnyban.

Vegyiik észre, hogy az instrukci6 bloffre buzdit (azaz fogaddsra az elsé menetben, mikor a
legkisebb lapot - 1-et - kapta A) hat esetbdl egyszer, €s tartdzkoddsra a tét emelésétdl (azaz
passzra az elsé menetben a legnagyobb lap birtokldsakor) az esetek felében. Hasonloképp
fogalmazhaté B optimélis stratégidja:

(i) Ha 1 van a kezében, akkor keverje az 1. és 3. lehet6séget 2 : 1 ardnyban.
(i1) Ha 2 van a kezében, akkor keverje az 1. és 2. lehet6séget 2 : 1 ardnyban.
(iii)) Ha 3 van a kezében, akkor valassza mindig a 4. lehetdséget.

Ezzel B kis lapot (1, 2) tartva az esetek egyharmaddban bl6ffol, a licitt6l viszont nem tart6z-
kodik sohasem.
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11. fejezet

A Yao-elv és alkalmazasa

A bonyolultsag elmélet legnehezebb problémai az alsé korlatokkal kapcsolatosak, azaz meg
kell mondani, hogy egy adott er6forrdsbol legaldbb mennyire van sziikség egy feladat meg-
old4sandl. Ezt kérdezhetjiik a legrosszabb esetben vagy az atlagos esetben, mig a vdlaszt
tobbnyire az input méretének' fiiggvényében keressiik.

Tovabbi nehézséget jelent, ha véletlen algoritmusokrol van szo, itt természetesen az at-
lagos eset vizsgalatnak van értelme. A Yao-elv éppen ekkor hasznos, 6sszekot két, latszdlag
tavoli dolgot: a véletlent haszndl6 algoritmusokat és a véletlen inputokat. Sokoldaldan hasz-
ndlhat6 technika, ezért is kapta az elv nevet; mi itt két formdjat és alkalmazasat tekintjiik
at.

11.1. Az eredeti forma és egy példa alkalmazasa

Tekintsiink egy F' feladat osztdlyt fix input mérettel, €s egy véges sok véletlen bitet felhaszn4-
16 algoritmust erre a feladatra. Ha rogzitjiik ezeket a véletlen biteket, akkor egy determinisz-
tikus algoritmust kapunk, amit cimkézhetiink ezzel a bitsorozattal. Igy a véletlen algoritmus
folfoghat6 egy véletlen eloszldsnak a determinisztikus algoritmusok egy halmazén.

Néhany jelolés: D determinisztikus algoritmusok egy halmaza F osztdlyra, R a véletlen
algoritmusok D-bdl a fenti médon képzett halmaza. § az 6sszes lehetséges inputok halmaza,
P az osszes eloszlasok halmaza S-en, és f: D x S — R. Az f(D,o) azt jelenti, mennyi
er6forrdst igényel a D € D determinisztikus algoritmus, ha az ¢ € S inputon szamol.

Az erdforrasfelhaszndlas felfoghat6 jatékként; a sorjatékos egy o inputot valaszt, az osz-
lopjatékos egy D algoritmust, mig az A matrix a(g p) eleme f (D, G).2 A Yao-elv nagyjabol
az, ha megadott az inputoknak egy d eloszldsa, amelyre minden determinisztikus algoritmus
vdrhatoan legaldbb K koltségti, akkor véletlen algoritmusok vdrhat6 koltsége sem lehet K-nél
kisebb a legrosszabb esetben.

'A méret alatt az input lefrdsahoz sziikséges bitek szamat értjiik.
’Ez a mitrix végtelen is lehet, igy az alabbi lemma nem egyszer(i kovetkezménye a minimax tételnek.
Tovabb4, mig a minimax tételnél az egyenléség fontos, itt igazdbdl a trividlis egyenlStlenség a 1ényeg.
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48 11. FEJEZET. A YAO-ELV ES ALKALMAZASA

23. Lemma (Yao-elv).

sup inf E | f(R,0,4)| < inf supE R,o
d:glee@ alf( d)]_Reﬂicgg r[f(R,0)]

Bizonyitas: Legyen sup,.pinfrepEq[f(R,04)] = C és tegyiik fel, hogy van olyan R € R,
hogy supscsEr[f(R,0)] < C. Ekkor viszont minden d € P-re ill a E; [Eg[f(R,0)]] <C.
Mivel C véges, hasznélhatjuk a Fubini tételt, azaz

Eq [Er[f(R,0)]] = Er [Eq[f(R,0)]] < C.

Ebbdl adédik, hogy 1étezik olyan D € D, melyre E,[f (D, )] < C. O
Keressiik a pénzt

Adott n szdmozott doboz és az egyik tartalmaz egy bankjegyet. Ahhoz, hogy lassuk egy
doboz tartalmat, ki kell nyitni, és a minimélis szdmu nyitdssal szeretnénk megtalalni a pénzt.
Nem tdl meglepd, bar a Yao-elv nélkiil nehezen bizonyithat6 az aldbbi allitds:

24. Lemma. A legjobb véletlen algoritmus vdrhaté nyitdsszdama (n+1)/2.

Bizonyitas: ElGszor egy véletlen algoritmust javaslunk: Dobjunk egy szabdlyos érmét, és
ha fej, akkor nézziik meg a dobozokat {1,2,...,n}, ha pedig irés, akkor az {n,n—1,...,1}
sorrendben. A vérhat6 nyitdsszam (n+ 1)/2, hisz ha a pénz az i-edik dobozban van, akkor
egyarant 1/2 val6szintiséggel i illetve n —i+ 1 1épest tesziink, azaz a kinyitand6é dobozok
szdma étlagosan (n+1)/2.

A Yao-elvet haszndljuk az alsé korlathoz. Helyezziik a bankjegyet véletlen egyenletes
eloszldssal az n doboz valamelyikébe. Egy determinisztikus algoritmusok koziil elég azokat
nézni, amelyek nem nyitnak ki kétszer egy dobozt. A szimmetria miatt feltehetd, hogy a
legjobb algoritmus az {1,2,...,n} sorrendben nyitja ki a dobozokat. A varhaté 1épésszam,
és egyben a legjobb véletlen algoritmus varhaté nyitdsszdmara adodik

— i nt

inf supEp|f(R.G)] > sup inf Es[f(R.G,)] — .
Anf sup rLf( ’6)]_22352@ alf(R,64)] ;n 5
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12. fejezet

Nem zérusosszegil jatékok

Az életben el6fordul6 jatékoknak csak kis része zérus Osszegli, a legtobb esetben nem ez a
helyzet. Ezekkel a jatékokkal hihetetleniil sokféle problémat modellezhetiink. Sajnos ennek
dra van. A zérusosszegll jatékok elméletében oly hasznosnak bizonyult kevert stratégidk
altaldaban nem adnak j6 vdlaszt, mi tobb, mar azt sem konnyd megfogalmazni mit értsiink
optimélis megoldés alatt. Nem 4ll médunkban az 6sszes koncepcio ismertetése, még kevésbé
részletes elemzése. Ehelyett vazolunk néhany Iényeges otletet, elsdsorban olyanokat, melyek
beleillenek az eddigi targyaldsmdodunkba.

A Nash-egyensily létezése véges jatékokban

A bizonyitdsokban a Brouwer-fixponttételt vagy az dltalanosabb Kakutani-fixponttételt
hasznaljdk. Mi az egyszerlibb Brouwer-tételt valasztjuk, anndl is inkdbb mert ez sok szallal
kapcsolddik a kombinatorikus jatékokhoz.

Definiciok. Egy G = (N, X, u) véges n-személyes (nem-kooperativ) jaték az alabbi:

N ={1,2,...,n}, a jatékosok halmaza,

X = X1 X Xp X --- X X;, ahol minden k-ra X; = {1,...,m}, azaz egy my elemi véges
halmaz, az k-adik jétékos tiszta stratégidinak halmaza,

u:X; xXpx---xX, — R", kifizetd fiiggvény, amelynek k-adik komponense a k-adik
jatékos nyereménye egy adott (iy,...,i,) € X stratégia n-es mellett.

A matrixjatékokhoz hasonléan értelmezhetjiik a kevert stratégidkat, az k-adik jatékosra ez
X;s .

k
X ={px=(P1:---»Pkm) : P > 0, minden i-re, és Y pr; = 1}.

i=1
A jatékosok egy adott kevert stratégidjara, azaz p = (py, ..., p,) esetén a k-adik jatékos var-
hato kifizetése g (p1,...,Pn)s

mi my
gx(Piy--spn) = Z Z Pl -« Priguk (i1, in).
i1=1 ip=1
Jelolje tovabba gi(p1, ..., pali) a k-adik jatékos varhato kifizetését, ha a k-adik jatékos a
pr kevert stratégiardl az i € X, tiszta stratégidra valt at,

gk(p1,--,pnli) = gk(P1, - P—1,0i, Pic+1 - - Pali),
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50 12. FEJEZET. NEM ZERUSOSSZEGU JATEKOK

ahol a §; az az eloszlds, amely az i-t egy valdsziniiséggel veszi fel. Vegyiik észre, hogy a
gk(p1,-..,pn) visszanyerhetS a g (p1, ..., pa|i)-k ismeretében, ugyanis

my
&P, pn) = Y, Prigk(p1,- -, pali).-
i=1

Definicio: Egy (pi,...,pn) € X* kevert stratégia profil Nash-egyensiily, ha minden k =
I,...,n-re és minden i € X;-ra

gk(p1s-- -, pal) < gk(p1s- -5 ).
25. Tétel. Minden véges n-személyes jdatéknak van Nash-egyensiilya.

Bizonyitas: Minden k-ra X, kompakt és konvex részhalmaza az R"-nek, ezért a C = X|' X
.-+ x X7 is kompakt és konvex része az R"-nek, ahol m = Y ' m;. Definidljuk az f fiiggvényt
gy, hogy az = (p1,...,pa) € C-te f(z) =7 = (p},..., p},), ahol

o= pri+max(0,gx(p1,- -, puli) — gk(p1,---,Pn))
ki — X .
X max(0,8x(p1s- -, pal) = k(P15 )

Minden py; > 0 és a nevezdt dgy vélasztottuk, hogy Z?Z 1Py =1, ezért 7/ € C. Tovébbd az
f fiiggvény folytonos, hiszen minden gi(p1, ..., p,) fiiggvény folytonos. Igy hasznalhatjuk
a Brouwer-fixponttételt, vagyis van olyan 7’ = (q1,...,q,) € C, amelyre f(Z') = 7. Ekkor
viszont
oo — ki + max(0, g ('[i) — gk (2'))
S

X max(0,gx(2']) — gk (<))

minden k=1,...,nési=1,...my,-re. Masrészt a g,(7) az 4tlaga a g;(7'|i) szdmoknak, igy
gr(Z]i) < gk(’) legaldbb egy olyan i-re, amelyre gi; > 0. Mivel a Z’ fixpont, erre az i-re igaz,
hogy max (0, g« (2'[i) — gx(')) = 0, azaz

B Gk.i

BT max(0, g4(Z]) — 8x(@)
Ez csak tigy lehet, ha Y% | max (0, g (2[i) — gx(2')) = 0, azaz gi(2'[i) < gx(<') minden k-ra és
i-re. Ez viszont azt jelenti, hogy (q1,...,q,) Nash-egyensiily. O

Megjegyzés: A bizonyitdasbol lathatd, hogy az egyensilyi helyzetek megkeresése az f fix-
pontjainak a megkeresését jelenti. Ez a matrixjatékok esetén linedris programozasi feladatra
vezetett, dltaldban sajnos sokkal nehezebb dolgunk van.
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13. fejezet
Bimatrix-jatékok

Ha két jatékos van, akkor két m x n-es A és B matrixszal leirhatok a sor és az oszlopjatékos
kifizet6 fuggvényei; specidlisan ezt bimdtrix-jdtéknak vagy (A, B) jatéknak hivjuk. Ezekben
joval tobbet lehet tudni a Nash-egyensulyokrdl, bar algoritmikus szempontbdl joval nehe-
zebbek, mint a matrixjatékok. Az elsd észrevétel analég a minimax tétel bizonyitdsanak
elsG 1épésével. Az egyszerliség kedvéért legyen M = {1,...,.m}, N={m+1,....m+n},
bix=Y",bx;ésay= ):;?:1 a; jyj, azaz a; (b;) az A (B) matrix i-edik (j-edik) sor (oszlop)
vektora.

26. Tétel (Nash). Az (x,y) kevert stratégia pdr Nash-egyensiilya az (A, B) jdtéknak akkor és
csak akkor, ha minden i € M és j € N esetén

x; > 0= a;y=maxa,y és y; > 0= b;x = maxbyx.
' Y e S T ken K

Bizonyitas: Ha x; > 0 és van .olyan‘k, amel}fre Z’]’.: 18k, Y >. Z?: 14ai.jyj, akkor rogzitett y
mellett az x; csokkentése noveli a sorjatékos kifizetését. A masik 4llitds hasonldan lathaté be.
O

A 26. tétel feltétele sajnos nem vezet linedris programozasi feladatra', ezért joval nehe-
zebb egyetlen egyenstlyt is megtaldlni, nemhogy az Osszeset. Ha megelégsziink egy meg-
oldéssal, akkor haszndlhatjuk az 1964-ben publikélt Lemke-Howson-algoritmust. A f6 ok
persze a megelégedésre a Lemke-Howson-algoritmus kdzponti szerepe; hasonl6 otleten ala-
pul Herbert Scarf hires tételének vagy David Gale hex tételének a bizonyitédsa.

13.1. A Lemke-Howson-algoritmus

Eldszor atfogalmazzuk a 26. tétel feltételét egy cimkézésbe. Jelentse X illetve Y a sor és
oszlopjatékosok kevert stratégidinak halmazait, és minden i € M és j € N esetén vegyiik az
alabbi halmazokat:

X(i):{x EX’X,‘:O} és X(j):{XGX‘bszkaVkEN},

'Kvadratikus optimalizaldsi vagy linedris komplementaritasi feladatként felirhat6, 1asd [12].
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52 13. FEJEZET. BIMATRIX-JATEKOK

Y(i)={y€Y|ay>ayVke M} é Y(j)={yeY|y;=0}.

Az x vektornak legyen k egy cimkéje, ha x € X(k), és hasonléan y egy cimkéje k, ha
y € Y(k) valamely k € MUN.

27. Tétel. Egy (x,y) kevert stratégia pdr Nash-egyensiily az (A, B)-jdtékban akkor és csak
akkor, ha minden k € MUN esetén vagy x € X (k) vagy y € Y (k) (vagy mindkettd) teljesiil.

Bizonyitas: Ha az (x,y) Nash-egyensily, akkor a 26. tétel miatt minden k € M UN vagy
x-nek vagy y-nak cimkéje, hisz ha példaul k € M és x & X (k), akkor x; > 0, azaz az y € Y (k)
kell dlljon. (A k € N eset teljesen hasonld.) Madsrészt, ha az (x,y) pér teljesen cimkézett,
akkor az x; > 0 esetén az x nem rendelkezik az i cimkével, azaz az y-nak kell. Ez viszont
éppen azt jelenti, hogy a;y > ayy minden k € M, azaz a;y = maxycp ary. Azy; > 0 eset ismét
hasonléan bizonyithato. U
Definicié: Egy x vektor tartdja, supp(x) := {i | x; > 0}. Egy bimatrixjaték nem degeneralt,
ha barmely kevert stratégidra az ellenfél legjobb tiszta stratégidinak a szdma nem haladja meg
az adott kevert stratégia tartéjanak méretét.

Megjegyzés. Beldthat6, hogy a nem degeneraltsdg azt jelenti, hogy a teljesen cimkézett
pontparok, azaz a Nash-egyensulyok, geometriai értelemben vett pontok. Pontosabban ha
egy (x,y) ilyen, akkor vannak olyan K,L C MUN, hogy |K| =m és |L| = n, az x és az y pedig
a cimkékbd] ad6dé egyenlStlenségek egyértelmii megolddsai. Igy ezeknek a poliédereknek a
csticsai kozott kell lenni a Nash-egyenstilynak, ha az van egyaltalan.”

Az algoritmus lefrdsdhoz a G és G, grifokat haszndljuk. G; pontjai az X halmaz m
cimkével rendelkezd elemei és a 0 € RM, melyet M elemeivel cimkéziink. Két pont kozt
akkor van él, ha m — 1 k6zos cimkéjiik van. A G, grafot hasonlén definidljuk; itt a pontok
az Y halmaz n cimké;jd elemei, a 0 € RN, amely az N elemeivel cimkézett, és €l n — 1 kozos
cimke esetén van két pont kozott.

Definicié: A G| és G, grifok szorzata G x G, az a graf, amelynek ponthalmaza {(x,y) | x €
V(G1), y€ V(Ga)} az ((x,), (¥.Y)) € E(Gi x Ga) hax = és (1) € E(Ga) vagy y =¥/
és (x,x') € E(G)).

Egy k € MUN-re az (x,y) € V(G| X Ga) k-majdnem teljesen cimkézett, ha minden ¢ €
MUN\ {k} el6fordul vagy x vagy y cimkéjeként. A G| x G, egy éle pedig akkor k-majdnem
teljesen cimkézett, ha mindkét végpontjanak cimkéi csak a k-t nem tartalmazzak.

Minden (x,y) € V(G; x G3) egyensilypont pontosan egy (x',y") k-majdnem teljesen cim-
kézett ponttal szomszédos. (Ha példaul k az x cimkéje, akkor egy szakasz pontjai elégitik ki a
maradék cimkék dltal meghatarozott egyenl6tlenségeket. Ennek a szakasznak az egyik vég-
pontja x, a masik az x’ lesz, mig y = y. Hasonlé a helyzet, ha k az y cimkéje.)

Ha egy (x,y) k-majdnem teljesen cimkézett, akkor pontosan két szomszédja van G| x G»-
ben, hiszen ha elhagyjuk az x és y kozos cimkéjét, akkor G-ben vagy G;-ben vehetiink egy-
egy szomszédot: a keletkezd szakaszok masik végpontjdnak megfeleld grafpontot. Azaz,
ha a G*¥ a G| x G, k-majdnem teljesen cimkézett élei dltal feszitett részgrafot jeloli, akkor
egy pont G¥-beli fokszdma vagy egy vagy kettd. (A nulla foki pontok nem részei a feszitett
részgrafnak.) Ebbdl kozvetleniil jon Lemke és Howson tétele:

ZA 25. tételtd] fiiggetlen bizonyitast adunk a Nash-egyensiily 1étezésére.
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28. Tétel. Legyen (A,B) egy nem degenerdlt bimdtrix-jdték és k € MUN. A G* grdf diszjunkt
utakbdl és korokbdl dll. Az utak végpontjai az egyensilyi helyzetek és a (0,0) mesterséges
egyensiily. Specidlisan a Nash-egyensiilyok szama pdratlan.

A Lemke-Howson algoritmus a (0,0) pontbdl indul, kivélasztunk egy k € M UN-et és a
k-majdnem teljesen cimkézett éleken lépkediink és az Gt mdsik végpontjdba érve egyensu-
lyi ponthoz érkeziink. Megjegyezziik, hogy nem minden egyenstily kaphat6é meg a (0,0)-bdl,
azaz lehet olyan egyensily, amely minden k-ra masik komponensben van, mint a (0,0). Meg-
mutathaté az is, hogy minden n € N-re és paratlan ¢ € {1,...,2" — 1}-re van olyan n X n-es
(A, B) jaték, amelynek pontosan ¢ szamu Nash-egyensilya van.

Példa: Az (A, B) bimdtrixjatékban

(0,1) (6,0)
(A,B) = | (2,0) (5,2)
(3,4) (3,3)

A metszéspontok koordinatai: x; = (1,0,0),x! = (0,0, 1), x, = (0,1,0), x> = (0,1/3,2/3),
© =(2/3,1/3,0),y' = (1,0), y* = (2/3,1/3),y° = (1/3,2/3), ys = (0, 1), mig 01 = (0,0,0)
ill. 0, = (0,0). V(Gy) = {01,x1,x',x2,x3,x°}, V(G2) = {02,y',¥%,y,y5} és az aldbbi k-
majdnem teljesen cimkézett utakat kapjuk:*
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3 Az utak jobboldali végpontjai a Nash-egyenstilyok.
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13.2. 2 x 2-es jatékok

Ahogyan a zérusosszegli esetben, itt is lehet egyszerlibb megoldést taldlni. Ez azért hasznos,
mert 2 X 2-es jatékokkal tanulsdgos helyzetek modellezhetGek €s tovabbi dltalanositdsokat
vagy éppen specializaciokat tdimaszthatnak ala.

Az els6 eszkoz a dominancidk tisztdzdsa, amivel tiszta Nash-egyensulyokat kereshetiink.
Az (x*,y*) = ((x,1 —x), (y, 1 —y)) kevert stratégidkhoz felirjuk az f és g kifizetésfiiggvénye-
ket, ahol

flxy)=(x,1—x)A(y,1 —y)T illetve g(x,y) = (x,1 —x)B(y,1 —y)T.

Az egyensiilyt a df(x,y)/dx = 0, dg(x,y)/dx = 0 egyenletrendszer megoldédsa adja. Esz-
revehetd, hogy a Nash-egyensulyok szerkezete (szama, elhelyezkedése stb.) csak az A és
B matrixok elemeinek nagysdgszerinti sorrendjétdl fiiggnek, a konkrét értékektSl nem. En-
nek alapjan Rapoport €s Guyer megmutatta, hogy 78 1ényegesen kiilonbozo 2 x 2 jaték 1é-
tezik. Nem minden jaték egyformén érdekes, ha példdul ha ay; > a1 > ax > axp és
bi,1 > by > b1 > by, akkor az egyediili Nash-egyensily az x* = y* = (1,0), és a ja-
tékban sem varhaté mds prébalkozds. Négy jaték viszont problémadsnak bizonyult, ezek a
fogolydilemma, a gydva nyl, vezériirii és a nemek harca.*

Az aldbbakban ezeket mutatjuk be, lehetSleg életszerli helyzetekben ahol a megoldés
szavakban értelmezhetd és tanulsagos.

Fogolydilemma. Ezt a széles korben ismert példat el6szor Tucker irta le. Ez a vadalku lassan
ndlunk is meghonosodé intézménye 4altal keletkezd ,,jaték” egy klasszikus bimatrix-jaték. A
két elkiilonitett gyanusitott bevallhat egy blincselekményt vagy tagadhatja azt. Ha mindketten
vallanak, akkor 5 évet kapnak, mig ha csak az egyik, akkor 6 elmehet és a tarsa kap tiz évet.
Ha egyik sem vall, akkor csak egy évet érd cselekményt tudnak rdjuk bizonyitani.

| vall tagad
vall | -5,-5 0, -10
tagad | -10,0 -1,-1
Ebben a ,,k6z6s optimum” (Pareto-optimum) a tagad-tagad, ami nyilvdn nem Nash-egyen-
sulyi helyzet, hisz a vall-vall az egyediili ilyen.

Megjegyzés. A fogolydilemma tobbdimenzids altalanositdsdnak tekinthetd az Un. kozlegeldk
tragédidja jaték. Ebben n jatékos haszndlhatja a k6zosen tulajdont egyiittmikodd vagy 6nzd
moédon. Ha k 6nzd jatékos van, akkor az egytittmiikodSk (2n — k — 2) /n, az onzdk (2n —k +
2)/n kifizetést kapnak. A Pareto-optimum az egyiittmiikodés 2 — 2 /n nyereséggel, viszont
barmely esetben az egyiittmiikdé jatékos novelheti az esedékes kifizetését onzéssel. Igy az
egyetlen Nash-egyenstily a teljes 6nzés, k = n, ami 1 — 2/n-es kifizetést hoz; a jatékosok
nyereményének az 0sszege minimalizalddik.

Gydva nyul. A versengés masik alaptipusa jelenik meg ebben a jatékban. Itt két egymadssal
szemben hajt6 autds koziil az veszit, aki kitér. Viszont ha egyikiik sem tér ki, akkor 0sszeiit-
koznek és a veszteség még nagyobb:

4Eredetileg Prisoner’s dilemma, Chicken game, Leader game és Battle of sexes.
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‘ kitér nem tér ki
kitér 0,0 -1,2
nemtérki | 2,-1 -10,-10

Itt két tiszta Nash-egyensily van, x* = (0,1), y* = (1,0) és azx* = (1,0), y* = (0,1). Az
fenti moédon definiélt fiiggvények

flx,y) =9+ 12y —11lxy— 10 és g(x,y) =9y+ 12x— 11xy — 10.

Az df(x,y)/ox =9 — 11y =0, dg(x,y)/dy = 9 — 11x = 0 egyenletrendszer megoldédsa x =
y=9/11, azaz a kevert egyensily ebben x* = (9/11,2/11), y* = (9/11,2/11).

Nem vildgos persze, mit értsiink a kevert stratégidn az ilyen esetekben, hogyan valdsulhat
meg az. Lényegében azonos szerkezetl a kovetkezd példa, csak az interpretacié mas.

Vezériirii. Egy ajtoban 0sszefut két ember, és szeretnének udvariasnak latszani, azaz elGre-
engedni a masikat. Ha egyszerre indulnak, az kétségkiviil kellemetlen, de a legrosszabb, ha
csak varnak egymdsra. Szamokkal kifejezve példaul:
‘ indul  vér
indul | 1,1 2,3
var 3,2 0,0

Itt két tiszta Nash-egyenstily, és az x* = y* = (1/2,1/2) kevert egyensily van.

Nemek harca. Ebben a jatékban egy hazaspar esti programjanak a szervezést modellezziik. A
férfi jobban szeretne moziba menni, a feleség szinhazba. Mindkett&jiiknek fontos az is, hogy
egyiitt legyenek. Egy lehetséges matrixpar erre:

feleség

‘ mozi szinhdz

férj  mozi 5,3 2,2

szinhaz | 0,0 3,5
Az x* = y* = (1,0) és az x* = y* = (0,1) tiszta Nash-egyensilyok, illetve 1étezik egy
kevert egyensuly is, x* = (5/6,1/6), y* = (1/6,5/6). A probléma egyrészt a kooperaciéban
rejlik; mig a fogolydilemmaéban az 6nzés okozza a Pareto-optimumtdl valé eltérést, itt éppen
az Onzetlen viselkedés okozhatja a a legnagyobb bajt. A kevert startégia ezen egy kicsit segit,

13/6-os varhato kifizetéssel.

13.3. Evoliciosan stabil stratégia

El6szor a gydva nyul és a nemek harca jaték 1j alkalmazasait adjuk meg, melyek joval rea-
lisztikusabbak.

Galamb-héja. A modell illetve a jatékelmélet evolicids biolégidban val6 felhasznédldsa John
Maynard Smith gondolata. Egy galambfajon beliil - taldlkozds esetén - két egyed kozott két-
féle viselkedés lehetséges: kitérnek egymas eldl vagy harcba kezdenek. A kitéréssel esetleg
elvesztenek egy erdforrast (par, élelem, fészkelShely stb), mig a konfliktus sériiléssel, energia
vagy 1d6 pocséklassal jar. Ha mindkét galamb kitérne, akkor az egyikiik megszerzi az er6for-
rast, legyen ez egyenld esélyli. Egy ,,galamb” azaz békés egyed taldlkozik egy ,,héjaval” azaz
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egy harcias egyeddel, akkor a ,,galamb” kitér, elkeriili a sériilést, de elveszti az erd6forrdst, ami
igy a ,,héja” zsdkmanya lesz. Két ,,héja” taldlkozdsa mindkettSre nézve jelentSs hdtrannyal
jar.

Az egyedek vagy egyik, vagy a mésik viselkedést kovetik; kérdés, melyik a jobb? Konnyen
lathatd, akdr egyik, akar mdésik viselkedés valik kizarolagossa, egy olyan egyed, amely ettd]
a normatol eltér jelentds elénybe keriil.

Tehat a cél egy olyan stabil helyzet megtaldldsa, melyben az egyed szdmdéra nincs ok
valtoztatni a viselkedésén. Oldjuk meg ezt egy fiktiv kifizetési métrix esetén.

‘ galamb  héja
galamb 2,2 -1,5
héja 5,-1  -9,-9

Az ,,galamb-héja” eloszlas x és 1 — x, azaz x val6szintiséggel békés egy egyed, 1 — x-szel
agressziv. Feltéve, hogy a populécié elég nagy, egy ,,galamb” varhatéan 2x — 1(1 —x) = 3x—
1, egy ,,héja” pedig Sx — 9(1 — x) = 14x — 9 nyereséget konyvelhet el. Egyensily, akkor van,
ha 3xp — 1 = 15x9 — 9, vagyis xo = 2/3. Tehdt a populdcié el6re meghatdrozhaté aranyban
mutat békés vagy harcias viselkedést.” Nem megleps, ha csokkentjiik az erforrds értékét
illetve az id6ét, akkor a békés, mig ha a sériilés kockéazatét, akkor a harcias viselkedés terjed
a populédciéban. Ezt az aprécska modellt nehéz tilértékelni: meglepden széles a jelenségek

kore, melyre képes magyardzatot adni.

Szerkezetében azonos a nemek harcaval a melyik oldaldn haladjunk az iitnak jaték. Két
autd halad egymassal szemben €s a taldlkozdsndl dontenitik kell, hogy az ut jobb vagy bal
sz€lére huzodjanak. A kissé fiktiv 1 értéket rendelve a biztonsdgos tovabbhaladashoz, illetve
a —10 értéket az Osszeiitkdzéshez, az aldbbi matrixot kapjuk:

Bal Jobb
Bal 1,1 -10, -10
Jobb | -10, -10 1,1
Mind a (Bal, Bal), mind a (Jobb, Jobb) Nash-egyensiilyi helyzet, de ez nem sokat segit
rajtunk, ha belekényszeriiliink egy ilyen jatékba. A tarsadalmi konvencidkkal szokds koordi-
ndlni az efféle szitudcidkat, €s mint tudjuk a konkrét esetre mindkét megolddsra van példa.
Igy aztdn nem is baj, hogy a modelliink megolddsa nem egyértelmd. Ha az lenne, akkor
mar nem az életet {rnd le, hanem az el6itéleteinket. Mi tobb, 1étezik egy kevert egyensuly
x=(1/2,1/2)ésy* = (1/2,1/2). Ez torténik a gyalogos forgalomban, vagy egyes allitdsok
szerint az indiai Bangalore-ban.®

Felmertil a kérdés, mi egydltalan a kiillonbség a galamb-héja és a nemek harca jaték ko-
zott? MindkettGben két-két tiszta és egy kevert Nash-egyensuly van. Az egyensilyok azon-
ban nagyon nem egyformdk. A galamb-héja jatékban a kevert egyensily kis véltoztatas ese-
tén visszadll, a masikban viszont az egyik tiszta stratégidba zuhan. A Nash-egyensily ezen
tulajdonsagat az evoliiciosan stabil stratégia, roviden ESS fogalméval ragadhatjuk meg.

3 A jatékok alkalmazésa elég nehéz, hisz ritkan ismerjiik a pontos kifizetéseket és a jatékos racionalitdsa sem
garantdlhat6. Figyelemre méltd, hogy a leginkdbb racionalis viselkedést nem a tudatos gondolkodds, hanem az
oroklott tulajdonsagok okoznak.

®Minden nap reggel véletleniil 4ll be a forgalom egyik vagy mésik oldalra.
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Definicié. A x*,y* eloszlaspar evolicidsan stabil stratégia az (A, B) bimatrix jatékban, ha van
olyan € > 0, hogy barmely x,y eloszlasok esetén,

XAy" < x*Ay* és x*Ay < x*Ay”",

ha |[x* —x|| < eés ||y —y|| <&

Nyilvéanvalo, hogy minden ESS Nash-egyensuly is egyben, igy a fogalom az egyensulyok
finomabb osztdlyozdsat adja. Az alkalmazdsokban pedig azt jelenti, hogy hosszabb tidvon
csak ESS képzelhet6 el.

13.4. Extenziv faforma, részjaték tokéletes egyensily

A nem zérusosszegii jatékokat kezelhetjiik a kombinatorikus jatékokhoz hasonldan, egy faval
leiva az idében egymads utdn kovetkezd dontéseket; ez az extenziv formdja egy jatéknak.
Tipikus példa a Seltent8l szdrmazé druhdzldnc jdaték. Ebben a piacon 1évd multi (M) mellé
1éphet be egy gardzsbolt (G). Id6ben eldszor G dont, belép-e, b vagy kimarad, k, majd M,
hogy arversenyt inditson-e, n vagy dem 7. A levelekre M és G kifizetését irjuk.

(=2,-1) (3,1)

Egy extenziv formdhoz mindig van normadl forma, jelen esetben az aldbbi:

G
belép kimarad
M versenyez 2,-1 4.0
nem versenyez | 3,1 4,0

Két tiszta Nash-egyensily van x* = (0, 1), y* = (1,0), x* = (1,0), y* = (0, 1) mig a kever-
teknek egy végtelen’ halmaza x* = (1/2,1/2),y* = (y,1—y), 0 <y < 1. Ezek az egyenstilyok
kiilonboz8en interpretdlhatéak, és nem egyformdn redlisak. M x* = (1/2,1/2) stratégidja
felfoghatd, mint egy (nem tul hihet8) fenyegetés, amellyel megprobalja G-t elrettenteni a be-
1épéstSl. Az x* = (1,0), y* = (0, 1) csak vagydlom, hisz G kezdi a jatékot, és ha egyszer mar
belépett, akkor egyediil az x* = (0,1), y* = (1,0) Nash-egyensuly johet létre.

Mivel minden részfahoz rendelhetd normdl forma, mindegyikhez tartoznak Nash-egyen-
sulyok. Egy Nash-egyensuly részjdték tokéletes Nash-egyensiily, ha a jaték egy tetszdleges
részfajdhoz rendelt jatékban is Nash-egyensuly.

7A degeneréci6 miatt lehet egynél tobb.
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29. Tétel. Minden véges fdval extenziv formdban leirt jdtéknak van részjdték tokéletes Nash-
egyensiilya.

Bizonyitas: Teljes indukciéval. A gyokérbdl elérhetd részfakban van tokéletes Nash-egyen-
suly; az éppen 1épésen 1€ve jatékos azt az €lt valasztja, amelyik részfaban az ottani Nash-e-
gyensuly szerinti kifizetése a legnagyobb. U

Viltakozo ajdnlat jdtékok. Ezek a jatékok egy kétszemélyes osztozkoddst modelleznek, ahol
az egyik jatékos x-et, a masik 1 —x-et kap, 0 < x, 1 —x < 1. Paratlan fordul6kban az els6, pa-
rosokban a masodik jatékos javasol egy x-et. Ha ezt a masik fél pontosan a ¢-edik forduléban
fogadja el, akkor rendre a 8‘1_1)5, 8’2_1 (1 —x) hasznossaguk lesz, ahol a 81,9 € (0, 1) konstan-
sok. (Az id6 mulédsaval exponencidlisan csokken a hasznossdg; ez 6sztonoz megegyezésre.)
A jaték befejez6dhet eldre rogzitett N 1épés utdn: ha egyik fél sem fogadott el ajanlatot, akkor
semmit sem kapnak. A madsik lehet6ség, hogy tetszélegesen sokd jatszanak, ekkor viszont a
hasznossdg nulldhoz tart.

Ha N =1, akkor az elsd jatékos ajanlhat x = 1-et, a masik semmiképpen sem tudja ndvelni
a nyereményét. N = 2-re a részjaték tokéletes egyensuly x = d;, hisz a masodik jatékosnak
ezt mar nem érdeke elutasitani. Altaldban ha i tenné meg az utolsd, azaz N-edik, ajanlatot,
akkor legalabb Si-v/ %t kellett kapnia, hogy elfogadja az N — 1-ediket.

Ebbdl rekurzidval megadhato x; (N), az elsd jatékos kifizetése:

xl(N+2) =1- (1 —xl(N)Sl)Sz =1 —62+X1(N)8162.

Ha N = 2k, akkor

N/2—-1 . . N/2
_ ) (1=82)(1—(8162)"/7)
M) =(1-8) ¥ :id)' = =85, |

Ha N — oo, akkor xj (o) = (1 —82) /(1 — 81 92).

Hasonl6an kezelhetd a végtelen eset, ha u, up monoton ndvd hasznossagi fiiggvényeket
is belevesziink: & 'u; (x), 8 'ua (1 —x).

A részjaték tokéletes Nash-egyensuly (x*,y*)

S1ui(x*) = u1 (y*) és doua(1—y*) =ua(1 —x"),
attdl fiiggden, hogy az els6 vagy a masodik jatékos teszi az els6 ajanlatot.® Azaz az elsd
jatékos x*-t ajanl, és elfogadja a legaldbb y* ajanlatokat. Hasonléan a méasodik jatékos y*-ot
ajanl, és elfogad minden ajanlatot, amely legalabb x*. Ha 8; = 0, akkor a jaték szimmetrikus.

13.5. Korrelalt egyenstly

A Nash-egyenstilyt 1974-ben altalanositotta R. Aumann. Az alapgondolat, hogy az X-en,
azaz a lehetséges stratégidk 0sszes kombindcidjan adunk meg egy z eloszlast. Ezen eloszlas

8Belathatd, hogy a részjaték tokéletes Nash-egyensiilyndl mar az els§ ajanlatnak olyannak kell lennie, ami
elfogadhatd.
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szerint vdlaszt egy pdrtatlan megfigyel6 egy x € X-et, majd minden jitékossal kozli, neki
melyik stratégiat kell megjatszania, hogy x legyen az eredmény. (Nem mondja meg x-et, az
i-edik jatékos csak x;-t tudja meg.) A z eloszlas korreldlt egyensuly, roviden KE, ha egyik
jatékosnak sem éri meg eltérni a megfigyeld javaslatatol, feltéve, hogy a tobbi jatékos sem tér
el. Az egyszeriiség kedvéért bimétrix jatékokra formalizaljuk ezt.

Legyen (A, B) egy bimitrixjaték m x n-es matrixokkal és z egy eloszlas rajtuk, azaz z;; >
0,hal<i<m 1<j<nés Y} zj=1. A sorjatékosnak a megfigyel6 az i-edik
sort javasolja; ezt jatszva 2?21 a;jz;j lenne a vdrhat6 kifizetése. Ha ehelyett az (-edik sort
vdlasztja, akkor a kifizetése Z;!:1 ayzij. Tehat akkor nem €ri meg eltérnie a javaslattol, ha

n n
Z ajjZij = Z agjzij
Jj=1 Jj=1

minden 1 < ¢ < m-re.
Hasonléan, a oszlopjatékos kifizetését nézve

m m
Y aijzij = Y aiij
i=1 i=1

minden 1 < ¢ < n-re.

Ha (x,y) egy Nash-egyensiily, akkor a z = x”y" m x n-es mitrix egy korreldlt egyenstly.
Tovibbi a fenti feltételek szerint a korrelalt egyensiilyok halmaza egy konvex poliéder. Igy
egyrészt korreldlt egyensulyok konvex kombindciéja KE, masrészt linedris programozéssal
konnyen adhaté megoldas, sot, egy masodlagos célfiiggvény is optimalizalhaté ezek halma-
zan.

Példa. A galamb-héja jatékban az x* = y* = (9/10,1/10) Nash-egyensily vdrhaté kifizeté-
se 81/100+2(9/100) —9(1/100) = 9/10. Ezzel szemben z11 =z20 =0, z12 =201 = 1/2
korreldlt egyenstily 1 varhato kifizetést ad, azaz elénydsebb.

13.6. Cournot-egyensuly

Szintén kétszemélyes, de nem véges jatékkal ita le Cournot a piaci duopdlium esetét 1838-
ban. Az éltala bevezetett fogalom 1ényegében a Nash-egyensily, ezért Cournot-Nash-egyen-
sulynak is nevezik.

Cournot-duopdélium. Adott két véllalat, amely azonos minSségben ugyanazt a terméket allit-
jaels. Az els6 g1, a méasodik ¢ mennyiséget dob piacra, ahol az ar a p(q) = 50 — 3(q1 + q2)
inverz keresleti fiiggvény szerint alakul. A véllatok darabonkénti 6nkoltsége rendre 2 illetve
3, azaz a maximalizalni kivant hasznuk

f(q1,92) = (p(q1,92) —2)q1 és g(q) = (p(q1,92) —3)q2.
A 2 x 2-es jatékokhoz hasonl6an a (g7, q;) egyensily, ha megoldédsa a

of(q1,92) _ 5 4, 98(a1,42)

-0
9q1 g2
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60 13. FEJEZET. BIMATRIX-JATEKOK

egyenletrendszernek. Jelen esetben ez a g =49/9, go = 46/9, ami a p = 55/3 drat eredmé-
nyezi, a hasznok pedig rendre (49)2 /27 és (46)?/27. Figyelemre mélt6, hogy a monopSlium
vagy kartell, ha az els6 vallalat technoldgidjat haszndlja, akkor g = g1 = 8 termelést és p =26
piaci drat hoz, a haszon pedig 192. Azaz kevesebb vdsarld jut hozza a termékhez, és Ok is
joval dragébban.

13.7. Aukciok

Az aukci6 felfoghatd, mint egy mechanizmus, amely megmutatja egy aru értékét. A leg-
ismertebb az angol aukcio; ebben egy kezddarrdl indulva felfelé lehet licitdlni. A végén a
legtobbet ajanalé vasarld az ajanlatot kifizetve megkapja az arut. Kevésbé ismert a holland
aukcid, itt egy nagyobb (irredlis) kezdbarral kezdenek, de a licit visszafelé folyik, és az elso-
ként ajanlatot tevd vasarl6€ az aru az ajanlatot megfizetve. (Virdgot és halat drulnak igy, egy
visszafelé mozgd mutatdju 6ra szamlapjén jelenitve meg az aktudlis drat, amelyért elvihet az
aru.) A harmadik ismert az Vickrey-aukcio; ezt el6szor bélyeg addsvételre hasznaltak, majd
koncessziok bedrazasdra, illetve a Yahoo! és a Google a hirdetések helyét versenyezteti igy.
Ebben a potencidlis vevOk zart boritékban adjak le az ajdnlatukat, a legnagyobb ajanlat tevdje
kapja meg az arut, de a mésodik legnagyobb ajanlat osszegét kell megfizetnie. Szokdsos egy
negyedik forma, itt szintén zart boritékos megoldds van, de most a gydztes a sajit ajanlatat
fizeti meg.

Ezzel a Vickrey-aukci6 az angol, mig a negyedik tipus a holland aukcidval ekvivalens.
Béar nem a leggyakoribb, jatékelméleti szempontbdl a Vickrey-aukci6 igen elegans, hisz az
Oszinteség a legjobb stratégia.

Tegyiik fel, hogy n résztvevdje van az aukcionak, és legyen v; az aru értéke az i-edik
jatékos szdmdra mig b; az érte adott ajanlata, 1 <i < n. Az i-edik jatékos kifizetése

fibi) = vi—max . bj ha b; > max;.;b;
AP 0 kiilonben

30. Tétel. A Vickrey-aukcioban a v; ajanlat, i = 1,... n-re Nash-egyensiily.

Bizonyitas: Tegyiik fel el6szor, hogy b; > v;. Ha max;;b; < v;, akkor az i-edik jatékos a
v; ajdnlattal sem jdrt volna rosszabbul. Ha max;;b; > b;, akkor az i-edik jdt€kos elveszti a
licitet €s a kifizetése nulla lesz, csakigy, mintha v; lett volna az ajanlata. Ha v; < max 4 b; <
b;, akkor az i-edik jatékos kifizetése maximum nulla lehet, amit a v; ajanlattal el is érhet.

A masik lehetséges eset, hogy b; < v;. Ha max;.;b; > v;, akkor az i-edik jatékos a b; €s
v; ajdnlattal egyardnt elveszti a licitet €s a kifizetése nulla lesz. Ha max;.; b; < b;, akkor a az
i-edik jatékos megnyeri az drut, de ugyanakkora kifizetést érhet el a v; ajanlattal is. Végiil, ha
b; < max,;b; < v;, akkor a v; ajdnlat v; — max ;; b; > 0 kifizetést ad, mig a b; nullét. O
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14. fejezet
Kooperativ jatékok

Az n-személyes jatékok vizsgélatait Neumann Janos és Oskar Morgenstern kezdte el. Nem
valamiféle ,hdrom személyes sakk™, vagy a futball leirdsa a cél, hanem a racionélis osz-
tozkodds torvényeinek tanulmanyozdsa abban az esetben, mikor a jatékosok egy tetszdleges
csoportjanak ,.ereje” ismert.

Definicié: Egy n-személyes atruhazhaté hasznossagu kooperativ jaték alatt a kovetkezd rend-
szert értjiik:

Adott az N = {1,2,...,n}, a jdtékosok halmaza. Egy S C N halmazt koalicionak nevez-
ziik, és adott egy v : 2V — R (a koaliciékhoz egy valds szamot rendeld) tin. karakterisztikus
fiiggvény ugy, hogy v(0) = 0. Roviden a jele: (N,v).

Régebben megkovetelték a v fiiggvény szuperadditivitdsdt, azaz av(SUT) > v(S)+v(T),
ha S,T C N és SNT = 0 egyenlGtlenséget. A v(S) jelenti szemléletesen azt a hasznot (kifize-
tést, hatalmat stb.), amit az S-ben 1év{ jatékosok egymadssal 6sszefogva egyiittesen elérhetnek
(akdr a tobbiek ellenére is). A v(SUT) > v(S) 4+ v(T) az SNT = 0 esetén azt fejezi ki, hogy
a két csoport 6sszefogva legaldbb annyit elér, mint a kiilon szerzett haszon osszege. !

Példa 1. Ingatlan fejlesztés (két vdsdrlos piac)

Egy foldmiives 4altal birtokolt fold mezdgazdasédgi értéke 100 ezer dollar. Két vevd palya-
zik 14, az egyik lakdsépitéssel 200 ezer, a masik bevasarlé kozpont 1étrehozasdval 300 ezer
dollar hasznot érhet el a fold felhasznéldsaval. Vegyiik észre, hogy mig a foldmiives egyma-
gaban is képes haszndt venni a foldjének, addig az épiték nem. Ez a kovetkezd 3-személyes
jatéknak felel meg:

N ={1,2,3}, ahol 1: foldmiives, 2, 3 pedig a két vevgjelolt rendre 200000 és 300000
fejlesztési haszonnal.

v(0) =0 v({1,2}) = 200000
v({1}) = 100000 v({1,3}) = 300000
v({2h =0 v({2,3})=0
v({3})=0 v({1,2,3}) = 300000

'Az 6sszefogéssal ezt el is tudjék érni, hisz megtehetnék, hogy kiilon-kiilon jatszanak v(S) illetve v(T)
nyereményt szerezve, majd utdnna egyesitenék a nyereményiiket.
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Altaldban az érték a kiilonb6z3 tulajdonosok felhasznaldsdban a, b és ¢, ahol a < b < c.

Példa 2. A 16bbségi (szavazdsi) jdtékok
Ez a klasszikus 50%-+1 szavazattal megval6sulé dontéseket modellezi. Egy S koalicié nyerd,
ha megvan az ereje (tdimogatottsaga) egy dontés keresztiilviteléhez.

N=A{l,...,n}

W(S) = 1 esetén,,S nyer”
1 0 esetén,,S veszit”

(1, halS|>n/2
V() = { 0 kiilonben.

Példa 3. A siilyozott tobbségi (szavazdsi) jdtékok

Az i-edik jatékosnak w; szavazata van és g szavazat kell a gydzelemhez. N = {1,...,n}
1, ha Y wi>q
v(S) = i€s
0 kiilonben

Jeloljiik ezt a jatékot a rovidebb (q;wyi,wa,...,w,) formdval. Vegyiik észre, hogy példaul
a(3;2,2,2,2)jatékban a v fiiggvény nem szuperadditiv.

Definicio: Egy n-személyes jaték egyszerid, ha a v karakterisztikus fiiggvény csak 0 és 1
értéket vesz fel.

Példa 4. Az ENSZ Biztonsdgi Tandcs miitkddése.

A BT-nek 5 éllandé és 10 ideiglenes tagja van. Egy hatdrozat életbe 1ép, ha mind az 6t al-
landé és legaldbb négy ideiglenes tag megszavazza. Ez felirhat6, mint (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,
1,1,1,1,1) sdlyozott tobbségi jaték.

Imputaciok (elosztasok)

Az n-személyes jatékokban a jatékosoknak jutd ésszeri kifizetéseket akarjuk meghata-
rozni. Egy kifizetést egy x = (x1,x2,...,x,) n-dimenziés valds vektorral irhatunk le, ahol
x; az i-edik jatékos része. Aesophus meséjével ellentétben feltessziik, hogy az osztozkodést
csak a v karakterisztikus fiiggvény befolydsolja, valamint a jatékosok tisztdban vannak az
érdekeikkel és megvédik azokat.” Széba jon az aldbbi két szempont:

1. x; >v({i}),i=1,...,n, széban ,.egyéni racionalitds”

2. Y, xi=v(N), avagy ,,Pareto-hatékonysdg.”

Az 1. pont azt fejezi ki, hogy az egyik jatékos sem fogad el olyan kifizetést, amelynél
jobbat (koalicidk nélkiil) egymaga is képes elérni. A Y7 | x; < v(N) annyit tesz: nem oszt-

hat6 tobb, mint amennyi van. Az egyenl6ség viszont megkoveteli, hogy a jatékosok altal
megszerezhetd maximalis Osszeget (vagy éppen koltséget) osszuk szét.

ZVal6jdban ez elég erds és az életben ritkdn teljesiils feltétel.
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Definicio: Az olyan x € R” vektorokat, amelyekre teljesiilnek az 1. és 2. feltételek, im-
putaciéknak (elosztasoknak) hivjuk, az 6sszes imputacié halmazat pedig A(v)-vel jeloljiik.

Példa4. N ={1,2, 3}, v(S) =0, ha |S| < 2, mig v(S) = |S|/3 kiilonben.
Ekkor az imputdciok halmaza

3
AWv)={xeR’: x ZO,in: 1}.
=1

1=

Az imputaciok A(v) halmaza ,.tdl nagy”, igy dltaldban nem tekinthet6 megoldasnak. Kii-
16nb6z0, tobbé-kevésbé ésszert feltételekkel szokas szikiteni az A(v)-t, és a kapott részhal-
mazt deklardlni a 1étrejoheté megolddsok halmazédnak. A sokféle megkozelités szdmos vitara
adott alkalmat és a mai napig sem lehet egyértelmi gydztest hirdetni. Mi harom koncepcidt
fogunk vézolni, a mag (core), a stabil halmaz és a Shapley-érték fogalmat.’ Ezek mindegyike
nagyon tanulsigos.

Definicio: Ha x,y € A(v), akkor egy 0 # S C N hatékonyan preferdlja x-et y-nal szemben, ha
x; >y; minden i € S esetén és Y ;cgx; < v(S). Jelben x g y. Tovdbbd y domindlja x-et, ha van
olyan 0 # S C N, amelyre x >g y.

Az elnevezés és a motivacio nyilvanvalé. Azx; >y; i€ S miatt az S-beli jatékosok jobban

kedvelik x-et, mint y-t. A Y,cg < v(S) a hatékonysdg (elérhetség), ugyanis az S koalici6
kikényszeritheti az y elvetését és a szamara elonyodsebb x; (i € ) kifizetést garantdlhatja
tagjainak.
Példa 5. Vegyiik a 4. példdban szerepl§ jatékot ésaz x = (1/3,5/12,1/4),y=(1/2,1/3,1/6)
€s z=(9/24,1/3,7/24) vektorokat. Ldthat, hogy x,y,z € A(v), tovabbd x =53}y (x2 =
5/12>1/3=y3,x3=1/4>1/6=y3,8sx2+x3=5/12+1/4 <v({2,3}) =2/3). Hason-
16an beldthat6 a z - 3y x reldcié; ugyanakkor nincs olyan @ # S C {1,2,3}, amelyre z g y.
(Egy rogzitett S-re a ,,>g” relaci6 tranzitiv. Ezzel szemben ha ugy definidlunk egy ,,>" rela-
ciot, hogy x > y akkor és csak akkor, ha 1étezik olyan 0 # S C N, melyre x >g y, akkor ez a
= relacid nem tranzitiv.)

Definicio: Egy n-személyes jaték C(v) magja azon x imputaciokbdl éll, amelyeket egyetlen
y imputécié sem domindl.

Példa 6. Vegyiik a (7; 8, 1, 1) siilyozott tobbségi jatékot. Itt v(S) = 1,ha 1 € Sésv(S) =0, ha
1¢S. Ezért A(v) = {x:x; > 1,xp > 0,03 >06s Y3, x; = 1} = {(1,0,0)}, azaz |A(v)| = 1.
Mivel egy imputécié van csak, A(v) = C(v), és igy C(v) = {(1,0,0)}. Mint védrhaté volt, az
1 ,,viszi az egészet.”

3Nem idérendben haladunk, a mag fogalma (Gillies) 1959-bél, a stabil halmazé (Neumann és Morgenstern)
1944-bdl, mig a Shapley-érték (Shapley) 1953-bdl ered.
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15. fejezet
n-személyes jatékok, a mag kiszamitasa

Egy v karakterisztikus fiiggvényd jaték C(v) magjdban 1évG vektorok joggal tekinthetGek
ésszerl megoldasoknak. Ezzel azonban nem értiink a problémdak végére.

Példa 1. Szamoljuk ki a (2;1,1,1) sdlyozott tobbségli jaték magjat. Tegyiik fel, hogy
y € A(v). Ekkor valamely 1 <i < j <3 esetén y;+y; <1, hisz y; +y, +y3 = 1. Megmu-
tatjuk, hogy van olyan z € A(v) és 0 # S C {1,2,3}, amelyre z =g y. Az indexek cseréjével
feltehetjiik, hogy y; +y2 < 1, s mintegy a ,,maradékot” (y3-at) szétosztjuk az elsd és masodik
jatékos kozott: zy 1= yi +y3/2, z2 1= y2 4+ y3/2. Igy persze z ={1,2) y- Mdsszéval bdarmely
y € A(v)-re 1étezik olyan z € A(v) és nem iires S C {1,2,3} halmaz, hogy z >sy. Ez persze
azt jelenti, hogy a mag az iires halmaz, vagyis nem tudunk j6 megoldést javasolni.

Sziikségiink van tehat a mag szerkezetének jobb megértésére a kényelmesebb kiszami-
tas érdekében, mdsrészt tenniink kell valamit, ha a mag iires. Az elsé probléma konnyen
megoldhaté: a mag leirhatd, mint konvex poliéder.

31. Tétel. Ha egy (N,v) jdték v karakterisztikus fiiggvénye szuperadditiv, akkor az x imputd-
cio eleme a magnak akkor és csak akkor, ha minden S koaliciora a ¥ ;cgx; > v(S) egyenlét-
lenség teljesiil.

Bizonyitas: Legyen olyan x vektor, amelyre teljesiil az Osszes, a feltételben levs egyenlot-
lenség. Tegyiik fel, hogy van olyan y € A(v) és nem tires S C N, hogy y =g x. Ekkor y; > x;
minden i € S és Y ;csyi < v(S) a hatékony preferencia miatt, amibdl a

Y yi<v®) <Y xi<) yi
icSs ics icS
ellentmondds adodik.

A masik irdny bizonyitdsahoz tekintsiink egy, a feltétel valamelyik egyenl&tlenségét meg-
sérté x € A(v) vektort, és legyen 0 # S C N, amelyre sériil; azaz Y ;cgx; < v(S). Taldlni
akarunk egy olyan y € A(v) vektort és 0 # T C N halmazt, amelyre y >7 x. Az elébbiek miatt
v(S) = Yicsxi + €, ahol € > 0. Az y-t ugy allitjuk els, hogy az e-t ,.felosztjuk™ az S koalicid
tagjai kozott, azaz y; := x; +€/|S|, hai € S. Kérdés, mi legyen y;, hai & S ? Az y vektornak
benne kell lennie A(v)-ben, igy az egyéni racionalitds feltételeit nem sértheti, azaz y; > v({i})
minden i € N. Ezek automatikusan teljesiilnek, ha i € S, hiszen x € A(v) és y; > x; > v({i})
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ha i € S. Teljesiilnie kell tovabba a Pareto-optimalitdsnak, vagyis Y7, y; = v(N). Keressiik
hat az y;-ket i ¢ S-re a kovetkez6 alakban:

yi=v({i}) + 8
ahol 9; > 0. Ezzel

iiyi =Y xi+e+) v({i}h)+) 8,

icS i i

amibSla Y ;cxi +€=v(S) és Y7, yi = v(N) miatt kovetkezik a

v(N) =v(S) + ZV({Z}) + 251'.
iZs iZs

Atrendezve a §;-kre az aldbbi feltétel adédik:

) 8 =v(N) —v(S) = }_v({i}).

iZs iZS
Nevezziik a fenti egyenlet jobboldaldt 8-nak, és defindljuk majd a d;-ket a §; := 8/(n — |S])
formuldval. Ekkor az y imputéci6 lesz, amennyiben 6 > 0. (Val6ban, hisz Y7 | y; = v(N) és
vi > v({i}) i € N-re.) Végiil d nem negativitisinak megmutatdsara hasznaljuk a v fiiggvény
szuperadditivitdsdt; Y ;zgv({i}) < v(N\ S). Igy

3=v(N)—v(S) = Y v({i}) = v(N) = v(S) = v(N\S) > v(N) —v(N) =0,
iS
ahol az utolsé egyenltlenségben (v(N) > v(S) +v(N \ S)) ismét a szuperadditivitast haszndl-
tuk, és ezzel kész vagyunk. U

Példa 2. A tétel segitségével kiszamithatjuk a kordbban ismertetett ingatlan fejlesztés jaték
magjat.

Vv A(v) C(v)

v({1}) = 100000 x1 > 100000 A(v) elemei, melyekre
v({2}) =v({3})=0 x>0 (iii) x1 +x2 > 200000
v({1,2}) =200000  x3>0 (i) x1 +x3 > 300000
v({1,3}) =300000 (i) ¥3_, x; = 300000 x;+x3>0

v({273}) =0

v({1,2,3}) = 300000
(1) és (i1) = xp =0, (iil) = x1 > 200000, azaz a mag a kdvetkezd:

C(v) = {x: 200000 < x; < 300000,x; = 0,x3 = 30000 — x; }.

A varakozasnak megfelelden a 2. jatékos kiszorul az iizletbdl, és a foldet a 3. veszi meg egy
200 és 300 ezer dollar kozti osszegért. Ennél tobbet nem tudunk mondani, de ez természetes,
hiszen az a val6sdgban sem donthet6 el elére, mi lesz az ar. (Az fligghet az alkufolyamattol.)
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66 15. FEJEZET. N-SZEMELYES JATEKOK, A MAG KISZAMITASA

A kozgazdasagi alkalmazdsai miatt érdemes megemliteni az Gin. Bondareva-Shapley-
tételt. Ennek kimondaséhoz egy 4j fogalomra van sziikség. Ha adott egy (N, v) jaték, akkor
koalicick egy B C 2V halmaza kiegyensiilyozott, ha léteznek olyan Ag > 0 szdmok S € ‘B,
hogy minden i € N esetén Y gcp jesAs = 1 teljesiil. Az (N,v) jaték kiegyensilyozott, ha
koaliciok minden B kiegyenstlyozott halmazdra Y ¢ g Asv(S) < v(N).

32. Tétel. Az (N,v) jdték akkor és csak akkor kiegyensiilyozott, ha C(v) # 0.

' A bizonyitds az er6s dualitds tétel egyszerii alkalmazasa a 31. tétel 4ltal adott feltételrendszerre.
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16. fejezet

Stabil halmazok

Amennyiben a jaték magja iires, nem tudunk ésszerli megoldast javasolni, és ez is hasznos
informdcid. Elképzelhetd mas, stabilitast figyelembe vevd szempont alapjan torténd vélasztas
A(v)-bol. Ez volt Neumann és Morgenstern eredeti gondolata.

Egy G irdnyitott grafban egy S C V ponthalmaz fiiggetlen ha az elemei kozt nem futnak
élek, mig domindld, ha minden x € V \ S-re van olyan y € S, hogy (y,x) € E(G). S mag vagy
stabil halmaz, ha egyszerre fiiggetlen €s domindld. (Sajnos a magyar terminoldgia konnyen
zavart okozhat, mivel ez a mag az angolban kernel, mig az el6z0 tétellel karakterizalt mag
a core.) Egy (N,v) jaték imputacidinak A(v) halmaza felfoghaté egy G, grafként; V(G,) =
A(v), és (x,y) € E(G,) < x = y.

Definicié: Egy B C A(v) halmaz stabil halmaz az (N,v) jatékban, ha B mag (kernel, stabil
halmaz) a G, grafban.

Megjegyzés: A ,,masik” mag (core) is leirhaté a G, graf segitségével: C(v) azon pontok
halmaza A(v)-ben, amelyekbe nem fut be él, ha mint G,-beli pontként tekintjiik Gket.

Az elsd pillantdsra nem nyilvdnvald, mi értelme van a stabil halmazokat megolddsnak te-
kinteni. Az egyik motivécid lehet a stabil parositasi probléma, amelynek a megoldésai éppen
egy gréf stabil halmazai. Tovdbba stabil halmaz 1étezhet akkor is, ha a mag (core) iires.

Példa 3. A (2;1,1,1) silyozott tobbségi jatékra lattuk, hogy C(v) = 0.
Legyen B={(1/2,1/2,0),(1/2,0,1/2),(0,1/2,1/2)}, ekkor B stabil halmaz.

B fiiggetlen halmaz: Hapl. (1/2,1/2,0) =5 (1/2,0,1/2)=S={2},de 1/2 <v({2})
nem teljesiil; ellentmondas. A tobbi eset bizonyitdsa teljesen hasonlé médon torténhet.
B domindld halmaz: Legyen x € A(v), x = (x1,x2,x3). Hax; > 1/2, akkor xp,x3 < 1/2, de
ekkor (0,1/2,1/2) =23y (x1,%2,x3). A szimmetria miatt feltehetd, hogy x; > max{xz,x3},
igy az el6z6 megjegyzés miatt xp,x3 < 1/2. Ha x, vagy éppen x3 1/2, akkor x € B. Ha viszont
mindkett6 kisebb, mint 1/2, akkor (0,1/2,1/2) = 3y (x1,%2,x3). Hasonlé megfontoldssal
adédik, hogy kontinuum sok stabil halmaz van: minden ¢ € (0,1/2) esetén a B, := {(x1,1 —
¢ —x1,¢) : 0 <x; <1—c} halmaz stabil.

Példa 4. A 2. példaban kiszamoltuk az ingatlanfejlesztés jaték magjat. Barmely n-személyes
jatékra, ha B egy stabil halmaz, akkor C(v) C B. Itt egy B stabil halmaz feltétleniil bévebb
C(v)-nél, hiszen az

0

x = (100000, 100000, 100000) € A ()
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68 16. FEJEZET. STABIL HALMAZOK

imputéciora nem létezik olyany € C(v) és S C {1,2,3}, amelyre y >g x. Megmutatjuk, hogy
B = {(x1,x2,x3) : 100000 < x; < 300000,x, = 0,x3 = 300000 — x; } egy stabil halmaz.

B fiiggetlen: Legyen x,y € B és x =g y. Mivel x, =y, =0, az x; > yj, akkor és csak akkor,
ha x3 < y3, illetve x3 > y3 = x; < y;. Tehat S = {1} vagy § = {3}, ami lehetetlen.

B domindlo: Tegyiik fel, hogy egy y € B-re y, > 0. Legyen ekkor x = (x,x2,x3) := (y1 +
¥2/2,0,y3+2/2). Nyilvdnvaléan x € B és x (1 3} y-

Egy stabil halmaz tehat a mag altal sugalltdl eltéré megolddsokat is megenged. J6 tulaj-
donséga, hogy ,,0sztozkodast” irhat eld egy jatékban, amelynek iires a magja (lasd 3. példa).
Sajnos nem pusztdn a nehezen kiszamithatésagban hasonlit a magra; 1969-ben Lucas bebi-
zonyitotta, van olyan jaték, melynek nincs stabil halmaza. Egy mésfajta megkozelitést jelent
a Shapley-érték, amely a jatékosok ,.erejét”, alkupozicigjat hivatott modellezni.
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17. fejezet
A Shapley-érték

Shapley egy @ fiiggvényt kivant definidlni, amely minden (N,v) jatékhoz hozzéarendel egy
®(v) € RV vektort tigy, hogy a ®;(v) érték tiikrozze az i-edik jatékos hatdsit. Az eredeti 6tlet
egy atlagolds volt arra az értékndvekedésre, amit az i-edik jatékos egy koalicidba belépése
eldidéz.

Tekintsiik ehhez az N alaphalmaz Osszes permutécidjét, illetve egy, az i-edik jatékost
tartalmazé koaliciéra az S\ {i} és a N \ S lehetséges sorrendjeit igy, hogy a halmazok egy-
mds utdn kovetkeznek. Az értéknovekedés v(S) —v(S\ {i}), amit a fenti szerint dtlagolva a
Shapley-érték definicidja

Pi(v) = ), Y(ISH(S) —v(S\{i}),

i€ESCN

ahol y(k) = (k—1)!(n—k)!/n!.

A jatékosok értékelésére haszndlhatunk mads fiiggvényeket, sét, axiomatikus megkozeli-
tést is.!

Tegyiik fel, hogy az aldbbi axiomék teljesiilnek egy ¢-re, amely egy tetszSleges (N,v)
jatékhoz egy ¢(v) € RN vektort rendel:

1. Legyen m az N = halmaz egy permuticidja, és w(S) = v(n(S)) minden S C N-re. Ekkor
(])i(W) = q)n(i) (V), haie N.

3. Hav(S\{i}) = v(S) minden i € S C N-re , akkor ¢;(v) = 0.

4. Additivitds. Ha v és V' karakterisztikus fiiggvények az N halmazon és w = v+V/, akkor

o(w) =0(v) +0(v').

Megjegyzés: Az elsd axioma azt fejezi ki, hogy a jatékosok ereje fiiggetlen az elnevezésiik-
t6l (anonimitds). A mdsodik a Pareto-optimalitds, a megszerezhetd haszon teljes felosztdsa.

'Az el6bbire a Banzhaf-index lehet példa. A axiomatikus médszert a késébb tirgyalandé Nash-
alkumegoldads ihlette, csakigy, mint Arrow tételét. Shubik a Shapley-értéket a szavazasi jatékok specidlis esetére
vezette be, igy azokat targyalva Shapley-Shubik-értékként is emlitik.
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70 17. FEJEZET. A SHAPLEY-ERTEK

A harmadik szerint nulla az ,,értéke” annak a jatékosnak, akinek 1ényegében nincs befolyédsa
a jaték menetére. Végiil a negyedik azt koveteli meg, ha két jatékot jatszanak ugyanazon
jatékosok, akkor a két jatékbeli ,értékiik" a két jaték osszegeként kapott jatékban kapott ,.ér-
tékiik" legyen.

Vegyiik észre, hogy a & fiiggvény, amely eleget tesz ezeknek a szigoru feltételeknek.
Kicsit meglep&bb, hogy ezek az axidomak karakterizaljak is a ® fiiggvényt:

33. Tétel. (Shapley) Az (N,v) jdtékok halmazdn pontosan egy fiiggvény létezik amely eleget
tesz az 1-4 axiomdknak.

Példa 5. Tekintsiik az (51; 49, 48, 3) stlyozott tobbségi (szavazasi) jatékot.

. 1 1 1
i(v) = ) vISHOES) —v(S\{ih = Y}, F1-0)=2-2=23,
i€SCN ics,|s|=2""
azaz ®(v) = (1/3,1/3,1/3).
Példa 6. Ingatlanfejlesztés

@1(v) = 2 (({11) = v(0) + 55 [0:({1,2) —({(1D) + (({1,3) —v({1)]+

®5(v) = 5 [([1,21) ~v({21)) + 5, 0:({1,2.31) —v({1,3})) = 16666

Ps(v) = 35 [0:({1,3) —v({11) + 2 (v({1,2,31) —v({1,2}) = 66666

Az Olvasé méltan csoddlkozhat a @, (v) > 0 értékén, hisz kordbban azt lattuk, hogy min-
den (x1,x2,x3) € C(v) esetén xo = 0. A 2. jatékosnak ezek szerint nemcsak szerepe, de ereje
is van!

Példa 7. ENSZ, Biztonsagi Tandacs: (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)

Egy nem dllandé i tagra azon S minimalis koalicidk esetén nem nulla a v(S) — v(S\{i}),
amelyek mind az 6t dllando tagot €s pontosan harom ideiglenes tagot tartalmaznak az i-edik
tagon kiviil. Ezek szdma (g), mig ¥(9) =8!6!/15!, azaz

~ 0,001865

9\ 816! 4
@;(v) = -
i(v) (3) 15! 5.7-11-13

Az els6 és masodik axioma miatt ha j egy dlland6 tagja a BT-nek, akkor

1 —10d; -3
D;(v) = < i) _ 75“'13 ~0,1963.

Az ot dllandé tag birtokolja tehat a dontéshozatal befolyds (erd) tobb, mint 98%-at, mig az
ideiglenes tagok befolydsa a 2%-ot sem éri el.
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A Shapley-tétel kovetkezményei

7 2

Az egyszer( jatékokra (azaz, melyekben a v(S) = 0 vagy 1 minden S koaliciéra) a Shapley-
érték kiszamitdsa egyszerisodik.

i(v) = Y, vISHO(S) —v(S\{i}),
i€SCN
és most, v(S) —v(S\{i}) = 1 pontosan akkor, ha v(S) = 1 és v(S\{i}) = 0 kiilonben.
Legyen S; (i € S C N) az i-t tartalmaz6 nyerd koaliciok halmaza, melyek az i-t elhagyva mar

nem nyerdk. Igy
Pi(v)= Y, v(s)).
ieSes;

Példa 1. ENSZ Biztonsagi Tanacs

Mint lattuk a dontéshozatal itt egy (39; 7,7,7,7,7,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) silyozott tobbségi
jaték. Ha i egy nem 4alland¢ tag és S > i minimadlis nyerd koalicid, akkor S pontosan 5 dlland6
és 4 ideiglenes tagbdl éll. Ezen S halmazok szdma (g) igy

)= ¥ wlsh= ¥ 19 ()19 = 5515 ~ 0001865

IESES; IESES;
A szimmetria miatt, ha j egy dlland6 tag, akkor

®;(v) = 1 —109;(v)

5
mig az 5 dlland¢ tag egyesitett ereje ~ 0,98153. A példa mutatja, hogy egy sulyozott tobbségi
jatékban a jatékosok valddi ereje és a szavazataik szama kozott messze nem linedris a kapcso-
lat, illetve a gyengébb jatékosok érdekérvényesitd képessége tragikusan kicsi. Elképzelhetd
viszont, hogy 7 ideiglenes tag 0sszefog €s mindig egyiitt szavaz. Ekkor egyiittes erejiik 1/6,
csak ugy, mint az dlland6 tagoké ebben az esetben, mig a kimaradé 3 nem allandé tag ereje
nulla! A régi tandcs, divide et impera, matematikailag is aldtdmaszthat.”

~0,1963,

AL

Egyszerti jatékok esetében elegans valoszinliségi interpretidcidja adhaté meg a Shapley-
értéknek. Egy © permutacidjdra N-nek egy i elem pivotdlis, ha az i-t T-ben megeldz6 elemek
altal vesztes, de i-t hozzdvéve gyGztes koaliciot alkotnak. Ha egy S nyerd, S\ {i} vesztd

koalici6, akkor S-re nézve (s — 1)!(n—s)! szdmud permutdcidban lesz i pivotélis, ahol s = |S].

34. Tétel. Egy (N,v) egyszeri jdtékban a ®;(v) egyenld annak a valdsziniiségével, hogy az i
pivotdlis, amennyiben az N bdrmely permutdciojdt azonos valosziniiséggel vdlasztjuk.

Példa 2. Az ausztral parlamenti rendszer mikodése

Az orszag hat szovetségi allambdl 4ll, és a torvényeket ezek képviseldi, illetve a szo-
vetségi korményzat hozza. Az elfogadas feltétele, hogy legalabb 6t dllam, vagy két allam
és a szovetségi kormanyzat tdmogassa az adott torvényt. Egy permutdcidban a szovetségi

ZEzért is ideiglenesek a vétjoggal nem rendelkez tagorszagok, igy valdszintitlen az 6sszefogésuk, illetve
konnyebben befolydsolhatok.
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72 17. FEJEZET. A SHAPLEY-ERTEK

kormdnyzat pivotalis, ha a harmadik, a negyedik vagy 6todik helyen all. Ezek egymast ki-
zéar6é események, valdszintiségiik 1/7+41/7+1/7 =3/7. Az egyes dllamok Shapley-értéke
egyenl$, 4/7-1/6 =2/21, ami a szovetségi kormanyzat erejének két kilencede.

Felmeriil a kérdés, mi a Shapley-érték és az imputaciok kapcsolata.

35. Tétel. Egy szuperadditiv (N,v) jdatékban ®(v) € A(v).

Bizonyitas: A 2. axiéma szerint Y. | ®;(v) = v(N), igy a Pareto-optimalitds teljesiil. Az
egyéni racionalitds ®@; > v({i}) egyenlGtlenségei a kovetkez8k miatt dllnak. El8szor is a
v(S) —v(S\{i}) > v({i}) a szuperadditivitds miatt. Ezzel

i(v) > ) v(IShv({ih) =v({i}) Y v(ISh =v({i}),

ieSCN ieSCN
hiszen

¥ = () e = £ e - L

icSCN =1

Osszefoglalva az eddigieket, egy (N,v) jaték elképzelhetd megoldasai (kifizetései) az im-
putdcidk (elosztdsok) A(v) halmaza. Mivel A(v)-t

ixi = v(N) egyenlet és az x; > v({i}) (i € N)

egyenltlenségek hatdrozzak meg, A(v) egy konvex poliéder. A C(v) meg az A(v)-nek része,
és szintén poliéder, hiszen

Cv)={xeR": Y x; >v(S),S C N},
=
mig ha léteznek stabil halmazok, akkor egy stabil B halmazrdl tudjuk, hogy C(v) C B C A(v).
Végiil szuperadditiv jatékok esetén a Shapley-érték ®(v) vektora szintén A(v)-ben van.

Példa 3. Az ingatlanfejlesztés ,,megolddsai” (a koordinatakat ezer dollarban mérve).

X
300 2

®(v) = (217,16,67)

300 X1

X
3 300
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18. fejezet

A Nash-program

Nash mdr 1950-ben felvetette a kooperativ és nem kooperativ jatékok egységes kezelésének
gondolatit. A cél, hogy egy adott kooperativ jatékhoz alkossunk olyan nem kooperativ jité-
kot, amelynek Nash-egyensulya az eredeti jaték kivanatos megoldasa lesz. A forditott irdny
is fontos; itt az alku lehetdségét vizsgéljuk. Kezdjiik ezzel.

18.1. Nash-alkumegoldas

Adott egy X C R? korlatos konvex zart halmaz és d € R?. X-re tigy tekintiink, mint a kifi-
zetések lehetséges halmazara, amiben megegyezhet a két jatékos, mig a d kifizetést (status
quo vagy disagreement point) akkor kapjak, ha nem jutnak dtilére. Esszert feltenni, hogy
van olyan x € X, hogy d < x és minden x € X-re d < x.! A megegyezéstegy F : (X,d) — X
figgvénybe kodoljuk, ahol F-re természetes axiomakat tesziink fel:

(1) Invarians affin transzformacidkra

(ii) Pareto-optimalis”

(1i1) Fiiggetlen az irrelevédns alternativaktol

(iv) Szimmetrikus.

Az § = F(X,d) pontot Nash-alkumegoldasnak, roviden NBS-nek (Nash Bargaining So-
lution) nevezziik. Részletezziik az axiomakat.

(i) T4p : R? — R? affin transzformdécio, azaz Ty (x) := Ax + b, ahol

(5 Do)

gy F(X,d) =S = F(ta,(X),Tap(d)) = Tas(9).

(ii) szerint csak az X jobb-felss hatdra lehet megoldés, azaz az olyan (x1,x;) € X, amelyre
nem létezik (z1,22) € X ugy, hogy x; < zj, i =1,2.

A (iii) formdlisan F(X,d) =S, Y CX,Se€Y ésdeY = F(Y,d)=S.

A (iv) szerint ha X szimmetrikus az x; = x; egyenesre, akkor S ezen az egyenesen van.

IR2-ben y < x (y < x) akkor és csak akkor, ha y; < x; (y; < x;), i = 1,2 esetén.
2Jegyezziik meg, hogy ez a fogalom madst takar, mint a Shapley-értéknél hasznalt Pareto-hatdkonysag.
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74 18. FEJEZET. A NASH-PROGRAM

36. Lemma. (Nash) Tegyiik fel, hogy az X hatdrdhoz egy S pontban hiizott érinté olyan R és T
pontokban metszi a d-ben dllitott vizszintes és fiiggdleges egyeneseket, melyre S = (R+T) /2.
Ekkor S = F(X,d), azaz NBS.

Bizonyitas: Legyen d = (d;,d>) és S olyan Pareto-optimdlis pont, amelyre S = (R+7)/2,
tovabba, ha T = ([] ,l‘z) ésR = (1”1 , 1’2)

(0 e ()

Ekkor T45(d) = (0,0), Tap(R) = (0,1), tap(T) = (1,0) és t45(S) = (0.5,0.5). Legyen
Y ={(x1,x) :x1 +x2 < 1,x1,x2 > 0)}, azaz t4,(X) C Y. Most a T45(S) = F(Y¥,0) (iv) miatt
és mind a (0,0) és T4,(S) eleme a T4,(X) halmaznak. Igy a (iii) axiéma szerint T4, (S) =
F(tap(X),Tap(d)) és ebbdl az (i) miatt S = F(X,d). O

Példa: A fogolydilemmara X egy haromszdg, melynek csdcsai (—1,—1), (—10,0), (0,—10),
d=(-5,-5). S =(—1,—1), azaz a paradoxon elttinik.

37. Tétel. (Nash) Az F(X,d) az egyértelmii megolddsa a max(x; —dy)(xa —dy), (x1,x) € X
feladatnak.

Bizonyitas: A d origéba tolasaval feltehetjiik, hogy d = (0,0) és a célfiiggvény xx,. Utdnna
a megfeleld A matrixd T4 1= Ty (o) affin transzformacioval elérhetd, hogy a feladat egyértel-
mi® S optimum pontja az (1, 1) pontba keriiljon. Ha az X halmaz képe az x, = 2 — x| egyenes
alatt marad, akkor a 36. lemma miatt az (1,1) = F(t45(X),0), igy (i) miatt S = F(X,d). Te-
gyiik fel, hogy van olyan (x},x}) € T45(X), mely a x; =2 —x; egyenes folott van, feltehetd,
hogy x| < 1. Ekkor az m < —1 meredekségti, az I = [(1,1), (x],x})] szakasz része T4, (X )-nek
és van olyan (x},x3) € I, amire xjx; > 1. Ez viszont ellenmond S optimalitdsdnak, hiszen a
T4 hiperbolat hiperboldba visz €s monoton az x1x, szorzatra. O

18.2. Kalai-Smorodinsky-alkumegoldas

A Nash-alkumegoldds egyik gyengesége, hogy a gyakorlatban dltaldban a tobb lehet&ség
hasznosabb.* Legyen X; = conv{(1,0),(0,1),(3/4,3/4)}ill. X, = conv{(1,0),(0,1),(1,0.7)},
ahol conv{L} az L halmaz konvex burka.

Ekkor F(X1,(0,0)) = (3/4,3/4), mig F(X2,(0,0)) = (0.7,0.7), és a mdsodik jatékos
vélhetdleg nehezen érti meg, miért csokken a kifizetése a médsodik jatékban?

Kalai és Smorodinsky a (iii) fiiggetlenségi axiomét az (iii)’, un. monotonitdsi axioma-
ra cseréli. Vezessiik be ehhez az a(X) = (ay,ay) utdpia pontot, melyre a;(X) = max{x; :
(x1,x2) € X} és ax(X) = max{xy : (x1,x2) € X}. Tovédbbd affin transzformaciéval minden
feladat normdlt alakra hozhatd, azaz d = (0,0) és a(X) = (1,1).

(iii)’ Ha X; C X2 és (X;,d) normdlti =1,2-re és a(X;) = a(X2), akkor F (X;,d) < F(X>,d).
Az F fiiggvény Kalai-Smorodinsky alku megoldas (KSBS), ha az (i), (ii), (iii)” és (iv) axio-
maknak eleget tesz. Jelentse L(g,r) a g és r pontok dltal meghatdrozott egyenest.

3X konvex, korlétos és zdrt.
4Bar lattunk ra példat, hogy néha épp ellenkezdleg van ez.
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38. Tétel. Pontosan egy Kalai-Smorodinsky-alkumegoldds van. Ez a megoldds éppen az X N
L(d,a(X)) legnagyobb pontja az R?-beli < rendezés szerint.

Bizonyitas: A X NL(d,a(X)) # 0, hisz d < a(X) és vannak olyan x;,y; € R, hogy P| =
(x1,a2(X)) € X és P, = (a1(X),y1) € X. X konvexitdsa miatt L(P,P,) C X és |L(P;,P>) N
L(d,a(X))| = 1. Tehat X NL(d,a(X)) egy zart szakasz, amin a < rendezésnek egyértelm
maximuma van.

Ez a maximum pont, u(X,d), trividlisan teljesiti az (i), (i) és (iii)” axiémékat, mig a (iv)
azért kovetkezik, mert az affin leképzések a definidlé szakaszt szakaszba viszik és megtartjak
a rendezést.

Az egyértelmiiséget elég normalt feladatokra belatni. Legyen F egy KSBS és X| =
{x € R?:x>06és Iy € X,x <y}. Ekkor (X,0) is normalt, X C X és az (iii)’ csak gy
teljesiilhet, ha F(X,0) = F(X;,0). Vegyiik észre, hogy (1,0),(0,1) € X; és legyen X, =
conv{(1,0),(0,1),u(X;,0)}. Ekkor az (X»,0) normalt, szimmetrikus és X, C X;. A mono-
tonitds miatt u(X;,0) = F(X,0) < F(X;,0), de ez csak egyenl&séggel teljesiilhet, hisz nincs
X1-nek a u(X;,0)-nél nagyobb pontja. O
Megjegyzés: Mas feltételekkel Raiffa kordbban (1957) javasolta ezt a megoldast, és Crott
1971-ben kisérleti dton talalt r4 megerdsitést.

18.3. A NBS részjaték tokéletes egyensiilyként

A Nash-program szerint adnunk kell egy nem kooperativ jatékot, amelynek a Nash-egyensulya
megfelel az alkumegolddsnak. Ezt a kordbban megismert szimmetrikus véltakoz6 ajanlat ja-
tékok egy sorozatdval valdsithatjuk meg. Az u; és up hasznossagfiiggvényeket ugy definidl-
juk, hogy az X halmaz Pareto-hatdrdnak egy paraméterezése legyen az [0, 1] intervallum, és
az x € [0,1] esetén ad6dé hatdrpont (u1(x),uz(1 —x)) € R?.

39. Tétel. A NBS a szimmetrikus vdltakozo ajdnlat jdatékok részjdték tokéletes Nash-egyensii-
lyainak hatdrértéke, ha O tart az egyhez.

Bizonyitas: A 37. tételt hasznaljuk, amely alapjan az NBS a Nash-szorzat, azaz a g(x) =
(x1 —d1)(x2 — dy) fiiggvény maximum helye az X halmazon. Legyen x*,y* a valtott ajanlat
jaték egyensulya. Ekkor

1 (x) =ur () és Sua(y") = up(x").
gy
8(x") = ur (Wua (x7) = ur (¥)Bua (y°) = w1 (" )ua (y") = g(v")-
Azaz valamely ¢ € R konstansra a g(x) = ¢ hiperbola dtmegy mind az x*, mind az y* pon-
tokon, pontosabban a Pareto-hatar ezekkel paraméterezett pontjain. Ha 8 — 1, akkor |x* —

y*| — 0, azaz a hiperbola éppen érinteni fogja az X halmazt. Ekkor viszont az x* = y* hatar-
értek maximalizdlja a g fliggvényt, ami a NBS pontot jelenti. U
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19. fejezet

Stabil parositasok

A stabil parositds vagy stabil hdzassag probléma kival6 példa mind a gyakorlat és elmélet
viszonydnak szemléltetésére, mind a moho algoritmus egy djabb illussztracidjara. A prob-
lémakort eredetileg az USA-ban a 40-es évek kozepén kulmindl6 orvos gyakornok hidny,
illetve elosztasi zavar motivélta. A végzds orvosok ezreit kellett a kérhdzak dltal meghirdetett
helyekre beosztani; rdadasul mindkét fél (orvos vs. koérhaz) a sajat preferencidit igyekezett
érvényesiteni. Az eredetileg alkalmazott technikédk teljesen alkalmatlanna véltak 1947-re,
mikoris egy radikalisan 1j rendszert vezzettek be helyettiik. Erdekes médon ennek elméleti
vizsgélatit csak 1962-ben tette meg D. Gale és L. S. Shapley, s igazdbdl 6k nem tudtak a
problémardl: az egyetemi felvételi rendszert illetve a hdzassagok stabilitdsat akartdk model-
lezni.!

Mi az éltaluk vizsgélt legegyszerlibb modellt ismertetjiik, utalva rd, hogy igen sok 4lta-
lanositds sziiletett azéta. A stabil hazassdg problémaban adott n férfi, n nd és mindegyikiik
valahogyan rangsorolja az ellentétes nem tagjait; ez az illetd személy preferencia listdja. A
férfiakat gorog, a ndket latin betiikkel jeloljik majd. Igy példdul akkor mondjuk, hogy az o
(férfi) jobban kedveli vagy preferdlja A-t B-hez képest, ha a preferencia listdjan A el6rébb
van, mint B. A személyeket és preferencidikat leirhatjuk (duplédn) stlyozott paros grafokkal,
vagy matrixokkal is az aldbbiaknak megfelelGen:

Példa:
o
A B C
o 1,3 2,2 3,1
Bl3,1 1,3 2,2
v12,2 3,1 1,3 B
Y

'Néhény éve a magyar felsGoktatdsi felvételi rendszere is hasonld algoritmust hasznal.
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A matrix egy elemének els6 koordinatdja a megfeleld oszlop altal reprezentélt nd helye-
z€se a sorhoz tartozé férfi ranglistdjan, mig a masodik koordinéta a forditott helyezés.

A feladat egy olyan n-elemii M pérositds megaddsa, amely, legaldbbis valamely értelem-
ben, elképzelhetd. Gyakorlati és elméleti megfontolasok alapjan az alabbi definicié tlinik
ésszeriinek:

Definicio: Egy M parositds instabil ha vannak olyan o, B férfiak és A, B n6k, hogy (o, A) € M,
(B,B) € M, de B preferélja A-t B-hez képest, és A preferdlja B-t o-hoz képest. Egy M parositas
stabil, ha nem instabil.

A definicié motivaciéja kézenfekvd: feltehetd, hogy az instabil esetben B illetve A fel-
bontja pillanatnyi kapcsolatat, és egymassal 1ép kapcsolatra. A célunk egy stabil M parositas
keresése lesz majd, mdr ha van ilyen egydltaldn. (Megemlitets, hogy kordbban Halmos és
Vaughan is javasolt modellt optimalis hézasitdsra. Ok globélis optimumra torekedtek, azaz
a graf éleihez a hasznossagot jelentd szamokat rendeltek és a maximalis sulyu pdrositast
keresték. Ez matematikai szempontbdl nagyon sz€p €s sokat vizsgalt probléma, de jelen
alkalmazasban nem veszi figyelembe a lok4lis érdekeket, lehetéségeket.” Ezért legfeljebb ki-
kényszerithetd, mig a fenti stabilitds szerint egy M teljes parositds nem bomlik fel, ha magara
hagyjuk a rendszert.)

Kérdés persze, van-e egydltalan megoldds? A fenti példaban harom megoldds van: M| =
{(OC,A), (B?B)7 (Y? C)}’ M> = {(O(‘>C)> (BaA)a (Y?B)} es M3 = {(OC,B), (B?C)a (YaA)}'

M, M, M3
ol A (o] A o A
B B B B p B
Y C Y C Y C

Példa: A stabil hazassag mintdjara definidlhatjuk az Gn. szobatdrs problémat. Itt adott 2n em-
ber, akiket kétszemélyes szobdkba kell telepiteni €s az el6z6ekhez hasonléan preferencidkkal
rendelkeznek. Nyilvdnvald, ha adott négy személy (., 3,v,9d) ugy, hogy a, B és y preferencia
listdjan O az utolsd, o-én B, B-én y és y-én o az elss, akkor nincs stabil parositas.

2 Tovabbi nehézség, amely a mindenféle alkalmazasban el6jon, hogy honnan vegyiik a szamokat? Osszeha-
sonlitani konnyebb két dllast vagy jeloltet, mint szamszertien kiértékelni.
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78 19. FEJEZET. STABIL PAROSITASOK

B 1 2 Y
2

'3

o o

A példa fényében kellemes meglepetés az alabbi tétel.
40. Tétel. (Gale-Shapley) A stabil hdzassdg problémdnak mindig van megolddsa.

Bizonyitas: Val6jaban egy nagyon hatékony, mohd tipusu algoritmust adunk, melynek vég-
eredménye bizonyosan stabil parositds. Tradiciondlisan, hisz ez igencsak tradiciondlis eljards,
a megfeleld koznapi kifejezéseket haszndljuk a leirds sordn.

A eljarés els6 1épésében minden férfi ajanlatot tesz a kedvencének. Minden nd a legjobb
ajanlatot fogadja el, de ez csak annyit jelent, hogy ,,varakozo listira” helyezi a kér6t. A
madsodik 1épésben az elutasitott kérdk djra ajanlatot tesznek, ezuttal a preferencia listdjukon
2. helyezett holgynek. A nék ismét a pillanatnyilag legjobb ajanlatot fogadjak el; esetlegesen
lecserélve a varakoz6 listdn 1év6 kérdt. Hasonldan folytatdédik ez a késdbbiekben is: egy
elutasitott (vagy egy varakozé listardl lekeriilt) férfi a soron kdvetkezd jeldlttel probélkozik,
mig a nok a lehetd legjobb jeloltet tartjdk meg.

Legkés6bb n? — 2n + 2 1épés elteltével minden holgy kap legaldbb egy kérét, igy a vara-
koz6 list4jan is lesz majd valaki. (Ugyanis ha egy Iépésben van olyan nd, aki nem kapott még
ajanlatot, akkor lennie kell elutasitdsnak is ebben a 1épésben, illetve egy férfi csak egyszer
tesz ajanlatot egy nének.)

Mikor minden nd kapott ajanlatot, akkor véget vetiink az eljardsnak, és a pillanatnyi paro-
kat véglegesnek kidltjuk ki. Megmutatjuk, hogy az igy kapott M pérositds stabil. Tegyiik fel,
hogy van olyan a és A, melyre (a,A) & M, de o preferélja a parjdhoz képest. Ekkor viszont
o, valamikor ajanlatot tett A-nak és A elutasitotta 6t, azaz a varakozo listdjan o-ndl ,,jobb”
személy volt, s ha cserélddott is az6ta, csak még jobb lehet késébb. Igy A a parjat jobban

kedveli, mint o-t, azaz nincs instabilitas. ]
Példa:
A B C D
all,3 2,3 3,2 4,3
Bl1,4 41 3,3 2,2
Y122 1,4 3,4 4,1
o 4,1 2,2 3,0 1,4

Az algoritmus végrehajtasit egy tdblazaton kovethetjilk. Egy cella baloldali eleme az
adott 1épésben a sor 4ltal kédolt személytdl ajanlatot kapd, a jobboldali elem pedig a sor
ajanlatat elfogadott személy.
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1. 1épés | 2. 1épés | 3. 1€pés | 4. 1épés | 5. 1épés | 6. 1épés
oa| AA 0,A 0,A 0,0 B,0 CcC
B| A0 D,D 0,D 0,D 0,D 0,D
Y| B,B 0,B 0,0 AA 0,A 0,A
| D,D 0,0 BB 0,B 0,B 0,B

A kovethet6ség kedvéért felvettiik a férfiak preferencia listdit, ahol feliilvondssal jeleztiik,
ha mér tortént ajinlat:

a(A,B,C,D)

B(A,D,C,B)

Y(B,A,C,D)

5(D,B,C,A)

A megoldast az utols6 oszlop jobboldaléardl olvashatjuk le:

M= {(O(‘7C)’(B’D>7<%A)7(6=B)}'

Felmeriil a kérdés, tudunk-e valami kdzelebbit mondani a stabil parositdsok szerkezeté-
rol, Osszehasonlithatdk-e stb. Vegyiink két stabil pdarositast, M-et és M-6t. Az M, férfi
szempontbdl jobb, mint M>, ha minden férfi legaldbb olyan j6 part kap M;-ben, mint M-
ben; jelolésben M| > M;. Nem lehet barmely két stabil parositast dsszehasonlitani, de az
Osszes stabil pdrositds, mint azt J. H. Conway megmutatta, Un. disztributiv vagy mas szoval
geometriai hdlot alkot.”

Specidlisan van legnagyobb és legkisebb eleme. (Ha a n6k szempontjabdl nézziik, ugyan-
azt a halot kapjuk, csak megforditva. Azaz ami az egyik nemnek a legjobb, a masiknak a
legrosszabb.) Ez utébbit egyszeriien beldthatjuk.

Példa: Az els6 példdban szerepls stabil parositdsok az aldbbi halét alkotjak:

My Azm 1-ben jarnak legjobban a férfiak.

M3 ¢ Az M3 a férfiaknak jobb, mint M, és a néknek jobb, mint M.

M, s Az M>,-ben jarnak legjobban a nék.

Egy A holgy lehetséges az o férfi szdmdra, ha van olyan M stabil pérositds, amelyre
(o, A) € M.
41. Tétel. Az el6z6 algoritmus minden férfinek a legjobb lehetséges pdrt adja, mig minden
nének a legrosszabbat.

3L hdls, ha van két kétvaltozés miivelete, V és A, és ezek idempotensek x\V x = x, x A x = x, kommutatitvak,
xVy=yVx, x Ay =yAx, asszociativak, x\V (yVz) = (xVy)Vz, x A(yAz) = (x Ay) Az és elnyeldk, azaz
xV (xAy) =xésxA(xVy) =x minden x,y,z € L esetén. Disztributiv a hdl6, ha teljesiil még az xV (yAz) =
(xVy) A (xVz) egyenlSség is.
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Bizonyitas: Az elsd éllitast a 1épések szerinti indukcidval latjuk be. Tegyiik fel, hogy a soron
kovetkezd 1épésig egyetlen férfit sem utasitott el olyan nd, aki lehetséges lett volna szamadra.
Tegyiik fel tovabb4, hogy ebben a 1épésben A elutasitja a-t. Azt allitjuk, hogy ekkor A nem
lehetséges o szamdra. Valdban, ha A pillanatnyi parja B, akkor [ preferdlja A-t az Gsszes
néhoz képest, kivéve akik kordbban visszautasitottdk. Ezek azonban, az indukcids feltétel
miatt, nem lehetségesek B szamdra. Ha tehat 1étezne egy olyan M stabil parositds, amelyre
(a,A) € M, ebben B a pdrjat (nevezziik B-nek) kevésbé kedvelné, mint A-t, hiszen mind A
és B lehetséges P szdmdra. Ekkor viszont az (o,A), (B, B) instabilitist okoz, azaz A nem
lehetséges o szamadra, s ezzel belattuk a tétel elso felét.

Legyen M* az algoritmusunk altal adott férfi optimdlis megoldasa, M pedig egy tetszd-
leges stabil parositds. Belatjuk, hogy barmely A n6 esetén az 6 M-beli parja nem rosszabb,
mint az M*-beli parja. (Ha kiilonbozik a parja a két parositasban, akkor hatdrozottan jobb az
M-beli.) Ha (a,,A) € M*, (B,A) € M és o # B, akkor (o, B) € M valamely B # A holgyre. A
tétel elso fele miatt persze o preferdlja A-t B-hez képest. Masrészt az M parositas stabil, igy
specidlisan az (a, B), (B,A) pdrok stabilitdsa az jelenti, hogy A preferélja B-t o-hoz képest; s
pont ezt akartuk bizonyitani. U

Megjegyzések: Az algoritmus eredeti felhasznaldsanal a kérhazak tették az ajanlatokat, és
azt hangoztattak (természetesen bizonyitds nélkiil), hogy ez az orvosok javéra valik. Szdmos
tanulsdg vonhato itt le, s ezekbdl csak az egyik, hogy nem art meggondolni nyilvanvalénak
tlind (vagy annak bedllitott) dllitdsokat, mint azt Gale és Shapley tették volt.

A masik, hasonldan fontos észrevétel a dontési helyzetek illetve stratégidk buktatdira vo-
natkozik. A modell azt sugallja, ,.elébe kell menni” az eseményeknek és kishitliség nélkiil

megprobalni a legjobbnak tlind megolddsokat a ,,siilt galambra véras” helyett.
A stabil parositias mint mag

Kordbban definidltuk egy irdnyitott G graf magjat; ez egy olyan S C V(G) halmaz volt,
amely fiiggetlen és domindl6 egyben. Ez a fogalom kiilondsen fontos a jatékelméletben,
hisz a megoldasok stabilitdsat fogalmazza meg matematikai formdban. A stabil pérositas
motivalhatja ezt a definicidt, ugyanis egy rogzitett probléma stabil parositasai tulajdonképpen
magok egy megfelelden alkotott grafban.

Definidljuk egy G graf vonalgrdfjdt, L(G)-t, a kovetkez8képpen: L(G) pontjai G élei
lesznek, azaz V(L(G)) := E(G), és L(G) két pontja, e és f, kozott van él, ha G-ben tekintve
az e és f éleknek van kozos pontja. Ha G pontjaihoz preferencia listdk vannak rendelve,
irdnyitsuk az (e, f) élt L(G)-ben tgy, hogy az a preferalt pontbdl indul és a kevésbé kedvelt
pontra mutat k6zos ponthoz tartozé lista szerint.

Allitas: A fenti definiciékkal a G graf stabil pdrositasai éppen az L(G) graf magjainak felel-
nek meg.
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Példa: Az elsG példa G grafjahoz tartoz6 L(G):
)

(q,A (a,B)

(1.C)

(B,C)
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20. fejezet

Csoportok dontéshozatala

Az életben gyakran felmeriil, hogy emberek egy csoportjdnak egy probléma megolddsanak
kiilonboz6 alternativdit sorba kell rendeznie.

Példa 1. Egy csalad autét vasarol, és a kereskedd a kovetkez6 extrakat ajanlja: blokkoldsgatlo
(ABS), 1égzsak (L), 1égkondiciondld (AC) és sztereo radi6 (S). Mivel mindet nem engedhetik
meg maguknak, mindenki egy fontossagi listat allit fel.

férj feleség 1. gyerek 2. gyerek

ABS AC S AC
AC L AC L
S S L ABS-S

L ABS ABS

A kérdés ezek utdn: mi legyen a kozos sorrend? (Az ABS-S jeloléssel az érzékeltetjiik,
hogy megengedjiik a dontetlent két alternativa 6sszehasonlitdsanal.)

Altaldnosan: Adott egy ¢ elemii I halmaz (az egyének csoportja) és egy A, az alternativak
halmaza. Jelolje P az A sorrendjeinek (dontetlent megengedve) a halmazét, ekkor P x - -- X
P = P' a lehetséges inputok tere, elemei az un. profilok, jelik (Py,...,P;). Egy F : P' — P
fliggvényt konszenzus (vagy dontési) fiiggvénynek (social welfare function) hivunk. A célunk
természetesen a valamely szempontbdl ésszerli konszenzus fiiggvények vizsgalata.

Példa 1. Az egyszer(i tobbség szabdlya

Az a,b € A alternativdkra a csoport a-t b felé helyezi, ha az egyének tobbsége ezt tette.
Sajnos ez a szabdly nem vezet konszenzus fiiggvényhez, mint azt az aldbbi Un. szavazoi vagy
Condorcet-paradoxon mutatja.

Legyen N = {1,2,3},A = {a,b,c}.

P P P
a b ¢
b ¢ a
c a b

A szabdly szerint a megel6zi b-t, b megel6zi c-t €s ¢ megelbzi a-t, ami a rendezés tranzi-
tivitdsa miatt nem lehetséges.
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Példa 2. Borda-szabdly
Egy (Py,...,P,) € P'-re és a € A-ra definidljuk a b;(a) értéket (b; : A — N fiiggvény) az
alabbi formulaval: b;(a) := Pi-ben az a mogé helyezett alternativak szdma. A Borda-érték
pedig b(a) := Y, b;(a), és a csoport x-et y elé helyezi, ha b(x) > b(y). Igy valéban adédik
egy konszenzus fliggvény; tulajdonképpen pl. a pontozisra alapuld sportidgakban hasonld
torténik. Egy silyos ellenvetés a médszer ellen az aldbbi profil kiértékelése:
P P ... B P
X X X y
y 'y y
Do : X
Nyilvanval6an b(y) —b(x) = |A| — 1 — (t — 1) = |A| —t, azaz ha az alternativak szdma na-
gyobb, mint a csoport mérete, akkor az y alternativat a csoport x elé helyezi. Igy az értékelés,
ha mds nem, nagyon érzékeny a hibdkra, elfogultsagokra, esetlegesen manipulédcidkra.

Példa 3. Lexikografikus rendezés

Helyezziik x € A-t y € A elé, ha Pj-ben x megel6zi y-t. Ha Pj-ben x és y esetleg azo-
nos helyen van, nézziik P>-t és igy tovabb. Ez nyilvdnvaléan konszenzus fiiggvény, s igy
matematikai szempontbol semmi baj sincs vele. A sz kdznapi értelmében persze sz6 sincs
konszenzusrél, az egyes jatékos diktdtor."

Nem konnyd tehdt minden igénynek eleget tevé konszenzus filiggvényt taldlni. Hason-
16 megkozelitést alkalmazunk, mint a Shapley-érték definicigjandl; megprobdlunk axiomakat
adni egy megfelel6 konszenzus fiiggvényre. Az alabbi axiomdkat 1951-ben Arrow fogalmaz-
ta meg.2

Arrow axiomak

1. ,Egyetértés." Ha a megel6zi b-t minden profilban, akkor az ezt teszi F (P')-ben is.

2. ,Fiiggetlenség az irreveldns alternativatdl." Legyen A egy tetszSleges részhalmaza az
alternativdknak. Ha egy profilt ugy mddositunk, hogy minden egyén sorrendje az A
elemei kozott véltozatlan, akkor a konszenzus fiiggvény ugyanazt a sorrendet adja A
elemei kozott az eredeti és a modositott profil esetében.

3. ,.Nincs diktdtor" Nincs olyan egyén, aki ha a-t b elé helyezi, akkor a konszenzus fiigg-
vény is ezt teszi, fliggetleniil a tobbi egyén értékelésétdl.

4. Minden profilon értelmezve van a konszenzus fiiggvény.

Az Arrow axidmdk az igazsdgossdagot €s az ésszerliséget probaljak megragadni. Ezért
aztan eléggé meglepd és némileg talan kidbrandité a kovetkezd tétel.

42. Tétel. (Arrow) Ha t > 1 és |A| > 2, akkor nem létezik az 1-4 axiomdknak eleget tevd
konszenzus fiiggvény.

' Azaz a dontés egyediil az & preferencidi szerint torténik, a tobbi jatékos véleménye nem szamit.
2 Arrow axiémdinak sokféle egyenértékii lefrdsa van, itt az egyik legkézenfekvbbet kozoljiik.
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Bizonyitas: Feltessziik, hogy a konszenzus kielégiti az elsd és a masodik axiomat, majd
belatjuk, hogy ekkor van egy diktétor.

Legyenek a és b tetszdleges alternativdk. Az ,,a megeldzi b-t" kifejezést roviditsiik a > b-
nek, mig az a > b jelentse azt, hogy a nincs hdtrébb, mint b.

El6szor azt mutatjuk meg, hogy ha egy profilban minden szavazonal elsé vagy utolsé
helyen van b, akkor a konszenzusban is els6 vagy utolsé lesz.® Tegyiik fel, hogy ez nem igy
van és l1éteznek a és c alternativdk, melyekre a > b és b > c¢. A 2. axidéma miatt ez marad
a helyzet akkor is, ha minden profilban el6rébb tessziik c-t a-nél. (Persze, hisz b széls6
helyzete miatt nem érintjiik az ab illetve cb viszonyt.) Mivel a rendezésiink tranzitiv, a > c,
ugyanakkor az elsd axiéma szerint ¢ > a, ellentmondés.

Megmutatjuk, hogy van egy n* szavazo, aki extrémen pivotalis abban az értelemben, ha
megvdltoztatja a hozz4 tartoz6 profilt, akkor b-t a konszenzus aljardl a tetejére ropitheti.

Vegyiik azt a helyzetet, mikor mindenki utolsé helyre teszi b-t (a tobbiekre vonatkozo
dontése barmilyen). Az elsé axiéma miatt a konszenzusban is utolsé lesz b. Valtoztassuk
meg egyenként a sorrendeket az utolsérdl az elsé helyre téve b-t! Legyen n* az els6 szavazo,
amelynek sorrendjének véltisa az élre helyezi b-t a konszenzusban is. (Ilyen van, mert az
elsd axioma miatt legkésdbb a végén be kell ennek kovetkeznie.) Jeloljiik P;-gyel az utolséd
profilta mely még a b alternativa utolsé helyét eredményezi, P, pedig a kovetkezd, amelyre a
konszenzus fentiek miatt mar elsd helyre teszi b-t.

Allitjuk, hogy az n* szavazé diktdtor az olyan ac parokra, ahol sem a sem ¢ nem b. (Vagy-
is az ilyen ac parok egymashoz val6 elhelyezkedése a konszenzusban csak n* sorrendjétdl
fiigg.) Vegyiik az ac par azon elemét (mondjuk a-t) amelyik el6rébb van n* sorrendjében. Te-
kintsiink egy Ps j profilt, amelyet a P,-bdl nyeriink az a-t b elé mozgatva az n* sorrendjében,
az Osszes tobbi sorrendet pedig rendezziik 4t tetszblegesen, de meghagyva b extremalis (elsé
vagy utolso) helyén. A 2. axidma miatt a P3-ra alkalmazott konszenzus a > b-t ad, hiszen a
€s b helye egymdshoz képest ugyanaz, mint P;-ben, amelyre a konszenzus b-t utolsé helyre,
azaz a mogé teszi. Hasonléan b > ¢ a P3 mellett, hisz a b és c relativ elhelyezése megegyezik
a P,-ben levével. A rendezés tranzitivitdsa miatt a > ¢, tehét tényleg csak n* sorrendjén muilik
az a és ¢ konszenzusbeli sorrendje.

Végiil be kell latnunk, hogy n* diktator barmely ab parra. Ismételjiikk meg a fenti gondo-
latmenetet a b helyére egy c, a-t6l és b-t6l kiilonboz6 elemet téve. Azt kapjuk, van egy n.
szavaz0, akiknek diktator minden af parra, amire ¢ ¢ {a,3}. Specidlisan ilyenek az ab pa-
rok, tehat ezek konszenzusbeli sorrendjére csak n. lehet hatdssal. Viszont a P és P, esetében
lattuk, hogy n* is befolydsolja az ab part, igy csak a n* = n, lehet6ség marad. O

Megjegyzések: Arrow tétele ravilagit dontéshelyzetek bizonyos csapddira. Egyik gyak-
ran megvalosulé megoldas a diktator, egy masik a valasztasi lehet&ségek sziikitése kettore,
rosszabb esetben egyre. A harmadik pedig, hogy felkésziiliink a csapddkra, és megprobaljuk
feloldani a problémét minimalis igazsdgtalansag aran.

3 Azaz a sorrendek egyik részében, mondjuk a felében elsd, a maradékban utolsé. Tehét a b elemet az extrém
értékelése bizonyosan extrém helyre sorolja.
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21. fejezet

Igazsagos osztozkodasok

Felmertiil az olyan osztozkodds amelyben az a cél, legaldbbis nyilvdnosan, hogy mindenki
egyformdn jol jarjon. Adott egy kupac aranypor, ezen szeretne osztozni két aranydsé azzal
a feltétellel, hogy egyforma rész illeti meg Oket, és a masik hibdja miatt nem kaphatnak
kevesebbet. Két jatékos esetén egy nagyon régi otlet, az aranydso algoritmus megoldja ezt:
az egyik kettéosztja a kupacot, a masik valaszt beldle.

Altalanositasok. Felmeriil, hogy n > 2 ember osztozkoddsat is megoldjuk. A masik irdny,
hogy minden ember irigy is, és nemcsak 1/n-ed részt akar, de azt is, hogy az 6vé legyen
a legnagyobb darab, azaz irigységmentes legyen a felosztds. Az is fontos, hogy az eljaras,
amellyel ezeket a célokat elérik, minél egyszeriibb legyen. A felosztandé kupac pedig egy
C korlatos, mérheté halmaz, amin adottak a y;, Lebesgue abszolult folytonos mértékek €s
ui(C) =1 mindeni € {1,...,n}-re.

Mozgoé kés. A legegyszeriibb a holland aukcidhoz hasonlé eljaras: hizzunk egy kést C folott
balrél jobbra, és mikor valamelyik jatékos tgy gy véli, hogy a baloldali rész elérte az 1 /n-et,
kialtson fel, elviheti azt és kiszall a jatékbol. A maradékra alkalmazzunk rekurzivan ugyanezt
az eljarast.

Csokkentés. Allitsuk sorba a jatékosokat, és az elsé vagjon le egy H, szerinte 1/n mértéki
darabot. Ezutdn kérdezziik meg a masodikat, hogy a levagott darab szerinte nagyobb-e 1 /n-
nél. Ha nem, akkor nem lesz kifogasa, hogy az els6é legyen, ha igen, akkor vagjon annyit,
amennyivel tobb, azt tegye vissza a C \ H-hoz, és innen az 6vé lesz H maradéka. A eljarast
folytatjuk a soron kovetkezdkkel, kihasznalva azt, hogy a mar megszdlaltatott jatékosok sze-
rint a tovabbadott maradék mértéke nem haladja meg az 1/n-et. A részhalmaz utoljira vago
jatékosé lesz, 6 kiszdll, a tobbiek pedig folytatjdk ugyanigy.

Irigységmentes elosztas 3 személy esetén. Az aranyasé algoritmus nemcsak igazsdgos de
irigységmentes elosztds is. John Selfrige és John H. Conway 1960-ban megoldotta ezt n = 3-
ra; lasd alabb. Az n > 3 esetek nem egyszerliek, nincs bizonyitva még az sem, hogy korlatos
1épésben megoldhatoak. Legyenek a jat€kosok A, B €s C, és amikor egy jatékos cselekszik
akkor a sajat mértékét koveti.

Conway-Selfridge algoritmus, az n = 3 esetre.

1. El6szor A vagja harom egyenld részre a halmazt.
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2. Blevig alegnagyobb részbdl annyit, hogy két egyforma legnagyobb legyen. A levagott
részen késdbb osztoznak.

3. C valaszt egy darabot, majd B és A viszi az utols6t. Ha C nem vitte el a B ltal
megvagott darabot, akkor B-nek kell ezt vilasztania. Hivjuk V-nek, amelyikiiké a véagott
darab, a mésik (B vagy C) legyen NV.

4. A 2. pontban levagott darabot ossza el NV harom egyenld részre.

5. A jatékosok elviszik a felvdgott maradékot ebben a sorrendben: V, A és NV.

43. Tétel. A Conway-Selfridge algoritmus irigységmentes elosztdst ad.

Bizonyitas: Vildgos, hogy A nem irigy V-re, hisz még akkor sem lenne az, ha V kapja
meg az 0sszes, a 2. pontban levagott részt. NV-re sem, hisz a 3. pontban vele egyforma
darabot kapott, az 5. pontban pedig megeldzi a valasztdsban. A V szintén nem irigykedhet;
a 3. pontban az egyik legnagyobbat kapta, a levagott részbdl meg 6 vesz el6ként. Az NV
szintén egy legnagyobbat kap a 3. pontban, a 4. pontban pedig 6 oszthatja egyenld részekra
a maradékot. U

Miel6tt ratérnénk az n-személyes irigység mentes elosztasra, olyan elosztast vizsgalunk,
ahol a vagasok szamat szeretnénk korlatozni.

Nyaklanc probléma. Két tolvaj akar megosztozni egy nyithaté nyakldncon, amelyen n fajta
dragakd taldlhatd. Az i-edik kdobol 2a; darab van, melyet fele-fele aranyban kell osztani, hisz
nehezen 6sszehasonlithatéak a nem azonos tipusi kovek. Mivel a ldnc maga is értékes, ezt
a lehet6 legkevesebb vigdssal szeretnék elérni. Ha az azonos kovek egymds mellett vannak,
akkor legalabb n vagas kell. West és Alon megmutatta, hogy ez a legrosszabb eset.

44. Tétel. A nyakldnc probéma mindig megoldhato legfeljebb n vdgdssal.

Bizonyitas: Attériink a folytonos probléméra. Vegyiik az I = [0,1] egység intervallumot,
ahol a pontok az {1,...,n} szdmok egyikével vannak szinezve és az egyszini pontok halmaza
mérhetd. Egy 0 =yp < y; < -+ <y, < yp+1 = 1 sorozat r méretii kettéosztdas ha U{[y;,yi] :
i =0 mod 2}, azaz ha minden szinhalmaz felét tartalmazza. A nyakldnc kovei indukdljdk /
szinezését egy skdldzdssal. Egy lemmadval kezdjiik.

45. Lemma. A szinezett I intervallumnak van legfeljebb n méretii kettéosztdsa.

Bizonyitas: (45. lemma) Sziikségiink van egy mély topoldgiai eredményre, amit Borsuk és
Ulam adott. Jelolje S az R"*! egységgombjének felszinét, azaz S" = {x € R"*! : ||x]| = 1}.

46. Tétel. Legyen f:S" — R”" folytonos és f(x) = — f(—X). Ekkor van olyan X € S", amelyre

f(x)=0.
Az intervallum egy szinezéséhez készitiink egy f: S" — R” figgvényt. Hax = (x1,...,Xn+1)
€ S", akkor legyen z(¥) = (z0,...,2n+1) Ugy, hogy z0 = 0, z; = Y., = x7 minden j > 1

esetén. Legyen f;(X) = Z?;L]] (xi/|xi|)m (i), ahol m;(i) a j-edik szin [z;_1,z;]-be esd mértéke,

1 <j<n. Az f fiiggvény j-edik koordinétdja legyen f;. Ezzel az f folytonos, S"-et R"-be
viszi, igy a 46. tétel szerint van olyan ¥ € S” amelyre f(x) = 0. Legyen Z = U{[z;_1,zi] :
x;/|xi| = 1}. Mivel f(x) = 0, Z kettéosztas, és legfeljebb n vagast okoz. O
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A 45. lemmabdl kovetkezik a 44. tétel, hisz ha egy vigas rossz, azaz elvigna egy i tipusu
kovet, akkor egy mésik vagds szintén elvag egy ilyet a parossidg miatt. Ha egyszerre eltoljuk
Oket, akkor csokkenthet6 a koveken dtmend vagasok szdma, indukcidval a nulldig. OJ

2

Megjegyzés. A 45. lemma m; siiriségeit kicserélve folytonosan integralhaté fiiggvényekre
kaphaté Hobby és Rice egy régi tétele:

47. Tétel. Legyenek a g1,...,gn: [0,1] — R fiiggvények folytonosan integrdalhatéak. Ek-
kor van olyan 0 = z9 < z1 < -+ <z < zpy1 =16s §; € {—1,1}, 1 <i <n+1, hogy
Z?+]1 S [ gj=0minden 1 <k <n.

Erre tamaszkodva bizonyithatd irigységmentes, s6t, teljesen egyenl elosztas létezése is.!
48. Tétel. A C korldtos, mérhetd halmaz felbonthaté {C;}!_, halmazok diszjunkt unidjdra
gy, hogy u;(C;) = 1/nminden 1 < i, j < n esetén.

Bizonyitas: Befoglalva C-t egy elég nagy dobozba és egy mozg6 hipersikkal elvagva vissza-
jatszhatjuk az elosztést az I = [0, 1]-re, amin a y; mértékek g; stiriségfiiggvényt indukdlnak.
Ha n = 2, akkor a 47. tétel tobszori alkalmazédsa adja az eredményt. Ha n nem kettShatvany,
akkor végezziik el az osztast 2k_ra, ahol n < 2% és k minimalis, osszunk szét n részt, és a ma-
radékra rekurziven folytassuk az eljarast. A maradék y; mértéke minden 1épésben legaldbb
felezddik és nullahoz tart. A jatékosok végsé része megszamlalhaté sok mérhetd, és csupa
egyforma mértékd, halmaz unidja lesz. U

!Sajnos véges megvaldsitdsa nem.
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