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Bevezetés

Ebben a jegyzetben a Pannon Egyetem Miszaki Informatikai Kardn az éltalunk tartott ,,Ma-
tematikai analizis 1.” kurzus anyagit foglaltuk 0ssze. Célunk segiteni az informatikus és
villamosmérnok hallgatéknak, hogy megismerjék az egyvaltozoés fiiggvények differencidl- és
integralszamitasat, és sikeresen felkésziiljenek a vizsgéara. A targyhoz gyakorlatok vannak
eldirva, amelyekhez a hallgatok kiilon feladatgy(ijteményt kapnak, ezért a jegyzet gyakor-
l6feladatokat nem tartalmaz, csak mintapéddkat. A tételek bizonyitdsait elhagytuk. Arra
torekedtiink, hogy az analizis kozponti fogalmait, mint példdul a hatdrérték, folytonossag,
differencidlds és integrélds, és azok legfontosabb tulajdonsdgait osszefoglaljuk. Ismertetjiik
tobbek kozott a szakmai tdrgyakban gyakran hasznalt Laplace transzformalt fogalmét és an-
nak alkalmazasét a villamossdgtanban.

Hangstlyozzuk, hogy e jegyzet nem poétolja az el6adasokon valé részvételt, ahol tovdbbi
példdkon és egyszeriibb bizonyitdsokon keresztiil segitjiik e nehéz anyag megértését. Azok-
nak a hallgatéknak, akiket a kihagyott bizonyitasok és tovabbi lehetséges alkalmazasok irdnt
érdekl6dnek, melegen ajanljuk az irodalomjegyzékben feltiintetett tankonyveket.

A jegyzet a TAMOP - 4.1.2-08/1/A program keretében késziilt.

Ezuton fejezziik ki koszonetiinket Hartung Ferenc kolléganknak a jegyzet elkészitése so-
ran nytujtott értékes segitségéért.

Veszprém, 2011. januar 31.

Gyori Istvan és Pituk Mihaly
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1. fejezet

Halmazok, fiiggvények

1.1. Halmazok

Az egész szamok halmazéanak jele Z. A nemnegativ egész szamokat természetes szamoknak
nevezzilk. A természetes szamok halmazat az N, a pozitiv egész szamok halmazat pedig az
N* szimb6lummal jelsljiik. A valds szdmok halmazdnak jele R. Az R halmazt szdmegye-
nesnek 1is szokds nevezni.

Egy x val6s szam abszoliit értékét az

2] x, hax >0
T =
-, hax <0

képlettel definidljuk. Geometrialag |z| az x szdmnak 0-t6l valé tdvolsdga a szdmegyenesen.
Altaldnosabban, ha x és y két val6s szdm, akkor |z — y| az x és y szdmok egymadstél val6
tdvolsdga a szamegyenesen. Barmely z, y € R esetén

|z +y| <|z|+ |y (hdromszdg-egyenldtlenség)

Ha H egy adott halmaz , akkor az x € H (x ¢ H) szimbdlum azt jelenti, hogy = eleme
(z nem eleme) H-nak. Egy halmazt megadhatunk elemeinek a felsoroldsdval vagy azoknak a
tulajdonsdgoknak a lefrdsaval, amelyek a halmaz elemeit jellemzik. Az 1, 3 és 10 szamokbol
all6 halmazt a kdvetkez&képpen jeloljiik:

H = {1,3,10}.

Ha T'(x) egy dllitas (tulajdonsag), amely a benne szerepld x véltoz6tol fiiggden lehet igaz

vagy hamis, akkor
H = {z[T(x)}

azoknak az = elemeknek a halmazat jeloli, amelyekre 7'(x) igaz. Legyen
H={zeR||z—-1| <3}

Az abszolut érték geometriai jelentésébdl azonnal adddik, hogy H azon x € R szamokbdl
all, amelyekre —2 < x < 4.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.2. SZAMHALMAZOK 7

Legyen A, B két halmaz. A részhalmaza B-nek, jelben A C B, ha A minden eleme
B-nek is eleme. A és B egyesitését, metszetét és kiilonbségét az
AUB = {x|x € Avagy x € B},
ANB={x|x € Aésx € B},
A\B={zx|zx € Aésx ¢ B}

képletekkel definidljuk. A és B Descartes-szorzatdnak jele A x B. Az A x B halmaz azon
(a, b) rendezett parokbdl 4ll, amelyekre a € A és b € B. Tehit

Ax B={(a,b)|aec Aésb e B}.
Az iires halmaz jele ). Ha A N B = (), akkor az A, B halmazokat diszjunktaknak mondjuk.

1.2. Szamhalmazok

1.2.1. Definicio. R részhalmazait (valés) szdmhalmazoknak mondjuk.

1.2.2. Definicié. Legyen A C R. A ¢ € R szamot az A halmaz felsé korldtjanak (also
korldtjdnak) mondjuk, ha minden z € A esetén z < ¢ (z > ¢).
Az A halmaz feliilrél korldtos (alulrdl korldtos), ha létezik felsd korlatja (alsé korlatja).
Az A halmaz korldros, ha korlatos felilrsl és alulrdl is.

Konnyt belatni, hogy A C R éppen akkor korlatos, ha létezik £ > 0 tgy, hogy minden
xr € Ara|z| < k.
Az intervallumok specidlis szamhalmazok. A korldtos intervallumok a kovetkezok:
(a,0) ={x €R|a <z <D},
[a,b) ={z € R |a <z < b},
(a,b] ={zr € R |a < x < b},
[a,b] =

a, {r eR|a<x <0},

ahol a, b € R, a < b. Az elsd intervallum nyilt, a masodik balrol zdrt, jobbrol nyilt, a
harmadik balrél nyilt, jobbrdl zdrt, a negyedik pedig zdrt. A
(c,oo)={xeR|xz>c},
c,o0)={zeR|xz>c},
(—oo,0)={zeR |z <c},
(—oo,cj={zeR |z <c},

ahol ¢ € R, valamint a
(—o0,00) =R

nem korldtos intervallum.

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu
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8 1. HALMAZOK, FUGGVENYEK

1.2.3. Definicio. Legyen A C R. Az m € A szamot az A halmaz legnagyobb elemének vagy
maximumdnak (legkisebb elemének vagy minimumdnak) mondjuk, ha minden = € A esetén
x < m (x> m). Jelolés: m = max A, illetve m = min A.

1.2.4. Példa. Ha A = (0, 1), akkor min A és max A sem létezik. Ha A = [0, 1), akkor
min A = 0, max A nem létezik. Ha A = (0, 1], akkor min A nem létezik, max A = 1. Ha
pedig A = [0, 1], akkor min A = 0 és max A = 1.

Az el6z6 példa azt mutatja, hogy korlatos A esetén is el6fordulhat, hogy min A és max A
sem létezik. Ugyanakkor igaz a kdvetkezd:
1.2.5. Tétel. Ha ) # A C R feliilrél korldtos (alulrdl korldtos), akkor A felsé korldtjai (alsé
korldtjai) kozott mindig van legkisebb (legnagyobb).

1.2.6. Definicié. Legyen ) # A C R. Ha A feliilr8l korldtos (alulrél korlétos), akkor A
legkisebb fels6 korlatjat (legnagyobb alsé korlatjat) az A halmaz felsd hatdrdnak vagy szup-
rémumdnak (also hatdrdnak vagy infimumdnak) nevezziik. Jelolés: sup A, illetve inf A.

1.3. A fiiggvény definicidja

A fiiggvény definicidja a kovetkezd:

1.3.1. Definicié. Legyeneck A és B adott halmazok. Az A x B Descartes-szorzat Z részhal-
mazat A-bol B-be vezetd (A — B tipusii) fiiggvénynek (leképezésnek) mondjuk, ha barmely
xr € A esetén legfeljebb egy y € B létezik dgy, hogy (z,y) € Z. Ha ezt a leképezést f-fel
jeloljiik, akkor (x,y) € Z esetén y-t az x elem f dltali képének mondjuk, és azt irjuk, hogy
y = f(z). Az f fuggvény értelmezési tartomdnydn a

D(f) ={x € A|létezik y € B ugy, hogy (z,y) € Z}
halmazt, f értékkészletén pedig az

R(f) ={y € B | 1étezik x € A ugy, hogy (z,y) € Z}

halmazt értjiik.

Azt, hogy f A-bdl B-be vezet6 leképezés az f : A — B szimbdlummal jeloljik. Mas
széval az f : A — B szimb6lum azt jelenti, hogy D(f) C A és R(f) C B. Hangsilyozzuk,
hogy dltaldban D(f) # Aés R(f) # B.

Ha H C D(f), akkor a H halmaz f dltali képén az

fH)={f(z) |z e H}

halmazt értjiik.
Legyen H C D(f). Az f fiiggvény H halmazra valé lesziikitésén (megszoritdsdn), jele
f|u, azt a fiiggvényt értjiik, amelynek értelmezési tartomanya D (f|x) = H, és képlete

(fla)(@) = f(x), weH
Az f: A — B fuggvény grafikonja

graph(f) = {(x, /(2)) |« € D(f)} C A x B.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.4. AZ OSSZETETT FUGGVENY 9

1.3.2. Példa. Legyen
Z={(z,y) ERxR|2*+y* =1} CRxR.

Z az x,y-sik azon pontjainak a halmaza, amelyek rajta vannak a (0, 0) kozéppontd 1 sugard
korvonalon. A Z halmaz nem leképezés R-b3l R-be, mert (0,1) € Z és (0,—1) € Z is
teljesiil. Viszont a

Z={(z,y) ERxR|2*+3°=1, y>0}CRxR

halmaz, a (0,0) kozéppontd 1 sugard felsd félkorvonal, mar R-bol R-be vezetd leképezés.
Ha f-fel jeloljiik, akkor a definiciéban hasznalt jeloléssel D(f) = [—1, 1], R(f) = [0,1] és

y=f(z)=v1— a2 xr e [—1,1].

1.4. Az osszetett fiiggvény

1.4.1. Definicio. Legyen f : A — B és g: B — C két fiiggvény. Minden olyan z € D(g)
esetén, amelyre g(z) € D(f), legyen

(fog)(x) = flg(x)).
Az f o g-vel jelolt fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya
D(fog)={x € D(g) | g(x) € D(f)},
f és g kompoziciojanak nevezzik.
1.4.2. Példa. Legyen

f(z) =4z + 2, z € [0,1],
g(x) =z —3, x € [0,4].

Ekkor
(f 0 9)(a) = flg(x)) = 4g(x) +2 = d(x — 3) +2 = 4z — 10.

Mivel D(f) = [0,1], g(x) = = — 3 € D(f) éppen akkor, ha 3 < x < 4. Ha figyelembe
vessziik, hogy D(g) = [0, 4], azt kapjuk, hogy

D(fog) = [374]

1.5. Az inverz fiiggvény

1.5.1. Definicio. Az f fiiggvényt invertdlhatonak (egy-egyértelmiinek) mondjuk, ha barmely
r1, 13 € D(f), 21 # wo esetén f(x1) # f(22).

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

10 1. HALMAZOK, FUGGVENYEK

1.5.2. Definicié. Ha f : A — B invertdlhaté, D(f) = A és R(f) = B, akkor azt mond-
juk, hogy f kolcsonosen egyértelmii leképezést 1étesit A és B kozott. Mas szoval f bijektiv
leképezés vagy roviden bijekcio.

1.5.3. Definici6. Ha f invertdlhatd, akkor f inverz fiiggvénye az a fiiggvény, amely R(f)-et
képezi D(f)-be, és minden y € R(f)-hez azt az x € D(f)-et rendeli, amelyre y = f(z). Az
inverz fiiggvény jele: f_;.

A definiciébol kovetkezik, hogy D(f_1) = R(f) és R(f_1) = D(f), tovabbd minden
xz € D(f)re

f—l(f(x)) =T,
és minden y € R(f) esetén
f(fay) =y
1.5.4. Példa. A
glx) =1— 2?2 xr € [—1,1]

fiiggvény nem invertdlhat6, mert g(—1) = g(1). Az
f(x)zl—x{ xE[—l,O]

fiiggvény viszont invertdlhatd, mert ha valamely =1, zo € D(f) = [—1,0] esetén f(z1) =
f(z2), akkor azt kapjuk, hogy z? = z2, s innen |z1| = |z»|, majd —z; = —xy, €s végiil
r1 = x9 addédik. Konnyd beldtni, hogy R(f) = [0,1]. Az

y=fl@)=1-2%  xeD(f)=[-1,0,y€R(f)=[0,1
feltételekbdl kapjuk, hogy x? = 1 — y. Innen |z| = /1 — y, majd —z = /T — y, és végiil

= _\/T: f-1(y)

adodik. Tehat f inverz fiiggvénye:

foi(z) = —V1—ux, x € [0,1].

1.6. Egyvaltozoés valés fiiggvények

1.6.1. Definicioé. Az f fuggvényt valds fiiggvénynek mondjuk, ha R(f) C R. Az f fiiggvényt
egyvdltozds fiiggvénynek mondjuk, ha D(f) C R.

A tovabbiakban egyvaltozés valds fiiggvényeket, azaz R-bSl R-be vezetd fiiggvényeket
fogunk vizsgalni. Az egyvéltozos valds fliggvények grafikonjait az x, y-sikban dbrazolhatjuk,

graph(f) = {(z, f(2)) | z € D(f)} CR xR =R".

Az inverz fiiggvény definici6jabol kapjuk, hogy ha f : R — R invertdlhato, akkor az f_;
inverz fiiggvény grafikonjat f grafikonjanak az y = x egyenesre valo tiikkrozésével kapjuk.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.6. EGYVALTOZOS VALOS FUGGVENYEK 11

1.6.2. Definicié. Ha f; és f, valds fiiggvények, akkor az fi + fo, f1 - fo és é fliggvényeket
2

f
az
(fi £ fo)(z) = fi(z) £ folx), r € D(fi £ fo) = D(f1) N D(f2),
(fr- fo) = filx) - fol2), x € D(f1- fa) = D(f1) N D(fa),
h _ h(@) x ﬁ ={z x
(2@ =25 wen(2) = tre )N DU | o) £0)

képletekkel definidljuk.

1.6.3. Definicié. Az f : R — R fiiggvény feliilrdl korldtos (alulrdl korldtos), ha létezik
¢ € R dgy, hogy minden z € D(f)-re f(z) < ¢ (f(x) > o).
Az f: R — R fiiggvény korldtos , ha korlatos feliilr6l és alulrdl is.

Konny( belatni, hogy f : R — R éppen akkor korlatos, ha létezik &£ > 0 gy, hogy
minden x € D(f)-re |f(z)| < k.

1.6.4. Definicié. Az f : R — R fliggvény monoton névekedd (monoton csokkend), ha bar-
mely 1, zo € D(f), 1 < xg esetén f(z1) < f(x2) (f(x1 > f(z2)). Ha az utols6 egyen-
16tlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor a szigoriian monoton novekedd (szigoriian monoton
csokkend) fiiggvény definicigjat kapjuk.

Az f : R — R fliggvény monoton (szigoriian monoton), ha monoton novekedd vagy
monoton csokkend (szigordan monoton novekedd vagy szigorian monoton csokkend).

1.6.5. Definicié. Az f : R — R fiiggvény pdros (pdratlan), ha barmely = € D(f) esetén
—z € D(f). & f(—x) = f(z) (f(—2) = —f(z)).

Minden péros fliggvény grafikonja szimmetrikus az y-tengelyre nézve, €s minden paratlan
fliggvény grafikonja szimmetrikus az origéra ((0,0) pontra) nézve.

1.6.6. Definicié. Az f : R — R fiiggvény periodikus a p periédussal, ha barmely = € D(f)
eseténz +p € D(f), és f(x +p) = f(x).

1.6.7. Definicié. Az f : R — R fiiggvény dllando (konstans), ha 1étezik ¢ € R dgy, hogy
minden x € D(f) esetén f(z) = c.

1.6.8. Definicio. Az f : R — R fiiggvény zérushelyén olyan a € D(f) pontot értiink, ahol
f(a) = 0. Ha f(a) = 0, azt is mondjuk, hogy f eltinik az a helyen .
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2. fejezet

Egyvaltozos valos fiiggvények
hatarértéke és folytonossaga

2.1. Konvergens sorozatok

2.1.1. Definicié. Sorozatnak olyan fiiggvényt neveziink, amelynek értelmezési tartoméanya N.
Val6s sorozatnak N-en definidlt valds fliggvényt neveziink. Ha a : N — R egy valds sorozat,
akkor az a(n) szdmot a,-nel szokds jelolni. Az a,-et a sorozat n-edik tagjdnak mondjuk. Az
a: N — R helyett az {a, }°°, vagy {a, } jel6lés haszndlatos.

A tovabbiakban csak val6s sorozatokkal fogunk foglalkozni.

2.1.2. Definicié. Az a € R szdmot az {a, } sorozat hatdrértékének (limeszének) mondjuk,

ha barmely € > 0 esetén létezik ng € N ugy, hogy minden n > ny-ra |a, — a| < €. Jelolés:

a, — a vagy lim a, = a. A definiciéban szerepld ny szdmot az € hibakorldthoz tartozd
n—oo

kiiszobszdmnak nevezzik.

Az a, — a € R feltétel geometriailag azt jelenti, hogy barmely ¢ > 0 esetén az {a,}
sorozat tagjai véges szamu kivétellel benne vannak az x,y - stk a — € < y < a + € savjaban.

2.1.3. Definici6. Az {a,} sorozatot konvergensnek mondjuk, ha 1étezik a € R, dgy, hogy
a, — a. Azokat a sorozatokat, amelyek nem konvergensek, divergenseknek nevezziik.

2.1.4. Tétel (A hatarérték egyértelmiisége). Minden konvergens sorozatnak pontosan egy
hatdrértéke van.

2.1.5. Példa. Legyen
n

ay, = ——, n € N.
n+1
Ha a tortet —-nel bovitjiik, azt kapjuk, hogy
n
1
a, = T n € N.
I+ =
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2.1. KONVERGENS SOROZATOK 13

Ebbdl kénnyld megsejteni, hogy lim a, = 1. Ezt igazolni fogjuk a definicié szerint is.

Legyen ¢ > 0 adva. Ekkor az |a,, — 1| < € feltétel (n € N esetén) ekvivalens (egyenértéki)
az

n
-1 <
n+1 ‘ &
illetve 1
n>-——1

€

1
egyenlGtlenséggel. Tehdt barmely olyan ny € N, amelyre ny > — — 1 az e hibakorldtnak
€

megfeleld kiiszobszam. Mivel € > 0 tetszdleges volt, ezért a,, — 1.

2.1.6. Definicié. Ha {n;};>, természetes szdmok szigordan monoton novekedd sorozata,
akkor az {a,, )72, sorozatot az {a, }°° , sorozat részsorozatdnak nevezziik.

Az alébbi tulajdonsag nyilvanvald.

2.1.7. Tétel. Ha az {a,};>, sorozat konvergens, akkor {a,}:>, bdrmely {a,, )3, rész-
sorozata is konvergens, és klim ap,, = lim a,.
— 00

n—od

A tételbdl kovetkezik, hogy az a,, = (—1)" sorozat divergens, hiszen
agk:1—> 1, és a2k+1:—1—>—1.

Mivel a sorozatok specidlis valds fiiggvények, a korldtossagukat (alulrdl és feliilrdl is)
mar definidltuk.

2.1.8. Tétel (A konvergencia és korlatossag kapcsolata). Minden konvergens sorozat korldtos.

Az a,, = (—1)" sorozat példdja mutatja, hogy a forditott allitds nem igaz.
Kozvetleniil a definiciébdl vezethetd le a kovetkezo allités.

2.1.9. Tétel. Ha a,, — 0 és a {b,} sorozat korldtos, akkor a,b,, — O.

27 2

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy konvergens sorozatokbdl az alapmiivelek alkalmaza-
saval szintén konvergens sorozatokat kapunk.

2.1.10. Tétel (Miveletek hatarértékekkel). Ha a, — a € R, b, — b € R, akkor
(i) a, + b, — a+ b,
(ii) a,b, — ab,
(iii) b, # 0 minden n € N-re és b # 0 tovdbbi feltételek mellett Z—" — %.

A < egyenlétlenség két konvergens sorozat tagjai kozott ,,6roklddik™ a hatarértékekre is.

2.1.11. Tétel (Hatardtmenet egyenlStlenségekben). Ha a,, < b, véges szdmu kivétellel,
a, —a€Résb, —beR, akkora <b.
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14 2. HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

1
Az a,, = 0és b, = — sorozatok példdja mutatja, hogy az el6z5 tételben a < egyenlStlen-

n
ség nem cserélhetd ki <-re.
Az el6z6 tulajdonsaghoz kapcsolddik a kovetkezd:

2.1.12. Tétel (Rendérelv). Ha a,, < b,, < ¢, véges szdmii kivétellel és valamely h € R esetén

lim a, = lim ¢, = h,

n—oo n—oo

akkor
lim b,, = h.

n—oo

Nem minden korldtos sorozat konvergens. Viszont igaz a kdvetkezd:

2.1.13. Tétel (Bolzano-Weierstrass-féle kivalasztasi tétel). Minden korldtos sorozatnak van
konvergens részsorozata.

Egy konvergens sorozat tagjai nagy n-ekre kozel keriilnek a hatarértékhez, és ezért egy-
mashoz is. Meg lehet mutatni, hogy ez a tulajdonsag egyben a konvergencia kritériuma is.

2.1.14. Tétel (Cauchy-féle konvergenciakritérium). Az {a, } sorozat akkor és csak akkor kon-
vergens, ha bdarmely e > 0 esetén létezik ny € N 1igy, hogy minden n > ngy és m > ng esetén
|a, — am| < e

2.2. Végtelenhez tarté sorozatok

Most olyan sorozatokat fogunk vizsgélni, amelyek minden hataron til ndnek vagy csokken-
nek.

2.2.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az {a,} sorozat tart a plusz végtelenhez (minusz vég-
telenhez), ha barmely ¢ € R esetén létezik ny € N gy, hogy minden n > ng-ra a,, > ¢
(a, < c). Jelolés:

a, — oo (a, — —00), illetve lim a, =00 (lim a, = —00).

n—oo n—oo

Az a,, — oo (a, — —o0) feltétel geometriailag azt jelenti, hogy barmely ¢ € R esetén az
{a,} sorozat tagjai véges szamu kivétellel benne vannak az z, y-sik y > ¢ (y < c) félsikjdban.

2.2.2. Példa. Megmutatjuk a definicié alapjan, hogy n? — oco. Legyen ¢ € R adott. Ha
c < 0, akkor az n? > c egyenlStlenség igaz minden n € N-re, ¢ > 0 esetén pedig éppen
akkor teljesiil, ha n > +/c. Tehét ¢ < 0 esetén barmely ny € N, ¢ > 0 esetén pedig az

pes

no € N, ng > /c vdlasztds felel meg a definicidban el6irt feltételnek.
A kovetkezd tulajdonsag nyilvanvalo.
2.2.3. Tétel. Ha a,, — o (a,, — —o0), akkor {a, } alulrdl (feliilrdl) korldtos.

A +oo-be tartd sorozatokra érvényesek a kovetkezd szabalyok.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu
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2.2.4. Tétel (Miiveletek végtelen hatarértékekkel).

(i) Ha a,, — oo, akkor —a,, — —oc.

(ii) Ha a,, — oo és {b,, } alulrdl korldtos, akkor a,, + b, — oc.

(iii) Ha a,, — oo és van olyan ¢ > 0 (d < 0), hogy b,, > c (b, < d) véges szamii kivétellel,
akkor a,b, — oo (a,b, — —o0).

1
(iv) Ha a,, — oo, akkor — — 0.
G
1
(v) Ha a,, — 0 és a,, > 0 (a,, < 0) véges szamii kivétellel, akkor — — oo (— — —oo).
an a”l'l

Az (i)—(iv)-hez hasonlé éllitdsokat meg lehet fogalmazni arra az esetre is, amikor a,, —
—00.

2.2.5. Tétel (Hataratmenet egyenlStlenségben). Ha a,, < b, véges szdmii kivétellel és a,, —
o (b,, — —o0), akkor b,, — oo (a, — —00).

2.3. Monoton sorozatok

Az {a,} sorozat éppen akkor monoton ndvekedd (monoton csokkend), ha minden n € N-re
an, < apyq (@, > an,y1), ha pedig a < (>) egyenldtlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor a

szigordan monoton novekedd (szigortian monoton csokkend) sorozat jellemzését kapjuk.
Egy monoton sorozatnak mindig 1étezik (véges vagy végtelen) hatarértéke.

2.3.1. Tétel (Monoton sorozat hatarértéke). Ha az {a,,} sorozat monoton névekedd (monoton
csokkend) és feliilrol nem korldtos (alulrél nem korldtos), akkor a,, — oo (a, — —o0).

Ha az {a,} sorozat monoton novekedd (monoton csokkend) és feliilrdl korldtos (alulrdl
korldtos), akkor a,, — sup A (a,, — inf A), ahol A = {a,, | n € N}.

Specidlisan, minden monoton és korldtos sorozat konvergens.

2.3.2. Példa. Legyen aq = /2 és

apr1 = V2 + ay, n € N.

Teljes indukciéval bizonyithat6, hogy {a,} monoton ndvekedd és minden n € N-re v/2 <

P

an < 2. Az el0z0 tétel szerint a,, — a valamely a € R-re. Elvégezve a hatdratmenetet az
egyenletben és az utobbi egyenldtlenségben, azt kapjuk, hogy

a=+vV2+a és \/§§a§2.

Innen a? = 2 + a, tehdt a = —1 vagy a = 2. Mivel a V2 < a < 2 feltételnek csak a = 2
felel meg, ezért a = 2.
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2.4. Specialis sorozatok

Ismertetiink néhdny fontos sorozatot és azok konvergenciatulajdonsigait.

2.4.1. Tétel (A {¢"} geometriai sorozat). Ha ¢ > 1, akkor ¢ — oo. Ha q = 1, akkor
¢"=1— 1. Haq € (—1,1), akkor ¢ — 0. Ha pedig q < —1, akkor a {q"}°>, sorozatnak
sem véges, sem végtelen hatdrértéke nem létezik.

2.4.2. Példa. . .
yoy @+
Ty (@

mikodzben felhaszndltuk a geometriai sorozat konvergenciatulajdonsagait.
2.4.3. Tétel (Az {{/a} sorozat). Bdrmely a > 0 esetén /a — 1.
2.4.4. Tétel (Az { {/n} sorozat). /n — 1.

2.4.5. Példa.
lim vV2n+1=1,

n—oo

mert minden n € Nt-ra

V2 =20 < 2n+ 1< V3n = V3n,

lim (¥/23/n) = lim (V/3/n) = 1.

n—oo n—oo

2.4.6. Tétel (Az {(1+ 1)} sorozat). Az {(1+ L)"} sorozat monoton névekedé és korldtos,

ezért konvergens is.
1 n
e = lim (1 + —>
n—oo n

hatarértéket Euler-féle szamnak nevezziik. Kozelito értéke:

2.4.7. Definicio. Az

e~ 2,7.

2.5. A bovitett szamegyenes

2.5.1. Definicio. Az
R =RU {+00, —cc}

halmazt bovitett szamegyenesnek nevezzik.
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A valés szdamok < rendezési reldcidjat kiterjesztjiik R-ra a kovetkezSképpen: minden
a € R esetén

—o0 < a, és

a < 00,
valamint

—00 < 00.
A +oo szimbdlumokkal a kdvetkezé miiveleteket definidljuk:

—(+o0) = Foo;
+o0o+a=a+ (+o00) = o0, haa > —oo,
—0+a=a+(—00)=—o0, ha a < +o0;
(£00) -a=a-(+oo) = Fo0, haa > 0,
(£00)-a =a- (£oo) = Foo, ha a < 0;

a
— =0 h R.
T , aac
Hangsulyozzuk, hogy a
+00 — 00, —00 + 00,
(£o00) - 0, 0-(+o0)
+ + —
= X2 4 LweR®
+oo Foo 0

miveleteket nem értelmezziik.
Az el6z6 definicidkat azért vezettiik be, hogy a hatarértékszamitas szabdlyait egységesen
fogalmazhassuk meg.

2.5.2. Tétel (Miiveletek hatarértékekkel). Ha a, — a € R és b, — b € R, akkor
(i) ap, + b, — a + b,

(ii) a,b,, — ab,
(iii) 2 — =
by b

n
feltéve, hogy a jobb oldalon szerepld miivelet értelmezve van a bovitett szamegyenesen.

2.6. Kornyezetek és pontozott kornyezetek
2.6.1. Definicié. Egy a € R pont (e-sugarii) kornyezetén

K(a)={zeR||z—a|<e}=(a—€a+¢)
alakd halmazt (intervallumot) értiink, ahol € € (0, co).
Az a € R pont (e-sugarii) pontozott kornyezetén

F(a) = Kc(a) \ {a} = (a —€,a) U (a,a +¢)
alakd halmazt értiink, ahol € € (0, 00).
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18 2. HATARERTEK, FOLYTONOSSAG

K (a) azon x € R pontok halmaza, amelyekre |z — a| < ¢, azaz a-tdl vald tavolsa-
guk kisebb, mint e. Hasonl6képpen, P.(a) azon a-tdl kiilonboz6 = € R pontok halmaza,
amelyeknek a-tdl valé tdvolsaga kisebb, mint e.

A jobb oldali és bal oldali kornyezeteket hasonléképpen definidljuk.

2.6.2. Definicié. Az a € R pont (e-sugari) jobb oldali (bal oldali) kérnyezetén
KM (a)=a,a+¢) (K (a)=(a—¢,al

alaku intervallumot értiink, ahol € € (0, c0).
Az a € R pont (e-sugarii) jobb oldali (bal oldali) pontozott kornyezetén
Pra)=(aa+e)  (P(a)=(a—ea))

€ €
alakd intervallumot értiink, ahol € € (0, 00).
Most a +00 és —oo kornyezeteit és pontozott kdrnyezeteit definidljuk.

2.6.3. Definicio. A +oo kornyezetén és egyiittal pontozott kornyezetén (c,00) alakd inter-
vallumot értiink, ahol ¢ € R.

A —o0 kdrnyezetén és egyiittal pontozott kornyezetén (—oo,c) alaki intervallumot ér-
tiink, ahol ¢ € R.

2.7. A fiiggvény hatarértéke

2.7.1. Definici6. A b € R szamot az f : R — R fiiggvény hatdrértékének mondjuk az a € R
pontban, ha f értelmezve van a valamely pontozott kornyezetében és barmely olyan {x,, }2°
sorozatra, amelyre z,, € D(f), x,, # a minden n € N-re, és z, — a, a fliggvényértékek
{f(zn)}oo, sorozata b-hez tart. Jelolés: f(x) — b, haz — a vagy ilir(ll f(x)=0.

Hasonl6an definidljuk a jobb oldali és bal oldali hatarértékeket is.

2.7.2. Definici6. A b € R szamot az f : R — R fiiggvény jobb oldali (bal oldali) hatdr-
értékének mondjuk az a € [—o0,0) (a € (—o0, 00]) pontban, ha f értelmezve van a vala-
mely jobb oldali (bal oldali) pontozott kornyezetében és barmely olyan {z, }5°, sorozatra,
amelyre x,, € D(f), x, > a (x, < a) minden n € N-re, és z, — a, a fuggvényértékek
{f(zn) ]}, sorozata b-hez tart. Jelolés: f(x) — b,hax — a+ (f(x) — b, hax — a—) vagy
Tim fa) = b(lim f(x) = b).

Nyilvanvald, hogy a = —oo (@ = +00) esetén a hatarérték és a jobb oldali (bal oldali)
hatarérték fogalma megegyezik.

A hatarérték és a féloldali hatarértékek kozott a kovetkezd a kapcesolat.
2.7.3. Tétel. Legyen a € R. A lim f(x) hatdrérték pontosan akkor létezik, ha lim f(z) és

r—a r—a+
lim f(z) létezik, és
lim f(z)= lim f(z).

T—a— r—a+
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A hatérértéket definidlhattuk volna a kornyezetek €s pontozott kornyezetek segitségével
is. Ugyanis igaz a kovetkezd allités.

2.7.4. Tétel. Az f : R — R fiiggvény hatdrértéke az a € R pontban egyenlé a b € R szdmmal
pontosan akkor, ha b barmely K kornyezetéhez létezik az a szamnak olyan P pontozott kor-
nyezete, amelyre f(P) C K.

Hasonldképpen fogalmazhatjuk &t a jobb oldali és bal oldali hatarérték definicidjat is.
A definiciébodl és a sorozatokra vontakozo eredményekbdl kovetkezik:

2.7.5. Tétel (A hatarértékszamitas szabélyai). Legyen a € R.
(i) Ekkor

feltéve, hogy lim f(x) és lim g(z) létezik, és a jobb oldalon szerepld miivelet értelmezve van

R-ban.
(ii) Ha lim f(x) = 0 és g korldtos a valamely pontozott kornyezetében, akkor lim (f(x) -

g(x)) = 0. X
(iii) Ha lim f(z) = 0 és f > 0 a valamely pontozott kornyezetében, akkor lim —— =

5 F@)
+o00. )
(iv) Ha lim f(z) = 0 és f < 0 a valamely pontozott kirnyezetében, akkor lim —— I )
T—a r—a T
—0Q.

(v) Ha lim f(z), lim g(x) létezik és f < g a valamely pontozott kirnyezetében, akkor
lim f(z) < lim g(z).
(vi) (renddrelv) Ha lim f( ) =

lmh( ) =beRé f < g < haza pont valamely
pontozott kornyezeteben akkor h ( ) =

Hasonl6 allitasokat lehet megfogalmazni jobb oldali és bal oldali hatarértékekre is.
Most kovetkezzen két tovabbi fontos allitas.

2.7.6. Tétel (Az Ssszetett fiiggvény hatarértéke). Legyen a € R. Ha

lim g(z) = b € R, lim f(z) = c € R,

T—a r—b

és g(x) # b minden x-re az a pont valamely pontozott kornyezetébdl, akkor

lim f(g(x)) = c.

r—a
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2.7.7. Tétel (Monoton fiiggvény hatarértéke). Legyen —oo < a < b < +o00. Ha f monoton
(a, b)-ben, akkor hm+ f(x) és 111{1 f(z) létezik. Ha f monoton névekedd (a, b)-ben, akkor

lim f(z) = inf f((a,Dd)), Ililili f(x) = sup f((a,0)),

r—a+

ha pedig f monoton csikkend (a,b)-ben, akkor
lim f(x) = sup f((a,b)), lim f(z) = inf f((a,b)),

ahol f((a,b)) = {f(x) | = € (a,b)}.

2.8. Folytonossag

2.8.1. Definicio. Az f : R — R fiiggvényt folytonosnak mondjuk az a € D(f) helyen, ha
lim f(z) = f(a).
Az f : R — R fiiggvény jobbrdl (balrdl) folytonos az a € D(f) helyen, ha
lm f(r)=fa)  (lim f@) = f(@).

Nyilvédnval6, hogy az f : R — R fiiggvény pontosan akkor folytonos az a helyen, ha itt
jobbrol és balrdl is folytonos.

Ha figyelembe vessziik, hogy a hatarérték definicja dtfogalmazhat6 kornyezetek segitsé-
gével, akkor a folytonossag kovetkezd ekvivalens megfogalmazasat kapjuk.

2.8.2. Tétel. Az f : R — R fiiggvény pontosan akkor folytonos az a € D(f) helyen, ha f
értelmezve van a valamely kornyezetében és barmely € > 0 esetén létezik 6 > 0 tigy, hogy
minden x € D(f), |v — a| < d esetén |f(z) — f(a)| < e

Ha f nem folytonos az a helyen, azt is mondjuk, hogy f-nek itt szakaddsa van.
A definiciobdl és a hatarértékszamitds szabdlyaibdl kovetkeznek az aldbbi tulajdonsagok.

2.8.3. Tétel (Miiveletek folytonos fiiggvényekkel). Ha f és g folytonosak az a helyen, akkor
(i) ugyanilyen f + g is,
(ii) ugyanilyen f g is,

(iii) g(a) # 0 tovdbbi feltétel mellett ugyanilyen f is.
Ha g folytonos az a helyen és f folytonos a g(a) helyen, akkor f o g folytonos az a helyen.
Most egy fiiggvény intervallumon val6 folytonossdgat definidljuk.
2.8.4. Definicié. Legyen I C R intervallum a és b végpontokkal, ahol
-0 <a<b<+oo.

Az f fuggvényt folytonosnak nevezziik az I intervallumon, ha f folytonos minden ¢ € (a, b)
pontban, toviabbd a € [ esetén a-ban jobbrdl folytonos, b € [ esetén pedig b-ben balrél
folytonos.
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2.8.5. Tétel (Miiveletek intervallumon folytonos fiiggvényekkel). Ha f és g folytonosak az
I C R intervallumon, akkor

(i) ugyanilyen f + g is,
(ii) ugyanilyen f g is,

(iii) ha g sehol sem tiinik el I-ben, akkor ugyanilyen = is.
g
Most a korlétos, zart intervallumon folytonos fiiggvények fontosabb tulajdonségait ismer-
tetjiik.

2.8.6. Tétel (Weierstrass tétele). Ha az f fiiggvény folytonos az [a,b] C R intervallumon,
akkor az [a, b]-hez tartozd fiiggvényértékek kizott mindig van legnagyobb és legkisebb is.

A feltételek fontossagét illusztrdlja a kovetkezd két példa.
2.8.7. Példa. Az )
f(l’>:;7 .TE(O,l]
fiiggvény folytonos a (0, 1] intervallumon. Ugyanakkor

iy ) =

ezért a (0, 1] intervallumhoz tartoz6 fiiggvényértékek kozott nincs legnagyobb. Tehdt Weier-
strass tételében lényeges, hogy zért intervallumrdl van sz6.

2.8.8. Példa. Legyen

1

-, ha z € (0, 1]
x

0, hazx =0

Annak ellenére, hogy f csak 0-ban nem folytonos (jobbrdl), a fiiggvényértékek kozott nincs
legnagyobb.

fz) =

2.8.9. Tétel (Bolzano-féle kozbiilséérték-tétel). Ha f folytonos az [a,b] C R intervallumon,
akkor barmely f(a) és f(b) kozé esd d szdm esetén van olyan ¢ € [a,b], amelyre f(c) = d.

Bolzano tételének két fontos kovetkezménye:

2.8.10. Tétel. Ha f folytonos az [a,b] C R intervallumon és f(a)f(b) < 0, akkor létezik
c € (a,b) gy, hogy f(c) = 0.
2.8.11. Tétel. Ha az f fiiggvény folytonos és nem dllandé az I C R intervallumon, akkor
f(I) intervallum.

A kovetkezd két allitas az Osszetett €s inverz fiiggvény folytonossagéarol szol.

2.8.12. Tétel (Az Osszetett fiiggvény folytonossaga). Ha g folytonos és nem dllando az I C R
intervallumon és f folytonos a J = g(I) intervallumon, akkor f o g folytonos az I interval-
lumon.

2.8.13. Tétel (Az inverz fiiggvény folytonossaga). Ha f szigoriian monoton és folytonos az
I C R intervallumon, akkor f invertdlhaté az I intervallumon és f_q folytonos a J = f(I)
intervallumon.
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2.9. Az elemi alapfiiggvények

Az aldbbiakban felsorolunk néhany elemi alapfiiggvényt €s azok fontosabb tulajdonsagait.

Identikus fiiggvény (id). Az
id(x) =z, z € R,

képlettel definidlt identikus fiiggvény folytonos €s szigordan monoton novekedd
a (—o0,00)-n.

Pozitiv kitevdjii hatvanyfiiggvények (id", n € NT). Barmely n € N esetén az
id"(x) = 2", r € R,
képlettel definidlt n-edik hatvdnyfiiggvény folytonos a (—oo,00)-n; pdratlan n esetén
a (—o00,00)-n szigorian monoton névekeds, ha pedig n pdros, akkor a (—oo, 0]-n szigo-

rdan monoton csokkend és a [0, c0)-n szigordan monoton novekeds. Ha n pdros (paratlan),
akkor az id" fliggvény is paros (paratlan).

Negativ kitevojii hatvanyfiiggvények ((id ", n € NT). Barmely n € N esetén az
1
id™"(z)=a"" = —, z € R\ {0}
ITL

képlettel definidlt id™™ : R \ {0} :— R hatvanyfiiggvény folytonos a (—o0,0) és (0, c0)
intervallumon; a (0, 00)-n szigordan monoton csokkend, tovabba pdros vagy pdratlan att6l
fliggden, hogy n pdros vagy paratlan.

Gyokfiiggvények (id%, n € NT). Barmely n € NT esetén az n-edik gyokfiiggvényt , jele
id%, az
(id") 1 ha n paratlan

1
idn = n
! ((id ) |[07oo)> ha n paros
—1
képlettel definidljuk. Jelolés:

id%(x) _ Uz v {(—oo, o0) ha n pératlan

[0, 00) ha n péros

Azidw fiiggvény folytonos és szigordan monoton novekedd a [0, co)-n, illetve a (—oo, 00)-n
attol fiiggden, hogy n paros vagy pdratlan.

Polinomok. Legyen n € N és ag, aq,...,a, € R adottak. A
p(z) = apr" + ay ™t 4 - + ay, z € R,

képlettel definidlt p : R — R fiiggvényt n-edfokii polinomnak nevezzik; az ay szdm a p
polinom féegyiitthatdja . A p polinom folytonos a (—oo, 00)-n.
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Természetes logaritmusfiiggvény (In). Meg lehet mutatni, hogy 1étezik egy valds fiigg-
vény, jele In, a kovetkezd tulajdonsagokkal:

D(In) = (0, 00),
In(zy) =Inz +1Iny, haz, y € (0, 00),
. In(1+x)
lim ————=

x—0 X

= 1.

Ezek a tulajdonsdgok az In fiiggvényt egyértelmlien meghatarozzak. Az In fliiggvényt termeé-
szetes logaritmusfiiggvénynek nevezzilk. Az In fiiggvény szigortian monoton névekedd és
folytonos a (0, 00)-n, tovabba

In1 =0, Ine =1,

Inz" =nlnx, haz € (0,00) ésn € N,
lim Inx = —o0, lim Inx = .
z—0+ T—00

Exponencalis fiiggvény (exp). Az exponencidlis fiiggvényt, jele exp, az
exp = (In)_,

képlettel definidljuk. Az exp : (—o0,00) — (0, 00) fiiggvény pozitiv, szigorian monoton

noveked6 és folytonos a (—oo, 0o)-n. Tovdbbi fontosabb tulajdonségai:

exp0 =1, expl =e,
exp(r +y) = exprexpy, haz,y € R,
lim expx =0, lim expx = oo,
T n
lim (1 + —) =expz,
n—oo n
—1
lim PP T
x—0 x

Az exp és In fliggvények segitségével definidlhatjuk egy pozitiv szam tetsz6leges hatva-
nyat.

2.9.1. Definicié. Barmely a € (0,00) és b € R esetén
a® = exp(blna).
Mivel Ine = 1, ezért a definici6 szerint
e’ =expur, x e R.
Altalanos alapii exponencilis fiiggvény (exp,, a > 0, a # 1). Barmely a € (0,1) U

(1, 00) esetén az
exp, ¢ = a® = exp(zlna), r € R,
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képlettel definialt exp, : (—o0,00) — (0, 00) fliggvényt a alapii exponencidlis fiiggvénynek
nevezziik. Az exp, fliggvény pozitiv, folytonos, a € (0, 1) esetén szigordan monoton csokke-
nd, a € (1, 00) esetén pedig szigordan monoton ndvekedd. Tovabbi fontosabb tulajdonsagai:

a’ =1,
a* v = a”aY, haz,y € R,
(ax)y = a"V, hax,y e R,
haa € (0,1),  akkor lim a® = oo és lim a” = 0.
r——00 Tr—00
haa € (1, 00), akkor lim a” =0¢és lim a® = oc.
r——00 r—00

Altalanos alapi logaritmusfiiggvény (log,, a > 0, a # 1). Barmely a € (0,1) U (1, 00)
esetén a log,-val jelolt a alapii logaritmusfiiggvény definicidja:

log, = (expa)_l.

Alog, : (0,00) — R fiiggvény folytonos, a € (0, 1) esetén szigordan monoton csokkend,
a € (1,00) esetén pedig szigortian monoton novekeds. Fontosabb tulajdonségai:

log,1 =0,
log,(a”) = z, haz € R,

d°%T =z haz € (0,00),

loga(l‘y) = loga T+ loga Y, ha z, (/S (07 00)7
log,(z¥) = ylog, , hax € (0,00) ésy € R;

1
logaxzﬂ, haz € (0, 00),
Ina
haa € (0,1),  akkor lir(l)qJr log, © = 0o és lim log, x = —o0,
haa € (1,00), akkor 1ir(1)1+ log, * = —c0 és lim log, © = 0.

Altalanos kitevdjii hatvanyfiiggvény (id’, b € R). Barmely b € R esetén az
id’(z) = 2° = exp(bIn z), x € (0,00),
képlettel definidlt id” : (0, 0o) fiiggvény folytonos a (0, 00)-n. Ha b € (0, 00), akkor szigord-

an monoton novekedd, ha pedig b € (—oo, 0), akkor szigordan monoton csokkend. Tovabbi
tulajdonsagok:

1
r?=—,  haze(0,00)ésbeR,
T
2t = 2bac, haz € (0,00) ésb, c € R,
(:1:”)c = g, haz € (0,00) és b, c € R,
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hab € (0, 00), akkor x1i>I(I)l+ 2’ =0 és xll_)lglo 2’ = oo.
hab € (—o0,0), akkor xlir& ¥ = 00 és wll_{go b = 0.
A harmadik tulajdonsag szerint ha z € (0, 00) és n € NT, akkor
(c%)" = .
Tehat )
xn = Yz, haz € (0,00) ésn € NT.

Trigonometrikus fiiggvények (sin, cos, tg, ctg). Az x,y-sik 1 sugard korvonaldnak
minden P pontja azonosithat6 azzal a radidnban mért = € [0, 27) szdggel, amelyet az O P
szakasz (O = (0,0)) bezar az x-tengely pozitiv irdnydval. A [0, 27)-n dgy definidljuk a sin
és cos (szinusz és koszinusz ) figgvényeket, hogy az x € [0, 27) szoggel azonositott P pont
koordinatdi: P = (cosz,sin x). Ezutdn mindkét fiiggvényt kiterjesztjiik a (—oo, 0o)-re a

sin(x + 2kw) = sinz, cos(z + 2kw) = cosz, xr €0,2n), ke€Z,

képlettel. Ekkor D(sin) = D(cos) = (—o00,00), R(sin) = R(cos) = [—1,1]. Mindkét
fiiggvény periodikus 27 periddussal és folytonos a (—oo, 00)-n. A sin fiiggvény szigortan
monoton noveked$ a [—7/2, 7/2]-n és szigorian monoton csokkend a [7/2, 37 /2]-n. A cos
fiiggvény szigortian monoton csokkend a [0, 7]-n és szigortian monoton ndvekedd a [, 27-n.
Tovabbi fontosabb tulajdonsagok:

10— 0 sin 1 RS T V3 0T 0
sin (0 = sin—=—, sin—=-—, sin—=-—, sin- = sinm =
’ 6 2 1 2 3 27 o — & PHTED

T V3 T V2 T 1 T
cosO0=1, cos—=-—, cos—=—, cos—=—, cos— =0, cosm=—1,

6 2 4 2 3 2 2

sin(—z) = —sinz, cos(—z) = cos, z € R,

sin? z + cos?z = 1, r € R,
sin(x 4 y) = sinx cosy + cos x sin y, z,y € R,
cos(r +y) = cosxcosy — sinzsiny, x, y € R,
sin(2x) = 2sin z cos x, cos(2z) = cos® v — sin® z, r € R,
1— 2 1 2
2 2
sinx—sinyzQsinx;ycosx;y, x,y € R,
cosx—cosy:—QSinx;—ySinxgy, x,y € R,
lim 22t 1,
z—0
A tg (tangens) és ctg (kotangens ) fiiggvényeket a
sinx
tgx = , haz € R\{n/2+4+kr | k € Z},
g =2 \{/2+ km | k € Z)
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illetve

ctgr = ——, haz € R\ {k7 | k € Z},
képletekkel értelmezziik. Tehdt
D(tg) =R\ {rn/2+kr | k € Z}, D(ctg) =R\ {kn | k € Z}.

Megjegyezziik, hogy az angol nyelvii irodalomban a tan és cot jelolés haszndlatos tg és ctg
helyett. Mindkét fiiggvény periodikus 7 periddussal, tovdbba mindkét fiiggvény folytonos az
értelmezé€si tartomanydnak részintervallumain. A tg fiiggvény szigordan monoton névekedd
a (—m/2,7/2) intervallumon, tg0 = 0, és

lim tgz = —o0, lim tgz = 4o0.

x—>—7+ T— 5 —
A ctg fliggvény szigortian monoton csokkend a (0, 7)-n, ctg § = 0, és

lim ctgzx = +o0, lim ctgr = —o0.

z—0+ T—T—

Arkuszfiiggvények (arcsin, arccos, arctg, arcctg). Az arkusz sz latin eredetd, jelenté-
se: iv. Az arkuszszinusz-, arkuszkoszinusz-, arkusztangens-, és arkuszkotangens-fiiggvénye-
ket a kovetkez6képpen definidljuk:

arcsin = (sin |[_q/2.72))
arccos = (cos|jon ) _,
arctg = (tg](—r/2m/2) ) _,

arcctg = (ctg o ),

Az arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2] paratlan, folytonos és szigortian monoton novekedd
a[—1, 1]-n, tovdbba

T T
arcsin(—1) = —5 arcsin0 = 0, arcsinl = —
Az arccos : [—1,1] — [0, 7] folytonos €s szigordan monoton csokkend a [—1, 1]-n, tovabba
T
arccos(—1) =, arccos 0 = > arccos 1 = 0.

Az arctg : (—o00,00) — (—7/2,7/2) pdratlan, folytonos és szigorian monoton névekedd
a (—00, 00)-n, arctg 0 = 0, valamint

T
lim arctger = ——, lim arctger = —

Az arcctg : (—o0,00) — (0,7) folytonos és szigortian monoton csdkkend a (—oo, 00)
intervallumon, arcctg 0 = 7 /2, tovdbba

lim arcctgzr = m, lim arcctgx = 0.

r——00 T—00
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Az arkuszfiiggvények grafikonjai:

2
y=arcsin X
0
1 0 1
-m/2
2.1. abra.
m
2
y=arccos x
0
1 0 1
2.2. abra.
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y=arctgx

=Tr/2

2.3. abra.

2

y=arcctgx

2.4. abra.
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3. fejezet

Egyvaltozos valos fiiggvények
differencialszamitasa

3.1. A differencialhatosag fogalma

3.1.1. Definicié. Legyen f : R — R értelmezve az a € D(f) pont valamely kornyezetében,
éslegyenx € D(f)\ {a}. Az
f(x) — f(a)

T —a
hanyadost az f fliggvény a és = helyekhez tartozo kiilonbségi hdnyadosdnak nevezzik.

Az a és x helyekhez tartozé kiilonbségi hdnyados az f grafikonjanak (a, f(a)) és (z, f(z))
pontjait 6sszekotd egyenes (szeld ) meredeksége (az dbrédn lathatd o szog tangense).

(x,f(x))

y=f(x)

3.1. abra.

3.1.2. Definicié. Ha a

i f@) = f()

r—a r —a
hatarérték 1étezik és véges, akkor az f fliggvényt differencidlhatonak mondjuk az a helyen,
a hatarértéket pedig az f fiiggvény a pontbeli differencidlhdnyadosdnak nevezzik.
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3.1.3. Definicié. Az f : R — R fiiggvény derivdltfiiggvénye roviden derivdltja, jele f' vagy
d
—f, az a fiiggvény, amelynek értelmezési tartomdnya D( f) azon x pontjaibdl dll, amelyekben

f differencidlhat6, és minden ilyen z-hez az f fiiggvény x pontbeli differencidlhdnyadosat
rendeli hozza.

Tehat
D(f") ={a € D(f) | f differencidlhaté az a helyen }

f'(a) = lim M, haa € D(f").

r—a Tr— a

3.1.4. Definicié. Ha f : R — R differencidlhaté az a helyen, akkor az
y=[f(a)(x—a)+ fla)
egyenest az f fliggvény a helyhez tartozé érintdjének nevezziik.

Tehat az f'(a) differencidlhanyados az f fiiggvény a helyhez tartoz6 érintjének a mere-
deksége (az abrén lathaté o szog tangense).

3.2. abra.

Az f : R — R fliggvény a pontbeli jobb oldali (bal oldali) differencidlhdnyadosdnak (de-
rivdltjanak) definicidjat gy kapjuk, hogy az a ponbeli differencidlhdnyados definici6jaban
szerepl6 hatdrértéket jobb oldali (bal oldali) hatarértékkel helyettesitjiik. Jele: f* (a) (f’ (a)).

fehd 1) /@)
, — fla
+(a)_:rligl+ Tr — Q

. 1) - ()
, x)— f(a
f—(a)_xllgl_ T —a )

feltéve, hogy a jobb oldali, illetve bal oldali hatarérték 1étezik és véges. A kovetkezd Ossze-
fliggés nyilvanvald.
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3.1.5. Tétel. f'(a) éppen akkor létezik, ha f', (a) és f' (a) is létezik, és

fila) = f(a).

3.1.6. Példa. Az f(z) = |z|, x € R, fuggvény nem differencidlhat6 0-ban, mert

T ] el R
f+(0) - mlir(glJr T — N xligi X N 17
és
£.(0) = lim Bl =0 =% -

z—0— 1 — 0 z—0+ X

A kovetkezd tétel a differencidlhatdsag és folytonossdg kozotti kapesolatrdl szol.
3.1.7. Tétel. Ha f : R — R differencidlhato az a helyen, akkor itt folytonos is.

A tétel megforditasa nem igaz, mert példaul az f(z) = |z|, x € R, fuggvény folytonos
0-ban, de itt nem differencialhato.

3.2. Differencialasi szabalyok
A kovetkezd tételek a fontosabb differencidldsi szabalyokat irjak le.

3.2.1. Tétel (Differencialasi szabélyok). Ha f : R — R és g : R — R differencidlhato az

a helyen, akkor ugyanilyen az f + g, f - g, és a g(a) # 0 feltétel mellett az i fiiggvény is,
g

mégpedig

(f £9)'(a) = f'(a) £ 4'(a),
(f-9)'(a) = fi(a)g(a) + f(a)g (a),
(i>,(a) f'(a)g(a) — fla)g'(a)

g g*(a)

3.2.2. Tétel (Az Osszetett fliggvény differencidldsa). Ha g : R — R differencidlhaté az a
helyen és f : R — R differencidlhaté a g(a) helyen, akkor f o g is differencidlhaté az a
helyen, mégpedig

(f e g)(a) = f(g(a)) - ¢'(a).

3.2.3. Tétel (Az inverz fiiggvény differencidldsa). Ha f : R — R folytonos és szigoriian
monoton az a pont valamely kirnyezetében, differencidlhaté az a helyen és f'(a) # 0, akkor
f-1 is differencidlhaté a b = f(a) helyen, mégpedig

R B
U-)® =56 = 7oy
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3.3. Az elemi alapfiiggvények derivaltjai

Az elemi alapfiiggvények derivaltfiiggvényeit tdblazatban foglaltuk Ossze.

f(z) f'(z)
c 0
xb brb—1
er er
a® a*Ilna
1
Inz —
T
1
log, x
zlna
sinx CoS T
COS & —sinx
1
tgx 5
cos? x
1
ctgx ——
sin“ x
. 1
arcsin | ———
V11— 22
1
arccosr | ———
V1—22
1
arcteg x
& 1+ 22
. 1
arcctgxr | —
& 1+ 22

(ceR, beR, a€(0,00)\{1})

A tablazat 4gy értendd, hogy f differencidlhaté minden olyan x helyen, ahol f értelmezve
van és az f'(x) kifejezés értelmes.

El6fordul, hogy egy fliggvény az értelmezési tartomdnyanak feltiintetése nélkiil, csak a
képletével van megadva. Ilyenkor a fiiggvény értelmezési tartomanyan minden olyan z € R
szamnak a halmazit értjiik, amelyekre a kifejezés értelmes. Kivételt csak a

h(z) = ()"

alaku fliggvények képeznek, amelyek értelmezési tartomanyan a
D(h) ={z e D(f)ND(g) | f(x) >0}
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halmazt értjiikk. Az ilyen esetekben a derivaltfiiggvény jelolésére f'(x) helyett a kényelme-
sebb (f(z)) szimbolum hasznalatos. Eszerint az In(z — 2) ,.fiiggvény” értelmezési tartoma-
nya a (2, 0o) intervallum, és itt

1

In(z - 2)) = .

(In(z — 2)) p—

3.3.1. Példa. Az x” fiiggvény értelmezési tartomdnya a (0, oo) intervallum, és itt

1
(") = (ezln””)/ = "M% (glng) = 0" (1 Inz + x—) =2"(Inx + 1).
x

3.4. Magasabb rendii derivaltak

3.4.1. Definicié. Az f : R — R fiiggvény elsd derivdltjdn az f’ derivaltfiiggvényt értjiik.
Béarmely n € N7 esetén [ (n + 1)-edik derivdltjdnak az n-edik derivalt derivaltfiiggvényét
mondjuk. Az f n-edik derivdltjat f™-nel jeloljik. Ha a € D(f™), akkor f-et n-szer
differencidlhatonak mondjuk az a helyen.
Magiét f-et f nulladik derivdltjdnak is szoktik nevezni, és f(©)-val jelolik. Azn = 2,3
esetben inkdbb az
f(2) — f//7 f(3) — f///
jelolés hasznalatos. Taldlkozhatunk az n-edik derivalt
m _ S
/ dz™
tort alaku jelolésével is.

3.5. Intervallumon valé differencialhatésag

3.5.1. Definicié. Legyen I C R intervallum a és b végpontokkal, ahol
—0o<a<b<oo.

Azt mondjuk, hogy az f : I — R fiiggvény differencidlhato az I intervallumon , ha f diffe-
rencidlhaté minden = € (a,b) helyen, tovdbbd ha a € I, akkor f a-ban jobbrdl differencial-
hatd, ha pedig b € I, akkor f b-ben balrdl differencidlhat6. Ekkor az

= f'(x), haz € (a,b)
fr(x) =< = fi(a), haz =aésacl
= f"(b), haz =bésbel

képlettel definialt f; : I — R fiiggvényt az f fiiggvény [ intervallumon vett derivdltfiiggvé-
nyének nevezziik.

A tovéabbiakban sziikségiink lesz a kovetkez6 fogalomra is.

3.5.2. Definicid. Az f fiiggvényt folytonosan differencidlhatonak nevezzilk az I C R inter-
vallumon, ha f differencidlhaté /-n és az f; derivaltfiiggvény folytonos /-n.
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3.6. Kozépértéktételek

Ismertetjiik a differencidlszdmitds harom fontos kozépértéktételét.

3.6.1. Tétel (Rolle tétele). Legyen [a,b] C R. Ha f : R — R folytonos [a, b]-n, differencidl-
haté (a,b)-n és f(a) = f(b), akkor létezik ¢ € (a,b) tgy, hogy

7o) =o.
A tétel feltételei mellett az f fliggvénynek van olyan érint6je, amelyik parhuzamos az
x-tengellyel.
3.6.2. Tétel (Lagrange tétele). Legyen [a,b] C R. Ha f : R — R folytonos |a,b]-n és
differencidlhaté (a,b)-n, akkor létezik ¢ € (a,b) ugy, hogy

ro= 1010

A tétel feltételei mellett az f fiiggvénynek van olyan érintdje, amelyik parhuzamos az a
és b helyekhez tartozo szel6vel.
Az f(b) = f(a) esetben Lagrange tétele Rolle tételébe megy at.

3.6.3. Tétel (Cauchy tétele). Legyen [a,b] C R. Ha f : R — R és g : R — R folytonosak
la, b]-n, differencidlhatdk (a,b)-n és g' sehol sem tinik el (a,b)-n, akkor létezik ¢ € (a, b) gy,
hogy
Fe) _ 1) - f(@
gc)  g(b)—gla)
A g(z) = x esetben Cauchy tétele Lagrange tételébe megy at.

3.7. Monotonitasi kritériumok

3.7.1. Definicié. Legyen I C R intervallum a és b végpontokkal, ahol
-0 <a<b<oo.
Az I intervallum belsején az (a,b) intervallumot értjiik. Jele: int /
A kovetkezd fontos tétel Lagrange tételének kovetkezménye.

3.7.2. Tétel (Monotonitési kritériumok). Legyen I C R intervallum. Ha az f : R — R
fiiggvény folytonos I-n, differencidlhaté I belsejében, és f° > 0 (f' < 0) I belsejében,
akkor f az I intervallumon monoton névekedd (monoton csokkend), ha pedig az f' > 0
(f' <0)feltételt az f' > 0 (f" < 0) feltételre cseréljiik, akkor f szigoriian monoton novekedd
(szigorian monoton csokkend) I-n.

Az el6z0 tétel specidlis esete a kovetkezd:

3.7.3. Tétel. Legyen I C R intervallum. Ha f : R — R folytonos I-n és f' = 0 I belsejében,
akkor f dllando.
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3.8. A L’Hospital-szabaly

A Cauchy-féle kozépértéktétel segitségével lehet bizonyitani a kovetkez6 allitast.
3.8.1. Tétel (L'Hospital-szabaly). Legyen a € R. Tegyiik fel, hogy vagy

lim f(z) = lim g(z) =0,

r—a r—a

vagy pedig
lim |g(x)| = 0.

r—a

Ha valamely b € R esetén

- fl(x)

M@
akkor

lim flx) — b

a—a g(x)

Hasonlo dllitdsok igazak jobb oldali és bal oldali hatdrértékek esetén is.
3.8.2. Példa. A L’Hospital-szabdly ismételt alkalmazasaval kapjuk, hogy

. e —sinx—1 . e¥—coszx . ef+sinx 1
lm—-—=lim——— =lim——— = —.
r—0 1’2 x—0 23: z—0 2 2

3.8.3. Példa. A L’Hospital-szabaly szerint

3
. In(1+3z)" . TIn(14+3z) 7. 1+3: 21 . 2+5zx 7
lim ———— = lim —~ = — lim = — lim = —,
T—00 111(2 + 5I)4 z—o0 4 ln(l + 5I) 4 z— 5 20 z—o0 1 + 3z 4
2+ bx

3.9. Abszolut és lokalis szélsoértékek

3.9.1. Definicié. Legyen adva egy f : R — R fiiggvény. Az a € D(f) szdmot f abszoliit
maximumhelyének (abszoliit minimumhelyének) mondjuk, ha minden x € D(f)-re f(z) <
F(a) (F(x) = fla).

Az abszolit maximumhely és abszolit minimumhely k6z0s neve abszoliit szélséérték-
hely. Az abszolut széls6értékhely helyett a globdlis szélsdértékhely elnevezés is haszndlatos.

3.9.2. Definicio. Az a € D(f) szdm f lokdlis maximumhelye (lokdlis minimumhelye), ha
f definidlva van a valamely J-sugard kornyezetében (0 > 0), tovabbd minden = € (a —
d,a)U (a,a+6)esetén f(x) < f(a) (f(x) > f(a)). Ha < (>) egyenlGtlenséget <-re (>-ra)
cseréljiik, akkor a szigori lokdlis maximumhely (szigoru lokdlis minimumhely) definici6jat
kapjuk.

A (szigori) lokélis maximumhelyek és lokdlis minimuhelyek k6z6s neve (szigorii) lokdlis
szélsoeértékhely.
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A kovetkezd tételben lokalis szélséértékhely 1étezésének sziikséges feltételét adjuk meg.

3.9.3. Tétel. Ha a az f : R — R fiiggvény lokdlis szélséértékhelye és f differencidlhato az a
helyen, akkor f'(a) = 0.

3.9.4. Definici6. Azokat az a pontokat, amelyekre f'(a) = 0 az f : R — R fiiggvény kritikus
(staciondrius) pontjainak nevezzik.

3.9.5. Példa. Konnyf ellendrizni, hogy 0 az f(z) = 23, v € R, fiiggvény kritikus pontja,
ugyanakkor f szigortian monoton ndvekeds a (—oo, 0o)-n. Tehdt egy kritikus pont dltaldban
nem lokalis szélséértékhely.

A monotonitasi kritériumokbdl kovetkezik, hogy ha a az f : R — R fiiggvény kritikus
pontja, és az f’ derivaltfiiggvény elbjelet valt az a pontban, akkor a f-nek lokalis szEélsGér-
tékhelye.

Weierstrass tételébdl tudjuk, hogy barmely korlatos zart intervallumon folytonos fligg-
vénynek van abszolit maximumhelye és abszolit minimumhelye. Ezeket a kovetkez6képpen
hatdrozhatjuk meg:

3.9.6. Tétel. Legyen [a,b] C R. Ha f folytonos |a, b]-n, akkor legnagyobb (legkisebb) értékét
vagy az intervallum valamelyik végpontjdban, vagy pedig olyan c € (a,b) pontban veszi fel,
ahol f'(c) = 0 vagy f'(c) nem létezik.

3.9.7. Példa. Keressiik meg az
f(z) = 32* — 202° + 482 — 48z + 1, z € 0,3],
fliggvény (abszolit) maximumat és minimumat. Mivel f folytonos és
f'(z) =12(z* — 52® + 8x — 4) = 12(z — 1)(x — 2)?, z € (0,3),

ezért az el6z6 tétel szerint f maximumhelye €s minimuhelye az

r1 =0, To =1, r3 = 2, Ty =3
pontok valamelyike. Osszehasonlitva az

fO)=1,  f)=-16,  [f(2)=-15  f(3)=-8

fliggvényértékeket azt kapjuk, hogy a legnagyobb fiiggvényérték 1, a legkisebb pedig —16.

3.10. Konvexség, konkavsag

Emlékeztet6iil: egy f : R — R figgvény x1, xo € D(f), ©1 < z2, helyekhez tartozd
szeldjének meredeksége
fx2) — f(21)

To — X1 ’
a szeld egyenlete pedig

Yy = M@ —x1) + f(z1).

Lo — X1
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3.10.1. Definicié. Legyen / C Rintervallumés f : I — R. Az f fiiggvényt az I-n konvexnek
(konkdvnak) mondjuk, ha barmely zq, z, 2o € I, 71 < x < x9, esetén

f(x2) = f(x1) f(x2) — f(z1)

To — T To — I

f(@) < (&= a1) + fa), (f(as) > (e —a1) + f(xn).

Ha < (>) egyenl6tlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor az I-n szigoriian konvex (szigorian
konkdv) fiiggvény definicidjat kapjuk.

Az f fuggvény akkor konvex (konkdv) az I intervallumon, ha barmely 1, o € I, 1 <
Tq, esetén az x; és xo helyekhez tartozé szel$ az (x4, x9) intervallumon f grafikonja folott
(alatt) fekszik.

3.10.2. Tétel (Konvexség és konkdvsag kritériuma). Ha f folytonos az I C R intervallumon
és [’ (szigoriian) monoton novekedd ((szigoriian) monoton csokkend) I belsejében, akkor az
f fiiggvény I-n (szigoriian) konvex ((szigorian) konkdv).

Specidlisan, ha f : R — R folytonos az I[-n és " > 0 (f" < 0) I belsejében, akkor f
I-n konvex (konkdv), ha pedig a > (<) egyenldtlenséget >-re (<-ra) cseréljiik, akkor f I-n
szigoruan konvex (szigortian konkdv).

3.10.3. Példa. Legyen

1
flz) = T2 € R
Az f fuggvény folytonos, tovabba
—2x
F@)=amz €k
2 (322 —1)
f”(l') = W, z € R.

: " 1
Mivel f <10 al(—j37
ezérta (——z, 75)n fs
konvex.

) intervallumon és " > 0 a (—oo, —\/Lg) (\/Lg, o0) intervallumokon,

igordan konkav, a (—oo, —\/%)-n és az (\/%, 00)-n pedig szigordan

<

3

N

(© Gyori L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

4. fejezet

Egyvaltozos valos fiiggvények
integralszamitasa

4.1. Primitiv fiiggvény és hatarozatlan integral

4.1.1. Definicié. Legyen /I C R intervallum és f egy /-n definidlt valds fliggvény. Az
F : I — R fiiggvényt f primitiv fiiggvényének mondjuk az [ intervallumon, ha F' diffe-
rencidlhaté /-n ésitt F; = f.

EmlékeztetSiil: F} az F fiiggvény [-n vett derivaltjat jeloli (1asd Definicio).
A kovetkezd tulajdonsdg Lagrange tételének kovetkezménye.

4.1.2. Tétel. Ha F az f fiiggvény primitiv fiiggvénye az I intervallumon, akkor minden c € R
esetén F+c is primitiv fiiggvénye f-nek [-n, és f bdrmely primitiv fiiggvénye [-n F'+c alaki,
ahol c € R.

4.1.3. Definici6. Egy f valos fiiggvény hatdrozatlan integrdljan az I C R intervallumon f
I-n vett primitiv fiiggvényeinek halmazat értjiik (ha nem iires). Jelolés: [ f vagy [ f(z)dz.
Az f fuggvényt integrandusnak nevezzik.

Ha F primitiv fiiggvénye f-nek I-n, akkor

/fz{F+c|c€R} I-n.

Ezt a kdvetkezd pontatlan, de rovidsége miatt kényelmes és ezért dltaldnosan hasznalt alakban
szokas irni:

/ f=F+c, (az I intervallumon),

vagy
/f(a:)d:t:F(a:)—l—c, (x €.

2 /
(%) =z, x € (—00,00),

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem

Mivel


www.tankonyvtar.hu

4.2. ALAPINTEGRALOK

39

ezért

2
T

de = — +

/x x 5 c,

4.2. Alapintegralok

A differencidlasi szabédlyok megforditdsaval kapjuk a kovetkezd integralokat.

x € (—00,00).

/f(x)dx F(x)+c
b+1
b x
d
/a: x b+1+c
1
/—dx In|z|+c¢
T
/ef”dx e 4+ ¢
/a“’dx +c
Ina
/sinxdm —cosT + ¢
/cosxdx sinx + ¢
1
/ S—dx tgxr +c¢
cos? x
1
/_2 dx —ctgx +c
sin® x
/ L4 i +
————dx | arcsinz + ¢
V1—a22
/ L 4 tor +
z arctgxr + ¢
1+ 22 &

beR\{-1}, ae€(0,00)\{1})
A tablazatban szerepld integralformuldk érvényesek minden olyan nyilt intervallumon, ahol
f €s a jobb oldalon szerepld fiiggvény értelmezve van.

4.3. Integralas elemi atalakitasokkal

4.3.1. Tétel (Linearitas). Ha f-nek és g-nek primitiv fiiggvénye az (a,b) C R intervallumon
F, illetve G, tovdbbd k € R, akkor (kf)-nek primitiv fiiggvénye (a,b)-n kF, (f + g)-nek
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pedig F' + G. Eszerint

Joen=r [
[t+a=[1+]s

Az els§ képletet gy kell érteni, hogy az [ (k f) fiiggvényhalmaz elemei az [ f fiiggvény-
halmaz elemeinek k-szorosai, a masodik képletet pedig gy, hogy az [(f + g) fiiggvényhal-
maz elemei az [ f és [ g fiiggvényhalmaz elemeinek sszeaddsdval dllnak elS. HasonlGkép-
pen értenddk a tovabbi hatarozatlan integralokkal kapcsolatos képletek is.

4.3.2. Tétel (Linedris helyettesités). Legyen f-nek az (o, 3) C R intervallumon primitiv
fiiggvénye F, tovabbd g(x) = ax + b linedris fiiggvény, a, b € R, a # 0, és (v,9) olyan
intervallum, hogy g((v,90)) C («, 8). Ekkor az f o g fiiggvénynek (v, d)-n primitiv fiiggvénye

1
E(F o g), azaz

/f(ax—i—b)dx:éF(ax—i-b)—Fc, z € (7,9).

4.3.3. Példa.

1 3 2
5@4—025 3z +5)3 + ¢,

2

/\/ﬁd$:/(3x+5)%dl‘

ahol z € (—2, 00).

4.3.4. Példa.

1 2 1 2
/congsdx:/ydx:/(%jtcoz :c) dx

1 1 1 1sin2 in 2
:—/1dm+§/0052xdm:—x+—sm $+C:£+sm x—i—c,

2 2 2 2 2 4

ahol x € (—00, 00).

4.4. Parcialis integralas

A szorzat derivéltjabol konnyen levezethetd a kovetkezd tétel.

4.4.1. Tétel (Parcidlis integralds). Legyen (a,b) C R. Ha f és g differencidlhatok (a,b)-n és
az fq fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye (a,b)-n, akkor az f'qg fiiggvénynek is van primitiv
fiiggvénye (a, b)-n, és

/f’(flﬁ)g(x) dr = f(x)g(x) - /f(ﬂf)g'(x) dr,  w€(a,b).
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4.4.2. Példa.

/(cos x)rdr = /(Sin x)zdr = (sinx)r — /(sin z)ldx = (sinz)x 4 cosx + ¢,

ahol z € (—o00, 00).

4.5. Integralas helyettesitéssel

Az alabbi tétel az Osszetett fiiggvény differencidlési szabalydbol kovetkezik.

4.5.1. Tétel (1. tipusu helyettesités). Legyen g differencidlhaté és nem dllandé az (a,b) C R
intervallumon. Ha F' primitiv fiiggvénye f-nek a g((a, b)) intervallumon, akkor F o g primitiv
fiiggvénye f-nek (a,b)-n, azaz

/ (f(9(@)g(z)de = F(g(z)) + ¢, € (a,b),

avagy

[ttty @ s - [ [ 5w du}

Ez utébbi képlethez formalisan tgy is eljuthatunk, hogy a bal oldali integrdlban bevezet-

u=g(x)

jiik az u = g(x) helyettesitést, majd a d_u = ¢'(x) képletbdl a ¢'(z) dx = du sszefiiggést
T

szarmaztatjuk, €s igy jutunk a jobb oldalon l4that6 integralhoz.
4.5.2. Példa. Az
/(s.in2 x)cosz dx

. : . du
integrdlbdl az u = sin z helyettesitéssel, amikor Jp = COST: S igy cosz dx = du, az
x

[/u2 du}

3
2 u
du = —
/u u 3 C,

integralt kapjuk. Mivel

ezért

sin®

+c, x € (—00,00).

/(sin2 x)cosxdr =

4.5.3. Tétel (2. tipusd helyettesités). Tegyiik fel, hogy g differencidlhaté az (o, 3) C R
intervallumon és ¢’ sehol sem tinik el (o, 3)-n. Ha H primitiv fiiggvénye (f o g)g'-nek
(a, B)-n, akkor H o g_y primitiv fiiggvénye f-nek a g((«, B)) intervallumon, azaz

f@)de = | [ (f(g(u)g (u) du o reg((ef)).
freae-{f

u=g—1(z)
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A képlethez formaélisan ugy juthatunk el, hogy a bal oldali integrdlban elvégezziik az
d
r = g(u) helyettesitést, majd a d_m = ¢'(u) Osszefuggésbdl a dx = ¢'(u) du kifejezést
u

szarmaztatjuk, végiil megkapjuk a jobb oldali integralt. Ennek kiszdmitdsa utdan v helyébe
g—1(x)-et kell frunk.

4.5.4. Példa. Az
/ v — ldz

d
integralbdl az = u® + 1 helyettesitéssel a d_:v = 3u? és dx = 3u’du kifejezéseket haszndlva
u
az

/(u3 + 1u3u? du = 3/(u6 +u*) du
integralt kapjuk. Ezt mar ki tudjuk szdmitani:
7 4
SO Y (CUUCA IIPRI P S A
3/(u +u)du—3(7 + 4>+C—7u +qute
Végiil az x = u? + 1 Osszefiiggésbdl nyert u = /x — 1 felhaszéldsdval kapjuk, hogy

/x\3/x—1dx:%(\3/x—1)7+§(3x—1)4+c, z € (—00,00).

4.6. A Riemann-integral definicidja

Adott egy nemnegativ folytonos f az [a,b] C R intervallumon. Kiszdmitandé annak a ,,g6r-
bevonald” trapéznak a T teriilete, amelyet feliilrdl az y = f(x) gorbe, oldalrdl az © = a és
x = b egyenesek, alulrdl pedig az x-tengely hatarol. Az aldbbiakban definialt fogalmak se-
gitségével alsoé és felsd becslést adhatunk 7-re. A konstrukcid abban az dltaldnosabb esetben
is hasznélhat6, amikor f csupén korldtos [a, b]-n.

4.6.1. Definicié. Az [a,b] C R intervallum felosztdsdn olyan véges {xo, ...,z } sorozatot
értiink, amelyre
a=To<x1<---<x=>0.

4.6.2. Definici6. Legyen adva egy korlatos f figgvény az [a,b] intervallumon és
& = {xg,...,x} legyen [a, b] egy felosztdsa. A korldtossdg miatt minden i € {1,2,... k}
esetén az

m; = inf f([v;_1, 7)), M; = sup f([xi-1, zi])

szamok jol definidltak. Az
k
S = Z mi(T; — Ti-1)
i=1
Osszeget az f fliggvény @ felosztashoz tartozé also dsszegének , az
k
Se = ZMZ<:C’L - xifl)
i=1
Osszeget az f fiiggvény @ felosztashoz tartozo felsd osszegének nevezzik (lasd a 4.1 dbra).
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y=f(x)

Ha f korlatos [a, b]-n, akkor [a, b] barmely & felosztdsdra
inf f([a,b]) - (b — a) < sp < Sp < sup f(([a,b]) - (b—a).
4.6.3. Definicié. Barmely [a, b]-n korldtos [ esetén legyen
I4 = sup{ s¢ | P az [a, b] felosztdsa },
és
Irp =inf{ Sg | ¢ az [a, b] felosztésa }.
Az 14 szamot az f fiiggvény (Darboux-féle) also integrdljdnak , az Ir szamot pedig f (Dar-
boux-féle) felso integrdljanak nevezzik.
Nyilvénval6, hogy ha f nemnegativ és folytonos [a, b]-n, akkor az [a, b] barmely & felosz-
tasdra
Sp é T S 5457
és ezért
I, <T<Ip
is teljesiil, ahol 7" a kiszamitando teriilet.

4.6.4. Definicié. Az f fiiggvényt integrdlhaténak mondjuk az [a,b] C R intervallumon, ha
f korldtos [a,b]-n és I4 = Ip. Ekkor az [ = 14 = I koz0s értéket az f fuggvény |a, b]-n
vett Riemann-féle hatdrozott integrdljanak, vagy roviden Riemann-integrdljdnak nevezzik.

Jele: , )
/a [ vagy / f(z)dz.

Sziikségiink lesz a kovetkez6 fogalomra.

4.6.5. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény szakaszosan folytonos (szakaszosan mo-
noton) az [a,b] C R intervallumon, ha [a, b]-nek 1étezik {zy, ...,z } felosztisa (a = zp <
xry < .-+ < x = b)agy, hogy az (z;_1,x;), i € {1,..., k}, részintervallumok mindegyiké-
ben f folytonos (monoton).
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v

A kovetkez0 tétel azt mutatja, hogy a fiiggvények egy igen széles osztdlya integralhato.

4.6.6. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha f korldtos és szakaszosan folytonos vagy szakaszosan
monoton az |a, b] intervallumon, akkor f integrdlhatd is [a, b]-n.

Legyen f nemnegativ és folytonos [a, b]-n. Ekkor f integrilhatésdga folytin I, = Ip =
fab f. Figyelembe véve, hogy I, < T < I, azt kapjuk, hogy

Tz/abf,

ahol 7' a szakasz elején emlitett sikidom teriilete.

27 o2

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy az integralhatosdgot €s az integral értékét nem befo-
lyasolja, ha az integrandust véges szamu pontban megvaltoztatjuk.

4.6.7. Tétel. Legyenek f és g az [a,b] C R intervallumon definidlt valos fiiggvények. Ha f
integrdlhatd az [a,b]-n, és van [a, b]-nek olyan véges H részhalmaza, hogy f = g az [a,b]\ H
halmazon, akkor g is integrdlhato |a, b]-n, és

[ [

Ez a tétel motivalja az alabbi definiciot.
4.6.8. Definicio. A g fiiggvényt az [a, b] C R intervallumon tdgabb értelemben integrdlhato-

nak mondjuk, ha van olyan az [a, b]-n integrdlhaté f, amely g-vel |a, b]-n véges szami pont
kivételével egyenld. Ekkor definicidképpen

[o=[r

g(z) = , x€(0,1]

4.6.9. Példa. A

fiiggvény ugyan nincs definidlva 0-ban, mégis tdgabb értelemben integralhaté a [0, 1]-en, mi-
vel a

sin x
=1

el =

limeszrel4ci6 folytdn korlatos, és ha a 0 helyen barhogyan definidljuk, akkor szintén korlatos
és szakaszosan folytonos fliggvényt kapunk.

A tovédbbiakban az integrdlhatésdgot mindig tadgabb értelemben fogjuk érteni.
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4.7. A Riemann-integral tulajdonsagai

A kovetkez0 tételekben 0sszefoglaljuk a Riemann-integral fontosabb tulajdonségait.

4.7.1. Tétel. Ha f és g integrdlhaté az [a,b] C R intervallumon és «, [ dllandok, akkor
af + By is integrdlhaté az [a, b)-n, és

l%ﬁ+mﬂ=alv+ﬁlzh

4.7.2. Tétel. Ha f és g integrdlhatd az [a,b] C R intervallumon és f < g az |a, b]-n, akkor

/abe/abg-

4.7.3. Tétel. Ha f integrdlhaté az [a,b] C R intervallumon, akkor |f| is integrdlhaté az

(a,b]-n, és b b
lﬂslUL

4.7.4. Tétel. Ha f integrdlhaté az [a,b] intervallumon és ¢ € (a,b), akkor f integrdlhato

la, c]-n és [c, b]-n is, és : i
[i=[se[+

4.8. A Riemann-integral kiszamitasa

A Riemann-integral kiszamitdsa szempontjabdl alapvet6 fontossdgu a kovetkezd tétel.
4.8.1. Tétel (Newton-Leibniz-szabdly). Ha f integrdlhaté az [a,b] C R intervallumon, F
folytonos [a, b]-n, tovdbbd F primitiv fiiggvénye f-nek (a,b)-n, akkor

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a).

4.8.2. Definicié. Legyen [a,b] C R intervallum. Az F(b) — F(a) kiilonbséget az [F(x)]°

szimbdlummal jel6ljiik, és az F' fiiggvény [a, b] intervallumon vett megvdltozdsdnak nevez-
zik.
A Newton-Leiniz-szabdlyt a Lagrange-féle kozépértéktétel segitségével lehet igazolni.

4.8.3. Példa. A Newton-Leibniz-szabdly szerint

3 373 3 3
/ggdx: mpr_y_2_21 8_19
) 3 3

A parcidlis integrdlds a kovetkez6képpen fogalmazhat6 at hatarozott integrélra.

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

46 4. INTEGRALSZAMITAS

4.8.4. Tétel (Parcidlis integralds). Ha f és g folytonosan differencidlhaté az [a,b] C R inter-
vallumon, akkor

b b
| @) s = @l - [ 5@ @)

4.8.5. Példa.

2 2 2 ) 2 q
/ lna:dx:/ 1-lnxdx:/ (x) Inzdr = [xln:r;]l—/ r—dx
1 1 1 1 T

2
:21n2—/ ldr =22~ [2]’ =22 1.
1

Vezessiik be a kovetkezd jelolést.

4.8.6. Definicié. Barmely a € D(f) esetén legyen

/:fzo,
/abfz—/baf,

feltéve, hogy f integralhaté a [b, a] C R intervallumon.

tovabba b < a esetén

4.8.7. Tétel (Integralas helyettesitéssel). Tegyiik fel, hogy g nem dllando és folytonosan dif-
ferencidlhato az [a,b] C R intervallumon és f folytonos a g(|a, b)) intervallumon. Ekkor

g(b) b
z)dr = w))d' (u) du.
L@ﬂ) Aﬂﬂ»ﬂ)

4.8.8. Példa. A 2 — x = u, avagy x = g(u) = 2 — u helyettesitéssel kapjuk, hogy

/01 2x—xdx:_/g<gl(>2)¢2x—_$dx: 122%%
:/12<%—\/ﬂ>du= [4ﬂ—§\/$ﬁz4(ﬁ—1>—§<¢§—l>.

4.9. Az integralfiiggvény

4.9.1. Definicié. Legyen I C R intervallum, és tegyiik fel, hogy f integralhat6 I barmely
zart részintervalluman. Rogzitett ¢ € [ esetén legyen

G(x):/ f, haz e I.
A G : I — R fuggvényt az f fliggvény c helyhez tartozé integrdlfiiggvényének nevezzik.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

4.10. AZ IMPROPRIUS INTEGRAL 47

Ha f integrdlhat6 I minden zart részintervalluman, akkor tetszdleges c, d, x € I esetén

/jfz/;f+/cdf-

Ezért ha G az f fiiggvény valamely ¢ € I helyhez tartoz6 integralfiiggvénye, akkor f-nek
barmely mas helyhez tartoz6 integralfiiggvénye G + k alakd, ahol £ allando.
A kovetkezd tételek az integralfiiggvény két fontos tulajdonsagat irjak le.

4.9.2. Tétel. Ha G valamely ¢ € I helyhez tartozo integrdlfiiggvénye f-nek az I C R inter-
vallumon, akkor G folytonos I-n.

4.9.3. Tétel. Legyen G valamely ¢ € I helyhez tartozo integrdlfiiggvénye f-nek az I C R
intervallumon, és a € 1. Ha a nem jobb oldali (bal oldali) végpontja I-nek, és itt | jobbrol
(balrol) folytonos, akkor G jobbrol (balrdl) differencidlhato az a helyen, és

G(a) = fla)  (G"(a) = f(a)).

Az el6z6 tétel egyik fontos kovetkezménye, hogy minden folytonos fiiggvénynek van
primitiv fiiggvénye. Pontosabban:

4.9.4. Tétel. Ha f folytonos az I C R intervallumon, akkor itt van primitiv fiiggvénye, és
primitiv fiiggvényei egybeesnek integrdlfiiggvényeivel.

4.10. Az improprius integral

A Riemann-integral két alapvet6 hétranya, hogy csak korlatos intervallumon és csak korlatos
fliggvényekre definidlt. Az integralhatsag definici6janak egy lehetséges kiterjesztése nem
korlatos fiiggvényekre és nem korldtos intervallumokra a kovetkezd:

4.10.1. Definicié. Legyen a, b € R, a < b, és tegyiik fel, hogy f integrdlhaté az (a,b)
intervallum minden zart részintervalluman. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény improprius
integrdlja (a,b)-n konvergens, ha f valamely ¢ € (a, b) helyhez tartoz6

G(x) = /w fs haz € (a,b),

integralfiiggvényére a
lim G(z) és lim G(z)

r—a+ r—b—

hatarérték létezik és véges. Ekkor az

I = lim G(z) — lim G(z)= lim /xf—i- lim /Cf

z—b— r—a+ x—b— T—a+

szamot az f fiiggvény (a, b)-n vett improprius integrdljdnak mondjuk, és az

b b
/ f, illetSleg / f(z)dx

szimb6lummal jel6ljiik. Ha f improprius integrlja (a,b)-n nem konvergens, akkor diver-
gensnek mondjuk.
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Az ,,improprius” latin eredet sz6 jelentése ,,nem valodi”.
Az, hogy az improprius integrél értékét ugyanazzal az fa f szimbélummal jel6ljiik, mint
a Riemann-integralt nem okoz zavart, mert igaz a kovetkezo:

4.10.2. Tétel. Legyen a, b € R, a < b, és f korldtos az |a,b|-n. Ekkor f-nek (a,b)-n
pontosan akkor improprius integrdlja az I szdm, ha f (Riemann szerint) integrdlhato [a, b)-n,
és integrdlja 1.

Ha a € R és f korldtos a-nak egy jobb oldali vagy bal oldali kornyezetében, akkor az
improprius integralt egyszeriibben is jellemezhetjiik.

4.10.3. Tétel. Legyena € R, b € R (a € R, b € R), a < b. Tegyiik fel, hogy f korldtos
a-nak egy jobb oldali (b-nek egy bal oldali) kornyezetében, tovdbbd f integrdlhaté (a,b)
minden zdrt részintervallumdn. Az f fiiggvény (a,b)-n vett improprius integrdlja pontosan

akkor konvergens, ha a
T b
sy [ (i [ 1)

hatdrérték létezik és véges, konvergencia esetén pedig

/abf:xlf?_ ;f (/f—_%lggl+ f).

A Newton-Leibniz-szabdly médosithaté improprius integralok kiszdmitdsara is.
4.10.4. Tétel. Legyena, b € R, a < b, f integrdlhaté (a,b) minden zdrt részintervallumdn, és

tegyiik fel, hogy F' primitiv fiiggvénye f-nek (a,b)-n. Ekkor f improprius integrdlja (a,b)-n
pontosan akkor konvergens, ha létezik és véges a

lim F(z) és lim F(x)

r—a+ r—b—

hatdrérték, konvergencia esetén pedig

/ f= lim F(z)— lim F(z).

T—b— r—a+
4.10.5. Definicié. A fiiggvénymegvaltozashoz hasonléan a

lim F(z)— lim F(z)

r—b— r—a+

kiilonbséget (amennyiben a bal és jobb oldali hatarérték létezik és véges) az

[F(2)]oy

szimbd6lummal jeloljiik.
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4.10.6. Példa. Az el$zd tétel szerint

1
1 . . :
|| e =2l = i 2 i 2 =2

Megjegyezziik, hogy ez az integrdl a Riemann-féle értelemben nem létezik, mert

lim — = 4+

1
z—0+ \/5

folytan az integrandus nem korlatos.

4.10.7. Példa.

< 1
/ = lim arctgz — lim arctgx = 7.

o 1 -+ Qj‘2 T—00 T——00

Az improprius integrdl konvergencidjanak gyakran jol hasznélhaté elegendd feltétele a
kovetkezd:

4.10.8. Tétel. Legyen a, b € R, a < b. Ha f és g integrdlhaté (a, b) minden zdrt részinter-
vallumdn, tovdbbd az (a,b)-n |f| < g, és az

[
/abf

improprius integrdl konvergens, akkor az

improprius integrdl is konvergens.

4.10.9. Példa. Az

és az

improprius integral konvergens.
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4.11. Az integralszamitas néhany alkalmazasa

A Riemann-integral j6l hasznalhat6 sikidomok teriiletének és forgéstestek térfogatanak kisza-
mitasdra. (A teriilet és térfogat fogalméanak részletesebb targyaldsdhoz késébb vissza fogunk
térni.)

4.11.1. Tétel (Teriiletszamitds). Legyen [a,b] C R. Tegyiik fel, hogy [ és g olyan folytonos
fiiggvények [a,b]-n, amelyekre g < f az |a,b]-n. Annak a sikidomnak a teriilete, amelyet

feliilrol f grafikonja, alulrol g grafikonja, oldalrol pedig az x = a és x = b egyenesek
hatdrolnak (ldsd a kovetkezd dbra):

7= [ (5() - gla)) da.

y=f(x)

y=g(x)

4.2. abra.

4.11.2. Példa. Annak a sikidomnak a 7 teriilete, amelyet feliilr6l az f(z) = /z, alulrdl
pedig az g(x) = x? fiiggvény grafikonja hatarol (a [0, 1] intervallumon):

1 371
2 2 1 1
T:/(\/E—f):{—v:ﬁ’—x—] =-—-==.
0 o o 3 3
4.11.3. Tétel (Forgastest térfogata). Ha f nemnegativ folytonos fiiggvény az [a,b] C R in-
tervallumon, akkor annak a testnek a térfogata, amely f grafikonjdnak az x-tengely koriili

megforgatdsdval keletkezik (ldsd a kovetkezd dbra):

1% :W/abe(x)dx.
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/':‘\:\.
i ,,,,u/////// "Allll

llmm ’//////IIII il "'h
!!-,a--'«'ir:f’.’.'.'.'.'-'.';;',},éf;’éff’
“\\\\ 9

)

y\zﬂx/\

4.3, abra.

4.11.4. Példa. Annak a testnek a térfogata, amely az f(z) = 1+ ¢”, € |0, 2], fuggvény
grafikonjanak az x-tengely koriili megforgatisaval keletkezik:

2 2
V:W/(1+em)2dx:7r/(1+26‘”+62$)dx
0 0

2272 4
—1
— ol 2e + S :27T€2+M.
2 1, 2
A Riemann-integrél segitségével fiiggvénygrafikon ivhosszit is kiszdmithatjuk. Az iv-
hossz definiciéja a kovetkezd:

4.11.5. Definicié. Legyen adva egy f fiiggvény az [a,b] C R intervallumon. Ha ¢ =
{0, ..., 2} |a, b felosztasa, akkor az f grafikonjanak (x;_1, f(z;-1)) és (x;, f(x;)) pontpar-
jait i € {1,...,k}) 0sszekotd szakaszok egy torott vonalat (poligont) alkotnak, amelynek
hossza:

ly = Z V(@i = zic)? + (f (i) = flzi))?.

Ha
¢ =sup{{y | D az [a,b] felosztdsa } < oo,

akkor f grafikonjat rektifikalhatonak mondjuk, és az ¢ szdmot a grafikon ivhosszdnak nevez-
ziik.

4.11.6. Tétel (Fiiggvénygrafikon ivhossza). Ha [ folytonosan differencidlhaté az [a,b] C R
intervallumon, akkor f grafikonja rektifikdalhato, és ivhossza:

Ez/ab\/1+(f’(a:))2da:

4.11.7. Példa. Az f(x \/ (1 4 z)3 fiiggvény derivdltja a [0, 1] intervallumon:
fl(x) =vV1+z, x €[0,1].
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Ezért f grafikonjanak ivhossza:

1

62/01\/2—|——$d:£:[§ (2+x)3} :%(\/2_7—\/@)

0
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5. fejezet

Egy villamossagtani probléma

5.1. Soros RLC aramkor

Ha egy véltakozédramu dramforrdshoz sorosan egy R ohmos ellendllést, egy L induktivitasi
tekercset és egy C' kapacitdsi kondenzatort kapcsolunk, akkor az tn. soros RLC dramkort
kapjuk [1]:

B(t

— O~ O—

5.1. abra.

Tegyiik fel, hogy R, L, C konstans értékek. Jelolje a ¢ idGpontban E/(t) az dramforras

2

altal az aramkorbe juttatott |, kiilsG” fesziiltséget, I(¢) az daramkorben foly6 dramerGsséget,

Q)(t) a kondenzator toltését. Ekkor a tekercs két vége kozott L— Onindukcids fesziiltség, a

kondenzatoron pedig ()/C fesziiltség 1ép fel, ezért Kirchoff mésodik torvénye alapjin

a0
p=1% Y pr
a o

49 — ' sszefiiggést, azt kapjuk, hogy

Figyelembe véve az [ = *

1
LQ/(t) + RQ/(t) + =Q(t) = E(t)
Ehhez a mdsodrendii differencidlegyenlethez tartozo kezdeti értékek:

Q(0) = Qu, Q'(0) = 1(0) = I,.

Ezt a problémat a kovetkezd részben bevezetett Laplace transzformalt segitségével fogjuk
vizsgélni.
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5.2. Valos valtozoji komplex fiiggvények
Barmely (x,y), (u,v) € R? esetén legyen
(z,y) + (u,v) = (x +u,y +v),
(z,y) - (u,v) = (xu — yv, 20 + Yu).

Az R? halmazt a fenti képletekkel definialt sszeadds és szorzds miveletével komplex szdm-
testnek mnevezzik, és C-vel jeloljiik. Az i = (0,1) komplex szdm a képzetes egység. Ha
az (x,0) alakd komplex szdmokat azonositjuk az x valés szammal, akkor i2 = —1, tovabba
barmely z = (z,y) komplex szam felirhaté a z = x + iy algebrai alakban, ahol x = Re z
a z szam valds része, y = Im z pedig 2 képzetes része. A z = x + 1y szam abszolut értéke

(modulusa)
2| = V& + ¢,

és konjugdltja
zZ=x—1y.

Barmely 0 # z = x + iy komplex szdm a
z = r[cos ¢ + isin ¢]
trigonometrikus alakban is irhatd, ahol r = |z|, ¢ € R (z argumentuma) pedig olyan, hogy
cos = L és sinp = Y Ha
r r
21 = r1[cos @y + isin ¢ | és Zo = To[ cOS g + i sin o]
két 0-tdl kiilonbodzd trigonometrikus alakban felirt komplex szam, akkor

2129 = 1T11r2[cos(p1 + pa) + isin(pr + ¢2)],
21 1

= —[cos(p1 — @2) + isin(pr — pa)].
Z2 T2

Az elss dsszefiiggésbdl kapjuk, hogy ha z = rcos ¢ + isin ] és n € NT, akkor
2" = r"[cos(ny) + isin(ngp)].

Ez Moivre tétele.

Valés valtozoju komplex fiiggvények, azaz R — C tipusu fiiggvények véges hatarértéké-
nek, folytonossdganak, differencidlhatésdganak €s integralhatésdganak a definicigjat vissza
lehet vezetni a kordbban mar targyalt R — R tipusu fiiggvények megfeleld definicidjara. Ha
f:R — C, akkort € D(f) esetén

f@)=Re f(t)+ilm f(t).

(Re f)(t) =Re f(t),  (Im[f){t) =Imf(t), teD(f),
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képlettel definidlt Re f és Im f fliiggvény neve f valos része , illetve f képzetes része.
A ¢ € C szam f hatarértéke az a € R helyen, jelben lim f(t)=c,ha

lim(Re f)(t) = Rec, és lim(Im f)(t) = Ime.

t—a t—a

Tehat
fim /(£) = Jim(Re £)(¢) + i lim(Im )(0)

feltéve, hogy a jobb oldalon szerepd hatarértékek 1éteznek és végesek.

Az f fiiggvény éppen akkor folytonos az a € D(f) helyen vagy az I C D(f) intervallu-
mon, ha ugyanilyenek a Re f és Im f fliggvények.

Az f fiiggvény differencidlhdnyadosa az a € D(f) helyen

f'(a) = (Re f)'(a) +i(Im f)'(a),

feltéve, hogy a jobb oldalon szerepld differencidlhdnyadosok 1éteznek.
Az f fiiggvény éppen akkor integralhaté az [a,b] C R intervallumon, ha ugyanilyenek a
Re f és Im f fiiggvények, és integralhatdsag esetén

/abf:/abReerz'/abImf.

Ha (a,b) C R, akkor f (a,b)-n vett improprius integrdlja éppen akkor konvergens, ha kon-
vergensek Re f és Im f (a, b)-n vett improprius integréljai, és konvergencia esetén

/abf:[szef+i/abImf.

A fentiekbdl adddik, hogy a hatarértékszamitds, differencidlszamitds €s integralszamitas
szabdlyainak nagy része dtvihetd valds véltoz6ji komplex fiiggvényekre is.

A tovédbbiakban sziikségiink lesz az exponencidlis fliggvény kiterjesztésére komplex sza-
mokra. A kiterjesztés egyik lehetséges modja: barmely z € C esetén legyen

6,2 — eRez[

cos(Imz) + isin(Im z) |.

Ez az un. Euler-formula.

5.3. A Laplace transzformalt fogalma

5.3.1. Definicié. Legyen adva egy [0, c0)-en definidlt valés vagy komplex f fiiggvény, és
tegyiik fel, hogy f integrdlhaté (tdgabb értelemben) a [0, co) barmely korlatos zért részinter-
vallumén. Azt mondjuk, hogy az f : [0,00) — C fiiggvény Laplace transzformdltja létezik

az s € C helyen, ha az
/ e S f(t)dt
0
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improprius integral konvergens. Azt az F' : C — C fiiggvényt pedig, amelyet az

F(s) = /O T et () di

képlet definidl minden olyan s € C-re, amelyre az improprius integrdl konvergens, az f
fiiggvény Laplace transzformdltjdnak nevezzik, és F' = L{ f}-fel jeloljik. Az f fuggvény
az L{f} Laplace-transzformalt generdtorfiiggvénye.

Haszndlatos az L£{f(t)}(s) jelolés is, amely f6leg akkor kényelmes, ha a generator x
fliggvény nincs elnevezve, csak a képletét ismerjiik.
Az L{f} fuggvény (ha létezik) komplex valtozdji komplex értéki fiiggvény.

5.3.2. Definicié. Legyen A € R. Azt mondjuk, hogy a [0, c0)-n definidlt f fiiggvény A-
exponencidlisan korlatos, ha 1étezik M > 0 ugy, hogy minden ¢ > 0 esetén

()] < MeM.

Legyen A azoknak a [0, co)-n definidlt valés vagy komplex értéki fiiggvényeknek a hal-
maza, amelyek integralhatdk [0, co) minden zart részintervalluman és valamely A\ € R esetén
A-exponencidlisan korldtosak.

Meg lehet mutatni, hogy a A-hoz tartozé fiiggvények Laplace transzformaltja jol definialt.
Pontosabban:

5.3.3. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha f € A és Res elegendden nagy, akkor az L{f}(s)
Laplace-transzformdlt létezik.

5.3.4. Tétel (Unicitas tétel). Legyen f, g € A, és tegyiik fel, hogy

L{f(t)}(s) = L{g(t)}(s),  haRes elég nagy.
Ha f és g folytonosak a [0, 00)-n, akkor f(t) = g(t) minden t > 0 esetén.

5.4. A Laplace transzformalt tulajdonsagai

A kovetkezd tételek a Laplace-transzformalt fontosabb tulajdonsagait foglaljak 6ssze.
5.4.1. Tétel (Linearitas). Ha f, g € A és a,b € C, akkor af + bg € A, és
L{af + bg}(s) = aL{f}(s) + bL{g}(s), ha Re s elég nagy.
5.4.2. Tétel (Derivaltak transzformaltjai). Ha f, [ € A, akkor
L{f'Hs)=sL{f}(s) — f(0+), ha Re s elegendden nagy,

ahol
£(04) = lim £(1)
Altaldnosabban, ha valamely n € N esetén f, f'..., f" € A, akkor
L{FY(s) = s"L{f}H(s) = "7 (04) = "2 F(04) — - = FO70(0+4),
ha Re s elég nagy.
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Vezessiik be a kovetkezd fogalmat.

5.4.3. Definicié. Legyenek f és g a [0, 00)-n definidlt komplex fiiggvények. Tegyiik fel,
hogy f és g integrélhato a [0, co) barmely zért részintervalluméan. Barmely ¢ € [0, co) esetén
legyen

G0 = [ =gt
Az f x g fuggvényt f és g konvoliiciojadnak nevezzik.
5.4.4. Tétel (Konvolucios tétel). Ha f, g € A, akkor f x g € A, és

LA{f*g}(s)=L{f}(s) - L{g}(s), ha Re s elegendden nagy.

5.4.5. Tétel (Csillapitasi tétel). Legyen f € A és z € C. Ekkor a

gty =e"f(t),  tel0,00),
fiiggvény is a \ osztdlyba tartozik, és az L{f} = F jeloléssel

L{e 7 f(t)} (5) = F(s+ 2), ha Re s elég nagy.

A kovetkez6 tablazat a A osztdlyba tartozé néhany elemi fiiggvény Laplace transzformalt-
jat tartalmazza.

f(t) F(s) = L{f(t)}(s)
| 1
S
" n!
t sn-i—l
eat 1
S—a
. b
sin bt SQ——I—bQ
S
cos bt m
: b
e t S1n bt m
S—a
e t cos bt m
t sin bt 2—bs
(32 + b2)2
2 b2
t cos bt 82—
(s2 4 b2)2

neN,aésb eR)

(© Gyori L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

58 5. VILLAMOSSAGTANI PROBLEMA

A Laplace tanszformdlt differencidlegyenletekre torténd alkalmazasét teszi lehetové a ko-
vetkezd tétel.

5.4.6. Tétel. Legyen ay,...,a,—1 € R és g € A Tegyiik fel, hogy = a [0,00)-en n-szer
differencidlhato valos fiiggvény, tovdabbd

2™ () + an_ 2V () + .+ agz (t) =g (1), hat > 0.

Ekkor x, o', ... ™ € A.

5.5. A soros RLC aramkor vizsgalata

Most térjiink vissza a bevezet6ben targyalt soros RLC dramkor kapesan felmeriilt

LQ'(1) + RQ'(1) + £QU1) = B(1),
=1

Q) =Qo,  Q'(0)=1(0) =1,

kezdetiérték-feladat vizsgélatdhoz.
Az els6 egyenlet mindkét oldaldnak Laplace transzformaltjit véve kapjuk

Ls*L{Q}(s) — LsQ(0) — LQ'(0) + RsL{Q}(s) — RQ(0) + éE{Q}(S) = LL{E}(s).

Innen
L{Q}(s) = ©(s) + U(s),
ahol (Ls+ R)Qo + L1 L{E}(s)
S 0 0 S
= o Rer L 0 Y T o R T

Vegyiik észre, hogy ha ¢ az

L) + Ry(0) + gy =0, 4(0)=Qu. (0) =1

feladat megoldésa, ¢ pedig az

Ly'(0) + Ry () + Zu(0) = B(O),  y(0)=0, y(0)=0
feladat megoldésa, akkor
LOMIs) =0(s) & L{p(D}s) = U(s)
azaz Q = & + 1.

Most tekintsiik a kezdetiérték-feladat 4 specidlis esetét.
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5.2. abra.

1. eset: Tegyiik fel, hogy dramkd&rben levs elemek ellendlldsa O (dn. LC kor), azaz R = 0, és
nincs kiils6 fesziiltség a rendszeren (E(t) = 0), azaz feltoltjiik egy teleppel a kondenztort,
majd a telepet lekapcsoljuk az dramkorrol:

Ekkor a differencidlegyenlet alakja:

LO"(t) + %Q(t) —0.

Amint azt mar belattuk,

L(SQO + [0) '

L{Q}(s) = () = Zo5
C

Vezessiik be az

jelolést. Ekkor

Iy Wo

QI = Qo +

wo 82 + wi’
és ezért

Q(t) = ¢(t) = Qo coswpt + i—o sin wot.
0

Tehat a rendszer egy w frekvencidji szabadrezgést végez. (Az wy szdmot a rendszer sajdt-
[frekvencidjdnak nevezziik.)

2. eset: Tegyiik fel, hogy R =0, Qo = 0, [y = 0, és E(t) = Ej coswt kiilsG fesziiltség hat a
rendszerre, ahol w # wy, Fy € R. Ekkor

Ey wy S
Lwg 8% + w3 % + w?’

L{Q}(s) = W(s)
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és ezért a konvolucios és unicitas tétel szerint

Q) = ()

E, [t
= Im sin(wo(t — u)) coswu du

Po [ (sinfen(t — )+ ) + snfen(t — ) — wn) ) d
= in — in —u) —

Lwn ), sin(wp ) + wu) + sin(wy w) —wu) | du
- Eq coswt — coswpt  coswt — coswpt
 2Lwy Wy — w wo +w

P (coswt — coswt)
= cos wt — cos w

L(wf — w?) ’

2E, . (wo—w)t . (wo+w)t

= sin sin .

L(wg — w?) 2 2

Ha |wy — w| kicsi, akkor wy + w > |wy — w|, és igy a megoldds utébbi képletét gy is

tekinthetjiik, hogy az egy gyorsan oszcilldlo fiiggvény, sin ~—-— (w“w) , amelynek az amplitadoéja,

2E0 . (u)o — w)t
S1n
L(w? — w?) 2

lassan oszcilldl. Ezt a jelenséget lebegésnek hivjdk, amely tehat akkor figyelhetd meg, ha a
kiilso er6 frekvencidja kozel megegyezik a rendszer sajatfrekvencidjaval. Egy ilyen megoldas
grafikonja lathat6 a kovetkezd dbrén:

EN

'” \H

(i I
\ “‘ ‘H\‘ 1 ‘
M“U \m‘ | ‘H

‘\“ H‘ ‘
hw‘
I
Ml

\\w \ ‘
-2 "\H

w}

ik
Il M
‘H\M‘“ U\

It \ \
'\ (-
\W\ Y

L:2,C:1/8,E0:1,w0:2,w:2.1.

5.3. abra.

3. eset: Tegyiik fel, hogy R = 0, Qp = 0, Iy = 0, és FE(t) = Eycoswyl, azaz a rendszer
sajatfrekvencidjaval megegyezd frekvencidju kiils6 erd hat a rezg6korre. Ekkor

Ey wo s
Lwg 8% + wi % + wd’

L{Q}(s) = W(s) =
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és ezért a konvolucios tétel szerint

Q) = ¥(t)

E t
- L_ufo i sin(wo(t — u)) cos wou du

Eo

= L /Ot (sin(wo(t —u) + wou) + sin(wo(t — u) — WOU))dU

Lo tsin wot
= S111 W l.
QLCL)Q 0

Egy olyan oszcilldl6 megoldést kaptunk, amelynek amplitidéja tart végtelenbe, ha ¢ — oo.
Ezt a jelenséget rezonancidnak hivjak.

N v
n

L=1,C=1/25 Ey=1,w,=5.

5.4. abra.

4. eset: Tegyiik fel, hogy R = 0, Qy € R, I € R, és E(t) = E cos wt kiilsd fesziiltség hat
a rendszerre, ahol w # wy, Ey € R. Ekkor a megoldds az 1. és 2. esetben kiszamitott két
fliggvény Osszege lesz:

1
Q(t) = Qo coswot + 29 ginwot +

P (coswt £
———(COS WT — COS W .
wo L(wg — w?) 0
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