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Bevezetés

Ez a jegyzet a ,,Kalkulus informatikusoknak 1.” cimi jegyzetiink folytatdsa, és a TAMOP
- 4.1.2-08/1/A program keretében késziilt. A Pannon Egyetem Miszaki Informatikai Ka-
ran éveken at tartott ,,Matematikai analizis II.” kurzusunk anyagét foglaltuk Ossze benne.
Ezzel szertnénk segiteni az informatikus €s villamosmérnok hallgatokat a sikeres vizsgara
val6 felkésziilésben. A jegyzetben targyaljuk a végtelen szamsorok és hatvanysorok fon-
tosabb tulajdonsagait, a tobbvaltozos fliggvények differencidlszamitdsat, a teriileti integralt
és skaldris differencidlegyenletek néhany egyszer(ibb tipusit. Kiilon hangstlyt fektettiink a
z-transzformalt fogalmara, amely egy informdacidatviteli probléma kapcsan nyer alkalmazast.

A jegyzet nem tartalmaz bizonyitdsokat. Célunk a szakmai targyakban el6fordulé mate-
matikai fogalmak és azok fontosabb tulajdonsdgainak 0sszefoglaldsa volt. A targyhoz kiilon
gyakorlatok vannak eldirva, amelyekhez feladatgy(ijtemény is késziilt. Ez az oka annak, hogy
a jegyzet csak mintapélddkat tartalmaz, gyakorl6 feladatokat nem. A vizsgara val6 sikeres
felkésziiléshez és a tananyag jobb megértéséhez elengedhetetlennek tartjuk az eléadasok 1a-
togatasat, ahol tovabbi példédkat és egyszerlibb bizonyitdsokat is bemutatunk. A kihagyott
bizonyitdsok és tovabbi alkalmazasok irdnt érdekl6d6 hallgatéknak az irodalomjegyzékben
szerepld tankonyveket ajanljuk. Ismételten kifejezziik koszonetiinket Hartung Ferenc kollé-
ganknak a jegyzet megirdsa sordn nyujtott segitségéért.

Veszprém, 2011. januar 31.

Gyori Istvan és Pituk Mihdly
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1. fejezet

Végtelen sorok

1.1. Végtelen sorok konvergenciija

Legyen N a nemnegativ egész szimok halmaza, N* pedig a pozitiv egészek halmaza. A val6s
szamok halmazat az R, a komplex szdmok halmazat pedig a C szimbdlummal jeloljiik.

1.1.1. Definicié. Legyen adva egy {a}52, valos sorozat. A
Zak:a0+a1+a2+...
k=0

végtelen 0sszeget végtelen sornak nevezzilkk. Az

n
Sp = E ag =ag+ay+---+ap
k=0

osszeget a y - ay sor n-edik részletisszegének mondjuk. Ha az {s,}>2, sorozat konver-
o0 z . .
gens, akkor a ) "~ ay végtelen sort is konvergensnek mondjuk, az

s= lim s,

n—oo

véges hatdrértéket pedig a sor dsszegének nevezziik, és ugyancsak a

szimbolummal jeloljiik. Tehat
o0 n
> = lim ) a
k=0 k=0
Ha az {s,}°, sorozat divergens, akkor a > . aj, sort is divergensnek mondjuk.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

1.2. A GEOMETRIAI SOR 7

Ha a,, > 0 minden n € N-re, akkor a részletosszegek {s, }°°, sorozata monoton nove-
kedd. Tehdt egy nemnegativ tagi sor éppen akkor konvergens, ha az {s, }°° , sorozat feliilr6l
korlétos.

Legyen m € NT és {b;}5°, egy valés sorozat. A

sz':bm+bm+1+bm+2+---

i=m

végtelen sor azonos az N-en indexelt

oo
§ karm
k=0
sorral, és 0sszege:
o n
n—oo
i=m i=m

feltéve, hogy a limesz 1étezik és véges.

1.1.2. Példa.

n n

> 1 1 1 1
- — 1 e —— -
Zk(kJrl) REEO; k(k + 1) niﬁg(/ﬂ k+1)

k=1
= lim (1— L > =1.
n—00 n+1

1.1.3. Példa. A ) ;7 (—1)" sor divergens, mert a részletdsszegek

1, ha n pératlan
Sp =
0, ha n paros

sorozata divergens.

1.2. A geometriai sor

1.2.1. Definicio. Legyen a € R és ¢ € R adott. A
Zaqk:a+aq+aq2+aq3—|—...
k=0

sort geometriai (mértani) sornak nevezzilk. Az a szdm a sor elsd tagja, a ¢ szam pedig a sor
kvociense (hdnyadosa).

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu
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8 1. VEGTELEN SOROK

A
lqn+1 L
ZQ— Tl haq# 1ésn €N,
(n+1)a, hag=1én €N,

relacio, valamint a {¢" }n:() geometriai sorozat konvergenciatulajdonsagaibol adédik a kovet-
kezd:

1.2.2. Tétel (A geometriai sor konvergencidja). Legyen a € R\ {0} ésqg € R. A > )~ 0 aq”

geometriai sor pontosan akkor konvergens, ha |q| < 1, és konvergencia esetén dsszege

1.3. Miiveletek konvergens sorokkal

1.3.1. Tétel. Ha a >~ ax és > -, by sorok konvergensek és dsszegiik s illetve t, o és 3
pedig valds szamok, akkor a ;- (cwax, + [by,) sor is konvergens, és dsszege as + [3t, azaz

Z(aak + Bby) = aZak + ﬂZbk.
k=0 k=0 k=0

1.3.2. Példa. Az el6z6 tételbdl és a geometriai sor konvergenciatuladonsdgaibol kovetkezik,
hogy

2520 - () -50) +x6) -5

k=0 k=0 k=0

5
5 .

1.4. A konvergencia sziikséges feltétele

1.4.1. Tétel (A konvergencia sziikséges feltétele). Ha a >, ay sor konvergens, akkor
lim a, = 0.

n—oo

1.4.2. Példa. A
>
k
k=1
sor divergens, mert

il — 1#0, han — oo.

S|

1.4.3. Definici6. A

| =

k=1
sort harmonikus sornak nevezzik.
1
Be fogjuk ldtni, hogy a harmonikus sor divergens annak ellenére, hogy — — 0. Tehat a
lim a, = 0 feltétel sziikséges, de nem elegendd feltétele a ) - ay, sor konvergenmajanak

n—oo

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.5. ABSZOLUT ES FELTETELES KONVERGENCIA 9

1.5. Abszolut és feltételes konvergencia

1.5.1. Definicié. A )",°  a sort abszoliit konvergensnek mondjuk, ha a

00
D lad
k=0

sor konvergens.
Ha a Y 7°  a; sor konvergens, de nem abszolit konvergens, akkor feltételesen konver-
k=0
gensnek nevezziik.

A konvergens €s abszolut konvergens sorok kozott a kovetkezd a kapcsolat.
1.5.2. Tétel. Ha egy sor abszoliit konvergens, akkor konvergens is.

A tétel megforditdsa nem igaz. Be fogjuk latni, hogy a

| =

> (-1

0o
k=1

sor konvergens, de mivel
1 1
k
i R
ésa Y ., 1 harmonikus sor divergens, ezért a y ., (—1)¥; sor nem abszolit konvergens.

k
Tehata ), (—1)*1 sor feltételesen konvergens.

1.6. Konvergenciakritériumok

Elegend? feltételeket adunk végtelen sorok konvergencidjara vagy divergencidjara. Megfo-
galmazdsukhoz sziikségiink van a kovetkez6 fogalmakra.

1.6.1. Definicié. At € R = RU{+o0, —oc} szdmot az {a,, }>°, sorozat torldddsi pontjdnak
nevezziik, ha az {a, }2° , sorozatnak van olyan {a,, }?°, részsorozata, amelyre

lim a,, =t

k—o0

Be lehet bizonyitani a kovetkezd tulajdonsagot.

1.6.2. Tétel. Bdrmely valds {a,,}°2, sorozat torléddsi pontjai kozott R-ban van legnagyobb
és legkisebb is.

1.6.3. Példa. A {(—1)"}>° , sorozat legnagyobb torl6ddsi pontja 1, legkisebb torlddési pontja
pedig —1.

A {(—1)"n}22, sorozat legnagyobb torléddsi pontja +o0, legkisebb torlédési pontja pe-
dig —oc.

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu
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10 1. VEGTELEN SOROK

1.6.4. Definicié. Az {a, }5°, sorozat legnagyobb (legkisebb) torléddsi pontjdt a sorozat li-
mesz szuperiordnak (limesz inferiordnak) nevezzik, és a

lim sup a,, (lim inf an)

szimbolummal jeloljiik.
Nyilvanvalé, hogy

liminf a,, < limsupa,.

n—oo n—oo

Azt is be lehet 14tni, hogy lim a,, pontosan akkor létezik R-ban, ha

lim inf a,, = lim sup a,,.

n—00 n—00

Az igért konvergenciakritériumok a kovetkezok:

1.6.5. Tétel (Hanyadoskritérium). Tegyiik fel, hogy |a,| > 0 véges szdmii kivétellel. Ha

’an+1’

lim sup <1,
n—00 ‘an‘
akkor a’y - aj sor abszolit konvergens.
Ha
R L
hmlnf‘ 1l > 1,
n—oo |an|

fe'e) .
akkor a ), ay sor divergens.
Specidlisan, ha az

L = lim |an+1|
n—oo ’a,n|

hatdrérték (véges vagy végtelen) létezik, akkor L < 1 esetén a ), , aj, sor abszoliit konver-
gens, L > 1 esetén pedig divergens.

Hangstlyozzuk, hogy ha

i (%l

akkor a D ;7 ax sor konvergenciatulajdonsdgainak meghatdrozdsara a hanyadoskritérium
nem hasznéhato.

1.6.6. Példa. A
27
k=1

sor divergens, mert

(n+1)nT1 (n+ 1)+ n+1\" \"
(n:nl)' = - = ( ) = (1—|——) — e > 1, han — oc.
ol n*(n+ 1)! n n

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.6. KONVERGENCIAKRITERIUMOK 11

1.6.7. Tétel (Gyokkritérium). Ha

limsup v/|a,| < 1,

n—oo

akkor ay_ - ay sor abszolit konvergens.

Ha
liminf {/|a,| > 1,
n—oo
akkor a’y ", aj sor divergens.
Specidlisan, ha az

L= lim 1/|a,|

n—oo

hatdrérték (véges vagy végtelen) létezik, akkor L < 1 esetén a ), , aj, sor abszoliit konver-
gens, L > 1 esetén pedig divergens.

Ha

lim {/|a,| =1,

n—oo

akkor a > a, sor konvergenciatulajdonsdgainak meghatdrozdsdra a gyokkritérium nem
hasznahatd.

1.6.8. Példa. A
=k
> o
k=1
sor konvergens, mert

— -

<1, han — oo.

[\
3
[\
N —

1.6.9. Tétel (Integralkritérium). Legyen f : [0,00) — (0, 00) folytonos, monoton csékkend

és pozitiv. Ekkor a
> _f(k)
k=0

sor akkor és csak akkor konvergens, ha az fooo f improprius integrdl konvergens.
Az 4llitds igaz marad akkor is, ha a 0 szdmot tetsz8leges m € NT szdmra cseréljiik.

1.6.10. Példa. A

=

o0
k=1
harmonikus sor divergens, mert

/ 1ahf:hm 1ahf:limlnaz::oo.
Lt t

r—00 1 r—00

Ugyancsak az integralkritérium segitségével lathat6 be:

(© Gyori L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu
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12 1. VEGTELEN SOROK

1.6.11. Tétel. Ha o > 1, akkor a

1
ka
k=1
sor konvergens, ha pedig o < 1, akkor divergens.

1.6.12. Definicio. A
=1
ZE’ ae (0,1)U(1,00)
k=1

sort hiperharmonikus sornak nevezzik.

1.6.13. Tétel (Osszehasonlité kritérium). Ha
lax| < b véges szdamii kivétellel,

ésay by sor konvergens, akkor a ;- , aj sor abszoliit konvergens.
Ha
ap > b, >0 véges szamii kivétellel,

ésay ., by sordivergens, akkor a )", a, sor is divergens.
Az 0sszehasonlité kritériumbdl konnyen levezethetd az aldbbi:

1.6.14. Tétel. Ha b, > 0 véges szdmui kivétellel és valamely L € (0, 00) szdmra

lim — = L,
akkor a Yy ay és >, by sorok kiziil vagy mindketts konvergens, vagy pedig mindketté
divergens.

1.6.15. Példa. A

i k+2
k?+2k4+5

sor divergens, mert

k+2
k2+J2rk+5: k(k +2) o ha k — oo

2 k2+2k+5

Z 1
k

k=0
(harmonikus) sor divergens.

1.6.16. Definicié. Legyen {ay }7° , egy pozitiv tagi sorozat. Ekkor a

D (Drar & D (1)
k=0 k=0

sorokat vdltakozo eldjelii soroknak nevezzik.

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.7. HATVANYSOROK 13

Elegendd csak az elsd sort vizsgdlni, mert a mdsodik az elsdnek —1-szerese.
A valtakoz6 eldjeld sorok konvergencidjarol szol a kovetkezo:

1.6.17. Tétel (Leibniz-féle kritérium). Ha {ay}7>, pozitiv tagii, monoton csékkend sorozat,

és limy_, ap = 0, akkor a
> (Ve

k=0
vdltakozo eldjelii sor konvergens.

1
1.6.18. Példa. A Leibniz-kritériumbdl az a; = z (k € NT) valasztdssal kapjuk, hogy a

k=1

z 27

sor konvergens. Késébb be fogjuk latni, hogy

1.7. Hatvanysorok

1.7.1. Definicié. Legyen adva egy x¢ € R szdm és egy {a }72, valos sorozat. A
(lk<l’ — ZEo)k =ag + al(x — l’()) + CLQ(JZ — ZE())2 + ...
k=0
fliggvénysort x( koriili hatvdnysornak nevezzilk. Az xy szam a hatvanysor kozéppontja, x
pedig a valés valtozo.

1.7.2. Definicié. A hatvanysor konvergenciatartomdnydn a
o0
k
a Y ag(c—xg)" szamsor konvergens }
k=0

K:{CER

halmazt értjiik.

Nyilvédnval6, hogy x¢ € K, tehat K # (). Célunk a konvergenciatartomany leirdsa. Ennek
szempontjabodl alapvetd fontossagu a kovetkezo:

1.7.3. Tétel (Abel-féle lemma). Ha valamely c # xo szdm esetén a

[e.e]
Z ar(c — x0)"
k=0

szdmsor konvergens, akkor minden olyan d-re, amelyre |d — x| < |c — x¢| a

ag(d — xo)k
k=0

szdmsor abszolit konvergens.

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu
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14 1. VEGTELEN SOROK

Az Abel-féle lemmabodl kovetkezik az alébbi:
1.7.4. Tétel. Legyen K a > -, ar(x — xo)* hatvdnysor konvergenciatartomdnya, és
r=sup{|c— x| | c€ K} €0, 00].

Har =0, akkor K = {x¢}. Har = 400, akkor minden c € R esetén a

[e.e]
Z ar(c — x0)"
k=0

sor abszoliit konvergens, és igy K = R. Ha pedig r € (0, 00), akkor minden olyan c-re ,
amelyre |c — xo| <1 (|c —xo| > 1) a
Z ar(c — x0)"

k=0

sor abszolut konvergens (divergens), s ezért
(xo—rymo+71) C K Clxg—r,xo+ 7]

Mivel a hatvanysor konvergenciatartomanya az r = 0 esettdl eltekintve intervallum, a
konvergenciatartomdny helyett a konvergenciaintervallum elnevezés is haszndlatos.

1.7.5. Definicié. Az el6z6 tételben szereplS r szamot a y - ax(x — xo)" hatvanysor konver-
genciasugardnak nevezzik.

A konvergenciasugdr meghatdrozdsa szolgdl a kovetkez6:

1.7.6. Tétel (Cauchy—Hadamard-képlet). Legyen r a Y .-, ax(x — zo)* hatvdnysor konver-

genciasugara, és
p = limsup /|ag|.
k—o00

Ekkor
0, ha p = +o00
1
r= > ha p € (0,00) .
~+00, hap=20

1.7.7. Példa. A

i (z+ 1)k
k

k=

1

—1 koriili hatvanysor konvergenciasugara r = 1, mivel

p = limsup l\“/j: lim — = 1.
k—o00 n—oo \/E

(© www.tankonyvtar.hu (© Gydri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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1.7. HATVANYSOROK 15

A hatvanysor K konvergenciatartomdanyara teljesiil a
(—2,0) C K C [-2,0]

relacio. Mivel az x = 0-ra ad6dé

>

k=1

sor divergens (harmonikus sor), és az v = —2-re ad6d6

|

> (-1

oo
k=1

| =

sor konvergens (a Leibniz-kritérium szerint), ezért
K =1[-2,0).

A hatvanysor konvergenciatartomdanydnak meghatarozdsara gyakran jol hasznalhat6 a ko-
vetkezd:

1.7.8. Tétel. Legyenray ., ar(x — xo)* hatvdnysor konvergenciasugara. Tegyiik fel, hogy
ar, # 0 véges szdamii kivétellel, és valamely \ € [0, 00| szdmra

tim 121l

k—oo |a'k|
Ekkor
0, ha A = +00
1
=1 ha X € (0,00) -
+00 ha =0

1.7.9. Példa. A
k

oo
x
2%
k=0
0 koriili hatvanysor konvergenciasugara r = +o00, mert

1

N =)
)\ = 1 = B ——

Ezért a konvergenciatartomany K = R.
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16 1. VEGTELEN SOROK

1.8. Az osszegfiiggvény tulajdonsagai

1.8.1. Definicié. Legyen K a Y .-, ar(x — x0)* hatvanysor konvergenciatartoménya. Az

s(x) :Zak(x—xo)k, r € K,
k=0
képlettel definidlt s : K — R fiiggvényta » -, ai(x — 0)* hatvanysor dsszegfiiggvényének
mondjuk.

Az dsszegfiiggvényt fontosabb tulajdonsdgait irjak le a kovetkezd tételek.

1.8.2. Tétel (Az Osszegfiiggvény folytonossaga). Ha egy hatvdanysor konvergenciasugara po-
zZitlv, akkor a hatvdnysor dsszegfiiggvénye folytonos a konvergenciaintervallumdn.

1.8.3. Tétel (Tagonkénti differencidlds). Ha > -, ai(z — x0)* hatvdnysor r konvergencia-
sugara pozitiv, akkor a hatvdnysor s 0sszegfiiggvénye akdrhdnyszor differencidlhato a kon-
vergenciaintervallum belsejében, és n-edik derivdltja a hatvanysor n-szeri tagonkénti diffe-
rencidldsdval kaphato meg, azaz

s'(z) = Z ark(x — o)1,
k=1

$"(x) = apk(k — 1)(z — 29)" 2,
k=2

s (@) = agk(k —1) ... (k = n+1)(@ — )",

valahdnyszor |x — xo| < r.

1.8.4. Példa. Korabban mar belattuk, hogy a

= (z 1)k
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1.9. TAYLOR-SOR, TAYLOR-POLINOM 17

a geometriai sor dsszegképlete alapjan. Mivel s(—1) = 0, a Newton—Leibniz-szabély szerint
minden = € (—2,0) esetén

T x 1
s(z) :5(—1>+/ S8 dt —/ Lt =~ ]]7, = ~na]
-1 —1
Az s fliggvény —2-ben jobbrdl folytonos, ezért

- ! .

Z(—l) =s5(—2)= lim s(z)=—In2.

k=

r——2+
1

=Nl

1.8.5. Tétel (Tagonkénti integralds). Ha a >, , ar(x — xo)* hatvdnysor konvergenciasuga-
ra pozitiv és [a,b] része a hatvdnysor konvergenciaintervallumdnak, akkor a hatvdnysor s
dsszegfiiggvénye tagonként integrdlhatd [a, b]-n, azaz

)k+1

JRCIED oY R W =

a

1.9. Taylor-sor, Taylor-polinom

Tegyiik fel, hogy az f fuggvény x, koriili hatvanysorba fejthetd, azaz 1étezik egy > -, ay(z—
7o)* hatvéanysor tgy, hogy a hatvénysor r konvergenciasugara pozitiv, és

f(z) = Z ap(x — o), valahdnyszor |z — xo| < 7.
k=0

A tagonkénti differencidldsrol sz616 tételbdl kovetkezik, hogy ekkor f akarhanyszor differen-
cidlhatg, és minden k € N esetén
%) ()

k!
(Definici6 szerint 0! = 1.) Ez a tény motivalja a kovetkezd sor bevezetését és vizsgalatat.

ap —

1.9.1. Definicio. Tegyiik fel, hogy az f fiiggvény akdrhanyszor differencidlhat6 az o € D(f)
helyen. A

= f®) (o)
T(@) =Y " — a0t
k=0
hatvanysort az f fiiggvény xo koriili Taylor-sordnak nevezzik. A hatvanysor n-edik

) (g

k

részletosszegét az f fiiggvény n-edik xo koriili Taylor-polinomjdnak mondjuk. Az o = 0
esetben haszndlatos a MacLaurin-sor illetve MacLaurin-polinom elnevezés is.
Az

Ry(x) = f(z) = Th(x)
kiilonbséget az f fiiggvény n-edik x( koriili maradéktagjdinak mondjuk.
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18 1. VEGTELEN SOROK

1.9.2. Példa. Minden k € N esetén exp*) = exp. Ezért az exp fiiggvény 0 koriili Taylor-sora

k

T@) =Y

Kordbban mér beléttuk, hogy ez a hatvanysor a szdmegyenes minden pontjdban abszolit
konvergens.

1.10. Taylor tétele

Taylor tételének megfogalmazasdhoz sziikségiink van a kovetkez6 jelolésre.
1.10.1. Definicié. Barmely xg, x € R, x # x( esetén

[zo, x], hazy <z
[z0; 2] =
[z, 2], ha z < .

Hasonl6képpen definidljuk az (x¢; ) nyilt intervallumot.

1.10.2. Tétel (Taylor tétele). Legyen xo, x € R, x # xo. Ha valamely n € N esetén ™
folytonos az |xo; x| intervallumon és differencidlhaté az (xq; x)-en, akkor létezik ¢ € (xq; x)

gy, hogy

F (e
(n+ 1!
Megjegyezziik, hogy az n = 0 esetben Taylor tétele Lagrange tételébe megy ét.

Ry (z) = )"

(x — xg

1.10.3. Definicié. Az R, (x) maradéktagnak Taylor tételében szerepld alakjit a maradéktag
Lagrange-féle alakjdnak nevezziik.

Taylor tétele gyakran jol hasznalhat6 fiiggvényértékek kozelité szamitdsara.

1.10.4. Definicié. Barmely n € N esetén az exp fiiggvény 0 koriili n-edik Taylor polinomja

k=0

Ezért ha az e = exp 1 szdm értékét a Taylor-polinom

1
k=0

értékével helyettesitjiik, akkor Taylor tétele szerint 1étezik ¢ € (0, 1) dgy, hogy az e = exp 1
pontos értéke és a ,kozelits” T,,(1) érték kozotti kiilonbség az

60

exp(1l) — T(1) = Ry(1) = (n+1)!
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1.11. NEVEZETES HATVANYSOROK 19

alakban irhaté. Mivel ¢ < 1, ezért

c

e 3
CESVINCESME

e
(n+1

i

Ezért ha azt szeretnénk, hogy a valddi és a kozelitd érték kozotti tavolsdg kisebb legyen
10~2-nal, akkor az n szdmot elegendd tigy valasztani, hogy

3 - 1
(n+1)! " 100
vagyis 4-nél nagyobbnak. Tehat
1 1 1 1 _
Ts(l) =14+ -+ -+ —+-—-=2,716

276 24 120

mér 10~2 pontossdggal kozeliti az e szamot.

1.11. Nevezetes hatvanysorok

Taylor tétele jol hasznélhat6 arra is, hogy bizonyos fiiggvényeket hatvanysorba fejtsiink. Tay-
lor tételének egyik kovetkezménye:

1.11.1. Tétel. Legyen (a,b) C R. Tegyiik fel, hogy f akdrhdnyszor differencidlhaté (a,b)-n
és létezik M € (0, 00) tigy, hogy minden n € N-re |f™| < M az (a, b)-n. Ekkor bdrmely z,
zo € (a,b) esetén

£ (2,
f) =3 T 0

k=0

Az el6z06 tételbdl konnyen megkaphatd néhany nevezetes hatvanysor.

1.11.2. Tétel (Az exp fiiggvény hatvanysora). Bdrmely x € R esetén

© _k

x

expa:—E ok
k=0

1.11.3. Tétel (A sin fuiggvény hatvanysora). Bdrmely = € R esetén

. o0 a2t
sinx = kz:%(—l) EIEk
1.11.4. Tétel (A cos fliggvény hatvanysora). Bdrmely x € R esetén
o0 L a2k
cosx = ;(—1) o]
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20 1. VEGTELEN SOROK

1.12. Komplex hatvanysorok

Komplex sorozatok és sorok konvergencidjanak, valamint a komplex hatvanysorok konver-
genciatartomanydnak a definiciéjat agy kapjuk, hogy a valds sorozatok, sorok, illetve hat-
vanysorok megfelel$ definici6jaban R-et C-re cseréljiik. A sorozatok hatarértékszamitdsanak
szabdlyai és a sorok konvergenciakritériumai a monotonitasi €s rendezési relacidkra hivatko-
z6kat leszdmitva dtvihetSk a komplex esetre is. Hasonl6 a helyzet a komplex hatvanysorok
konvergenciatartomanyaéval is. Ha {c; } 72, komplex szdmok sorozata és 2z, € C, akkor a

Z cr(z — 2)"

k

00
=0

komplex valtozéju hatvanysor konvergenciatartomanyat hasonloképpen jellemezhetjiik, mint
a valds hatvanysorokét. Pontosabban, ha

p = limsup &/Jor]

k—o0

akkor a >, (2 — 2o)* hatvdnysor konvergenciasugara

0, ha p = +o0
1

r= > ha p € (0,00) ,
+00 hap=0

azazha |z —z| < r,akkora )~ cx(z — 29)" sor abszolit konvergens, ha pedig |z — zp| > r,
akkor divergens.

Az exp, sin és cos fliggvények hatvanysor alakjarol sz616 eredmények lehet6séget adnak
ezen fliggvények komplex szamokra valo kiterjesztésére.

1.12.1. Definicié. Barmely z € C esetén legyen

> _k

expz:z%,

k=0
f: Lk
sinz =) (=1)'———,
|
— (2k +1)!
o0 2k

cos z = 2:(—1)’C (;k)'

k=0

A valés exp fiiggvényhez hasonléan z € C esetén is haszndlatos az exp z = e” jelolés.
Végiil ismertetiink hdrom a komplex exp, sin és cos fliggvényekre vonatkozé nevezetes
azonossagot.
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1.12. KOMPLEX HATVANYSOROK 21

1.12.2. Tétel (Euler-formulak). Bdrmely z € C helyen

iz

e'” =cosz 4+ isin 2,
62’2 _ e—iz
sing = ————,
21
eiz + e—iz
co8sz = ———
2

Az els6 Euler-formuldt a komplex szdm trigonometrikus alakjaval kombindlva kapjuk a
z # 0 komplex szam exponencidlis alakjdt:

z =re'?,

ahol r = |z|, ¢ pedig z argumentuma.
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2. fejezet

Egy informacioatviteli probléma

2.1. Jelsorozatok atvitele

Legyen adva egy iizenetétviteli rendszer, amelyben az iizeneteket két alapjel — mondjuk a és
b — segitségével kddoljuk és tovabbitjuk. Egy tizenet formdja az a és b alapjelekbdl 4116 vala-
mely véges hossziisdgu sorozat, példaul: abaabbb. Ilyen rendszer a telegraf vagy a bindrisan
kodolt adatatviteli rendszerek (fax, internet, stb.).

A rendszerben az a alapjel atviteléhez k;, mig a b alapjel atviteléhez k- id6egységre van
sziikség (k; és ko pozitiv egész). Tegyiik fel a hatdrozottsag kedvéért, hogy ko > k;. Felme-
rill a kérdés: hdny olyan egymadstdl kiilonbozd iizenet (jelsorozat) van, amelyek atviteléhez
pontosan n 1ddegység kell?

Jelolje s,, mindazon egymdstdl kiillonbozo iizeneteknek a szamét, amelyek pontosan n 1d6-
egység alatt vihetSk at. Ekkor s,, teljesiti a

Sn = Sp—k; T Sn—ky, n > ko +1

rekurziv 0sszefliggést, hiszen csak két kiilonbozd eset fordulhat eld: ha az utolsé atvitt alapjel
k1 hosszi volt, akkor elStte 6sszesen s,,—j, db kiilonbdzd n — k1 hosszu jelsorozat lehetett, ha
pedig az utolsé atvitt alapjel &y hosszu volt, akkor elbtte sszesen s,,_j,-féle n — ko hosszi
jelsorozat lehetett. Ez a rekurziv képlet akkor hatdrozza meg egyértelmten az {s,, } sorozatot,
ha megadjuk a sorozat els6 k, db kezdeti értékét:

S1 = U1, 82 = U2,y ...y Sky = Uky-
Specialis eset: Legyen az a = - jel atviteléhez sziikséges 1d6 egy egység, azaz ky = 1, és
a b = — jel atviteléhez sziikséges 1d6 két egység, azaz ko = 2. A szemléltetés kedvéért

tablazatba foglaltuk az {s,, } sorozat els6 néhany tagjét és a hozzajuk tartozé jelsorozatokat:

lehetséges jelsorozatok

A WD =3
n W =P
|
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2.2. A Z-TRANSZFORMALT FOGALMA 23

Az {s,} sorozatot ebben az esetben az

Sp = Sp—1 71 Sp—2, n =3,

s1 = ]., 82:2,

rekurzi6 hatdrozza meg.
Az informdaciéelméletben az dtereszt6 csatorna kapacitdsit, jele C, a

O fim 98250
n—-+oo n
formuldval definidljak [3].
Felmeriilnek a kovetkezo kérdések:

e Mi lehet s,, képlete?

e Hogyan szamolhat6 ki az ateresztd csatorna C' kapacitdsa, és hogyan valtozik C' k; és
ko fiiggvényében?

A kérdéseket a kovetkezd részben bevezetett z-transzformalt segitségével fogjuk megva-
laszolni.

2.2. A z-transzformalt fogalma

2.2.1. Definici6. Legyen adva egy komplex szdmokbdl dll6 {x,,}°°, sorozat. Az {x,}5°,
sorozat z-transzformdltjdt az
X =Y
n=0 o

képlettel definidljuk minden olyan z € C-re, amelyre a jobb oldalon szerepl6 komplex szdm-
sor konvergens. Jelolés: X = Z{x,}.

1
Az X = Z{x,} fiiggvény (ha létezik) komplex viltoz6ju és komplex értékd. Ha w = —,
z
akkor

X(1/w) = Zajnw"

egy komplex hatvanysor, tehat a z-transzformaélt vizsgdlata sordn felhasznalhatjuk a komplex
hatvanysorokra vonatkoz6 eredményeinket. Eszerint ha

R = limsup 1/ |z,

n—oo

akkor |z| > R esetén a
o0 In

on
n=0

sor konvergens, |z| < R esetén pedig divergens.
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24 2. INFORMACIOATVITELI PROBLEMA

2.2.2. Definicid. Az
R = limsup v/ |z,|, 0<R< o,

n—oo

szamot az X = Z{x,} z-transzformalt konvergenciasugardnak nevezzik.

2.2.3. Tétel (Egzisztencia tétel). Legyen adva egy {x,}>, komplex sorozat. Ha az X =
Z{x,} z-transzformdlt R konvergenciasugara véges, akkor X értelmezve van minden olyan
z € C helyen, amelyre |z| > R.

2.2.4. Tétel (Unicitas tétel). Legyen {x,}>2, és {yn}2, két komplex sorozat. Tegyiik fel,
hogy az X = Z{x,} ésY = Z{y,} z-transzformdltak konvergenciasugarai végesek, tovdb-
bd

X(z) =Y(2), ha |z| elég nagy.

Ekkor x,, = vy, minden n € N-re.

2.3. A z-transzformalt tulajdonsagai

2.3.1. Tétel (Linearitas). Legyen {x,}>2, és {yn}>2, két komplex sorozat. Tegyiik fel, hogy
a Z{x,} és Z{y,} z-transzformdltak konvergenciasugarai végesek, és a, b € C. Ekkor

Z{ax, + by, }(2) = aZ{x, }(2) + 0Z{y.}(2), ha |z| elég nagy.

2.3.2. Tétel (Eltolas). Legyen adva egy {x,};>, komplex sorozat. Ha az X = Z{x,} z-
transzformdlt R konvergenciasugara véges, akkor bdarmely k € N esetén

k-1
Z{xn i }(2) = 2" X (2) — ijzj_k, ha |z| > R.
=0

2.3.3. Tétel (Konvolicios tétel). Legyen {x,}>2, és {y,}5°, két komplex sorozat, és defini-
dljuk az {u, }°2, sorozatot az

un:an,jyj, han €N
§=0
képlettel. Ha az X = Z{x,} ésY = Z{y,} z-transzformdlt Ry, illetve Ry konvergenciasu-
garai végesek, akkor az U = Z{u,} z-transzformdlt konvergenciasugara is véges, és
U(z) = X(2)Y(2), ha |z| elég nagy.

7z

2.3.4. Definicié. Az el6z4 tételben szerepl {u, }5° , sorozatot az {x,, }22 ; és {y, 22, sorozat
konvoliiciojanak nevezzik.

Néhany konkrét sorozat z-transzformaltjat a kdvetkez6 tablazat tartalmazza:
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VIZSGALATA

25

Tn X(z) = Z{zn}(2)
! z
z—1
" z
¢ z—a
N az
na —(z e
5 n az(z +a)
n‘a —(z oy
3 az(2? + 4az + a?)
na C—an
nka™ (—1)"7D’“( i ); = zi
z—a dz
@’ sin(nw) 22 —a2zas;i(():{ju)+ a?
2(z — acosw
" cos(nw) 22 —(2az cosw —: a?

(a,b,w € Rés k € NT)

A tovéibbiakban sziikségiink lesz a kovetkezd tételre:

2.3.5. Tétel. Legyen k € NT, a4, ..

hogy {x,}>°, olyan komplex sorozat, amelyre

Tptk = Q1 Tptk—1 T

tovdbbd

Ekkor

A2 Tn4k—2 + -+ ATy + bna

limsup /b, | < co.

n—oo

lim sup {/|z,| < co.

n—:o0

2.4. A jelatviteli probléma vizsgalata

Tekintsiik a

. szakaszban definilt informdcidatviteli probléma

specidlis esetét. A problémat irhatjuk az ekvivalens

Sp = Sp—1 + Sp—2, han > 3,
S1 = 1, Sg9 = 2,

Sn+2 = Spy1 + Sn, han >0,
So = 1, S1 = 1,

(© Gyéri L., Pituk M., Pannon Egyetem
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26 2. INFORMACIOATVITELI PROBLEMA

alakban is. Legyen S = Z{s,, }. Ha vessziik mindkét oldal z-transzformadltjat és alkalmazzuk
az eltolasi tételt, azt kapjuk, hogy

228(2) — 2259 — 281 = 25(2) — zs0 + S(2).
A kezdeti értékeket behelyettesitésével:
(22 — 2 —1)S(2) = 22,

azaz

2

SG) = 3——7

Bontsuk S(z)-t parcidlis tortekre 4gy, hogy egy z szorz6tényez6t meghagyunk a szamldléban:

22 22 A N B
—_= =2
2—z-1 (2—2)(z— 2) z—z1 z—2z)

ahol
1++/5 1-/5
Rl = 5 R2 = 9
Ezt végigszamolva azt kapjuk, hogy
1 1
A= —z és B = ———2,,
NG NG
tehat
1 z 1 z
S(z)=—%=z - —x :
(2) VB lz—z VB z—m
Innen
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2.4. A JELATVITELI PROBLEMA VIZSGALATA 27

minden n € N't-re. Ha erre a sorozatra kiszdmitjuk a csatorna ateresztd képességét, azt
kapjuk, hogy

log, s,
C = lim 0827
n—-4o0o n
i n+1 n+1
1 (1+V5 1 (1=5
log, | 55 (45°) - % (457) }
= lim =
n—-+4o0o n
[ n+1 1—yvs\ "t
o 35 ()™ (1- () 7))
= lim =
n—-4oo n
n+1 n+1
logQX/Lg—i—log2 <1+2‘/5> + log, (1—(;%) )
= lim
n—-+oo n
n+1
lo 1— (1=
log, —= n + 1) log, 15 g2( <1+\/5
= limﬂ+lim( ) 1og, =5 + lim
n—oo n n—-+o0o n n—-+oo n
1 5)
= 0+ log, +2\/_+0.
Tehat
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3. fejezet

Tobbvaltozos fiiggvények
differencialszamitasa

3.1. Az p-dimenziés euklideszi tér

Bérmely p € NT esetén az R? szimbélum a p-dimenzids valds oszlopvektorok terét jeloli. R?
elemeit vektoroknak vagy pontoknak nevezzik; R' = R.
Barmely z = (x1,...,2,)7, 4y = (y1,...,9,)" € RP és X € R esetén
Tty = ($l+y17-'-a$p+yp)T
At = (A, ..., Ax,)T,

Y

ahol a T fels6 index a vektorok transzpondldsédra utal, azaz sorvektorok helyett oszlopvek-
torokat kell frunk. A fenti két mivelettel egyiitt R? valos vektortér, amelynek dimenzié-
jap. Aze; = (1,0,...,007, eo = (0,1,...,0)7,...¢, = (0,0,...,1)T vektorok az R?
tér bazisat alkotjdk. Ezeket a vektorokat kanonikus bdzisvektoroknak nevezziik. Barmely
x = (1,T,...,7,)" € RP vektor esetén

p
T = E Ti€;.
i=1

Az x = (21,29, ... ,xp)T € R? vektor hosszdt vagy euklideszi normdjdt a

et = (02)

=1

képlettel definidljuk.
Az x és y € RP pontok egymastdl valo euklideszi tdvolsdga

pp(2,y) = [z —y.
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3.2. Pontsorozat konvergenciaja

3.2.1. Definicio. Legyen {a, }°° , adott RP-beli sorozat. Azt mondjuk, hogy az {a, } pontso-
rozat az a € R? limeszponthoz tart, ha ||a, — al| — 0, han — oo. A jel6lés a szokasos:

lim a, = a, illetve an — Q.

n—oo
Az {a, } pontsorozat konvergens, ha van limeszpontja, kiilonben divergens.

A kovetkezd egyszerd tétel a pontsorozatok konvergencidjat visszavezeti valds szdmsoro-
zatok konvergencidjéra.

3.2.2. Tétel. Legyen a, = (an1,...,anp)", n €N, ésa = (ai,...,a,)" € RP. Az
an — a
limeszreldcio pontosan akkor teljesiil, ha minden © € {1, ..., p} esetén

Qpi — Q4.

3.3. Kornyezetek, pontozott kornyezetek
3.3.1. Definicié. Legyen a € RP és € > (0. Az a pont € sugard kornyezetén a
K(a)={xz Rl ||z —al <e}

halmazt értjilk. A
Fe(a) = Kc(a) \ {a}

halmazt a pont € sugart pontozott kornyezetének mondjuk.

A p = 1 esetben K. (a) dtmegy az (a — €, a + ¢€) intervallumba, p = 2 esetén az a € R?
kodzéppontd e sugard korbe (a kdrvonal nélkiil), p = 3 esetén pedig az a € R?® kozéppont ¢
sugard gobmbbe (a gombfeliilet nélkiil).

3.4. Nyilt, zart és korlatos ponthalmazok

A kovetkez6 definicié egy © € R? pontnak egy A C R? ponthalmazhoz viszonyitott helyzetét
osztalyozza.

3.4.1. Definicié. Legyen x € RP és A C RP. Azt mondjuk, hogy x belsé pontja A-nak,
ha van olyan ¢ > 0, hogy K .(x) C A; x kiilsé pontja A-nak, ha van olyan ¢ > 0, hogy
AN K. (x) = 0; x hatdrpontja A-nak, ha minden € > O-ra K.(x) N A # () # K. (z) \ A.

A kovetkezd dbran lathaté A C R? halmaznak z belsd pontja, y kiilsd pontja, z pedig
hatarpontja.
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3.1. abra.

3.4.2. Definicié. Az A C RP ponthalmazt nyiltnak mondjuk, ha minden x € A pont belsd
pontja A-nak, és zdrinak, ha az RP \ A ponthalmaz nyflt.

Az A C RP halmaz 6sszes bels6 pontjabol all6 halmazt A belsejének nevezziik és int A-
val jeloljik. Az A halmaz hatdrpontjaibdl 4116 halmaz neve A hatdra.

Az int A jelolés az ,,interior” latin sz6bdl ered, amelynek jelentése ,,belsd”.
Egy ponthalmaz zartsdganak ellendrzésére gyakran jol hasznalhaté a kovetkezo tétel:

3.4.3. Tétel. Egy A C R? ponthalmaz akkor és csak akkor zdrt, ha barmely A-beli konvergens
pontsorozat limeszpontja eleme A-nak, azaz ha a,, € A minden n € N-re és valamely a € RP
esetén a,, — a, akkor a € A.

3.4.4. Példa. Ha [o, 3] C R, f, g pedig az |«, (3] intervallumon folytonos valds fiiggvények,
amelyekre g < f az [«, 5]-n, akkor az

A={(z,y)"  eR*|a<z <P, gz) <y < flx)} CR’
halmaz zdrt. Valéban, ha (z,,,y,)" € A minden n € N-re, azaz
a <z, <P, 9(zn) < yn < flzn), n €N,

és valamely (z,y)? € R%estén (z,,,y,)? — (z,y)?, akkor z;,, — x ésy, — y, és felhasznal-

va f és g folytonossdgat az el6z6 egyenlStlenségrendszerbdl hatdratmenet utdn azt kapjuk,

hogy
a<z<pB,  gr)<y< f(o)
Tehat (z,y)” € A.

3.4.5. Definicié. Az A C RP ponthalmazt korldtosnak nevezziik, ha létezik r € (0, 00) dgy,
hogy A C K,(0).

3.4.6. Definicio. Az {a,}> , RP-beli pontsorozat korldtos, haaz A = { a,, | n € N} halmaz
korl4tos.

A szamsorozatok elméletébdl ismert kivalasztasi tétel dtvihetd pontsorozatokra is.

3.4.7. Tétel (Bolzano—Weierstrass-tétel). RP-ben minden korldtos pontsorozatnak van kon-
vergens részsorozata.
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3.5. Tobbvaltozos fiiggvények

3.5.1. Definicié. Legyen p, g € N*. Az f fiiggvény R?-ba vezets p vdltozds, ha f : RP — R,
azaz D(f) C RP. Ha q > 1, akkor f-et vektorfiiggvénynek, ¢ = 1 esetén pedig valds
fiiggvénynek nevezzik.

Rogzitett £ € {1,...,q} esetén minden x € D(f)-hez rendeljikk hozza az f(z) € R?
képpont k-adik koordinatdjit. gy egy f. : R? — R p viltozés valds fiiggvény keletkezik,
amelyet f k-adik koordindtafiiggvényének nevezziik.

A koordinétafiiggvények ismeretében f egyértelmlien meg van hatdrozva, hiszen

f@)=(fix),.... fy(x))",  haw e D(f).

Az RP — R tipusu tobbvaltozos fliggvények fontos osztalyét a linedris leképezések alkotjak.
Az L : R? — R? leképezés linedris, ha D(L) = RP, tovabbd minden z, y € RP és A € R
esetén
L(x +y) = L(z) + L(y),
L(A\x) = AL(x).

A linedris algebrabdl ismert, hogy barmely L : RP — R linedris leképezés az
L(z) =My -z, xr € RP,

alakban irhat6, ahol M, ¢ x p tipusd valés matrix. Az M matrixot az L leképezés (kanonikus
bazisokra vonatkozd) mdtrixdnak nevezziik.

3.6. Hatarérték és folytonossag

Az egyvaltozos valds fliggvények hatarértékének és folytonossagdnak definicigjat lemasolva
kapjuk a tobbvaltozos fiiggvények hatarértékének, illetve folytonossagdnak definicidjat.

3.6.1. Definicié. Legyen p, ¢ € NT. Azt mondjuk, hogy a b € R? pont az f : R? —
R? fliggvény hatdrértéke az a € RP pontban, ha f értelmezve van a valamely pontozott
kornyezetében, és barmely olyan {z,}°° , sorozatra, amelyre z,, € D(f), x, # a minden
n € N-re, és x,, — a, a fiiggvényértékek { f(x,)}>2, sorozata b-hez tart. Jelolés: f(x) — b,
ha x — b vagy alcligf(a:) =b.

3.6.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : R? — R? fiiggvény folytonos az a € D(f)
pontban, ha

lim f(z) = f(a),

r—a

azaz ha f értelmezve van a valamely kornyezetében, és barmely olyan {z, }°° , sorozatra,
amelyre x,, € D(f) és z,, — a, a fiiggvényértékek { f(x,)}>2, sorozata f(a)-hoz tart.

Most a folytonossdgnal altalanosabb, az értelmezési tartomany valamely részhalmazara
szoritkozva vett folytonossag fogalméat definidljuk.
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3.6.3. Definicié. Legyen f : R? — R%, ésa € A C D(f). Azt mondjuk, hogy f A-ra
szoritkozva folytonos az a pontban, ha barmely olyan {z,, }°° ; sorozatra, amelyre x,, € A és
x, — a, a figgvényértékek { f(z,)}>2, sorozata f(a)-hoz tart.

Ha f egyvaltozds valds fiiggvény (p = g = 1) és valamely a € D(f) és § > 0 esetén
l[a,a +6) C D(f) ((a — 6,a] C D(f)), akkor f-nek az [a,a + 0) ((a — 0, a]) halmazra
szoritkozva vett folytonossiga azt jelenti, hogy f az a helyen jobbrdl (balrél) folytonos.

A kovetkez6 tétel azt mutatja, hogy egy vektorfiiggvény hatarértékének és folytonos-
sdgdnak vizsgdlata sordn elegendd a koordindtafiiggvényeire szoritkozni.

3.6.4. Tétel. Legyen p, g € NT, f: RP — R? adott fiiggvény, x € D(f) esetén

fl@) = (filz), ..., fo(2))",
tovdbbda € A C D(f) ésb= (by,...,b,)" € RY. Ekkor
lim f(z) =b

r—a

pontosan akkor, ha minden k € {1, ..., q} esetén
lim f(x) = by.

Az [ fiiggvény éppen akkor folytonos (A-ra szoritkozva) az a pontban, ha minden k €
{1,...,q} esetén fy (A-ra szoritkozva) folytonos az a helyen.

Ha f:R? — R%ész = (x1,...,2,)" € D(f), akkor

fl(rs- )"
helyett a kényelmesebb

flze, ... zp)

jelolést fogjuk haszndlni. Igazodva az dltalanos szokdshoz az (zy,...,z,)7 € RP jeldlést
is ugy ,.egyszer(sitjiik”, hogy a transzpondldsra utalé 7' fels6 indexet elhagyjuk, azaz osz-
lopvektor helyett sorvektort irunk. Ugyanakkor hangsilyozzuk, hogy ha valamely RP-beli
vektor matrix szorzat tényezdjeként szerepel, akkor mindig oszlopvektorként kell értentink.

3.6.5. Példa. Az

ey = s () €R\{(0,0}

fiiggvénynek a (0,0) pontban nem létezik hatarértéke, mert ha olyan (z,,y,) pontsorozatot
tekintiink, amelynek tagjai mind az y = x egyenesen fekszenek és a (0, 0) ponthoz tartanak,
akkor 0 # x,, esetén

ZEQ

f(@n, 2n) = =

1
2 4+ a2 2

ugyanakkor az x-tengely mentén y,, = 0 folytdn

f(xna()) =0

adodik.
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3.6.6. Példa. Az
fly) =sin2z +y*),  (z,y) R,
fiiggvény folytonos minden (a, b) € R? pontban, mert barmely (a, b)-hez tart6 (z,,, y,,) soro-

zatra x,, — a, y, — b, és ezért

f(zn, yn) = sin(2z, +y2) — sin(2a + b*) = f(a,b).

s 27

Az egyvaltozds valos fliggvények hatdrértékérdl és folytonossagardl szo616 tételek tobbsé-
ge atvihetd tobbvaltozos valos fiiggvényekre is. Igy példaul, ha f, g : R? — R folytonosak

az a € R? pontban, akkor ugyanilyen f + g, fg is, és g(a) # 0 esetén ugyanilyen i is.
Az egyvaltozos valds fiiggvények intervallumon val6 folytonossdganak definicidja speci-

alis esete a kovetkez6 fogalomnak.

3.6.7. Definicié. Legyen f : R? — R?és A C D(f). Azt mondjuk, hogy f folytonos az A
halmazon, ha f minden a € A pontban A-ra szoritkozva folytonos.

Ha f : R? — RY¢és U C D(f) nyilt halmaz, akkor f pontosan akkor folytonos az U
halmazon, ha folytonos U minden pontjaban.

3.7. Differenciilhatésag

Az egyvaltozos valos fiiggvények elméletébdl ismert differencidlhatésdg fogalménak kiter-
jesztése tobbvaltozds fliggvényekre a kovetkezd:

3.7.1. Definicio. Az f : RP — R? fiiggvényt (totdlisan) differencidlhatonak mondjuk az
a € D(f) pontban, ha létezik egy L : RP — R? linedris leképezés gy, hogy

o @) = fl@) = Lz = a)

#—a Iz = all

=0.

Az L linedris leképezést az f fiiggvény a pontbeli differencidljdnak, az L leképezés M mat-
rixat pedig f a-beli differencidlhdnyadosdnak vagy Jacobi-mdtrixdnak nevezziik. Jelolés:
L = Df(a),illetve My = f'(a).

Val6s f esetén (¢ = 1) az f'(a) Jacobi-madtrix 1 X p tipusd, azaz p dimenziés sorvektor.
Ebben az esetben az a pontbeli Jacobi-maétrix helyett az a pontbeli gradiens vagy gradiens-
vektor elnevezés és az f’'(a) = grad f(a) jelolés is haszndlatos.

Meg lehet mutatni, hogy ha l1étezik, akkor a differenciél egyértelmd.

3.7.2. Tétel. Bdarmely f : R? — R fiiggvénynek egy adott a € D(f) pontban legfeljebb egy
differencidlja létezik.

Egy vektorfiiggvény differencialhatésdga ekvivalens a koordinatafiiggvényeinek differen-
cidlhatésagaval.
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3.7.3. Tétel. Legyen p, g € NT, f: RP — R? adott fiiggvény, x € D(f) esetén

flz) = (filz),. fy(@))",

tovdbbd a € D(f). Az f fiiggvény éppen akkor differencidlhaté az a pontban, ha minden
ke{l,...,q} esetén az fi, : RP — R fiiggvény differencidlhaté az a pontban, és differenci-
dlhatésdg esetén az f'(a) Jacobi-mdtrix k-adik sorvektora fi(a), k € {1,...,q}.

A differencidlhatésag és a folytonossag kozotti kapcsolat hasonld, mint az egyvaltozds
val6s fiiggvényeknél.

3.7.4. Tétel. Ha f : R? — R differencidlhaté az a € D(f) pontban, akkor itt folytonos is.

Arra, hogy a forditott dllitds nem igaz mér az egyvaltozos valds fliggvényeknél is utaltunk.

3.8. Az irany menti derivalt, parcialis derivaltak

Ha a, v € R?, akkor az a ponton 4thaladé v irdnyvektord egyenes pontjai az
T=a-+1tv

alakban irhatdk, ahol ¢t € R. Legyen f : R? — R9, ¢ > 0 és tegyiik fel, hogy v € R” egység-
vektor, azaz ||v|| = 1. Tekintsiik f értékét abban a pontban, amely a-t6l ¢ tdvolsdgra fekszik a
v altal megadott irdnyban, vagyis az a + tv pontban. Ennek és f(a)-nak a kiilonbségét a két
pont ¢ tdvolsdgédval osztva az

fla+tv) — f(a)

t
v irdny menti kiilonbségi hanyados keletkezik.

3.8.1. Definicié. Legyen f : R? — R, a € D(f) és v € RP adott egységvektor. Azt
mondjuk, hogy f differencidlhaté az a pontban a v irdny mentén, ha a

o S0+ 1) = [ (@)

t—0 t

hatarérték 1étezik (R-ban). Ezt a hatdrértéket (ha létezik) a ) f (a) vagy Dy f (a) szim-
bolummal jeloljiik, és az f fiiggvény a-beli v irdny menti differencidlhdnyadosdnak nevez-
zik.

A definiciobdl kovetkezik:
3.8.2. Tétel. Legyenp, g € NT, [ : RP — R fiiggvény, x € D(f) esetén
fla) = (fil@),..., fol2))",

tovdbbd a € D(f) és v € RP egy adott egységvektor. Az | fiiggvény éppen akkor differenci-
dlhatd az a pontban a v irdny mentén, ha minden k € {1,. .., q} esetén fj, differencidlhaté a
v irdny mentén, és differencidlhatosdg esetén

Oy f (@) = (D) fi(@), - - ., Oy fola)) T
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Abban a specidlis esetben, amikor v megegyezik a kanonikus bazisvektorok valamelyiké-
vel az irdny menti differencidlhdnyadost parcidlis differencidlhdnyadosnak nevezziik. Rész-
letesebben:

3.8.3. Definicié. Legyen f : R? — RY a € D(f),i € {1,...p} és e; € RP az i-edik
kanonikus bazisvektor. Azt mondjuk, hogy f parcidlisan differencidlhaté az a pontban az
i-edik vdltozd szerint, ha f differencidlhat6 a-ban az e; irdny mentén. A 0., f(a) € RY irdny
menti differencidlhdnyadost (ha 1étezik) az f fiiggvény a-beli i-edik vdltozo szerinti parcidlis
differencidlhdnyadosdnak nevezziik.

3.8.4. Definicio. Legyen f : R? — R fiiggvény és i € {1,...,p}. Jeloljik 0, f-fel azt a
fiiggvényt, amelynek értelmezési tartomanya D( f) azon = pontjaibdl éll, amelyekben [ az
1-edik valtozo szerint parcidlisan differencidlhatd, és értéke minden ilyen x pontban f-nek
az i-edik véltozé szerinti parcidlis differencidlhdnyadosa. A O, f fiiggvényt az f fliiggvény
1-edik vdltozo szerinti parcidlis derivdltfiiggvényének vagy roviden parcidlis derivdltjanak
nevezzik.

Ha az f : R? — RY fliiggvény i-edik valtozojat x;-vel jeloljiik, akkor az i-edik valtozé
szerinti parcidlis derivaltat a

of
3@’

szim6lumokkal is jelolhetjiik.
Legyen f : R? — R p valtozos valds fiiggvény, a = (ai,...,a,) € RPési e {1,...,p}.
Definidljuk a h : R — R fiiggvényt a

h(S) = f(ah e i1, 8,541, - - - 7ap)

képlettel minden olyan s € R-re, amelyre (ai,...a;—1,S, Git1,-..,a,) € D(f). Konnyid
belatni, hogy f pontosan akkor differencidlhaté a-ban az i-edik véltozé szerint, ha h diffe-
rencidlhaté az a; € R helyen, és ekkor

0if(a) = h'(a;).

Ezért a parciélis derivaltak kiszdmitdsdhoz haszndlhatjuk az egyvéltozds valds fliggvények
differencidlasi szabdlyait. A kétvaltozos esetben (p = 2) a fenti h fiiggvényt a kovetkezd
abrdk szemléltetik:

3.8.5. Példa. Legyen
flz,y) = a¥, haz € (0,00) ésy € R.
Ekkor minden z € (0, 00) és y € R esetén

of o of .
am(%y)—yﬂf , ay(:v,y)—x In .

A differencidlhatésag és az irdny menti derivalt kozotti kapesolatrdl sz6l a kovetkezd:
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z=f(x,y)

3.2. abra.

3.8.6. Tétel. Tegyiik fel, hogy f : RP — R differencidlhaté az a € D(f) pontban. Ekkor
bdarmely v € RP egységvektor esetén a O, f (a) irdny menti derivdlt létezik, mégpedig

0w f(a) = f'(a) - v.

Specidlisan, minden i € {1,...,p} esetén f az a pontban parcidlisan differencidlhaté az
i-edik vdltozo szerint, és

0if(a) = f'(a) - &,

az f'(a) Jacobi-mdtrix i-edik oszlopvektora.

Legyen f : RP — RY egy adott fiiggvény, és = € D(f) esetén
f@) = (filz), ..., fo(2))".

Ha f differencidlhat6 az a € D( f) pontban, akkor a . és . Tétel szerint
alfl(a) apfl(a)

01f2(a) e apr(a)

fela) ... Opfy(a)

3.8.7. Példa. Definialjuk az f : R? — R fiiggvényt az

0, hax = 0vagyy =0,
flzy) = .
1, hax #0ésy #0

képlettel. Konnyt beldtni, hogy

af _of _
%(0, 0) = 8_y(0’ 0) =0,

de f nem folytonos a (0,0) pontban. Ezért a . Tétel szerint f nem differencidlhaté a
(0,0) pontban.
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Az el6z6 példa azt mutatja, hogy a parcidlis derivéltak 1étezésébdl még nem kovetkezik a
fliggvény differencidlhatosdga, sot folytonossdga sem. Ugyanakkor a kdvetkez0 tétel alapjan
a parcidlis derivaltak folytonossdga, mar maga utdn vonja a differencidlhatésigot.

3.8.8. Tétel. Legyen f : RP — R?és a € D(f). Ha minden i € {1,...,p} esetén a 0;f
parcidlis derivdlt folytonos az a pontban, akkor f differencidlhato a-ban.

3.8.9. Példa. Legyen
fla,y) =sin2z +y?),  (z,y) €RZ

Barmely (x,y) € R? esetén

of _ 2 af _ 2
5 (x,y) = 2cos(2z + y°) és By (x,y) = 2y cos(2x + y°).

. 0
A . Példdban mar belattuk f folytonossagat. Hasonlé médon ellendrizhets, hogy a Iz
x

z

és —f fiiggvények is folytonosak R? minden pontjdban. Ezért f differencidlhaté minden

Ay
(z,y) € R? pontban, €s

f'(z,y) = (2cos(2z + y?), 2y cos(2z + y°).
Az f fiiggvény a = (0,0) pontbeli v = (5, 75) irdny menti derivéltja
1o1\" 2
O fla)=fl(a) - v=(20)-[ —=,—=]) =—==V2
i) = 1@ v=20)- (J5.55) = =

Megjegyezziik, hogy egy kétviltozos valds f fiiggvény differencidlhatésdga egy (a, b) €
D(f) pontban geometriailag azt jelenti, hogy a z = f(x,y) felillethez annak (a, b, f(a,b))
pontjdban érintdsik illeszthetd.

3.8.10. Definicié. Tegyiik fel, hogy f : R? — R differencialhat6 az (a,b) € D(f) pontban.
Ekkor a

2 = 01f(a,b)(w — a) + D f(a,b)(y — b) + f(a,b)

egyenlet sikot az f fiiggvény (a, b) ponthoz tartozé érintdsikjdnak nevezziik.

3.9. A lancszabaly

Az Osszetett fiiggvény differencidlasi szabélya vektorfiiggvényekre a kdvetkez6:

3.9.1. Tétel (Léncszabély). Legyen p, q, r € N*. Ha f : RP — R differencidlhaté az a €
D(f) pontban és g : RY — R" differencidlhaté az f(a) pontban, akkor go f is differencidlhaté
az a pontban, és

D(go f) = Dg(f(a)) o Df(a),
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tovdbbd
(go f)(a)=4¢'(f(a))- f'(a),

ahol - a mdtrix szorzdst jeloli, azaz mindeni € {1,... ,p} ésk € {1,...,r} esetén

(gx © f)(a Zajgk a)) 9 f;(a),

ahol a g-k és fj-k a g, illetve f vektorfiiggvény koordindtafiiggvényei.

3.10. Kozépértéktétel

Legyen a, b € R?, a # b. Ekkor az a és b pontokat 6sszekots zart szakasz pontjai a+t(b—a)
alakban frhatdk, ahol ¢ € [0, 1].

3.10.1. Definicié. Barmely a, b € RP, a # b, esetén legyen

la,b] ={a+1t(b—a)|te]|0,1]}

<a7b) = {a_l_t(b_a) | te (071)}
A kovetkezd tétel Lagrange tételének altaldnositdsa tobbvaltozds valds fiiggvényekre.

3.10.2. Tétel. Legyen a, b € R?, a # b. Ha f : R? — R folytonos az [a,b] szakaszon és
differencidlhaté minden x € (a, b) pontban, akkor létezik ¢ € (a,b) ugy, hogy

f) = fla)=f'(c)-(b—a)= Z&f(C)(bi — ).

3.11. Schwarz tétele
3.11.1. Definicié. Ha f : R? — R?és valamely i, j € {1,...,p} ésa € D(f) esetén a
95(0;f)(a)
parcidlis differencidlhdnyados létezik, akkor azt a
95 f (a)
szimbSlummal jeloljik. A 0;; f fiiggvények f mdsodrendii parcidlis derivdltjai.

Ha az f : R? — R fiiggvény vdltozoéit rendre az x4, ..., z, betlikkel jeloljik, akkor
0;;f(a) helyett a
0% f
8(13j6$i

(a), f;’ixj (a), illetve foiw; (@)
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jelolés is haszndlatos. Figyeljiik meg, hogy a derivdlasok sorrendje az indexes jelolésmod
esetén balrdl jobbra, a tort alaku jelolésmod esetén pedig jobbrdl balra halad. Ha ¢ = j,

0? 0?
akkor / helyett a 922 jelolés hasznalatos.
€T

Li0X; i

A 0 f alakdakat tiszta, a 0,;f (¢ # j) alakdakat pedig vegyes mdsodrendii parcidlis
derivaltaknak szokds nevezni.

Az el6z6 definicidhoz hasonldan ,,rekurzidval” definidlhatok a harmadrend(, negyedren-
dd stb. parcidlis derivaltak. Az f : R? — RY fuggvény 0;f (i € {1,...,p}) parcidlis deri-
valtjait elsdrendii parcidlis derivdltaknak mondjuk, ha sziikkség van megkiilonboztetésiikre a
magasabb rendtektdl.

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy bizonyos feltételek mellett a vegyes parcidlis derival-
tak kiszamitdsakor a derivalasok sorrendje felcserélhetd.

3.11.2. Tétel (Schwarz tétele). Legyen f : R? — R adott fiiggvény. Tegyiik fel, hogy a 0, f,
Oy f fiiggvények definidlva vannak az (a,b) € D(f) pont valamely kirnyezetében és a 05 f
fiiggvény folytonos az (a,b) pontban. Ekkor Oy f (a, b) létezik, és

821f(a, b) == 812f(a, b)

3.12. Abszolit és lokalis szélsoértékhelyek

Az egyviltozoés valds fiiggvények esetéhez hasonléan bevezetjiik a kovetkezd elnevezéseket:

3.12.1. Definicié. Legyen f : R? — R, a € H C D(f). Azt mondjuk, hogy az a pont f-nek
H-ra nézve abszoliit maximumhelye (abszoliit minimumhelye), ha minden x € H esetén

fl@) < fla)  (f(x) = f(a)).

Az abszolut maximumbhely és abszolit minimumbhely helyett a globdlis maximumhely,
illetve globdlis minimumhely elnevezés is haszndlatos.
A kovetkezd tétel Weierstrass tételének kiterjesztése tobbvaltozos fliiggvényekre.

3.12.2. Tétel. Legyen H nemiires, korldtos és zdrt részhalmaza RP-nek. Ha f : RP — R
folytonos a H halmazon, akkor f-nek H-ra nézve létezik abszoliit maximumhelye és abszoliit
minimumhelye is.

Most a lokdlis sz€ls6értékhelyeket definidljuk.

3.12.3. Definicié. Legyen f : R? — R. Azt mondjuk, hogy az a € D(f) pont az f fiiggvény
lokdlis maximumhelye (lokdlis minimumhelye), ha 1étezik 0 > 0 agy, hogy Ks(a) C D(f),
és minden = € Ks(a), x # a, esetén

f@) < fla)  (f(x) = fla)).

Ha a < (>) egyenl6tlenséget <-re (>-ra) cseréljiik, akkor a szigorii lokdlis maximumhely
(szigori lokdlis minimumhely) definicidjat kapjuk.
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Lokalis széls6értékhely 1étezésére ad sziikséges feltételt a kovetkezd:

3.12.4. Tétel. Legyen f : RP — R és a € int D(f). Tegyiik fel, hogy a az f fiiggvény lokdlis
maximumhelye vagy minimumhelye. Ha valamely i € {1, ..., p} esetén O, f(a) létezik, akkor
0;f(a) = 0. Specidlisan, ha f differencidlhaté az a pontban, akkor minden i € {1,... p}
esetén 0; f(a) = 0.

A tétel megforditdsa nem igaz, amint erre mar az egyvaltozds valds fiiggvényeknél is
utaltunk.

3.12.5. Definicié. Legyen adva egy f : R? — R fiiggvény. Az a € D(f) pontot f kriti-
kus (staciondrius) pontjdnak mondjuk, ha a € int D(f) és minden i € {1,...,p} esetén

Az el6z06 tétel szerint egy differencidlhaté fiiggvénynek csak kritikus pont lehet lokélis
sz€lsdértékhelye.

3.12.6. Példa. Az
flr,y) =2 —y*+3z+y,  (z,y) €R?

fiiggvénynek nincsen maximumhelye, mert minden (z, y) € R? pontban

%(w,y} =3(z* +1) > 0.

Most keressiik f maximumat a
H={(r,y) eR*|0<2<1,0<y<1—2z}

halmazra nézve. Mivel H korlétos és zart, f pedig folytonos H-n, ezért f-nek H-ra nézve
létezik maximumhelye. A

of

ax(x,y) =3(z*+1) >0, r € R,

egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy minden rogzitett y € [0,1] esetén a h(z) = f(x,y),
x € R, fliggvény szigordan monoton novekedd. Ezért

= 1—z).
(Irg)ang(x,y) ;g[gﬁ}f(m, )

Mivel minden x € [0, 1] esetén

i(f(x 1—x)) =62 —6x+5=6 m—l 2+Z>O
da ™ N B 2 277

ezért

max f(z,y) = f(1,0) = 4.

(z,y)eH
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A kovetkezd tétel elegendd feltételt ad arra, hogy egy kétvaltozos valds fiiggvénynek egy
adott kritikus pontban lokélis széls6értéke legyen.

3.12.7. Tétel. Legyen adva egy f : R* — R fiiggvény és (a,b) € int D(f). Tegyiik fel, hogy
f mdsodrendii parcidlis derivdltjai folytonosak az (a,b) pontban, tovdbbd

81f(a, b) = 82f(a, b) =0.

Ha
11 f(a,b) D f(a,b) — [D1af(a,0)]” >0,

akkor (a,b) f-nek lokdlis szélséértékhelye, mégpedig ha
O11f(a,b) >0,
akkor lokdlis minimumhelye, ha pedig
O11f(a,b) <0,

akkor lokdlis maximumhelye.
Ha

811f(a, b) 322f(a, b) — [(‘912f(a, b)] 2 < 0,

akkor (a,b) f-nek nem lokdlis széls6értékhelye.

3.12.8. Példa. Legyen
f(z,y) = 2° +9° — 3zy, ha (z,y) € R
Ekkor minden (z,y) € R? esetén
o f(z,y) =32 — 3y és Oof (z,y) = 3y* — 3z.
Konnyen ellendrizhetd, hogy f-nek két kritikus pontja van, (0,0) és (1,1). A
onf(z,y) =6z,  Ounf(r,y) =6y,  Ouf(z,y)=-3,  Ouf(r,y)=-3
masodrendd parcidlis derivaltak folytonosak. Mivel
d11£(0,0) 922£(0,0) — [912f(0,0)]* = —9 < 0,
ezért a (0,0) pont nem lokalis szélsGértékhely. Ugyanakkor
O f(1,1) 000 f(1,1) — [12f(1,1)] =27>0 & 9 f(1,1)=6>0

folytan az (1,1) pont f lokdlis minimumhelye.
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4. fejezet

Teriileti integral

4.1. A teriilet fogalma

Definidlni szeretnénk sikidomok, azaz R? részhalmazainak a teriiletét. A teriilet fogalmat a
téglalapok teriiletére fogjuk visszavezetni. Ezt a célt szolgéljdk a kovetkezd definiciok.

4.1.1. Definicié. Legyen a,b,c,d € R,a < b,c < d. Az
I =[a,b] x [c,d] C R?

halmazt (kétdimenzios) intervallumnak nevezziik (lasd a 4.1. 4bra).

4.1. abra.

Az I intervallum teriilete:
t(I)=(b—a)(d—rc).

4.1.2. Definicié. A Hi, ..., H, halmazokat, ahol n € N* és H; C R? (i € {1,...,n}),
egymdsba nem nyiiloknak mondjuk, ha barmely ¢ # j esetén

int H; Nint H; = 0,

azaz H;-nek €és H;-nek nincs kdzos bels6 pontja.
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Most mér definidlhatjuk egy korlatos sikbeli halmaz kiils6 és belsd teriiletét.
4.1.3. Definicié. Legyen H C R? korldtos halmaz. Legyen k(H) az sszes olyan
> o)
j=1

alaku 0sszegbdl 4116 szdmhalmaz infimuma (alsé hatara), ahol n € N*, az I ;i C R? halmazok
pedig intervallumok (57 = 1, ..., n), amelyek befedik H-t (14sd a kovetkez6 dbra), azaz

Hc|JL
j=1

\
/ N\
)
i | /
/

~ | /

4.2. abra.

A k(H) szamot a H halmaz kiilsd teriiletének nevezziik.
A H halmaz belsd teriilete, jelben b(H ), az 6sszes olyan

n

Zt([j)

Jj=1

alakd 0sszegbdl 4ll6 szdmhalmaz szuprémuma (alsé hatdra), ahol n € N, az I; C R?
halmazok pedig egymdsba nem nyulé intervallumok, amelyekre I; C H (j = 1,...,n)
(1asd a kovetkezd dbra), feltéve, hogy H tartalmaz egyéltalan intervallumot. Ha H egyetlen
intervallumot sem tartalmaz, legyen b(H) = 0.

Nyilvanval6, hogy az imént definidlt b(H) és k(H) szamok also, illetve felsd becslést
adnak a H halmaz altalunk definidlni kivant teriiletére. A H halmaz korlatossdgat azért kell
feltenniink, hogy be lehessen fedni véges szamu intervallummal. Ezek utdn kézenfekvd a
kovetkezd:

4.1.4. Definicié. A H C R? halmazt mérhetének mondjuk, ha H korlatos és b(H) = k(H).
Ha H mérhet0, akkor H teriiletén a

szamot értjiik.
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4.3. abra.

A teriiletnek ez a fogalma Jordan francia matematikust6l szarmazik. A teriilet fontosabb
tulajdonsagait foglaljak 0ssze a kovetkezd tételek.

4.1.5. Tétel. Ha H, és Hy mérhetdk, akkor Hy U Ho, Hy N Hy, Hy \ Hy is mérhetd.
4.1.6. Tétel. Ha a H,, . .., H, halmazok mérhetdk és egymdsba nem nyulok, tovdbbd

H:Om,

1=

—_

akkor H is mérhetd, és

4.1.7. Tétel. Egy H C R? halmazra a kovetkezd dllitdsok egyenértékiiek:

(i) t(H) =0,
(ii) k(H) = 0,
(iii) barmely € > 0 esetén léteznek I, . . ., I, intervallumok gy, hogy

n

HCOQ és Y t(I) <e
j=1

j=1
4.1.8. Tétel. A H C R? halmaz pontosan akkor mérhetd, ha korldtos és hatdra nulla teriiletii.

A sikban bevezetett teriiletfogalom mintdjara bevezethetnénk a haromdimenzids térben
vagy altalanosabban az R” térben a Jordan-féle térfogat fogalmat. Nyilvanvald, hogy RP-
ben a p-dimenzids

I = [ay,b1] X [ag,bs] - - - X [ay, by]
intervallumok
t(I) = (br — a1)(b2 — az) -~ (bp — ap)

térfogatabdl kellene kiindulnunk.
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4.2. A teriileti integral fogalma

Legyen adva egy mérhetd és zart H C R? halmaz €s egy H-n folytonos nemnegativ f : H —
[0, 00) fiiggvény. Kiszamitand6 annak a testnek a V' térfogata, amelyet feliilrl a z = f(z, y)
feliiletnek H feletti része, alulrdl pedig az xy-sikbeli H halmaz hatarol (14sd a 4.4. 4dbra).

777777
A7
s
4%1",:";;.'0
K2

e
e,
7171175
77777 1A AL
221805
"'.

&

4.4. abra.

Az egyvaltoz6s Riemann-integrdl mintdjara az aldbbi fogalmak segitségével also és felsd
becslést adhatunk a kiszamitando test térfogatara.

4.2.1. Definicié. Legyen H C R? mérhet8. A H halmaz ® felosztdsdn olyan egymdsba nem

nyuld, nemiires mérhetd Hy, ..., H, halmazok (véges) sorozatat értjiik, amelyekre
n
JH =4
j=1

Jelolés: & = {H,,..., H,}.

4.2.2. Definici6. Legyen adva egy H C R? mérhetd halmaz és egy f korlétos valds fiiggvény
a H halmazon. Ha® = {H, ..., H,} a H halmaz egy felosztdsa, akkor f korldtossdga miatt
minden i € {1,...,n} esetén az

m; = inf f(H;), M; = sup f(H,;)
szamok végesek. Az

Sp — Zn: m; t(HZ)
=1

Osszeget az f fiiggvény @ felosztashoz tartoz6 (Darboux-féle) also dsszegének, a
i=1

Osszeget pedig az f fiiggvény P felosztashoz tartoz6 (Darboux-féle) felsd osszegének nevez-
ziik.
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Nyilvéanval6, hogy ha f korldtos a mérhetd H halmazon, akkor H barmely ¢ felosztasara
t(H)inf f(H) < s¢ < Se <t(H)sup f(H).

4.2.3. Definicié. Barmely a H C R? mérhetd halmazon definialt korlatos f fiiggvény esetén
legyen
I = sup{ se¢ |  a H halmaz felosztésa, }

Ir = inf{ S¢ | ® az H halmaz felosztdsa}.

Az I, szamot f H-n vett (Darboux-féle) also integrdljdnak, az Ir szamot pedig f H-n vett
(Darboux-féle) felsd integrdljdnak nevezziik.

Ha V annak a testnek a térfogata, amelyre a szakasz elején utaltunk, akkor A barmely @
felosztasara
S¢ S V S S@?

és ezért
Iy <V <Ip.

4.2.4. Definicié. Legyen H C R? mérhets. A H-n definidlt f fiiggvényt integrdlhaténak
mondjuk, ha f korldtos és I, = Ir. Ha f integrdlhat6 H-n, akkor az

I=1,=1Ip

kozos értéket f H-n vett (Riemann-féle) teriileti integrdljanak nevezzik. Jele:

I—//H f(z,y)dx dy vagy csak //H f.

4.3. A teriileti integral tulajdonsagai

4.3.1. Tétel (Egzisztencia tétel). Ha H C R? mérhetd és zdrt, f pedig folytonos H-n, akkor
f integrdlhato is.

A tételbdl €s a . Definici6 el6tti megjegyzésbdl adddik a teriileti integrdl geometriai
jelentése: ha H C R? mérhetd és zart, f pedig egy a H-n folytonos nemnegativ fiiggvény,
akkor [ 5, J annak a testnek a térfogata, amelyet feliilrSl a z = f(z,y) feliilet [ feletti része
alulrdl pedig az xy-sikbeli H halmaz hatérol.

A teriileti integral fontosabb tulajdonsagait irjdk le a kovetkezd tételek.

4.3.2. Tétel. Ha f integrdlhato a mérheté H-n, és G C H mérhetd, akkor f integrdlhato
G-n is.

4.3.3. Tétel. Ha f integrdlhato az egymdsba nem nyiilo, mérheté H; (i = 1, ..., n) halmazok
mindegyikén, akkor integrdlhaté a
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=211,

4.3.4. Tétel. Ha f és g integrdlhato a mérheté H halmazon, ¢ € R, akkor cf és [ + g is

integrdlhato H-n, és
J[en=c|]
/AHQ)://HH//HQ'

4.3.5. Tétel. Ha f és g integrdlhaté a mérheté H halmazon, és f < g H-n, akkor

Jhr= b

4.3.6. Tétel. Ha f integrdlhaté a mérheté H halmazon, akkor |f| is integrdlhaté H-n, és

SLel= [

4.4. A teriileti integral kiszamitasa

halmazon is, és

Most olyan tételeket ismertetiink, amelyek lehet6vé teszik a teriileti integral kiszamitdsat
egyvaltozos Riemann-integralokkal. El6szor nézziik az intervallumon val6 integraldst.

4.4.1. Tétel. Legyen f integrdlhato az
I=[a,b] x [c,d] C R?

intervallumon, és tegyiik fel, hogy minden x € [a, b] esetén létezik az (x-tdl fiiggd)

g(x) = / f(z,y)dy

integrdl. Ekkor g integrdlhato |a, b]-n, és

//If:/abg@)d:c,
//Iﬂx,y)dxdy—/ab(/cdﬂx,y)dy) dz.

A . Tétel feltételei teljesiilnek, ha példaul f folytonos az I intervallumon.
Természetesen x €s y szerepe felcserélhetd, azaz ha f integrdlhat6 /-n, és minden rogzitett
y € [c, d] esetén létezik a

avagy

b
h(y) = / f(x,y)dx
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integral, akkor h interdlhatd [c, d]-n, és

5= [ = [ ([ s

Az utolso ,.kétszeres integrdlndl” a zdrdjelet néha el is szoktdk hagyni. Hangstlyozzuk, hogy
ilyenkor az integrdlds mindig beliilrdl halad kifelé.

A teriileti integrdlnak kétszeres integrdlla val6 atalakitasa alkalmazhat6 az intervallumok-
ndl 4ltaldnosabb sikidomokon is. Vezessiik be a kovetkez6 elnevezést:

4.4.2. Definicié. Legyen ¢ és v az [a,b] C R intervallumon definialt folytonos valds fiigg-
vény, és ¢ < 1) az [a, b]-n. Ekkor az

N={(z,y) eR*[a<z<b d(z) <y < ()}

halmazt y-ra nézve normdltartomdnynak nevezzik (1asd a kovetkez6 ébra).

y=y(x)

y=¢(x)

4.5. abra.

Hasonl6an az
M = {(z,y) e R* |a <y < b, ¢(y) <z <P(y)}
alakd halmazok neve x-re nézve normdltartomdny (lasd a kovetkezd dbra).

Meg lehet mutatni, hogy:

4.4.3. Tétel. Bdrmely normdltartomdny korldtos, zdrt és mérhetd, tovdbbd ha f integrdlhato
az elozd definicioban szereplé N normadltartomdnyon, akkor

J[ tamzan= | b ( /¢ Z:c) F,) dy) dr,

feltéve, hogy a jobb oldali belsd integrdl minden x € [a, b|-re létezik.
Hasonloképpen, ha f integrdlhato az M normdltartomdnyon, akkor

b P(y)
; dd — 9 d d7
/Mf<xy> v dy /G(/d)(y) f(e,y) ) y

feltéve, hogy a jobb oldali belsd integrdl minden y € |a, b]-re létezik.
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x=¢(y) x=y(y)

4.6. abra.

Megjegyezziik, hogy ha f folytonos az N, illetve M norméltartomdnyon, akkor
a 4.4.3. Tétel feltételei teljesiilnek.

Az
b () b P(y)
/a ( /¢ ) f(x,ymy) dx s / ( /qﬁ ) f(x,ymx) dy

kétszeres integrdlokat szoktdk az

b P(z) b P (y)
/ d:z:/ f(z,y) dy, illetve / dy/ flz,y)dx
a o(x) a é(y)

alakban is irni.

4.4.4. Példa. Legyen H C R? az a korldtos halmaz, amelyetazy = z,y = 0,2 = 1 ésx = 2
egyenesek hatdrolnak, és szdmitsuk ki a

// ex dx dy
H

teriileti integralt!

x=1 x=2
y=X

y=0

4.7. abra.
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Nyilvan
H={(z,y) eR*|1<2<2,0<y<ux}

(lasd a 4.7. abra).
Mivel H normadltartomdany y-ra nézve és az integrandus folytonos H-n, ezért

T

2 T 2
// egda:dy:/ (/ ezdy> da::/ {azez} dx
H 1 0 1 y=0

2/12:16(6—1)0[93: {(6_1)%12:@.

1
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5. fejezet

Differencialegyenletek

5.1. Elsorendii linearis differencialegyenlet

Kozonséges (skaldris) differencidlegyenlet alatt olyan fiiggvényegyenletet értiink, amelyben
az ismeretlen egyvaltozos valés y fiiggvénynek a derivaltjai is szerepelnek. Egy n-ed rendd
differencidlegyenletet szimbolikusan az

F(z,y,y,...,y™) =0

képlettel irhatunk le, ahol £ : R"™? — R adott fiiggvény. Az y fiiggvény akkor megolddsa a
differencidlegyenletnek valamely / C R intervallumon, ha y differencidlhaté /-n, és minden
x € I-re

Fa,y(@),y'(2),...,y" (2)) = 0.

(A derivaltak alatt az I-re vonatkozé derivaltakat kell érteni, tehat zart intervallum esetén a
végpontokban a megfelel6 féloldali derivéltakat.) Ebben a fejezetben a skalaris differenciél-
egyenletek néhany tipusanak a megoldésat fogjuk vizsgalni. El6szor tekintsiik az

Y+ p(x)y = q(x)

elsGrendii linedris differencidlegyenletet, ahol p és q az (o, ) C R intervallumon értelmezett
folytonos valds fiiggvény. Ha g azonosan nulla (v, 5)-n, akkor az egyenletet homogénnek,
kiilonben pedig inhomogénnek nevezziik.

Tegyiik fel, hogy y megolddsa a differencialegyenletnek az («, ) intervallumon, azaz

y'(z) + plx)y(r) = q(z),

minden z € (a, §)-ra. Legyen P primitiv fiiggvénye p-nek («, 3)-n. Az utolsé egyenletet
e(®)_szel szorozva azt kapjuk, hogy minden x € (o, 3) esetén

Y (2)e"® + pla)y(x)e”™ = q(z)e"®.

Ez ekvivalens az
xr / xT
(y(2)e" ™) = q(z)e”™),
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y(w)e’ ™ = / g(x)e”® dr,

y(x) = e @ /q(m)eP(w) dx, x € (a, 3)

egyenletekkel. Tehat igaz a kovetkez6:

5.1.1. Tétel. Legyen p és q az («, [3)-n folytonos fiiggvény. Ha P és G primitiv fiiggvénye
p-nek, illetve q - (exp o P)-nek («, 3)-n, akkor y pontosan akkor megolddsa az

Y +p(x)y = q(z)
egyenletnek az («, 3) intervallumon, ha valamely ¢ € R esetén
y(zv) = e P (G(2) + ¢),
minden x € (o, (3)-ra.

A megoldasok alakjabdl latszik, hogy ha el6irjuk az

y(xo) = yo
kezdeti feltételt, ahol = € (o, ) és yo € R, akkor ennek pontosan egy megoldds tesz eleget.

5.1.2. Példa. Keressiik az
y+3y=x,  y0)=1

kezdetiérték-feladat megoldésat!

7 o2

Az el6z06 tétel szerint

Parciélis integralassal kapjuk, hogy

3z\ / 3z 3z 3z 3z
/xe?’mdx:/x £ dx:xe—— e_dx:a:e —6——1-0.
3 3 3 3 9

Ezért

10
és innen ¢ = 9 Tehat a kezdetiérték-feladat megoldasa

1 10
y(x) = % ~9 + 36_396, x € (—00,00).
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5.2. Szeparabilis differencidlegyenlet

Szepardbilis differencidlegyenletnek az

Y = g(x)h(y)

alaku differencidlegyenletet nevezziik, ahol g : (o, 5) — Résh : (y,0) — R\ {0} folytonos
fiiggvények, (o, ) és (,0) C R intervallumok.

Tegyiik fel, hogy y megoldésa a differencidlegyenletnek valamely (a,b) C («a, 3) inter-
vallumon, azaz minden = € (a, b)-re.

amely ekvivalens az

1
feltétellel, ahol F' primitiv fiiggvénye ﬁ-nak a (v, 0)-n, G pedig primitiv fiiggvénye g-nek az
(c, B)-n. Ez pontosan akkor teljesiil, ha 1étezik ¢ € R dgy, hogy

F(y(z)) = G(z) +¢,
minden = € (a, b)-re. Tehdt igaz a kovetkezd:

5.2.1. Tétel. Legyenek g : (o, 3) — R és h: (v,5) — R\ {0} adott folytonos fiiggvények.
Legyen I primitiv fiiggvénye ﬁ—nak (v,0)-n és G primitiv fiiggvénye g-nek («, 3)-n. Ekkor
egy vy fiiggvény pontosan akkor megolddsa az

egyenletnek valamely (a,b) C («a,f3) intervallumon, ha létezik ¢ € R gy, hogy minden
z € (a,b)-re
F(y(z)) = G(z) +c.

Megjegyezziik, hogy a lineéris differencidlegyenletekkel ellentétben a szepardbilis diffe-
rencidlegyenlet megolddsai altalaban nincsenek értelmezve a teljes («, ) intervallumon.

5.2.2. Példa. Keressiik az

v =v  y(0)=1,
kezdetiérték-feladat megolddsat. Mivel y(0) > 0 és y-nak nem lehet zérushelye, ezért y > 0
mindentiitt, ahol értelmezve van. A tétel jeloléseivel

1, (aaﬁ) = (_00700)7
h(l’) = xQ’ (’775) = (07 00)7
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ezért a tétel szerint 1étezik ¢ € R ugy, hogy

1
———=x+c

y(z)

Figyelembe véve az y(0) = 1 feltételt azt kapjuk, hogy ¢ = —1, és igy

A megoldés csak a (—oo, 1) intervallumon van értelmezve.

5.3. Masodrendii linearis homogén egyenlet

Legyena, b € R. Az
y' +ay +by=0

egyenletet mdsodrendii dllando egyiitthatos linedris homogén differencidlegyenletnek nevez-
ziik. Ha a megolddsokat y(r) = e*?, z € (—o0, 00), alakban keressiik, akkor a

N4tal+b=0

karakterisztikus egyenlethez jutunk. A kovetkezd tétel megadja a karakterisztikus gyokoktdl
fliggben az egyenlet megolddsait.

5.3.1. Tétel. Legyen a, b € R. Legyenek a
Mrad+b=0
egyenlet gyokei \1 és \o.
(i) Ha A\, Ao € R, \y # \g, akkor az egyenlet minden megolddsa

AT Aox

y(x) = 1™ 4 cqe

alaki, ahol ¢y, co € R.
(ii) Ha A\ = Ay = X\ € R, akkor az egyenlet minden megolddsa

y(r) = c1e™ + cowe”

alakii, ahol ¢y, c5 € R.
(iii) Ha \i és Ao komplex, azaz \y = o+ i3, \a = a — i3, (o, B € R), akkor az egyenlet
minden megolddsa
y(x) = 1€ cos(fx) + coe®” sin(fx)

alaki, ahol ¢y, co € R.

A tételben szerepld megoldasok a teljes szdmegyenesen értelmezve vannak.
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5.3.2. Példa. Keressiik az
y//+3y/+2y:0

egyenlet megolddsait. Mivel a

AN +30+2=0
karakterisztikus egyenlet gyokei Ay = —2 és Ay = —1, ezért a tétel szerint minden megoldas
y(z) = cre™* + cpe ", x € (—00,00),

alaku, ahol ¢;, ¢, € R.

5.4. Masodrendii linearis inhomogén egyenlet

Most tekintsiik az
y' +ay + by = f(x),

inhomogén egyenletet, ahol a, b € R, f pedig egy («,3) C R intervallumon folytonos
fliggvény. Az inhomogén és a hozza tartoz6 homogén egyenlet megoldésai a kovetkezd kap-
csolatban vannak:

5.4.1. Tétel. Legyen a, b € R és [ az («, 3)-n folytonos fiiggvény. Ha yp az

y'+ay +by = f(z)

egyenlet megolddsa («, 3)-n, akkor az inhomogén egyenlet barmely mds y megolddsa («, [3)-
naz

Y=yp+ym

alakban irhato, ahol yy az
y'+ay +by=0

homogén egyenlet megolddsa.

Mivel a homogén egyenlet megoldésait ismerjiik, a tétel szerint ahhoz, hogy felirjuk az
inhomogén egyenlet 0sszes megoldasat elég ismerni az inhomogén egyenlet egyetlen konkrét

27 2

megoldasat, amelyet partikuldris megolddsnak is szokds nevezni. A kdvetkezd tétel specidlis
alaku jobb oldal esetén megadja a partikuléris megoldas lehetséges alakjat.

5.4.2. Tétel. Tekintsiik az
y" + ay’ + by = p(x) e"* cos(vx)

inhomogén egyenletet, ahol a, b, i, v € R, p : R — R pedig polinom. Legyenek A\ és \y a
homogén egyenlet
N+ar+b=0
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karakterisztikus egyenletének gyokei. Legyen \, = | + iv, és definidljuk az s szdmot az

0, ha M\, #£ A1 és A\, # Ao
s=141, ha A\, = X1 # davagy Ay, = Ao # \y
2, ha)\*:)q:)\Q

képlettel. Ekkor az inhomogén egyenletnek létezik
yp(z) = 2°[qi(2) € cos(vx) + ga(z) € sin(vz)]

alaki megolddsa, ahol q, és q, ugyanolyan foki polinom, mint p.
Az dllitds akkor is igaz, ha az inhomogén egyenlet jobb oldaldn cos(vz)-et sin(vz)-re
cseréljiik.

5.4.3. Példa. Keressiik az
y" + 3y’ + 2y = cos(2x)

egyenlet megolddsait. Az
y' +3y +2y=0

homogén egyenlet karakterisztikus egyenletének gyokei Ay = —2 és A\ = —1. A tétel
jeloléseivel p(x) =1, p = 0 és v = 2. Ezért A\, = 2i és s = 0. A tétel szerint az

y" + 3y + 2y = cos(2x)

egyenletnek létezik
yp(z) = Acos(2z) + Bsin(2x)

alakd megoldésa, ahol A, B € R. Derivalassal kapjuk, hogy

yp(x) = —2Asin(2x) + 2B cos(2z),

yp(x) = —4A cos(2x) — 4B sin(2z).
Behelyettesitve yp, yp és v} képleteit az inhomogén egyenletbe azt kapjuk, hogy

(=2A + 6B) cos(2x) — (6A + 2B) sin(2x) = cos(2x), z € R.

Innen
—2A+6B =1,
6A+ 2B =0.
Az egyenletrendszer megoldasa
1 3
T2 ~ 20

Tehat

1 3
yp(z) = ~30 cos(2x) + 20 sin(2x).
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Ezt az 5.3. Példa eredményével kombindlva kapjuk, hogy az inhomogén egyenlet Gsszes
megoldasa
1 3 : —2x -
y(x) = ~50 cos(2x) + 20 sin(2x) + c1e” " 4 e, z € (—00,00),

alaku, ahol ¢, ¢ € R.

s

A kovetkezd tétel segitségével jelentdsen kibdvithetjiik azoknak az egyenleteknek a korét,
amelyeket a ,,probafiiggvény modszerével” megoldhatunk.

5.4.4. Tétel (A szuperpozicié elve). Legyen a, b € R, f1, fa pedig egy («, 3) intervallumon
folytonos fiiggvény. Ha vy, és yo megolddsa (o, 3)-n az

y' +ay +by = fi(z),
illetve az
y' +ay' +by = fox)
egyenletnek, akkor vy, + y, megolddsa (o, 3)-n az
y'+ay +by = fi(z) + fo(z)
egyenletnek.

7 o2

5.4.5. Példa. Az el6z6 tétel szerint az
y" + 3y + 2y = cos(2z) + 1
egyenlet partikularis megolddsa az

y" + 3y + 2y = cos(2x)

€s
y' 3y +2y =1

egyenlet v, illetve y, partikuldris megoldadsainak az Osszege. Az . Példaban mar belat-

tuk, hogy

1 3
yi1(z) = ~50 cos(2x) + 20 sin(2x), (—00, 00),
€s hasonl6 szamoldssal kapjuk, hogy
1
yo(z) = 3 x € (—00,00).

Tehat az
y" + 3y + 2y = cos(2z) + 1

egyenlet partikularis megolddsa

1 3 1
yp(z) = ~30 cos(2x) + 20 sin(2x) + Y x € (—00,00).
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Mivel az
y//+3y/+2y:()

homogén egyenlet megolddsai
yr(x) = cre™* 4 ce7, x € (—00,00),
alakudak, ahol ¢q, co € R, az 5.4.1. Tétel szerint az

y" 4+ 3y + 2y = cos(2z) + 1

egyenlet minden n legoldésa
r) = ——cos(2x) + —sm(2x) + = +c¢ + € (—00,00
Y 20 20 2 1€ @e v ’ ’

alaku, ahol ¢q, ¢o € R.
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