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Bevezetés

Feladatgy(ijteményiink ujdonsdga, hogy (majdnem) minden feladat részletes, 1épésenkénti
megoldasat tartalmazza, rovid elméleti magyardzatokkal. A megoldas elolvasdsa el6tt azon-
ban olvassuk el a 2. részben irt rovid Utmutatdst, ahol a legtobb elméleti képletet is megta-
laljuk.

Két animdciot és két interaktiv programot is mellékeliink:

ARAMKOR-ANIM.GIF (+html) és TRAKTRIX-ANIM.GIF (+html), IRANYMEZO.EXE és
EULERTV.EXE, ez utébbiakhoz tomor HELP vagy HELP haszndlati dtmutatd és mintaképek
is tartoznak.

A vélogatott gyakorlati példak els6sorban a matematikai szamitasi modszerek (tobbvalto-
z0s integral- és differencidlszamitas, kozonséges differencidlegyenletek) és azok alkalmazd-
sainak (modell-allitds) jobb megértését kivanjak eldsegiteni. Kiemelten kezeltiik az elektro-
nikai alkalmazdsokat. Bar nem a szokdsos analizishez tartozik: kozelité mddszereket is igye-
keztiink minél tobbet bemutatni: érintdsikok, Euler-torottvonal, Fourier-sorok, stb. felhasz-
naldsaval. Ezek nagy része a folytonos mennyiséget/mddszert kozeliti diszkrét mennyiségek-
kel illetve mddszerekkel, ami az informatikai modszerek egyik alappillére.

Természetesen nem csak informatikusok forgathatjdk haszonnal a feladatgytijteményt:
a feladatokat szigord matematikai alapossidggal oldjuk meg, az alkalmazdsok megértéséhez
kozépiskolai ismeretek is elegenddek.

A feladatok nehézségi foka nagyon sokféle: az egyszeri bevezetd példaktol egészen a , ta-
narizzaszt6” méretliig minden megtalalhatd benne.

Terjedelmi okokbdl kimaradtak: komplex szamok és alkalmazasaik; differencidlegyenle-
teknél az ,,dllandok varidldsa” és a ,klasszikus” mddszerek, hidnyos egyenletek. Legtobb
feladattipusra csak egy megolddsi mddszert ismertetiink, mégpedig azokat a médszereket ré-
szesitettiik elényben, melyek K.E.P. nélkiil 4ltalinos megolddsokat adnak. Magasabbrendii
egyenleteket csak Laplace transzformdaciéval oldunk meg. Részletes Laplace-, differencidl-
és egyéb tablazatokat (és egyéb oktatdsi segédanyagokat) taldlunk Szalkai Istvan honlapja-
nak Analizis c. részében: HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/ cimen.

Elemi analizis problémdk gyakorldsara javasoljuk dr. Koltay Laszlé — dr. Szalkai Ist-
van: Analizis I. feladatgyiijteményét (Pannon Egyetemi Kiad6, Veszprém, 2008), amely szin-
tén részletes megoldasokat és megjegyzéseket, képleteket is tartalmaz.

Néhdny alkalmazott jelolés: y = f(x) helyett sokszor csak y-t vagy y(z)-t frunk,
e” helyett néha exp(x)-et; arctg(x) = arctan(x), sh(z) = sinh(z), ch(z) = cosh(z),
th(z) = tanh(x), stb.;
tobbvdltozos fiiggvényeknél: z = f(z,y) vagy z = f(z1,22,...,Tn);
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8 BEVEZETES

tobbdimemzids pontoknal: (x1, s, ..., z,) vagy a csak egyszertien a, P;
parcidlis derivaltakra: D, f, a%lf, %f, f1 vagy csak D, f, a%f, %f, 2
DIFE = , differencidlegyenlet”, KEP. = ., Kezdeti Erték Probléma”:
H(t)=1 (t >0) é H(t) =0 mdskor —in. Heaviside fiiggvény.

Koszonetiinket fejezziik ki dr. Grof Jozsefnek és dr. Székely Sandornak, a Matematika
Tanszék lelkes oktatdinak az alkalmazasok terén nyujtott sok segitségért!
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Feladatok

F1. Tobbvaltozoés fiiggvények folytonossaga és derivalhato-
saga
Folytonossag

1.1. Szamitsuk ki a kdvetkezd fiiggvények hatarértékét és ellendrizziik lehetséges folytonos-
sagukat a feltiintetett ,,kritikus™ helyeken:

a) lim cos(y)sin (%), lim ey lim L, lim (l—l>,
(z,y)—(m,0) (v)sin (3) (zy)—(01) " (zy)—(00) Y (zy)—(00) \" Y

b 1 y_’ li zy? ’ 1; sin(x)sin(y), 1; :c_—&—y’
i A e e s O (o) (0,0) TY
O lm —E . m L hy 2
(@0)—(00) V222" (@)= 00) Va2 (2y)-(00) Ve ty?
d i z?+y? li Ty
) (x’y)Er%Ll) xz—yQ ’ (CE,y)EI%Ll) x2_y2 ’

) By T ) F el sin <6ﬁ )
Parcialis derivaltak
1.2. Adjuk meg a parcidlis derivaltak értékét az adott helyeken!
a) f(z,y) :2x2+y—‘/75—|—7r x>0,y#0
EI02. B0 EO.-. EF0.-4)
b) flz,y,2) =z¢ v z,2€R, y#£0
21(0,1,2), gyf(1,2,o), 2 f(1,1,0).

s ha 2?4y >0
c)f(:v,y)z{“y T T BR0,0), 210.0), 2502

0 ha 22+y2=0
1.3. Adjuk meg a parcidlis derivélt fiiggvényeket!

a) f(x,y,2) =2 +z-y*+32° z,y,2€R

% <x7 y7 Z)’ % <x7y7z)’ %f<x7y7z)'
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10 FELADATOK

D fey) = ims (@ 4y’ >0), wl(@y), 5 f(zy).

Differencialhatsag
1.4. Vizsgaljuk meg az alébbi fiiggvények differencidlhatésagat!
a) f(z,y) = 2° —ay + ¢
b) f(x,y) = ysin®x + xcos?y
c) f,y,2) = /a2 +y? + 2
d) f(z,y) =In(1+%)
2o 24yt >0

WEME {0 g0

z|y| 2 + yz >0
N fla,y) = {OV vy’

?2+yr=0
1.5. Adjuk meg a gradiensvektort az adott pontokban!
a) fz,y) =2>+y* =3zy  (0,0),  (0.1),  (z,9),
b) f(x,y,2z) = /22 +y*+ 22 (1,1,1), (2,9, 2),
c) f(z,y,2) = 2* + 9> + 2° (1,2,3), (x,y, 2),
(

d) f x,y,z) = \/ﬁ (37475)’ (xaya Z)'

Iranymenti derivalt

1.6. Adjuk meg az f fiiggvény irdnymenti derivaltjat az a pontban a v vektor illetve o sz6g
irdnyaban!

a) f(xa?J,Z):erﬂf a:(_laQ)’ U= (%7%)7

b) f(z,y,z) = zsin(z + y) a = (%,%,1), v = (3,\/11,4),

c) f(z,y) =In(z +y) a=(1,1), a = 30°,

z|y| 22 4 o2
ye >0
d) f(z,y) = { V& a=(0,0, v=(1,3).
0 22 +y? =0

1.7. Adjuk meg az f(z,y) = x? — 22%y + xy? + 1 fiiggvény P(1,2) pontbeli, 5(4, 6) vektor
irdnyéba vett irdnymenti derivaltjat!

1.8. Milyen irdnyban valtozik ,legjobban” az f(z,y) = x*+4y? fiiggvény a P(2,1) pontban?

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

F1. Tobbvaltozés fiiggvények folytonossdga és derivdlhatosaga 11

Osszetett fiiggvény derivalisa

1.9. Adjuk meg az Osszetett fiiggvény derivaltjat!
a) f(r,y,2) = xyz, x(u,v) = u? + v, y(u,v) = u — v,

b) fleyy) =4,  x(t)=Int,  yt)=¢",

c) flz,y) = e® Y x(r, ¢) = rcos ¢, y(r, ¢) = rsin ¢.

z(u,v) = sinw,

1.10. Adjuk meg az f o (x,y) Osszetett fliggvény gradiensét az a pontban (azaz f(z(a), y(a))
értékét), ha

a) fxy) =2 +zy.  a=(12), 2(1,2)=3  y(1,2)=4
gradz(1,2) = (—1,0), grady(1,2) = (v/2,10),
b) g f(=1,1)=3,  SZf(-1,1)=2,
r(u,v) =u? — % y(u,v) = — 5 a=(-1,V2).
1.11. Legyen g : R — R differencidlhat6 fiiggvény, és legyen
fl@,y)=zy+g (%) (z#0). Mutassuk meg, hogy teljesiil az

€ a%f(x, y)+y- a%f(x,y) = 2zy Osszefiiggés.

Magasabbrendii derivaltak
1.12. Adjuk meg az alabbi parcialis derivdlt fliggvényeket:
O fwy) =Voy+y Bl dml et
b) flw,y,2) = 2%y =32+ 2y 35 f, &f wiml aam )
oOfwy)=a"  gZmf sl akwml wael
1.13. Szamitsuk ki a kovetkezd parcidlis derivaltak értékét a megadott helyen:
a) fle,y) = H2 10,0, L1, 25f(2,2)

3, .3
Ty 242 >0

b) f(z,y) = { e oy [(0,0), 525 £(0,0).

0 2+ y* =0

1.14. Ha g, h : R — R kétszer differencidlhat6 fiiggvények, mutassuk meg, hogy az

f(z,y) = glzy) + /Ty - h (¥) (xy > 0) fiiggvényre teljesiil, hogy

2 62

T a2 (*73 y) yay2f(m y)_o
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12 FELADATOK

Szélsoértékszamitas
1.15. Hol vannak staciondrius pontjai (hol lehet széls6értéke) az alabbi fiiggvényeknek?
a) f(x,y,2) = 2>+ 20y — 20 + 29> — 2y + 22 + 1
b) f(a,y) = eV
c) f(x,y) =sinx + cosy +x — y.
1.16. Keressiik az aldbbi fiiggvények szEélséértékeit:
a) f(x,y) =22 + y* — 2% — 232

b) f(.y) = e~ 5"

c) f(z,y) = 2t + y* — 222 + 4wy — 29>

d) f(z,y) =ay/T—a® =2 (2412 < 1)
&) flwy) = ——2 1Y

VI+a?+y?

Erintésik, Taylor-polinom, kozelité médszerek

1.17.i) Irja fel az alabbi fiiggvények érintdsikjinak egyenletét a megadott a pontokban,
i) az érintSsik segitségével kozelitse a fiiggvényt az a pont egy kdrnyezetében,
iii) szamitsa ki a fliggvény értékét kozelitdleg a b pontban:
a) f(z,y) =2 +y° a=(43), b=(401;2,97),
b) f(x,y) =a¥ + 5, a=1(32), b=1(2,98;2,03),
o) +r—y +2y+22+15=0, P=(-13,2), b(—1,03;2,96).

1.18. Keresse meg az alabbi egyenletrendszer egy kozelitd6 megoldasat a fiiggvények érintd-

7 z

sikjainak segitségével a megadott kezdd értékekbdl kiindulva, 6 tizedesjegy pontossdggal:
flz,y) = 2® + 2zy® —y* +37=0
g(z,y) = 32% — 5’y + 2> — 6 =0
To = ]_,5, Yo = 2,5 il Ty = ]_, Yo = 1.

1.19. irja fel az f(x,y,2) = fjgz figgvény a = (2,—1,8) pont koriili 3-renddi Taylor-

polinomjat, és ennek felhasznaldsaval becsiilje meg az f(1,99, —0,89, 8,06) fuggvényértéket!

F2. Két- és tobbvaltozos integralok

Szukcessziv integralas

2.1. Szamitsuk ki az aldbbi szukcessziv (ismételt) integralokat:
2

7
a) [ (j % + 93 d:):) dy, [ (fg 22y dy) dzx,
3 \4 8

1
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F2. Két- és tobbvaltozos integrdlok 13

b) [ [f ahol f(z,y) == é H az A2,3), B(2,5), C(6,5), D(6,3) pontok
H Y
altal hatarolt téglalap.
c) [ [ (22® 4+ 32y + 4y?) dady.

[1,2]x [0,3]
b v(z)
2.2, Szémitsakiaz alabbi [ [ f(x,y)dydx integrlokat, ahol
a u(x)

a)u(z) = 2* —2x —4,v(r) = 32+ 8z, f(x,y) = 3z*+8y* —xy,a = —6,83, b = 8,49,

b)u(x) =2*+x —4,v(x) =3z + 8z, f(z,y) =2+ 2y,a=3,b=09.
2.3. Szamitsa ki az alabbi f f f integralokat, ahol a H korlatos tartomanyt alulrdl és feliilr6l
a g és h fiiggvénygorbék hag’lroljék:

a) flxy) =z +y, glx)=2"+22, h(z)=4-2?

b) flz,y) =2y, g(x)=2? hz)=2+2

c) f(x,y) =ycos(z), g(x)=sin(z), h(zr)=2sin(z), 0<z<m.
2.4. Szémitsa ki az aldbbi [ [ f integrdlokat. (Minden esetben rajzolja fel a H tartoményt is.
Ahol lehet, szamitsa ki az irﬁegrélt mind fliggblegesen, mind vizszintesen is.)

a) f(z,y) = 2> +y+1, H-t az x-tengely, y-tengely és az x+2y = 1 egyenes hatéroljak,

b) flx,y)=v1—22é H={(r,y):x<y<1 0<z<1},

¢) f(x,y) = xy és H akoordinatatengelyek és az y = 1 — x egyenes éltal bezart korlatos
halmaz,

d!) f(x,y) = 2> +y°, H = ABC, = az A(3,2), B(5,8) és C(9,4) pontok altal
meghatédrozott haromszog,

e) f(z,y) =yx és H =az (1,0) kozéppontd egységsugart kor x tengely feletti fele,
P flz,y) =y é H = origd kbzéppontid egységsugart kor I. siknegyedbe esd negyede,

g) flr,y) =1+2zy és Haz y = /z, y = 2x — 1és x = 0 gorbék dltal hatdrolt
korlatos halmaz,

h) f(x,y) =xe¥ és H-tazx =0, y =0, y =2ésy =4 — 2z egyenesek hatdroljik.

2.5. Adja meg a H tartomanyt az alabbi feladatokban:

3 dz—z2 V3/2 V1-y?
a) [ [ f(x,y)dydz, b) [ [ [flx,y)dxdy,
Lot -Vv3/2 12
2 1+/T1—y
of [ [flzy)dedy.
0 Yy
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2.6. Cserélje fel az integrdlds sorrendjét (azaz vizszintes €s fliggbleges irdnydt) az aldbbi
feladatokban:

1,5 3—y/2

1 1 3
a)of [ f(z,y)dzdy, Offf(x,y)dwdy, 1[ 1f f(z,y) dydz,

0

2 2

3 x 4 x
b*)bfoff(l",y)dydwrf [ f(z,y)dydz,

3 226
c) a 2.5. feladatban szerepld integralokban.
2.7. Szamitsa ki az [ [ ¢*” dry integrdlt, ahol H-t az a-tengely, azy = z ésaz x = 1
H

egyenesek hataroljak.

Transzformaciok

2.8. Szdmitsuk ki az aldbbi [ [ f integralokat poldrtranszformdcio segitségével, ahol:
a) flx,y)=y é H Ii origd kozepi egységsugaru kor 1. siknegyedbe esd negyede,
b) f(x,y) =yxr ¢é H =az(1,0)kodzepl egységsugard kor x tengely feletti fele,
c) fla,y) = a2 +y2 é H={(z,y): 2> +4> <1, y> -z},
c) flz,y) =In(1+ 2% +y?) é H={(z,y):1<2*+y> <4},
c3) flw,y)=a3 22y és H= {(a:,y) 1 <a? 492 < 4,‘/?355 <y< \/gx},

2

d) fley)=3e+y & H={@y) 5+%5 <1}
2.9. Szémitsuk ki az alabbi [ [ f integralokat linedris transzformdcio segitségével, ahol:
H
a) f(z,y) = 2> —y* é H = az A(0,0), B(3,1), C(5,4), D(2,3) pontok 4ltal

meghatérozott paralelogramma,

b) f(x,y) =2y é H =az A(0,0), B(1,2), C(1,3), D(2,1) pontok dltal meghata-
rozott paralelogramma,

c) flx,y) =x+y é H =az A(-2,0), B(0,3), C(2,0), D(0,—3) pontok 4ltal
meghatérozott paralelogramma.

2.10. Szamitsuk ki az aldbbi [ [ f integrédlokat egyéb transzformacié segitségével, ahol:
H

%, y = x € y = 2x gorbék altal

Y
a) f(x,y) = o H =azy = %, y =
meghatérozott korlatos sikrész,
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b*) f(z,y) =1, H=azy=1y=12y=2a?/2éy=22?gorbék dltal meghatdro-
zott korlatos sikrész,

c) flzyy) =22 +3y, H =azy = 1,y = 3,y = $/z és y = 5/x gorbék dltal
meghatdrozott korlatos sikrész.

Tobbvaltozos integralok

2.11. Szamitsuk ki az alabbi szukcessziv tobbszords integralokat:
a) [ [ [(z+3y® +xz?) dvyz ahol H az (—1,2, —3) és (4,5, 9) 4tlés csticsokkal megha-
H

tarozott téglatest,

12
2 243z a+y b\1-Cz 5

b) [ [ [ =3y + x2) dedyda, [ | %dzdydx.
1 2—z z-7y 0 0 C\/@
a2 b2

F3. Tobbvaltozos integralok alkalmazasai

3.1. Szamitsuk ki az aldbbi gorbék kozotti teriiletet:

a)y=—, y=—, y=x € y=2,

[~ 8K
SHESRSH TSN

b)y=-, y=-, y=12%/2 é y=2a°

3.2. Hatdrozza meg az f(z,y) = 1 — 22 — 2y ellipszis keresztmetszet(i ,,paraboloid” [z, 1]
sik feletti részének térfogatat.

3.3. Hatdrozza meg az 22+ 22 = r? és y>+ 22 = r? egymasra merSleges hengerek metszetének
térfogatadt.

3.4. Mekkora rérfogatot metsz ki az origd kozéppontd, R = 2 sugari gdmbbdl az p = R/2
sugary, az origét érintd henger (Viviani- féle test)?

3.5. Hatdrozza meg a z = xy un. ,nyeregfelillet” 2> + y?> = R kor feletti” részének
felszinét.

3.6. Hatarozzamega z = /1 — 22 — y? forgasi paraboloid alakd tiikor felszinét.

3.7. Hatdrozzuk meg az aldbbi, [x, y] sikban fekv sikidomok silypontjainak koordinatdit:
a) azy = x2 gorbe és y = 0, v = 4 egyenesek altal hatédrolt (homogén) paraboladarab,
b) az x* + y?> < R? homogén koérlemez y > 0 fele,

) {(z,y) : #*3 4+ y** < R*} homogén asztroid 1. siknegyedbe esd negyede.
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3.8. Az [z,y] sik (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) négyzete f6lé éllitott (= tengellyel parhuzamos)
négyzetes hasabot elvagjuk a (0,0, 0), (1,0,1), (1, 1,2), (0, 1, 1) pontokon atmend S sikkal.

a) Hatdrozzuk meg a keletkezett test silypontjdnak [x,y| sikra val vetiiletét.

b) Hatdrozzuk meg a sulypont z koordinatéjat is!

3.9. Hatdrozzuk meg a z = 0, # = a, y = b sikokkal és a z? = xy feliilettel hatdrolt
homogén test silypontjdt.

3.10. Hatdrozzuk meg az R sugard, m tomegli homogén korlap kozéppontjara vonatkozé
tehetetlenségi nyomatékdt!

3.11. Hatarozzuk meg az a x b méretli homogén téglalap oldalaira vonatkozoé tehetetlenségi
nyomatékdt.

3.12. Hatdrozzuk meg az y = 22 gorbe és az y = z egyenes kozotti homogén siklemez
origéra vonatkozo tehetetlenségi nyomatékat.

3.13. Hatdrozzuk meg az a €l kocka kozéppontjan dtmend, az élekkel parhuzamos tengelyre
vonatkozo tehetetlenségi nyomatékt.

F4. Kozonséges differencidlegyenletek alapjai

4.0. Adjuk meg az alabbi differencidlegyenletek értelmezési tartomanyat:
-y / T )

I 2 2’ r—9 , /:—’ —_ 7
a)y =az*—y Yy =2y V=27 y 2y+2x
vy
b)x -y + 2y = 3z, T— =+ =y =0.

o

4.1. Szamitsuk ki az aldbbi explixit egyenletek kezdetiérték-feladatai megoldasgorbéinek
megadott pontbeli érintSi egyenletét! Szamitsuk ki y” értékét is a megadott pontokban!

a)y =a* —y?, y(1) =2,

ZE2

b)y'(x) = v+ y(2) = 3,
OM@=%+%; y(—1) = -2,

d*) x-y'(z) +2-y(zr) = 3z, y(0) = 0.
4.2. Vazoljuk az alabbi explicit egyenletek irdanymez6jét, a megadott tartomanyok legalabb
4 x 4 pontjadban, majd vazoljuk a megoldas-sereget (,,dltaldnos megoldds™). Végiil rajzoljuk
fel a K.E.P. megoldésat vézlatosan.

(Csak a megoldds elkészitése utdn hasznaljuk a Feladatgy(ijteményhez mellékelt
[RANYMEZO.EXE interaktiv programot!)

a)y ==y, 2<w<5,1<y<4, y(3)=2
by =2y, —2<2<2,0<y<4, y(l)=2

, Ty
C)y _ZL'Q—]_’

l<x<4,0<y<4, y2)=1
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7

4.3. Oldjuk meg az el6z6 feladat K.E.P-t kozelitéleg § = 0,1 1épéskozzel: szdmoljunk ki
legaldbb 10 1€pést (Euler ,,forottvonal” kozelitd modszere).

(Csak a megoldds elkészitése utdn haszndljuk a Feladatgydjteményhez mellékelt
EULERTV.EXE interaktiv programot!)

4.4. Ellendrizziik, hogy az alabbi egyenleteket kielégitik-e a megadott fiiggvények:

a)y’:%, y(x) =c-x (c € R),

. 2
by = — yl ahol :L'2+Z—2:1 b>0,|z) <1y >0),
o

(r—c)? ha x>c

. (c € R).
0 maskor

o)y =2y ha y(z)=(z—c)?ill ya(z) = {

F5. Elsorendii differencialegyenletek

Oldjuk meg az aldbbi elsdrendd differencidlegyenleteket.

Szétvalaszthato valtozoja egyenletek

5.1.a)y'(x) = y*(z) - cos(z), y(0) =2,
b)Y (x) = sy u(1) =2, )y (@) —l—z—y?—zy* =0, y(0)=1.

Visszavezetheto tipusok

A kovetkezd tipusu differencidlegyenleteket bizonyos transzformdciokkal szétvalaszthaté val-
tozoju egyenletekké alakithatjuk.

52.a)y(x) = (y —2)% y(1) =3, b)y'(r) = (2x+3y)*+1, y(0)=—1,
)y (x) =cos(z+y), y(0)=73.
5.3.a)y'(x) = g—z +2, y(1) =3, b)y'(z) =5 +3 y(=1)=-2,

c)y(r)=4%—cos?, y3)=m.

Linearis egyenletek
54. ' (z) —z-y(x) =2, y(0)=1

55.0)y (@) + 42 4ot =0, y(1)=0,  BHy(@) -y =1 y(0)=1
o)y (x) + 55 y(z) = e, y(-1) =

5.6.a) y () +y(x)=e", y(1)=0, b)x -y (x)+2y(x) =3z, y(0)=0,
c) 1=z y(z)+z- -ylx)=

1, y(O):L
d)y(x) +1g(x) - y(2) = sin(2z),  y(0) = 2.
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18 FELADATOK

Bernoulli-egyenletek

57.0)y(z) — L2 = 22(z), y(1) =2, b)y(z) —y(z) =z /y(x), y(0)=1,

3

y(a) —E =15 y(-1)=2
Egzakt egyenletek
5§8.a) (2% +y) — (y —2)y'(x) =0, y(2) =3,

b) y/(x) — 2:E+3y.x2 y(()) _ O,

3y2 —x3

cJr -5+ % y(z)=0, y(1)=-2,

d) (%)2 + (Ty)2 z) =0, y(2) =3

F6. Elsorendii differencialegyenletek alkalmazasai

6.1. Hatarozzuk meg azon fiiggvénygorbéket, melyeket az y tengely koriil dlland6 w szdgse-
bességgel megforgatva tetszbleges pontjira helyezett pontszer test egyenstilyban marad.

6.2. Hatarozzuk meg azon gorbék egyenletét, amelyeknél az érintési pont felezi az érintének
a koordinatatengelyek kozotti szakaszat.

6.3. Keressiik meg azokat az y = f(z) gorbéket, amelyeknek barmely F(zo,yo) pontjara
teljesiil a kovetkez6: az E-ben hiizott érintd, az érintési pontban huizott ,,fliggdleges” egyenes
(egyenlete: © = xq) és a ,,vizszintes” ordindta- (y-) tengely altal hatarolt haromszog teriilete
(mindig) egységnyi.

6.4. Egy test 10 perc alatt 100 °C-rdl 60 °C-ra hilt le. A kornyezd levegd hdmérsékletét
20 °C-on tartjdk. Mikorra hil le a test 25 °C-ra, ha a hiilés sebessége ardnyos a test és
a kornyezet hdmérsékletének kiilonbségével?

6.5. 100 gr séra vizet ontiink €s keverjiik, az old6dds sebessége a még fel nem olddédott s
tomegével ardnyos. 1 perc elteltével még 50 gr feloldatlan s6 volt az oldatban. Adjuk meg
a feloldott s6 tomegének id6tdl valod fliggését!

6.6. Egy 50 literes tartdlyban 8%-os s6oldat van. Egyszerre megnyitunk két csapot: az egyi-
ken 4 ¢/perc sebességgel 10%-os séoldat folyik be, a masikon (egyenletes elkeveredést fel-
tételezve) ugyancsak 4 ¢/perc sebességgel folyik ki az oldat. Mennyi s6 lesz a tartdlyban
15 perc mulva?

6.7. * A jarda szélén hizunk h hosszd kotélen egy (pontszerii) kiskocsit, amely kezdetben
d > 0 tavolsagban van a jardatol. Milyen gorbe mentén halad a kocsi?
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6.8. Tetszbleges edény aljan levd, az edény méreteihez képest kisméretd lyukon keresztiil
a viz kifolydsi sebessége v = 0,61/2gh, ahol h a nyilds feletti vizoszlop magassdga Mennyi
id6 alatt folyik ki a viz az A teriiletd lyukon keresztiil, ha az edény

a) alapkorén all6 henger,

b) csucsan all6 (lefelé sziikiild) kup,

c) feliil nyitott félgdmb.

6.9. Milyen alakot vesz fel a két rogzitett végénél felfiiggesztett homogén, nem nyulo kotél,
amit csak a sajat sdlya terhel?

6.10. u(t) fesziiltségforrasra kapcsoltunk sorosan egy R = 2012 ellendlldst és egy L = 10H
onindukcidji tekercset. Hatarozzuk meg a t > 0 id6 fiiggvényében az i(t) aramerdsséget, ha
i(0) = 0¢és

a) u(t) = 100 V (egyenfesziiltség),

b) u(t) = Uy - sin(wt) V (valtéfesziiltség), w = 1007, Uy = 240 V.

F7. Parcialis tortekre bontas

7.1. Végezze el a kovetkezd polinomok maradékos osztasat:

a) (x* 4+ 2?) : (v — 2),
b) (2% + 3z +5) : (222 — Tz +9),
c) (42° + 5z — 2) : (223 + 3).

7.2. Bontsa fel irreducibilis tényez8k szorzatdra az aldbbi polinomokat:
a)r>—1, 23+1, 2*—1, 2*+1, 22—-3z+1, 2245247,
b)2x3 — 522 +3x —2, 2% —2%—1,

c*) xt + 223 + 222 + 22 — 1.
7.3. Bontsa fel az aldbbi torteket egy valodi tort és egy polinom Osszegére:

2 +3r—6 2r3 — Tx 3x3 — 222 +4 | 204222 + 3
24+z-2" -3 22—-8x+15" 2°—32 r+1

7.4. frja fel az alabbi tortek raciondlis tort alakjat, a konstansok kiszdmitdsa nélkiil:

3 — 8x? + 12 xt + 522+ 3
(z—1)2(x2+4z+9) (z+7) (22 +52+7)%
22+ 8x +2 3x3 — 222+ 4

(x—1)3 (22 +4z+ 92 (x+7) (22 +5) 2?2 —=8r+15°
7.5. Bontsa fel az alabbi torteket parcidlis tortekre:

1 r+6 3z 42 r?—1 T
k-(k+1) a?24z-2" (22+2zx+5)(x+1) 23+222" (1-22)¥
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x x3 2 +5 1 3x3 — 222+ 4
(z—1)% (241> 2*—=160 (1—-22)(1—-2%)" 22-8r+4+15°

7s* + 2353 — 3082 — 1725 — 150

©) G+ 2)(s —5)

F8. Laplace-transzformacio és inverze

8.1. a) Vazoljuk az aldbbi fiiggvényeket és szdmitsuk ki Laplace-transzformaltjukat a defini-
cié alapjan:

fl(t):{l ha 2<t<3 fg(t):{l ha 2<t

0 mdskor 0 mdskor

L ha 3 < t—1 ha 1<t<?2
a
fs(t)z{ -, M i)y =<1 ha 2<t

0 madskor )
0 mdskor

2) és (5, 7) pontokat dsszekotd szakasz,
)

f5 (t) a (3,
sin(t) ha 27 <t <A4r
folp) = o) e 2msts AT
0 mdskor

Eoha k—1<t<k (k=123 )
f7(t)_{ .

0 mdskor

b) Az alabbi periodikus fiiggvényekhez keressiink képletet, majd hatarozzuk meg Laplace-
transzformaltjaikat (haszndljuk a Heaviside-fiiggvényt:
H(t)=1ha t >0 és H(t) =0 maskor).
@

i)

(i)

()

LLLLLL

1. abra. 8.1.5)
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8.2. Szamitsuk ki az aldbbi fiiggvények Laplace-transzformaltjat az alapfiiggvények és a mii-
veleti szabalyok segitségével:

a) Tt? — 3t +5, 3 —4eCTO0 edteos(2t), e, 3™, sh(2t), t-ch(3t),
t2e% sin(4t),

b*)5',  cos*(t), cos?(4t), 1_5%,

c) f1(t) és fu(t) a8.1. feladatbdl.

8.3. Szamitsuk ki az alabbi fiiggvények Laplace-transzformaltjét:
t-cos(wt), t-sin(wt), t-ch(wt), t-sh(wt).

8.4. Szamitsuk ki az aldbbi raciondlis tortfiiggvények inverz Laplace-transzformaltjat parci-
alis tortekre bontdssal:

) 1 1 1 5s + 3 s+ 10 1 1
a b b b b b b b
bs =3 s2—4" 2447 2447 $244s+37 (s+3)° (2s—1)3
s+1 4s + 2 1 52
(s+3)°" s2+6s+13" $3+6s2+13s" (s—3)>
1 2
b*) o S A
(s2 + w?) (82 + w?) (s + w?)
3s+6 s2—3 53 55+ 3

C 5 s s N
(s2+4)%  (s2+44)* (2497 (s2—1)
8.5. Szamitsuk ki a kovetkez6 konvoluciokat:
e x el wxe a?xeM, 1k f(z), L« Ik—lf (n,k € N).
F9. Integro-differencidlegyenletek megoldasa Laplace-
transzformacioval

Linearis differencialegyenletek és -rendszerek

Laplace-transzformaciéval oldjuk meg az alébbi linedris differencidlegyenleteket:

9.1.a)y +3y = e” +cos(2x), y(0) =1,
b)y" =2y =3y =e+2¢", y(0) =0,4(0) =0,
c)y’ — 6y + 13y = 16ze®,  y(0) =2, y'(0) = 4,
d)y" + 6y +13y = ¢ cos(2z),  y(0) = 0,4/(0) =0,
e)y" + 4y = cos(2z), y(0)=0, ¢'(0)=0,y"(0)=0,
Ny =3y — 10y = 2?2, y(0)=7,4'(0) = 2.
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9.2.a) y®) (z) + ¢/ (x) = y(ﬁ) =2,y (m)=0,y"(m) =,
by (w) =y () = y(1) =7,y/(1) =10,y"(1) = 12.
9.3.a)y"(x) —y(@) = 7 ¥(0)=y(0) =0,

b) y"(x) = arctg(z),  y(0) =y'(0) =0,
c)y"(x) —y(x) = th(z), y(0) =y'(0) =0,
d¥) y'(z) = 2¢/(x) + y(x) =L —e ", y(0) =y'(0) =0.

9.4. Laplace-transzformacidval oldjuk meg az aldbbi linedris differencidlegyenlet-rendszere-
ket:

— 3y(t) — 50te’  y(0) =2
() =yt)+1 z(0)=0
O3yt = =(t)+2 y(0) =0
Z(t)=x(t)+3 2(0)=0

Integro-differencialegyenletek és -rendszerek

9.5. Laplace-transzformaciéval oldjuk meg az aldbbi integro- differencidlegyenleteket és -
rendszereket:

a) y(z) =sin(z) + [ e - y(t) dt,

b)y'(x) + 2y(x) +f0 t)dt =sin(x), y(0) =1,

C){yl() 2— [F(x—t) -y (t)dt — 4 [ ya(t) dt
ya(x) =1 — [Fon(t)dt — [ (x —t) - ya(t) dt

Alkalmazasok

9.6. Egy R = 30 ellendllds, egy L = 1 Henry Onindukcidju tekercs és egy C' = 0,001 F
kondenzator sorban van kapcsolva az u(t) fesziiltségre. Mekkora lesz az dramerGsség t sec
mulva? Az alabbi adatok esetén készitsen szdmitdsokat:

a) u(t) = up, 1(0) = 7'(0) = 0 illetve i(0) = iy > 0, i(0) = ¢; > 0 (magdra hagyott
rezgbkor),

b) u(t) = sin(10t), i(0) = i'(0) = 0 (gerjesztett rezgdkor),
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F9. Integro-ditferencidlegyenletek megolddsa Laplace-transzformdcioval 23

| I
1 R
T¢ 0
L D

2. abra. 9.6.d**)

c*) vizsgdljuk meg a megoldas tendencidjat (tlim i(t) értékét) a gerjesztS w, frekvencidtol
fiiggben, azaz u(t) = sin(wyt), i(0) = 7'(0) = 0,

d**) oldjuk meg altaldnosan R, L, ¢ € R-re ha u(t) = Uy - sin(w,t), i(0) = ¢(0) = 0,
majd hasonlitsuk 0ssze a c) feladattal.

9.7. Stir{i anyagban lefelé siillyedd test sebessége m - v'(t) = mg — k- v(t), v(0) = vy, ahol g
a gravitacios dllando, m, k, vy € RT val6s szdmok. Keresendd v(t) és a,,végleges” sebesség,
azaz lim v(t).

t—o00

9.8. Egy idedlis, k£ rugdédllandéju, sdlytalan rugd végén m allandé tomegt test fiigg, a rugdt
5o hosszan megnytjtjuk / 6sszenyomjuk (so > 0 vagy sy < 0), ezen feliil a rugd végét id6-
ben valtozé Fk (t) kényszerer6vel terheljiik (pl. egy masik, raakasztott, idGben valtoztathatd

/////

a) F(t) =0, s(0) = so (elengedett azaz terheletlen rugd),

k
b) Fx(t) = mB - sin(wkt) hawg # 1/ —, s(0) = s¢ (az wk kényszerfrekvencia kiilon-
m

bozik a rendszer sajat frekvencidjatol),

| k
c) ugyanaz, mint b) csak wx = 1/ —.
m
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F10. Fourier-sorok, alkalmazasok

Fourier-sorok

10.1. Az al4bbi dbrakhoz adja meg a fliggvényt definidlé formuldt, majd szamitsa ki Fourier-

sorukat: ,
a)
LT "AANAL TAMA
1, /7Y ®
D) 3 E) 1 ) o
VNN N Iy
NN A B oL U
G) / » i ViR
\il/_f\\l// \I_—/zf\zw/ _f”ﬂ
/ _ . D
Y ‘ o -9 i 1 —| —4x 27 / 1\ 2 4w
= Eil _ 3/ -7 T \ 37
] VA RV
3. dbra. 10.1.a)
b) lasd a feladat abrgjat.

10.2. Az aldbbi képletekkel megadott periodikus fiiggvényeket rajzolja fel és szdmitsa ki

Fourier-sorukat:

folx)=1, ze€R;, fi(z)=u2,
folz) =2* zel-m7); fi(z
fa(z) = cos(3z), z€[-2,2];
folw) = e, we[-22);

1 ha —7<z<0
f7($>:{0 ha 0<zxr<m

u ha —L<z<0
ha 0<zxz< L

fu,v(x) = {
fulz) = {

(© www.tankonyvtar.hu

r ha —-1<x<0

2 ha 0<z<1

x € [—m,7;
)=5x?—4dx+7, x€|-m 7
fs(z) = [sin(x)];
-1 ha —71<zx<0

fs(2) {—H ha 0<zxr<m

fioz) = {

0 ha —71<z<0
r ha 0<z<m

-1 ha —-2<zxr<-1
fr2(x) =<0 ha —1<z<1
3 ha 1<zx<?2
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10.3. Terjessze ki az aldbbi fiiggvényeket
a) parosan /=y tengelyre szimmetrikusan/
b) paratlanul  /=origéra szimmetrikusan/
majd szdmitsa ki Fourier-sorukat mindkét esetben:
g1(z) =z, ha =z €0,2]; go(x) = 22, ha =z €[0,3];
g3(r) =x(3—=x), ha x€][0,3]; ga(z) =]z —1|, ha z€]02];
ga(z) = sin(z), ha z € [0,7]; gs(z) = cos(x), ha xz€]l0, 7|
104. Az feladat B) és J) fliiggvényeit hogyan kozeliti a Fourier-6sszegének elsé négy

tagja? Néhdny pontban szamitsa ki az eltérést, esetleg készitsen vazlatot.

Alkalmazasok

10.5. A bemenetre egyeniranyitott valtofesziiltséget kapcsoltunk: Uy, (t) = 240 |sin(1007t)|
(azaz 50 Hz, T' = ﬁ). Fejtse Fourier-sorba Uy, (t)-t, majd ennek segitségével hatdrozza meg

a kimeneti potencidl Fourier-soranak elsé harom tagjat!

1H 1F :
U, 1kQ Uki U 1kQ Uki
f f f |

4. abra. 10.5.a), b)
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Utmutatasok

Ul. Tobbvaltozés fiiggvények folytonossaga és derivalhato-
saga

1.1. ElGszor kozelitsiik az (z,y) pontot a megadott (a, b) helyhez egy gorbe (pl. egyenes)
mentén, azaz pl. (z,y) — (0,0) esetén legyen y = tx és vizsgdljuk a lirr(l) f(z, tz) hatdrtéket,
ahol ¢ € R rogzitett, de tetszdleges valds szdm. Ezen hatarértékeknek minden t € R esetén
meg kell egyezniiik ahhoz, hogy f(z,y)-nak lehessen hatdrértéke az (a,b) pontban, bar ez
még nem elégséges a ( 1)1rr% ) f(x,y) hatarérték 1étezéséhez.
m72! - 0/7

1.2. Ha a = (ay,a9,---a,) € Dom(f), adjuk meg, pl. az elsé vdltoz6 szerinti
r — f(x,aq,---a,) parcidlis figgvény (ag,---a, € R rogzitett) derivaltjit az x = a4
helyen, ami valds szdm:

eR

%f(g) -— lim f($7a2,-.-an) — f(aha%...an)

T—a T —a

1.3. Vizsgéljuk meg, hogy Dom(f) mely pontjaiban adhaté meg pl. az els6 vdltozé szerinti
z— f(z, 29, - x,) (zq, - - - x,, rOgzitett) parcidlis fliggvény derivalt fliggvénye, ami az
X, - - - X, valtozoktdl is fiiggd fiiggvény:

0 0
%f:R”—ﬂR, (m,xg,---mn)H8—If(x,a:2,---mn).

1.4. Haszndljuk a kovetkezé tételeket:

i) Ahol a parcidlis derivdlt fiiggvények folytonosak, ott a fiiggvény (totdlisan) differenci-
dlhato.

ii) Ahol a fiiggvény nem folytonos, ott nem lehet differencidlhato.

iii) Az a = (ay, as, - - - a,) € Dom(f) pontban differencidlhaté fiiggvényre teljesiilnek az
a pont egy kornyezetében az aldbbiak:

flxy,ze, - 2p) = fla) + 5—f(a) - (z1 —a1) +- - 5—f(a) - (vn — an) + R(z1, 22, - 1)

7z

€S
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Ul. Tobbvdltozos fiiggvények folytonossdga és derivalhatosdaga 27

1.5. Ellenérizziik a differencidlhatésdgot, és adjuk meg a parcidlis derivalt fiiggvények érté-
két az adott helyen, amivel az f fiiggvény gradiense kiszdmolhato:

erad f(a) — (% (@),%f(@),---ainf(g)) - .

1.6. Legyen v egységvektor, adjuk meg a ¢ — f(a +t-v) fiiggvény derivdltjitat = 0
pontban, tehat az irdnymenti derivalt:

D, f(a) = Jim L@t 0) = (@)

= t—0 t

Ha f differencidlhat6 az a pontban, és v egységvektor, hasznalhatjuk a

D,f(a) = grad f(a) - v
formulat is.

1.8. Ha f differencidlhat6 az a pontban, és v egységvektor, akkor a D, f(a) = grad f(a) - v
formuléabdl és az
Ju - v] < ful - [yl

Cauchy-Schwarz-Bunyjakovszkij egyenlotlenségbdl kovetkezik, hogy
—|grad f(a)| < Dy f(a) < |grad f(a)],

és egyenlGség pontosan akkor van, ha grad f(a) és v parhuzamosak. Adjuk meg tehat a gra-
diens vektor és ellentettje irdnyaban az irdinymenti derivaltakat!

1.9. Ha [TRP=R, (z,y,2)— flz,y,2)
:L’:R2—>R, (u,v) — x(u,v)
y:R?=R,  (u,0)— y(u,v)
z:R? - R, (u,v) = z(u,v)

differencialhaté fiiggvények, hasznéljuk az

F : R*=R
F(u,v) = f(x(uvv):y(u>v)’z(uvv)>

Osszetett fiiggvény derivalasdhoz a kovetkezd, Un. tobbdimenzios ldncszabdlyt:

) 0 g

%F(u, U) = gf(:c(u,v),y(u, U)v Z<u7 U)) ' %x(u’ U)+
b2 (ol 000,00, 20,0)) - g+
4 (o 0), gl ), 2(0,0)) - (),
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28 UTMUTATASOK

gF(u,v) = %f (x(u,v),y(u,v), z(u,v)) - %x(u, v)+

+ %f (x<u> v),y(u, v)a Z(u> U)) ) %y(u’v)_'_

9 0
5o f (@), y(,v), 2w, 0) - 52(w,0). -

1.12. Készitsiik el a megfeleld parcidlis derivalt fiiggvényeket (jelolésiiknek megfeleld sor-
rendben), tehat példaul:

0? o (0
0? 2

0
2 . (%f<x7ya))

3 o (0 (0
2 st 2 (2 (2 )).

1.15. Keressiink stacionarius ¢ € Dom/( f) pontokat: ahol grad f(a) = 0.

_f(zvyv):a

1.16. Vizsgiljuk az f € R? — R fiiggvény a € R? staciondrius pontjaban a

o2 o2 o2 2
Mla)i= g3 0) i)~ (51
kifejezés értékét, és ha

minimum, ha 88—;2 fla)>0
)

Ag(a) > 0 = VAN sz€ls6érték, ami ‘ "
maximum, ha  £- f(a) <0

ha Ag(a) < 0 = NINCS szélsérték,
ha Af(a) = 0 = LEHET sz€ls6érték (tovabbi bonyolult vizsgalat sziikséges).

1.17. Az érint8sik egyenlete éppen az 1-rendli Taylor-polinom:
z = f(wo,90) + [ (%0, 90) - (x — x0) + £, (20, %0) - (¥ — Yo)-
és igy a kozelités:
f(x,y) = f(zo,90) + f1(%0,90) - (x — o) + £, (20, %0) - (¥ — Yo)-

1.18. Ha az f és g fiiggvény mindegyikére az (zo, yo) pont kozelében a fenti kozelitést hasz-
ndljuk, akkor az { f(z,y) = 0,¢g(x,y) = 0} egyenletrendszer helyett, az x, y ismeretlenekre
az

fe(@o,90) - @ + [ (20, 90) -y = b

92(20,Y0) - © + gy (0, Yo) -y = ba

linedris egyenletrendszert kapjuk, ahol
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b1 = f(z0,0) + fr(x0,Y0) - o + [, (70, %0) - Yo — f(T0, %0),
by = g(o,%0) + 9., (20, Yo) - To + g,y(x(h Yo) - Yo — 9(o, Yo)-

Ennek megoldésa legyen (z1,y;), melybdl kiindulva a médszert ismételgetve egyre ponto-
sabb gyokoket kapunk. (Newton maodszere).

1.19. Az n-véltozés f : R* — R fiiggvény a € Dom(f) pontjdban N-edrendd Taylor —
polinomjanak képlete

al () (4 _
(TM @ => 1>, ! k!<‘)(z—g)m

k=0 \|m|=k
ahol az m = (mq, ma, ..., my) 4n. ,multiindex” szerinti derivalt
i
£ = 0 f
0%y, Oy - . . Oy,
és
(& - Q>m = (:Eml - aml) ’ ($m2 - a’m2> """ (xmk - a’mk> :

U2. Két- és tobbvaltozos integralok, transzformaciok

2.1. Amennyiben H az z =a, v =0, y =c és y = d egyenesek dltal hatdrolt téglalap,
akkor szukcesszive (,,egymds utdn”) integralunk:
,vizszintes” integrdlds esetén

d

//&:i jﬂ%wm dy = [ (E.0.9) = Fulay)) dy = Gld) - G

[

ahol F(z,y) az f(x,y) figgvény z szerinti primitiv fiiggvénye, azaz %Fx(ﬁ, y) = f(x,y)
((xz,y) € Dom(f)) és G(y) azy — F.(b,y) — F.(a,y) egyvaltozds fliggvény primitiv fiigg-
vénye y szerint; mig ,,fiiggdleges” integrdlds esetén pedig

b

//f—j jﬂmw@ do = [ (Fy(o.d) = Fy(w.0)) de = H(b) - H(a),

ahol F,(x,y) az f(z,y) fiiggvény y szerinti primitiv fiiggvénye, azaz

0

a_yFy(x,y) = flz,y)  ((z,y) € Dom(f))

és H(x) a
h:zw— F,/(x,d)— F,(z,c)
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30 UTMUTATASOK

egyvaltozos fiiggvény primitiv fliggvénye x szerint, azaz

Fubini tétele szerint a fenti két szamitdsi médszer egyenértékdl (ugyanazt az eredményt
adja).

2.2. Hasznéljuk az el6z6 feladatban ismertetett szukcessziv integrdlds aldbbi, dltaldnositott
képletét:

/ /ﬂ%w@ w:/uuawm—@umm»mzK@—K@

b v(x) b
a w(x) a

ahol K (z) a k(z) := F, (z,v(x)) — F, (z,u(x)) egyvéltozds fiiggvény primitiv fiiggvénye.

2.3. El6szor szamitsa ki a g és h fliggvénygorbék metszéspontjait, majd dllapitsa meg, hogy
g és h koziil melyik alkotja H alsé- és felsd hatarat, végiil szdmoljon a 2.2. feladat mintdjara.

24.d) Az ABCA oldalegyeneseihez hasznalhatja az alabbi kozépiskolai képletet:
az U(uy,ug), V(v1,v2) pontokon dtmend egyenes egyenlete

(. —v1)(ug — v2) = (u1 — v1)(y — v2).

2.7. Néhany feladatban az integrdl csak egyik irdnyban lehetséges (vagy fiiggblegesen, vagy
vizszintesen.)

Transzformaciok
ALTALABAN a transzforméciokr6l: Az [ [ f(z,y)drdy integrilban az 2 = u(k, (),
H

y = v(k, () helyettesitést alkalmazva a J(k, () = (u(k, (), v(k,()) fuggvény determinanséra
(in. Jacobi-determinans) van sziikségiink:

artu(k,0) Fpu(k, ()

det(J) = det ,

arv(k, 0) gk, )

ami alapjan
| [ty = [ [ 5 th0.0000) - et dna
H M
ahol Dom(J)=M és Im(J) = H,azaz J: M — H.
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2.8. Kor alaki H tartoményok esetén ((ug,vg) = akorkozéppontja) hasznéljuk az
x=r-cos(p)+uy, y=r-sin(y)+ vy Gn. polartranszformaciét, determinansa
J(r, ) =r.

Ellipszis alaki H tartomdny esetén az uUn. Yvory transzformaciét hasznaljuk:
r=a-r-cos(¢)+ug, y=>b-r-sin(y)+ vy, determindnsa

Y(r,o)=1r-a-b.

2.9. Ha a H tartomdny paralelogramma alakd, vagyis az @ = (a1,b;) és v = (ag, by)
vektorok feszitik ki, kezdGestdcsa A(cy, ¢), akkor a linearis transzformaciét alkalmazzuk:
r=ak+bl+ci, y=agk+ bl +cy (0<k,¢<1),determindnsa

det (J(k,g)) = a1b2 — agbl.

2.10. Altalaban: ha a H tartoménytaz y = ki - o(z), y = ko - () illetve az y = 01 -9 (x),
y = {5 - (x) gorbék zérjak kozre, akkor H minden P(z,y) pontja az y = k - p(x) és
y = - (x) gorbék metszéspontjaként megkaphat6 (ky < k < kg, (1 < £ < {3), ami
alapjan felirhatunk egy J : (k,¢) — (z,y) transzforméciot.

k=1, k=4, 6, =1, 0, =2. Az y =% & y = lx gorbék P(z, y) metszéspontjat
az y = g = (x egyenletrendszer megolddsabdl kapjuk, vagyis P(z,y) = ( %, V kf). Tehat
aJ:(k () — < %, V k:é) helyettesitést alkalmazzuk, determindnsa

1 1. /L
2Vkl 2V k 1
det(J) = det = —.
et(J) = de 57
=1 /k 1 Jk
2 B2\ ¢
b)/{fl:l, k2:4, 61:%, 62:2 Az
k
y=—=/l2*
T

egyenletrendszer megolddsa:

P(x,y) = J(k,{) = <\/§ @) = (K'3¢713 k2150113)

és fgy
17.— _ 27.—
§k 2/3€ 1/3 §k 1/361/3 1

1
det(J) = det - (2£§ + 1) =SS
%1/{1/38_4/3 %k2/3£_4/3

wlot
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k
c) Az y = — = {\/x egyenletrendszer megoldésa:
x

P(x,y) = J(k,{) = (k2/3g*2/3’ k1/3€2/3)

27.— - 17.—
gk 1/3€ 2/3 §k7 2/352/3

det(J) = det =0t==
_ _ _ 3 30
S252/3-5/3  2p1/30-1/3

U3. Tobbvaltozés integralok alkalmazasai

3.1. H € R? sik-ill. P € R? térbeli tartomdny teriilete ill. térfogata

TH://ldxdy, Vp:///ldxdydz.
H P

3.3. Az [z, y] sik feletti rész darabjait feliilr6l egy-egy megfeleld fiiggvényfeliilet hatérolja.
3.4. A henger egyenlete (v — 1)% + y* = p?, a keresett térfogatot feliilrdl a gdmb hatdrolja.

3.5.-3.6. A z = f(x,y) egyenlettel meghatarozott feliilet felszine

e [ () G

Fizikai képletek
3.7.-3.13. feladatokhoz:

Ha a H siklemez az [z, y| sikban fekszik és (z,y) € H pontjdban a stirlisége p(x,y),
akkor H sulypontjdnak koordinatdi:

I{fﬁﬂ'p(:&y)dmy }{fy-p(x,y)d:vy

ij/[“fp(fv,y) dey ~ VT pr(lwy) doy

Ty =

A fenti H siklemeznek az x illetve y tengelyekre vett masodrendi (tehetetlenségi) nyo-

matékai
CH z//yQ-p(xjy) dxy, ®y=//:c2~p(fc’,y) day.
H H

mig a 2 tengelyre (=origéra) vett tehetetlenségi nyomatéka
0,=0,+0,.
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U5. Elsorendt differencidlegyenletek 33

Haa K C R? térbeli tartomény és (x,y, z) € K pontjdban a siirlisége p(x, y, 2), akkor K

tomege
mz///p(fv,yﬂ)dl’yz
K
€s sulypontjdnak koordinatéi:

1

T, = —///xw(ﬂc,y,@dwyz,
m

K

1

ys = — y - p(x,y,2)dryz,
m

Zs = /// p(z,y,z)dzryz.
m

Ugyanennek a K tartomanynak az x, y ill. 2z tengelyekre vett mdsodrendi (tehetetlenségi)
nyomatékai

@—///y+z p(x,y, z)dxyz, @—///m—i-z p(x,y, z) dxyz,
0, —/// ? +y?) - pla,y,z)deyz, Oy = /// 2 +y* 4 2%) - p(z,y, 2) doyz,

ahol © az origdra vett tehetetlenségi nyomaték.

Tetszdleges e egyenesre vonatkozo tehetetlenségi nyomatéka pedig

@—///f:cy, p(x,y, z) dryz,

ahol f(x,y, z) megadja az (x,y, z) pontnak az e egyenestdl valé tdvolsdganak négyzetét.

3.8. A sik egyenlete z + y — z = 0, vagyis a test (x, y) pontbeli magassaga f(z,y) =z +y
vehets a négyzet alakd lemez p(x, y) tomegeloszldsanak.

U4. Kozonséges differencialegyenletek alapjai

4.0. z-re és y-ra mindig egy (Osszefiiggd) intervallumot kell megadnunk!

4.1.a) Tehat xo = 1 és yy = 2.
Az érint$ egyenes éltaldnos egyenlete: y = y(xq) + v/ (o) - (x — x0).

4.2. El6szor a valasztott pontokban az érintd egy kis darabjat kell felrajzolnunk.
4.3. A fiiggvényt egy 0 hosszu intervallumon az érint6jével kozelitjiik, majd a végpontban a

kozelitést az Gjabb érintdvel folytatjuk, s.i.t.
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US5. Elsorendii differencialegyenletek

Szétvalaszthato valtozoju egyenletek

5.1. Az
y'(v) = H (y(x)) - G(z), y(zo) = o (1)

differencidlegyenletek megolddsa: az egyenlet mindkét oldalat H (y)-al osztjuk (Dom(y)-t
ekozben vizsgaljuk), integriljuk dx szerint €s haszndljuk a helyettesitéses integral szabalyat:

LG I B N D
/H<y<x>>d /H<y>dy H (y(x)) /G()d Ga)+C @

tehat az dltaldnos megoldds

y(x) =H ' (G(x)+C), (CeR) 3)

1
ahol H primitiv fliggvénye ﬁ—nek és G primitiv fiiggvénye G-nek.

A K.E.P. megoldasa: y(xo) = yo alapjan az H~' (G(xo) + C) = yo egyenletbSl C meg-
hatdrozhat6. Dom/(y) meghatdrozdsdhoz a szamolds soran kapott kikotéseket, o értékét, és
azt a tényt kell figyelembe venniink, hogy Dom(y) egyetlen (6sszefiiggd) intervallum.

Visszavezetheto tipusok

52. Az y(z) = F(ax + by + ¢) (a,b,c € R) alakd differencidlegyenletekbdl az
u(zx) := ax + by + ¢ helyettesitéssel szétvalaszthaté egyenletet kapunk:

1 a
y'(z) = gul(l‘) Ty
53. Az y/(z) = F (%) alakd, Gn. , homogén fokszdmii” egyenleteknél az u(z) := y(z)
x
helyettesitéssel szétvalaszthat6 differencidlegyenlet adédik:
y(r) =z -u(x) é ¢ (x)=u(r)+z- u(v).
Linearis egyenletek
54.
y' (@) + @) ylz) =q(x), y(w) = o )

L. Direkt médszer: Legyen P(x) egy primitiv fiiggvénye p(z)-nek. Szorozzuk be a fenti
egyenlet mindkét oldalat e”(®)-el:

Y (@) e ple) e () = ga) - e )
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ahonnan az (ep(x))/ = eP@ . P'(x) bsszefiiggés alapjan kapjuk:

(y(z) - "@)" = g(z) - 7@ 6)

vagyis az dltaldnos megoldds
y(z) = e @ /q(x)ep("”) dx. (7)

A K.E.P. megoldésa: y (z9) = yo és (7) alapjan C' meghatérozhaté. Dom(y) meghatiroza-
sdhoz a szdmolds sordn kapott kikotéseket és x értékét kell figyelembe venniink. (A fenti
gondolatmenet a Laplace-transzforméci6 alapja.)

IL ,,Allandé varidldsa” médszer: Az (1) egyenlet homogén véltozata

Y (z)+p(x) - y(r) =0
szétvalaszthat6, melynek 4ltaldnos megolddsa y(z) = +e @ . D (D € R*, P(z) =
= f p(z)dr). Az ,éllandé varidldsa” elnevezés azt takarja, hogy a (4) inhomogén egyenlet
megolddsit y(z) = +e @) . D(z) alakban keressiik. Ez pedig a

£ D/(a) = (o)

egyenletre vezet, ahonnan
D(z) = :I:/q(m)ep(w) dx +C

€s
y(z) = £e F@. <j:/q(a:)ep(z) dx + C) :

A K.E.P. megoldésa és Dom(y) meghatdrozasa a (7) utdn frtak szerint lehetséges.

Bernoulli-egyenletek

Altaldnos alakjuk: o/ (2) + a(z) - y(x) = b(z) - y*(x) (B € R).
Az u(z) := y'~F(x) helyettesités utdn linedris differencidlegyenletet kapunk.

Egzakt egyenletek
Altaldnos alakjuk:

) 0
P(x,y) +Q(z,y) -y'(x) =0 ahol a—yP(ﬂf,y) = 5. Q@.y),

az egyenletet szokds P(z,y)dx + Q(z,y) dy = 0 alakban is irni.
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Megoldasa: [ P(xz,y)dx é [ Q(z,y)dy kiszdmitdsa utdn felirjuk az

/P(ﬂf,y) dz +(y) = /Q(ﬂs,y) dy + () (8)

egyenlGséget, melybdl ¢ (y) és ¢(x) meghatdrozhatdk.
Jeloljiik a (8) egyenlet (barmelyik) oldalat F'(z,y)-el, szamitsuk ki a K.E.P. alapjén ¢,
értékét:
F(z,y) = ¢ )

majd oldjuk meg a fenti (implicit) egyenletet y-ra, a megoldés lesz a keresett y(z) fiiggvény.

U6. Elsorendii differencialegyenletek alkalmazasai

6.9. Irjuk fel a kotél két kozeli, (o, f (0)) és (2o + h, f (zo + h)) pontjaiban haté erSket:
az érintd irdnyu kotélerdk vizszintes Osszetevoi kiegyenlitik egymast, mig fiiggbleges Ossze-
tevoinek kiillonbsége megegyezik a gravitacids erdvel. (A kotél siirlisége legyen p, kereszt-
metszete ()).)

Ha nem sikeriil a differencidlegyenletet feldllitanunk, akkor a megoldast csak az (13)
egyenlet felirdsdig olvassuk el, és probdljuk onélléan megoldani az egyenletet.

6.10. A feladat aramkorére
R-i(t)+ L- i'(t) = u(t).

(Lasd még a 10. fejezet titmutatdjaban taldlhat6 altalanos elektronikai 6sszefoglal6t is.)

U7. Parcialis tortekre bontas

7.2. Az Algebra Alaptétele (valds valtozat) szerint: minden, legaldbb harmadfokii polinom
felbonthato alacsonyabb fokii polinomok szorzatdra. 0
(Lasd pl. Szalkai Istvdn honlapjan:
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/PARCTORT-PDFW.PDF
vagy Diszkrét matematika és algoritmuselmélet c. konyvének (Veszprémi Egyetemi Kiado,
2000) fiiggelékében.)
A kozépiskolabdl j6l ismert az alabbi Osszefiiggés:

Egy p(x) = ax® + bz + ¢ masodfokd polinom akkor és csak akkor reducibilis (felbonthato),
ha diszkrimindnsa D > 0, ebben az esetben
p(x) = (x —x1) - (z — x2)

(,,gyoktényezds alak”).
A D < 0 esetben p(z) irreducibilis (felbonthatatlan). O

7.3.-17.5. feladatok: A parcidlis- (mds néven: elemi- vagy rész-) tortekre bontds médszere
roviden megtaldlhat6 Szalkai Istvdn oktat6i honlapjan:
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/PARCTORT-PDFW.PDF

vagy Diszkrét matematika és algoritmuselmélet c. konyvének fiiggelékében.
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US8. Laplace-transzformaécio és inverze

A Laplace- és inverz- transzforméci6 alaptulajdonsagai és az alapfiiggvények transzformadltjai
megtaldlhatéak Szalkai Istvdan oktat6i honlapjéan:
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/LAPLACE-TABL+.PDF

8.1. A Laplace-transzformacié definicidja:

F(s) = £(f)(s) = / F(t) - et

amennyiben az improprius integril konvergens.

8.4. A Laplace-transzformacio inverzének definicidja:

£(t) = x7mF<s) et ds

xro—100

amennyiben az improprius integral konvergens, xo > « pedig tetszdleges (rogzitett) valds
szdm, ahol Dom(F') = {z € C: Re(z) > a}.

U9. Integro - differencidlegyenletek megoldasa Laplace-
transzformacioval

9.2. Haa K.E.P nem az z, = 0 pontban van megadva, akkor a fiiggvényt vizszintesen eltolva
alkalmazzuk az Eltolasi tételt:

L(f(t—b))=e"F(s).

9.3. Ha az egyenlet jobb oldalan levd f(x) fiiggvénynek nincs Laplace-transzformadltja, ak-
kor hasznéljuk az F'(s) = L (f(x)) roviditést, majd vissza transzforméldskor a Konvolicié-
tételt: L (f*g)=L(f) L(g), vagy masképpen

LYF-G)=LYF)*LHG).
Alkalmazasok
9.6. Az abran vazolt rezg6korok esetén
/1 ./ I /
L-i (t)+R-z(x)+5-z(t):u(t)

(I4sd még a 10. fejezet Utmutatdjdban taldlhaté dltaldnos elektronikai osszefoglalot is).
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9.7. Ha csak v(t) hatdrértékére vagyunk kivancsiak, akkor hasznélhatjuk a kovetkezd Gssze-
fliggést:
lim f(¢) =lims- F(s)

t—o00 s—0

ahol F' = L(f).
9.8. Alkalmazzuk az
Frugs=—k-s & Fyg=m-a=m-s" = Fu+ Fg

Osszefliggéseket.

U10. Fourier-sorok, alkalmazasok

A Fourier-sor definicidja (,,képlete”):
ha az f fiiggvény periédusa [—L, L], akkor

F(f(z)): —i—Z(ak cos( )+bk sin (kzx)>

ahol

Specidlisan L = m esetén

F(f(z)) =

50 —l—; ay, - cos(kx) + by, - sin(kz))

ahol

1 T
——/f(:p)cos(k;x)dm, E=0,1,2,...
T

1 T
=—/f<x>sin<kx>dx, E—12.. .. -
v

10.1. Ha valamely fiiggvény megkaphatd egy masik linedris transzformdcioival, akkor
Fourier-transzformaltjat mar konnyen el6allithatjuk.
Pontosabban: ha g(z) = o - f(z) + 8 és h(z) = f(vy-x) akkor

Flg) = Flafwy+08)=a-F(fw)+03
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R-L-C aramkorokrol

Soros kapcsolasndl

ifolt) = 01 (t) = -+ = in(t), wpo(t) = wi(t) +-- -+ un(t),
pdrhuzamos kapcsolasndl

ifo(t) = 01 (t)+- - +in(t), upo(t) =us(t) =--- =u,(t) barmely t € R idSpillanatban,
tovdbba:

Rellendlldsndl up(t) = R-i(t) (R €R),

L tekercsnél  up(t) = L-ZLi(t) (L eR),
1 t
C kapacitasndl — uc(t) = ol [i(r)dr (C €R).
0

A jegyzetben a ,9.6, sorszamu feladatok vonatkoznak elektronikai aramkorokre.

10.5. Mivel a bemeneti korre felirt egyenlet |sin (1007¢)| miatt nem szdmolhatd, ezért he-
lyette Fourier-sorat véve tagonként oldjuk meg az egyenletet és a megoldasokat 0sszegezziik.
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Megoldasok

M1. Tobbvaltozos fiiggvények folytonossaga és derivalhato-
saga

Folytonossag
1.1.a) lim cos(y)sin(4)=1-1=1
(z,y)—(m,0)
lim ) — gy ) g g
(zy)—(01) 7 (zy)—(0,1) Y7
i L nem létezik, mert y = tx esetén lim L+ = lim 25 kiilonboz6 ¢ sz4-
(z,y)—(0,0) Y (z,y)— (0 0% o012
mokra kiilonboz6 eredményt ad, pl. ¢ = 1 esetén 1111% = = +oo mig pl. ¢ = —1 esetén
hH(l) —5 = —o00. Azonban ( l)irr%O N = +o00 konnyen beléthaté.
xr— z,y)—\Y,
lim 1 1) nem létezik, mert hm L 1Y — Jim (&) = 0 vagy +o0, t-t6l és
(z,y)—(0,0) \* Y —0 T tw z—0 ©
x elgjelétdl ﬁigg6en.
b) lim =% nem létezik, mert hm 2 L = —— nem csak egy értéket vesz fel.
() (0.0) TV S 2t 1+t gy
. 2 4 zy? T
. yl)EI%O ) mﬁyQ = 0 mert y = tz esetén xﬁyz = zgi:;ﬂ =z th, de mivel ‘ o ’ <K

valamilyen K € R korlatra (V¢ € R, K értéke 1ényegtelen), igy z;ﬁfyz <|z|]-K — 0
midén x — 0.
lim w nem létezik, mert y = tx esetén a
(zy)—(00) =Y
sin(z)sin(y)  sin(z)sin(tz)  sin(z) sin(tz) t
w24y2 22(14+¢2) tr 1+t
kifejezés hatarértéke fiigg ¢ értékétdl.
lim 2 nem létezik, mert lim ZH2 — = fiigg ¢ értékétdl.
(2y)—(0,0) 7Y a0 o7t
c) " yl)iir%o 0 Ty nem létezik, mert hm e 21 - = \/1+ — fligg ¢ értéketdl.
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Ty _ %t _ 4 4
g Ve x \/1+t2’ tovabba

hm = = 0 merty = tx esetén

0) Vo2 +y?
< K valamilyen K € R korlitra (Vi € R, K értéke lényegtelen),

!
’ 2+ <l|z|- K — 0 midén z — 0.
z2+y
lim 22 — () az el6z8 feladathoz hasonl6an.
(z,9)—(0,0) Va*+y?
: 2 pd e P Ve 2z e
d)( 1)1H% @ +y2 nem létezik, mert ugyan +ZQ — 00 (a szamlalo korlatos és a nevezd
z,y)—(1,1
— 0), de a nevezd elGjele instabil, vagyis = +zz — ,, = 00” — ami nem lehetséges.
lim =% — lim L:l’
(@) —(L) 7Y @y - T2
: Tty _ _ £ x+y _ x+tx _ 1 1+t x
e) “ y)LlI(I;O o R 0, merty = tzreseén 775 = _Fi5n = [ 15 €8
’iﬁ;ﬁ | <|%|- K — 0mid6n z — oo, a b) 2/ feladathoz hasonldan.
lim +y2 nem létezik, mert 3% = —L ésazy = x + h helyettesités alapjin
(zy)— (00 o0) ¥ v Y
x%y = h , ami minden h€ R esetén mas.
. - ¢ . _ L
(x,y)lf(%o Y 2 + > nem 1étezik, mert y = tx esetén 2 +y =1z minden ¢t € R-re mas.
(w)l_{r(réojoo) sin <6x+ > +y = gy minden ¢ € R-re mas.

Parcialis derivaltak

1.2.a) Az x véltozo szerinti parcialis fiiggvény €s derivaltja y = 2 esetén:

x»—>f(x,2):2x2+2—‘/75+7r, I'—>%f(l’,2)=4l’—ﬁ (x > 0),
0 1 15
— 1 L f1,2) =4 - =2,

Az y véltoz6 szerinti parcidlis fiiggvény €s derivéltja z = 1 esetén:
y— f(Ly)=2+y—1+m  y=Sf(Ly) =1+ (y#0),

0 1 5
=2 —f(1,2)=14-=-.

Az x valtoz6 szerinti parcidlis fliggvény y = —4 esetén:

x— f(x,—4) = 222 4+\F+7T (x >0)

ami x = 0 pontban nem dlfferen01alhato tehat -2 5= [ (0, —4) nem létezik.
Az y valtozo szerinti parcialis fliggvény €s derlvaltJa x = 0 esetén:

y—= fOy)=y+m  y— 2f0,y)=1 (y#0),
0
y=—dr 5 f0, -9 =1
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b) Az x valtoz6 szerinti parcialis fliggvény és derivaltja y = 1, z = 2 esetén:
r— f(x,1,2) =2e7, T %f(x, 1,2) = —2¢77,

0
=0+ — 1.2) = —-2.
z=0 axf(O, ,2)

Az y valtozo szerinti parcialis fliggvény €s derivaltja x = 1, z = 0 esetén:
y f(1L,y,00=0, y— £ f(1,5,00=0 (y#0),

B}
y=2r a_yj-’(1,2,0) = 0.

A z véltoz6 szerinti parciélis fiiggvény €s derivéltja z = 1, y = 1 esetén:
z— f(1,1,2) = ze !, 2= Lf(1,1,2) =€!

0 1
2=0m o-f(1,1,0) = -

c¢) Az x véltoz6 szerinti parcialis fiiggvény és derivaltja y = 0 esetén:
z+— f(z,0) =0, z— 2f(z,00=0 (z€R),

:U—O»—>(%f(0,0)—0.

Az y valtozo szerinti parcialis fliggvény €s derivaltja x = 0 esetén:
y—=f0,y)=0, y—5f0y)=0 (yeRr),

0

Az x valtoz6 szerinti parcidlis fliggvény és derivdltja y = 2 esetén:

14 T z2—
r e f(,2) = 2%, v— 2 f(z,2) = (x22+4)’ _ _(i2+4§‘2 (x € R),
0 6

13.0) & (2? + - y* + 32%) = 20 + ¢,
8%(:1:2+:17-y2+322) =2zy, Z(#*+z-y*+32%) =62z (v,y,2€R).

b) L R S I A
0x \ /a2 4 ¢2 (x2+y2)%

R S I
Oy \ /22 + y2 (:U2—|—y2)%
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Differencialhatésag

: 9,
1.4. a) Mivel a—(xQ—meryQ) =2r—y wz,yER
T

(%(xQ—a:y#—yQ):%—x r,y €R

folytonosak, f (totdlisan) differencidlhaté minden (z,y) € R? pontban.

b) Mivel — (y sin? x + z cos® y) =ysin2z + cos’y z,y €R
x

0

— (ysinQ:c—l—xcoszy) =sin’x —zsin2y z,y €R

Ay
folytonosak, f (totdlisan) differencialhaté minden (z,y) € R? pontban.
c)

2 00,0 = 2 (VAT # ) :%|x|:£:{

3}
Ox x ||
x

9]
0 0 x
il - Y 2 .24 .2) — ~ 2, .2
(%f(x,y,z)—a (x/x +y +z>— T mivel y°+2°>0

-1 hazxz <0

, x#0
+1 hax <0 7

tehat
x

0
%f(xvyvz)_ /—‘1:.24_312_’_22

ha 2*4+y*+22>0

és hasonl6an

Y

0

A
0

0

ha 2*4+y*+22>0

z
_fxayaz =
z ( ) /$2+y2+22

folytonos fiiggvények az origot kivéve, ezért f (totdlisan) differencidlhaté minden
(z,y,2) € R* . {(0,0,0)} pontban.

ha 2*+y*+22>0

d) a%ln(l“‘%):_%'z%y ha x#0é %> -1

a%ln(l‘{'%):z_iy ha x#06é 2> -1

folytonos fiiggvények, ezért f (totdlisan) differencidlhatéa { (z,y) € R? |z #£0és L > —1}
halmaz minden pontjiban.

e) Mivel
9 9 ry x? —y° 2,2
B — e B —— = — B e ——— h O
axf(ma y) (ax) :L_Q + y2 ) (1:2 N y2)2 a T+ Yy > )
oy W= dy) a2 +y* (22 4 2)° Y 7
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f(I,O)ZO, E% (070>:O’ f(O,y) =0, %f(()?()) =0,

igy a parcidlis derivalt fiiggvények folytonosak minden (x,y) € R? ~\ {(0,0)} pontban,
tehat ezekben a pontokban f differencidlhaté. Az origéban viszont, bar 1éteznek a parcidlis
derivaltak, f nem folytonos, ugyanis

1
n2

lim (1,1) = (0,0) lim f(l,l) — lim —2— =2+ £(0,0)=0

tehdt f nem differencidlhaté a (0, 0) pontban.
f) Mivel
9 0 _xlyl lyl”
- - = h 0
9, J zlyl . 23
> f(2y) = - —=—= =sign(y)  ———— hay # 0
dy Oy /a2 + 12 (22 + y2)%

folytonos fiiggvények, f differencidlhaté minden (z,y) € R? \ {(a,0) | a € R} pontban.
Vizsgaljuk most a differencidlhatésdgot az = tengely pontjaiban:

A (0, 0) pontban nem differencialhatd, ugyanis % f£(0,0) = % £(0,0) = 0 miatt a diffe-
rencidlhatésag esetén

@) = £(0,0) + 5 F(0.0) + 55 1(0,0) + Rla.y) = Rlavy)

. R(z,y) -
lim ——=——== =0 teljesiilne.
(2,)—(0,0) /22 4 92 !
: 1 1 2 : R(lv l) 1
Most azonban lim (-, ) = (0,0) és lim —22— = 3 # 0. Egy (a,0), a # 0 pontban

n—oo M n—00 1 + 1
n? n?

2 f(a,0) = %f(a, 0) = 0, és differencidlhatdsag esetén

o) = Fla,0) 2 5 7(0,0) 4y 5 f(a.0) + Rio,y) = Rz,

¢ lim  _@y)

(@y)—(a,0) /22 + 92

Most azonban lim (a + £, 1) = (a,0) és

= 0 teljesiilne.

el ()
n—oo \/(a+%_a)2+n_12 n—oo \/_ \/§
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5. ébra. 1.4.f) megoldas

|yl

1.5.a) (x,y) € R? esetén
O 3, 9 2
—(x +y —Sxy) =3z° — 3y
x
0
(9_y (x3+y2—3my) =2y —3x

folytonos fiiggvények, ezért

grad £(0,0) = (0,0)
gradf(07 1) = (_37 2)
grad f(z,y) = (32° — 3y,2y — 3x) (z,y) € R

1 1 )
RVERRVE]
és (z,y,2) € R3~ {(0,0,0)} esetén

grad f(z,y,z) = ( - Y - ) .

Va2 + 2+ 22 a2+ 2+ 22 [+ 2+ 22

b) Hasznéljuk az |.4.c) feladat megoldasat:

Sl

Megjegyzés: Az r = (z,y, z) jeloléssel fiiggvényiink
f(r)y=1Ir] reRr’
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alakban frhato, és derivaltja, azaz gradiense

ﬂﬂ:gmﬂﬂzﬁTreN\ﬂQQM}

ami megfelel az
flz)=|z] zeR

fliggvény derivdldsaként kaphato, igaz egyszer(ibb alakban is irhat6

o {1x>0

L o7 weRN{0)

eredménynek.
c) (z,y,2) € R? esetén
(a:2 +y? + 22) = 2x

(xQ +y? + 22) =2y

Flodlod|e

(mQ + %+ 22) =2z
folytonos fiiggvények, ezért
grad f(1,2,3) = (2,4,6)
grad f(z,y,2) = (22,2y,22)  (z,y,2) € R®.

Megjegyzés Az = (x, 1, z) jeloléssel fiiggvényiink f(r) = |r|> (r € R?) alakban irhato,
és derivdltja (gradiense) f'(r) = grad f(r) = 2r (r € R?), ami megfelel az f(z) =
— |z|* = 2® (z € R) fiiggvény derivéldsaként kaphat6 f'(z) = 2z (z € R) eredmény-
nek.

d) ¥? + y? > 0 esetén

0 z . —az
%\/m B (22 +y2)%
0 z Yz
a_y\/m N (22 —|—y2)%
0 z 1

folytonos fiiggvények, ezért
-3 -4 1
df(3,4,5) =\ =, ==, =
gra f(7 ’) <2572575)
—xz —yz 1

(22 4 2)F (@2 y2)E VAt

grad f(z,y,2) = ( ) 22+ 9% >0.
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Iranymenti derivalt

1.6.a)v = (\[ f) egységvektor, €s

x
0
a—y€x2+y2 _ deag_i_yz
folytonos fiiggvények, tehat grad f(—1,2) = (—2¢5, 4¢8 ) ezért
1
Dyf(=1,2) = =28 - — + 48 - — = /2¢% ~ 570,53.

b) v = (3,11, 4) norméltja: <%, e, %>, és

0 -sin(a +y) = zcos (z +)
—2zsi(x = ZCOs (T

ox Y Y

(%z sin(z 4+ y) = zcos (x + y)

a . :
5.7 sin(x + y) = sin (x + y)

folytonos fiiggvények, tehat grad f (% & 1) = <%, %, */75), ezért

13 1 VI V3 4 3+2/11+8/3
Df(””l):—-—+—-—+£-—: i T \/_%0,97874.
66/ 26276 26 24

c) Az a(=30°) = § szodg irdnydba mutatd egységvektor

< T . 7r) \/§ 1
v=|cos—,sin— | =[—,=],
6 6 2 2

és
0 0 1
5y 0@+ y) 3y n(z +y) iy Y
folytonos fiiggvények, tehdt grad f(1,1) = (35, 3) ezért
1 3 1 1 3+1

d) v normaltja: e, = % = (2, {) Mivel f a (0,0) pontban nem differencidlhaté (1asd

az |.4.f) feladat megolddsa), ezért adjuk meg a

t|tv3
7 (4 Mg):Q‘? - hat #0

20 2 It]

“
£
w

g(t) ==
£(0,0) =0 hat # 0
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fliggvény derivalgat ¢ = 0 helyen:

D,f(0,0) = ¢/(0) = ?

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy minden « irdnyban létezik az irdnymenti derivalt az origé-
ban, mivel

t cos a |t sin o
V/(tcosa)? + (tsina)?

t— f(tcosa,tsina) = = tcos a |sin o

és a derivalt értéke a t = 0 pontban: D, f(0,0) = cos « |sin .
Tehat minden irdnymenti derivalt 1étezik, de f nem differencidlhaté6 a (0, 0) pontban (1dsd
az feladat megoldasa).

— PO < 3 4
1.7. v = PQ(3,4), normdlva (£, 3)

0 _ 0 0 o9 2 2
8xf(x’y)_8:c (* =227y + 2y’ + 1) = y° — 4wy + 22
0 9 /4 2 2
= =~ (22 —2 1) = —2a(z —
57 (@ Y) ay(af 2’y +ay’ + 1) z(z —y)
9 (1,2) =22 —4-1-2+2-1=-2
ox” T N
aﬁf(1,2)_—2 1(1-2)=2
gradf(l,Z) - (_272)
3 4 2
Dpgf(12)=—-2-Z+2--==.
1.8.
0 0, n 9, B
0 0 n 0 B
oy @Y =5 (° +4y®) = 8y g, (21 =8

grad f(2,1) = (4,8)

Tehat a ,,legnagyobb ndvekedés” irdnya €s értéke
v=(4,8)  Dyf(1,2) = |grad f(2,1)] = V4> + 8 = 4V/5,
a ,Jegnagyobb csokkenés” irdnya és értéke

—v=(—4,-8)  D_,f(1,2) = — |grad f(2,1)| = —4V/5.
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Osszetett fiiggvény derivalasa

1.9.q) f(z,y,2) = zyz, z(u,v) = u®+v, y(u,v) =u—v* és z(u,v) = sinu parcidlis
derivaltjai:

0 0 0
a—xf(x, Y,2) =Yz a—yf(x, Y,2) = xz af(m, y,z) = Ty,

%x(u,v) =2u %y(u,v) =1 %z(u,v) = cosu
0
%x(u,v) =1 %y(u,v) =—-2v %z(u,v) = 0.

Tehat az Osszetett fliggvény parcidlis derivéltjai:

—f (u2+v,u—02,sinu) =

ou

= (u—v%) -sinu-2u+ (® +0) -sinu-1+ (v +v) - (u—12v?) - cosu,

—f (uz—i—v,u—vz?sinu) =

ov
= (u—v) -sinu-1+ (¢® +0) -sinu- (=2v) + (v +v) - (u—v?) -0.

b) f(z,y) =7, x(t) =Int, y(t) = e’ parcidlis derivéltjai

0 1 0 x
%f(xvy)zg 8_yf($7y):_?

0 , 1
Em(t) =12'(t) = i

0
—y(t) =y'(t) = €.
—u(t) = /(1) = e
Tehat az osszetétellel kapott egyvaltozds fliggvény derivéltja:

0 ;1 1 Int 1—t-Int
&f (Int,e') = (f(Int,e")) :—-——g-et:T.

et t
c) f(z,y) = et x(r, @) = rcos ¢, y(r,¢) = rsin¢ parcidlis derivéltjai:

0 0

%f(x, y) = 2wtV 6—yf(x, y) = 2ye” Y’
0 0 :

D rlr o) =coso oylr,6) =sing
0 ) 0 B

a—¢$(r, ¢) = —rsing a—¢y(r, ¢) = rcos ¢.
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Tehat az Osszetett fliggvény parcidlis derivéltjai:

0
o (7 cos ¢, rsin ¢) = 2r cos® ¢ - e + 2rsin? ¢ - e = 2re”
”

%f(r cos ¢, 7sin @) = —r?sin(2¢) - € + r?sin(2¢) - " =0

felhaszndlva a 2sin ¢ - cos ¢ = sin(2¢) azonossagot.
1.10.a) grad #(1,2) = (—1,0), grady(1,2) = (v/2,10) és f(x,y) = 2> + xy parcidlis
derivaltjai az
((1,2),y(1,2)) = (3,4)
pontban:
0
5p @y) =2z +y
0

0
gy =T 5 f3,4) =4

Tehdt az F'(u,v) = f (x(u,v),y(u,v)) Osszetett fiiggvény derivaltja az (1, 2) pontban:

0
— 4)=12- 4=1
8xf(3’) 3+ 0

grad F(1,2) = (10~(—1) +4-v2,10-0+4- 10) - (4\/5— 10,40).

b) grad f(—1,1) = (3,2), és az z(u,v) = u®> —v* y(u,v) = 4

V2

fiiggvények és parcidlis derivaltjaik értéke az a = (u,v) = (—1,v/2) pontban

. (-1,@) — 1 g (—1,\/§> —1
—ux(u,v) = % (u® —v*) = 2u 0 (—1, \/§> =-2

%IE

w3 (55) =5 ()=

,helyettesit6”

(%x(u,v) = % (v* —v*) = =20 (%x (—1, \/5) = —2V2
0 0 uv u 0
g =g (-5) = w05

Tehdtaz F(u,v) = f (z(u,v),y(u,v)) figgvény derivdltjaa (—1,v/2) pontban
grad F (~1,V2) = (3(—2) +2(-1),3 (-2v2) + 2i) — (-8,-5v2).

1.11. Mivel

(%)=

(2)=9(2)
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kapjuk

9 9 y y y y (Y

Lsan =2 (oo () =i (2)- (-£) -5 0 ()

&L‘f(x v) ox (a:y Iz ITING 22 22 I \g

0 0 1 1

—flz,y) =+~ (xy+g<g)) =r+¢ (g) —=a+—-g (g)

dy dy x /) x x x

amiket szorozva az x illetve y véltozdval, majd 6sszegezve kapjuk a bizonyitand6
0 0
v flay) +y a—yf(l’,y) = 2xy

Osszefiiggést (mivel £ - g’ (£) kiesik).

Magasabbrendi derivaltak

1.12.a) Ha 2zy + 3% > 0

0 Yy
“ (/2 2) _
2 a y _y2
— | V2ry+y? )=~ | ——— | =
ou? (Vo) o <\/y2 +2my> (y? + 20y)?
0? 0 Yy Ty
2y +12) = — | ——— | =
dzdy ( vy ) dy ( y? + 2xy> (2 + ny)%
0? o (0
i 2\ — 2 (2 (./ 2) ) —
3y2( 2xy+y) oy <8y< Qxy—i—y))
_2 T+y B —z?
dy Y2+ 2zy (y2 + 22y)%
b)
. (23:23/ — 3%z + .ryz) =4dxy +yz
2
0
9207 (2x2y — 3%z + a:yz) = 8—y(4$y +yz) =4z +z
2 0
O g2 o9 _ 9 _
57 (Qx y— 3y z+ xyz) 5 (dzy + yz) = 4y
0 2 2
90007 (22°y — 3y*z + xyz) = &(ém—i-z) =1
3 0
22y — 3y° = —(4y) = 4.
9120y ( xiy — 3y z —i—ocyz) (9y( Y)
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c) Ha x > 0 akkor

0
— (2rY) = y—1
5y (B =y
0? 0
daay @) =g, W) =2y £ 1)
%(zy)—xylnx
82

D0 (x¥) = % (zVInz) =2 (ylnx + 1)

9 y o (0 1y 9 o B
e = 5 (5 0 ) = 4 072 (2 =) -

= gy 2 (2y+y21nx —ylnx — 1)

63

dxdydx (:L‘y) = 2 (:Ey—l(ylnm + 1)) — p¥2 (2y+y2 e —ylna— 1) '

ox

Megjegyzés: Vegyik észre, hogy a kapott parcialis derivalt fiiggvények folytonosak, ezért
az eredmény nem fiigg a derivalds véltozoinak sorrendjétdl, tehat:

0? 0? o3 o3
f= [ és ) = I
oxdy 0yox 0z20y 0xdyox
1.13.a) Ha y # —1 akkor

2 I+z\ 1

oxr \1+y) y+1

2 (14w 0 1 0?
(1) =: (37) =0 ams00-

0? 14+ 0 1 -1 0? -1

- . - 2 f(lv]-):_

0xdy \1+y oy \y+1 (y+1) 0xdy 2
2(14—1‘)_— r+1

v (y+1)°

2

O 0 r=0yeR

a x(f:p4+412y2+y4)

- f(a,y) = @22 y7# 0z ek
Ay 0 y=0zcR
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tehat %f((),y):—y yeRésa%f(x,O):x x € R, ezért

o (0 0?
o (gefom) =1 ver T p0.0 =1

a (0 02
p (8 f(x, O))Zl reR ayaxf(O,O):l.

Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a masodrendd parcidlis derivalt fiiggvények nem folytono-
sak, ugyanis példdul

A dg2y? — oyt

€T =
Oxdy a% (—y) r=0€cR
26492402 _ 02244 —q6
— -2 (Z.y2+52)3y Y x 7é Oy € R
-1 r=0€eR
1 0? 1
— li =-1
(30) =00 2 (o) =12 0.0 - -1
ezért nem kovetkezik a vegyes mdsodrendiiek egyenlsége!
1.14. Ha xy > 0 akkor
0 0 y y y y
e~ 3 oo+ von () - (¢) -2 ()
5. (@y) = o (9(9@) +Vay (- g'(xy)y + NGTAY: ;
92 2 y?

o(2) mwy)

T T

s fay) = gy’ — —==h (1) +

Ay/ay x%/_
a%f(x,y) = a% (g(fﬁy) +/zyh (%)) = ¢ (zy)r + xxyh (%) Yy (g)
x3y3

2 2

x
S AN e W_y y
dy ! (@y) =9 (wy)e 4./ h(az) a:y a:) e (1:)
amibdl kapjuk

, 0 o?
8 a2 (z, y)—y Wf(x y) = 0.

Szélsoértékszamitas

1.15.a) Az

a%(x +2xy —2r+2y* —2y+2°+1)=22x+2y—2=0
g(x2+2xy—2x+2y2—2y+22+1):2x+4y—220
L@ 42zy—20+2y° —2y+22+1)=22=0

egyenletrendszer megolddsa a P(1,0,0) staciondrius pont.
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Megjegyzés: Vegyiik észre, hogy a fiiggvényiink a kovetkezd alakban irhato:

fl@,y,2) =2’ + 22y — 20+ 2y — 2y + 2 + 1 =
=((z— 1)+ +y2+22>0= f(1,0,0)

tehdt a P(1,0,0) staciondrius pont — most szemmel ldthatéan — (globdlis) minimum hely!

b) Az
2 2 2 2
82636 TV =227V =0
xr
0 o2?—y? _ _9per’—yt
o9 = —2ye =0

egyenletrendszer megolddsa a P (0, 0) staciondrius pont.

Megjegyzés: A z = ¢” ¥ egyenleti

6. dbra. 1.15.h) megoldas

feliilettel adott fiiggvénynek a P (0, 0) staciondrius pontban nincs szélsGértéke, mert:

flz,0)=¢" >1=f(0,00 haz#0

f0,y) =e¥ <1=f(0,00 hay#0.
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c) Az
0, .
a—(smx—l—cosy+x—y):cosa:+1:0
x
0
a—y(sinx+cosy+x—y):—siny—lzo

egyenletrendszer megolddsai a Py (7r + 2k, 37” + 2l7r) (k,l € N) staciondrius pontok.

1.16.a) A
2 (2x4+y4—x2—2y2) =82° —22 =0
Ox
% (21‘4 + oyt — 2% — 2y2) =4y(y* - 1)=0

-1 1 —1
egyenletrendszer megoldédsai P (7,1), P(0,1), Ps <§,1), Py <7,O>, P5(0,0),

1 -1 1
Ps (570), Py (7,—1), Ps(0,—1), Py <§,—1>, tovabba

2

72 (

2

ay?

22 +yt — 2% — 2y2) = 242% — 2

(22" + y* — 2® — 2¢%) = 129> — 4

8—2 (2x4+y4—a¢2—2y2) =0
oxy
vagyis
Az, y) = (242” — 2) (12y* — 2) — 0°.

A(P) =(24/4—-2)(12—2) =40 > 0 tehat P,-ben van sz¢lsGérték,

82

miatt P, minimumhely, a minimum értéke

4 2
f(Pl):f(_?l,1> :2(%1) +14—(_71> —2-12:%9,

A (Py) =(—2)(12 —2) = —20 < 0 tehdt P»-ben nincs szEls6érték (P, nyeregpont),
2

0
A(Ps) = (24/4—-2)(12 —2) =40 > 0és Eye (P;) =4 > 0 tehat P;-ban minimum van,
x

A(Py) = (24/4 — 2)(—2) = —8 < 0 tehat Py-ben nincs sz€lsGérték (P, nyeregpont),
2

A(Ps)=(-2)(—2)=4>0¢s Ps) = —2 tehat Ps-ben maximum van,

522 (
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A (Fs) = (24/4 — 2)(—2) = —8 < 0 tehdt Ps-ban nincs sz€ElsGérték (FPs nyeregpont),
2

0
A(P;) =(24/4—-2)(12 —2) =40 > 0és 92 (P;) =4 > 0 tehat Pr-ben minimum van,
x

A (FPg) = (—2)(12 — 2) = —20 < 0 tehat Ps-ban nincs szélséérték (Ps nyeregpont),

2

522 (

A(Py) =(24/4—-2)(12 —2) =40 > 0és Py) =4 >0 tehat Py-ben minimum van.

7. ébra. 1.16.a) megoldas

2% + oyt — 2% — 297

b) Az

((% (erQ;yQ) = (1:2 — 1) e’# =0

(9 ( _w2+y2> _z2+y2
— | e 2 = —xye 2 =0
Ay

o? 22102 2212

922 (xe_;y> =z (ac2 — 3) e
x

o? 22102 22402

92 (xe‘ 5" ) :x(y2—1)6_ 5"
Y

82 22402 22402
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vagyis

2 2 2 2 2
Alw,y) =2 (22 —3) e 5" o (g2 —1) e 5" ‘<y(a:2_1)e—z;y> .

= \_/—% < 0 miatta P(1,0) pont lokdlis

tehdt P-ben van f-nek széls6értéke, és (W f)(P)
maximumbhely, ahol a maximum értéke f(P)

AQ(=1,0) pontban (1) (Q) = &, (/) (@) = &
(5%:f) (@ =0, iay

MQ) = 0=

tehdt (Q-ban is van szélsGértéke f-nek, és (88— ) > 0 miatt a ()(—1,0) pont
f(@Q

lokdlis minimumhely, ahol a minimum értéke
c)A

)
(' +y' — 20" + doy — 2¢%) = 4a® — 4o+ 4y =0

Ox
0
8 (3: + oyt — 2.:1:2+4:1:y—2y2):4y3—4y+4a::0

egyenletrendszer megoldésai a P(—\/§, \/5), Q (\/5, —\/5), R(0,0) staciondrius pontok.

Tovabba

0? J, 4 5
Eye (x,y) = 8x(4x — 4o +4y) = 122" — 4

0’ 9 43 2
902 (x,y) = ay(4y — 4y +4z) = 12y* — 4

G,
fz,y) = a—y(4x3—4x+4y) =4

62

0xdy

vagyis
Az, y) = (1227 — 4) (12y° — 4) — 4°.

P(—\/ﬁ, \/5) pontban
A(P) = (12 (—\/5)2 - 4> (12 (ﬁ)Q = 4) 42 =384>0,
12(—\/5)2—4=20>0

(© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

58 MEGOLDASOK

tehat a P(—+/2,v/2) pont lokélis minimumhely és f(—v/2,v/2) = —8.
A Q(v/2,—+/2) pontban

AQ) = (12 (ﬁ)Q —4) (12 (—\/5)2 —4) 42 =384 >0,
12(\/§>2—4:2()>0

tehat a Q(v/2, —/2) pont lokélis minimumhely, és f(v/2, —/2) = 8.
Az R(0,0) pontban
A(R) = (—4)(—4) —4* =0,
tehat az R(0, 0) pontrdl A segitségével nem donthets el, hogy szélsGérték hely-e.

Megjegyzés: A fiiggvény grafikonjardl

8. dbra. 1.16.c) megoldas

z =t +yt — 222 4 day — 2°

is lathatd, hogy az R pontban (origéban) az f(z,0) = z*—22% és f(0,y) = y*—2y? parcié-
lis fiiggvényeknek maximuma van,dea H = {(a,a) | a € R} pontokban vett f(a,a) = 2a*

fliggvényértékeknek az origbban minimumhelye van, tehat az origd nyeregpont, vagyis nem
szE€ls6érték hely.
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d) A

0 \/7 202 +y? — 1

. 1 — 22 — 2):_ a— (]

8x<xy x Y Yy 222
x2—|—2y2—1

gy (e T==7) = e

egyenletrendszer megolddsai a P(0,0), Q1234 (i\%, j:\%) staciondrius pontok, tovibba

=0

0? %) 222 + 9% — 1 222 +3y? — 3

922 (55':3/):% ﬂJm) = y<1_x2_y21)%

7 (a:,y)zg _Ix2+2y2—1>:my3x2+2y2—?;

dy? dy V1—a?—y? (1—a2—y2)2

0? f(x,y):g _y2x2+y2—1>:2x4+3x2y2—3x2+2y:—3y2+1.
Oz dy Ay 1—a?—y? (1 — a2 —y?)2

A P(0,0) esetén A(P) = —1 < 0 tehat nincs szEélsGérték.
O (\/%,\/%) esetén

A Q) = (—Wﬁ) (—gﬁ) — (—%ﬁf —4>0

tehat (); maximumhely és

Q2 <—\/i§, \%) esetén

A(Qy) = (gﬁ) (gﬁ) — (—§\/§>2 —4>0

tehat ()2 minimumbhely és

Qs <\/%, —\%) esetén

A(Qs) = (%ﬁ) (%\@) — (—2\@)2 =4 >0
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és

tehdt (3 minimumbhely és

Q. <%, \%) esetén

w

e) A
9 l-z+y _—(y2—|—xy+x—|—1)_0 o
0r \/1+ 22 + 42 (x2+y2+1)%
o 1-— 2 — 1
r+y (@ +tyr—y+ ):0 an

W+ + 8 (2442 +1)

egyenletrendszer megolddsa: (I) — (II) = 0 = —(z —y — 1)(x +y) = 0 alapjan
y = —x vagy y = x — 1. Csak az els6 esetben kapunk valés gyokoket: z = —1, y = 1 vagyis
P(—1,1) az egyetlen staciondrius pont.

8_2 (xy)i—(—szy—2x2—3xy2—3x—|—y3+y2—|—y+1)
Ox2" (22 + 42+ 1)°
> (xy)_—(—x3—|—3x2y+x2—|—21:y2—:(:—2y2—|—3y+1)
oy’ (22 + 2 + 1)3
02 fe y)_—$3—2x2y+2:ﬁy2+3xy—x+y3+y
dxdy” (22 + 42+ 1)7 '
igy )
—2v3 —2v3 —1v3 1
9 9 9 9
és

2
-2
0 p 9\/§ -

@( >_ 07

tehat P-ben maximuma van a fiiggvénynek.
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Erint6sik, Taylor-polinom, kozelité médszerek
1.17.a) f (zo,y0) = 4* + 3> =25, fi, =2z, fi(a) =2-4, f, =2y, f(a) =23, tehit az
érintésik z =25+4+8- (z —4) +6- (y — 3), vagy atrendezve: 8x + 6y — z = 25.

A fiiggvény kozelitése: f(z,y) =~ 25+ 8- (z —4)+6- (y — 3) = 8= + 6y — 25, igy
kozelitése a b pontban: f(b) ~ 84,01 + 62,97 — 25 = 24.,9.

Megjegyzés: f(b) valddi értéke: f(b) = 4,012 + 2,97 = 24,901.

b)f;:y-xy*1+§, f;:xylnx—%,

z= (32+g)+(2-32—1+%) (:B—3)+(321n3—%> (y—2) =
13

=5+ (9In3 —3/4)y — (18In3 + 15/2)

~ 6,5z + 9,1375y — 27,2750 ~ f(z, ),
f(b) ~6,5-2,98 +9,1375 - 2,03 — 27,2750 = 10,6441.

c) Az egyenlet z-re konnyen megoldhat6:

Z:_€/$3+x_y3+2y+15:f(xay)a Q:(_LB)
és P val6ban illeszkedik a feliiletre: f(—1,3) = 2.

(11 2 — 2 1 3y2—2
Tovabba: 2 f ==L 32241 9 r_1 y
8:1:f 3 :{/(13+x7y3+2y+15)2 > dy 3 1{/(1.3+x7y3+2y+15)2 » P

p=2—3@+1)+3y-3)=Fr+ [y - H = flz,y)
~ 1,03 25 55 ~
F(b) ~ 1B 4 5996 — 35 ~ 1 9267,

1.18.a) xy = 1,5, yo = 2,5, f(x0,y0) = 20,06250, ¢ (xo,y0) = 3,87500, f. (zo,y0) =
= 19,25000, f; (x0,y0) = —47,50000, ¢, (zo,v0) = —28,50000, g; (x0,Y0) = 26,25000,
by = —109,93750, by = 19,00000, az egyenletrendszer:

19,25 -2 — 47,50 - y = —109,937 50

—28,50 -z + 26,25 -y = 19,000 00

melynek megoldasa: {z; = 2,33766,y, = 3,26184}.

A fenti eljarast iterdlva (tobbszor megismételve) kapjuk: z; = 2,33766, y; = 3,26184,
f(m17y1> - _137683199 g(‘rhyl) - _9732084’ f:;: (xlayl) - 37767320’ fgl/ (‘rlayl) =
= —108,31858, g, (z1,51) = —62,22484, g, (v1,y1) = 36,51437, by = —251,56769,
by = —17,03566, az 4j egyenletrendszer:

{37,67320 -x — 108,31858 - y = —251,56769

—62,22484 - 7 + 36,51437 - y = —17,03566,
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Ta = 2,05632, o — 3,03767, f(za,ys) = —1,50124, g(za,ys) = —1,47810,
fo(zo,y2) = 31,14020, f,(w2,v2) = —87,13373, g,(w2,y2) = —50,12624, g, (z2,y2) =
— 3429229, by = —199, 14784, by — 2.35845,

Ty = 2,00176, ys = 3,00094, f(zs,ys) = —0,02613, g(w3,43) = —0,05246,
f; (x37y3) = 307032359 f{/ <x3ay3> = _847072789 g:fv <x3uy3> = _487060949 g; (1’3;3/3) =
= 33,99864, b; = —192,15366, by = 5,87399,

T4 = 2,00000, yi = 3,00000, f(zs,y)) = —0,00001, g¢(zs,ys) = —0,00005,
fr (T4, 94) = 30,00003, f; (v4,ys) = —84,00004, g (74,ys) = —48,00005, g, (74,y1) =
= 33,99999, b, = —192,00008, by = 5,99987,

x5 = 2,00000, y5; = 3,00000, f(z5,y5) = —0,00000, g (zs5,y5) = 0,00000.
Tehdt (x5, y5) a megadott pontossdggal kozelitik az eredeti egyenletrendszer (egyik) gyokét.

b) Az (z¢,y0) = (1,000 00, 1,000 00) kiindul6 értékek 13 (fentihez hasonld) 1épés utan
adnak kivant pontossagd gyokot: (x13,y13) = (—1,37487,—2,156 24).

. o —922 _ 2zy(z+32)—x? _ =25, _
L19. f = z+3z fla) = 555 = 3 26’ fe = y:c+3z L fala) = s Iy = 75
f{,(a) = E’ fi= ;ﬁzy?’ fila) = 169’
o= o fhla) = A i, = 0= fhla) fLo= 25k fl(e) = 5
_ z(z+62) _ 25, _ —18:Jc z _ 36 . _ =322 _ =3.
vy = sz Joy(@) = f655 Jae = Gragee Je(0) = 567 fie = e fie(a) = o
_ _ — N _ —b4y2? __ 216 . _ —162-z2
zl//;y - a,c/g;y = 1,//132 = 0; g,c’;:;x - (x_,_élz):, ;’;x(a) 18_ (2285631’) ;/z,z - (x+32)4y9
_ 81 . _ 1822 _ 144 . _ z(22—3z __ 180 .
7a(a) = w5 é’éy = @132 élg'cy( ) = sig7 Jfaws = W ve2(0) = sgsers
mo_ —18zy(z—62) " ( ) _ —207. mo _ _18z? " (a) _ 9 . m o _ _—18zz
z22 (@+32)F > Jazz 57122° Jyzz (@+32)3° Jyzz 2197° Jazyz (@+32)3°
_ —36.
ay=(0) = 3757
tehat (T3, f) (x,y, 2) =
—4/26 —25/169 2/13 3/169
== 1T (:U—2)+T(y+1)+T(z—8)+
—144/2197 0 —-9/2197
2—/'(1‘ —2)% + 2'(y +1)% + /2—'(2 —8)%+
25/169 36/2197 —-3/169
/2| (z—=2)(y+1)+ /2, (z—=2)(y+1)+ é, (y+1)(z —8)+
216/28561 0 81/57122
T(:p —2)% + g(y +1)° + T(z —8)°+
144/2197 0 180/28561
T(m — 2)2(y +1)+ 3'(y + 1) (x—2)+ T(I — 2)2(,2 —8)+
—207/57122 0 9/2197
8P =) + Sy + 1P - 8) + oy D2 - 8+
—36/2197
— -y + 1) - 8)

~ — 0,1538 — 0,1479(z — 2) + 0,1538(y + 1) + 0,0178(z — 8)+
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—0,0328(z — 2)* — 0,0020(z — 8)* + 0,0739(z — 2)(y + 1)+
+0,0082(z — 2)(y + 1) — 0,0089(y + 1)(z — 8) + 0,0013(z — 2)*+
)3
)?

+0,0002(z — 8)> 4 0,0109(z — 2)*(y + 1) + 0,0011(z — 2)*(z — 8)+
—0,0006(z — 8)*(z — 2) 4 0,0007(y + 1)?(z — 8)—
—0,0027(z — 2)(y + 1)(z — 8),

és igy f(1,99,—0,89, 8,06) ~
~ — 0,1538 — 0,1479(1,99 — 2) + 0,1538(—0,89 + 1) + 0,0178(8,06 — 8)—

—0,0328(1,99 — 2)? — 0,0020(8,06 — 8)* + 0,0739(1,99 — 2)(—0,89 + 1)+
+0,0082(1,99 — 2)(—0,89 + 1) — 0,0089(—0,89 + 1)(8,06 — 8)+
+0,0013(1,99 — 2) 4 0,0002(8,06 — 8)® 4 0,0109(1,99 — 2)*(—0,89 + 1)+
+0,0011(1,99 — 2)%(8,06 — 8) — 0,0006(8,06 — 8)*(1,99 — 2)+

+0,0007(—0,89 + 1)%(8,06 — 8) — 0,0027(1,99 — 2)(—0,89 + 1)(8,06 — 8) ~
~0,000 000 708.

M2. Két- és tobbvaltozos integralok, transzformaciok

Szukcessziv integralas

2.1. ay) El6szor a belsd zardjelet szamitjuk ki:

1
/x2+y3dx—§x3+y3:c+0,

5
1 =5 1 1 61
/a:2+y3dx: {—$3+y39€} _ (—53+y35) _ (—43+y34) Sy}
3 o 3 3 3
4

ezutdn [ & +y3dy = Yy + 1yt + C,
7
végil [ [f = [S+yPdy = [Sy+ 3" = (S 7+17) — (£-3+13Y) =~
H 3
~ 661,3333.

as) El6szor a bels6 zardjelet szamitjuk ki:

1
/:C5y3 dy = z°~

9

51 -9
/x5 = Z [yﬂz:s -
8

ezutan f2465 5d _ 24465 1 6+C 2465 6_|_C

végiil fff f 2655 oy = 2405 [56]772 — 2465 (96 1) = 6470,625.

= 24

y'+C,

W

gy 2465 5

A~ =
—~
Ne}

(© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

64 MEGOLDASOK

6 /5
b) ,Fiigglegesen™ integrdlva: [ [f = [ ( 1l idy) d.
H 2 \3

Eldszor a bels6 zardjelet szamitjuk ki:

1
/gdy:x/—dy:x1n|y|+6’,
Y )

5

/gdy_xWMML§—$ﬂM®—JM$)—IM(g)a

3

ezutdn [z1n (3) dv =1n(2) - s2% + C, végiil

0//} l/xm( )dx:h%g){%ﬁyl:m<§)-%m2—?)%8jmz

2

5 /6
. Vizszintesen” integrdlva: [ [f = [ ( i %dx) dy.
H 3

El6szor a belsé zardjelet szamitjuk ki:

1 1
/fdx:—/xdy——x +C,
Y y 2y

6

—d _ 2 :_62_22 =,
[iv=g b= g0 =

ezutin [ dy = 161n|y| + C, végil

; 16 5 -
/H/f _ 3/? dy = 16 [In [y]] = 16 (In(5) — In(3)) ~ 8,1732.

2.2.a) E16sz6r
3z2+48z

2 2 2 8 3 1 2 y:3$2+8x
(327 +8y* — xy) dy = |3z y+3y -5y

r2—2x—4

::<3x2(3m2+-8x)+-§(3x24—8x)3—-%x(3x24-8x)2)-—

—(3x2(x2—2x—4)+§(x2—2x—4)3—%x(x2—2x—4)2>

208 3764 512
-——g—x + 5882 + 15162* + 3 2%+ 202” + 2645 + ——,

masodszor

y=x2—2x—4
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8,49

208 3764 512
/ (?m(j + 5882° + 15162* + T:f' + 202” + 2647 + ?) dx =
—6,83
208 1516 941 20 512 17>
=|=—2" +982% + —° + —/a' + T 2® + 13227 + ="z =
21 5 3 3 3 7]l g3
208 1516 941 20
=(=—-8,49" +98-849° + ——— .849° + —— . 849" + =~ .8 49°+
21 5 3 3
512
+ 132 - 8,497 + - 8,49)—
208 1516 941
— (5 (-6:83)" + 98- (—6,83)° + - (—6,83)° + = (—6,83)" +
20 512
3 (—6,83)% + 132 - (—6,83)% + 5 (—6,83)) ~ 8,3951 x 107.
b)
3Vz+8z =3 /T8
2 2 1 2
/ (x —i—:}cg) dy:[xy—k—xy} =
) 2 y=x2+z—4
xé4x—4
1 1
= (x2 (3\/54- 89(:) + 51: (3\/54- 8$>2> — (xZ (x2 +x — 4) + Ex (mz +x— 4)2) =
1 85 25
= —5335 —22% + ?x:} + 7:52 — 81 + 27 (\/5)5,

9

1 2
//f:/(—5935—23:4—1—%933—1—?5:132—893%—27(\/5)5) dr =
H

3

54 7 85, 25, 2. 1 4
— | — - —_— —_ _ —4 =
{7(\/5)4-8934—63: T 57 T 3

1458 721341
3+

- ~ 20248,9814.

2.3.a) g és h metszéspontjai pontosan a g(z) = h(x) azaz az 2° + 2x = 4 — 2 egyenlet
megoldasai: x1 = —2, zo = 1.
A [—2,1] intervallumon  z? 4 2z < 4 — z?, tehdt

1 4—g2 1

//fZ/ / (z+y) dy d$=/<[:py+y2/2]zzizix> dr —

-2 $2+2$ —
1

— [(s =)+ (=) (20 (5 20) = (a4 20)° /2) do =

-2
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1
3 1
= / (—4:53 — 822 + 4x + 8) de = {—174 — §$3 + 222 + 8x] =
)

-2

= (—1 - 2 +2+ 8) — (—(—2)4 — 2(—2)3 +2(—2)* + 8(—2)) =9.

b) g és h metszéspontjai: az 22 = z + 2 egyenlet megolddsai:

1 =—1, 13 = 2. A[-1,2] intervallumon z? < z + 2, tehdt
2 [/ 242 2
//f:/ /dey dr = / ([yﬂzz;ﬂ) dr =
H S\ g2 “1
2 2
:/((x+2)2—x4) dx = /(—x4—|—x2+4x+4)dx:
-1 -1
1, 1 22
= {—gx‘r’ + 53:3 + 2% + 44 » =5
2.4. a) Fiiggblegesen:
y=1/2—x/2 1

1 y=1/2—x/2
//f / / (x +y+1)dy dx:/[x2y+§y2+y] dr =
0 v=0

y=0

[ G369 Gg) o) o

_ _1 3 _ § + é — 0 — 1
8 24 8 8 3
Vizszintesen:
1/2 / z=1-2y 1/2 X e—1—2y
//f:/ / x+y—|— d dy:/<{§x3+yx+x1 )dy:
H 0 =0 0 e=0

1/2

=/<%(1—2y)3+y(1—2y)+(1—2y)—0) dy =

0
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b) Fiiggblegesen:

//f:/1 y/lmaly dx:/[.ﬂﬂ]z:idx:

1

1 1
1
:/\/l—xQ—:p\/l—x2dx:/\/1—a:2d:v—|——/—2x(1—xz)l/de:

0
1 1 b1
= {2 arcsin(x) + 1 sin(2 - arcsin(z ] 5 {g (1—=x 3/2} =
1 1 1 2
= (§ arcsin(1) + 75 in(2 - arcsin(1)) — ) + 3 5(0 —-1)=
U 1 = 1
—(Z =" 2 xo04521
(4 * O) 3 4 3 045
mivel
1 1
/\/1 —z?dr = 5 arcsin(x) + 1 sin(2 - arcsin(z)) + C. (10)
Vizszintesen:
//f = ( / V1—22dx | dy = ismét (10) szerint:
H =0
1
1 =
= / —arcsin(z) + — s1n(2 arcsin(z)) dy =
2 4 2=0
0
1 1 . .
= / (5 arcsin(y Z_L sin(2 - arcsin(y)) — O) dy = (CY)
ahol 1 [ arcsin(y)dy = (y arcsin(y) + /1 — y2> /1. tip. helyettesités/
és sin(2 - arcsin(y)) = 1 —y? miatt
L2yl —yrdy =1 - (1 —y?)3? /1. tip. helyettesités/
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TEHAT

—_
) =
I

1 . 1 -2 3/2
e —_ . — q/2 _. — —_ 2
(X {2 (y arcsin(y) + /1 —vy ) —1—4 3 (1 y)
1 1 1 -2 T 1
— ( =(arcsin(1 (o4 +=-=21) =T Z 2 x50t
<2(arcsm( )+0)+O> (2(0—1— )+4 3 ) 173 0,45

d) a = BC egyenes egyenlete (x —5)(4 —8) = (9—5)(y — 8)
azaz y = —x + 13 vagy z = —y + 13,

b = AC egyenes egyenlete (z —3)(4—2) = (9—3)(y —2)
azaz y:%x—i—l vagy r = 3y — 3,

¢ = AB egyenes egyenlete (x —3)(8 —2) = (5 —3)(y —2)
azaz y = 3x — 7 vagy x:%y—i-%.

,Flggblegesen” integralva (x = 5-nél el kell vagnunk):

5 y=cegyenes 9 y=a egyenes
//f:/ / fla,y) dy d$+/ / flz,y)dy | dz,
H 3 y=>b egyenes 5 y=>b egyenes
az elso tényezd
5 y=3x—7 5 =307
/ / (:E2+y dy dx-/({a:y%— ] >dx:
3 y=zz+1 3 y=j5tl

3/5 <x2(3x—7)+i(3x—7)4—:c2 (éx—i—l) —i(%x+1)4> dr =

5
1640 5032 1960 3088

81 © T o7 ¢ 3 3
3
328 ;1258 , 1960 , 1544 v
itV 600 =

[81 DA e L,

328 5 1258 _, 1960 _, 1544 ,

( <l T 5 + 5 5 — 5246005

328 1258 1960 1544 51152

— [ =.3"= 3 3 o 0324 600-3) = ——= =~ 631,5062

<81 o7 0 Ty 3 + 81 : ’
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a masodik tényezd
9 y=—z+13

9 y=—x+13
(* + %) dy dm—/({nyr y} 1 )dx:
5 y:%m+1 5 y=zz+1

xQ(—x+13)+l(—x+13)4—x2 1x—i—l ! lx—l—l 4 dx =
4 3 4\3 a

81 27 3
5
= [%x‘r’ — Z—;af" + %xg 32396 + 7140x Ej =
— (%.95 —g—; 9* + 736 9P — 32396 9% + 7140 - 9)
4 97 796 3296 153 184
_ (8_1 55 5 5% 4 7 5 — = 5% + 7140 - 5) = ~ 1891.,1605,

tehat

51152 153184 7568
_ _ ~ 2522.6667.
/ / f=—= * % 3 )

., Vizszintes” integralas esetén y = 4-nél kell elvagni:

4 r=b 8 r=a
//fz/ /f(x,y)dl’ dy+/ /f(x,y)dfv dy =--- = @ ~ 2522,6667.
H 2 T=c 4 r=c

e) H képlete: H = {(z,y): (x —1)2+¢y> <1, 0 <y}, ezért

\/1—(z—1)2 9

2 2
1 .1v= 1—(z—-1)
O A Y B
H H 0 0 0 4y=0
1 1 1 2 .17
:—/x(l—(x—1)2—0) dm:—/( @+ 20?) do = - | -2t + S| =
2 2 4 3 1,
0 0
1 1 2
=—(-—=.224+2.22_0) ==
2< 4 +3 )
(Lasd még a feladat megolddsat is.)
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f) H képlete: H = {(z,y) : 2> +y*> <1, 0 <ux, 0 <y}, ezért ,Fiiggblegesen” integ-

ralva:
1
/ 1—22de =
0

1 y=v1—x2

[)-]
o300

N | —

1 1 y=v1—x2
ydy | de = / [Qyzl dr =
2 y

=0

(Lasd még a feladat megolddsat is)

25.a) H={(x,y) : 1 <y <4dw—2% 1<z <3}, tehdt H-taz y = 4z — x> parabola és
azx =1, x = 3 és y = 1 egyenesek hatéroljak.

b)H = {(x,y) ps <a<\/1—92 %g <y< \/75}, tehat H-taz x? +y? = 1 kdrnek
azxr = % egyenestdl jobbra esd szeletének az y = %3 ésy = 73 egyenesek kozotti darabja
alkotja. Mivel azonban ez utébbi egyenesek éppen a korszelet ,,csicsain” haladnak 4t, nincs
is szerepiik [ hatdroldsaban.

Ez azt jelenti, hogy H pontosan az origd kozéppontd, egyégsugari korbdl az x = =
egyenes altal levagott kisebbik korszelet.

o) H = {(z,y):y<az<1+4+yT—y, 0<y<2}. Mivel azonban 1 < y esetén
a /1 — y kifejezés nem értelmezhetd, ezért ilyen y-ok nem adnak tényleges pontokat H-hoz.
gy

tehdt H-taz y = 1 — (z — 1)? parabola és az y = x (jobbra), y = 0 (= z tengely, felfelé)

és y = 1 egyenes (lefelé) hataroljak. Az y = 1 egyenesre nincs sziikség, az el6z6 feladathoz
hasonl6 okok miatt.

2.6.a;) A feladatban felirt képlet vizszintesen integral. Ekkor H éppen az A(0,0), B(0,1,5),
(C'(2,25,1,5) és D(3,0) pontok altal meghatarozott trapéz (készitsen abrat!), ezért fiiggdleges
integrildskor x = 2,25-ndl ketté kell vdgnunk a H tartomanyt. Mivel az v = 3 — %y egyenes
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ekvivalens y = 6 — 2z-el, igy

1,5 / x=3—y/2

[ ] i) a-

0 x=0
2,25 / y=15 3 /y=6—2z
= /f(fc,y)dy drlr+/ / f(z,y)dy | dx.
0 y=0 2,25 y=0

b*) A feladatban felirt képlet fiiggblegesen integral. A H tartomdanyt az x tengely, az
y = 22 parabola, az x = 4 fiiggdleges és az y = 2x — 6 (ferde) egyenes hatéroljak (készitsen
abrat!). A két egyenes a (4, 2) pontban metszi egymast, ezért vizszintes integralaskor y = 2-
nél ketté kell vagnunk a [ tartomédnyt. Mivel az y = 2x—6 egyenlet ekvivalens z = 4 +6-tal,
igy
2 [ z=y/2+6 16 [ z=

[Ji=[{ [ o) ars [ [ s a
H 0 =7 2 \e=yy

2.7.a) H tulajdonképpen az O(0,0), A(1,1) és B(1,0) pontok éltal meghatdrozott hdrom-
sz0g. A vizszintes €s a fliggbleges lehetdségek:

1 1 1 T

/H/f:/ /erdx dy:/ /e’”zdy dx.

0 y 0 0

Liouville tétele szerint az | e dx primitiv fiiggvény képlettel nem irhat6 fel, ezért csak
fliggblegesen tudunk integralni:

1 T 1

/H/fzo/ O/e“”2 dy | dx = 0/ ([ye$2]Z::) dr =
1 1
= / (336962 - O) dr = %/2$6$2 dr = [er]: =
0 0

Transzformaciok

~ 1,3591.

N | —
N D

28.a) Az {x =1 -cos(p) + ug,y = r-sin(p) + vo} helyettesitésnél (ug,vo) = (0,0) a kor
kozéppontja, 0 <r < 1és0 < p < 7/2, tehat

/2 1 w/2 1
//f://yd:cdy:/ /r~sin(<p)-rdr dgpz/sin(gp)‘ /r2d'r’ dy =
H H 0 \0 0 0
w/2 /2

= [sinte)- [37°] do=3 [ sinte)dp = 3 [ costoll* = .
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b) Hasznéljuk az {x = r - cos(p) + up,y = 7 -sin(p) + v} helyettesitést:

(UO,U0> =
= (1,0), 0<7"<1ésO<<,0<77, tehat
(7 f— —_— f— —_—

1

[[i- / [ ooy - j [ rsinge) reostp) + 1) ) ap =

0

/ /7’ sin(y) cos(p) + r*sin(p) dr | de =

0

s

_ (m(@) cos(p) [ZT4];+Sin(<p) Bqﬁ} :) dp =

—_

(Lasd még a feladat megoldésat is.)

2.9.a) A paralelogrammét az © = (3,1) és ¥ = (2, 3) vektorok feszitik ki (ell: B + v =
= D + u = C), tehdt alkalmazzuk az {x = 3k + 2(,y = k + 3(} helyettesitést:

//f // ((8k +20)> — (k+30)*) (3-3—1-2)dkdl =

1

//8k2+6k€ 50%) - 7dkd€—7/ /8k2+6k€—5€2)dk dl =

0

1

:7/({%%2#@-562} )cw_?/( + 6—562—0) dl =
0

8 3 5 1" 8 3 5 35
— 7 2+ Zp =7(2+2 - _0) =22,
{3 *3 3 L (3+2 3 ) 2

2.10.a) Az Utmutatds alapjan {x = /Ey= \@} det(J) = Lés1<k<d 1<(<2
Ezek alapjan

2
ko1 l
//y/xdmdy:/ /\/H/ 7 ok déz/ /Q—Edk dl =
H 1 1 1
2 4 2 2
1 1 15 3 317 3
_/ /idk: dé_/[ik] de_/ﬁde_be} =3
1 1 1 1
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b) Az Utmutaté szerint x = kY3013, y = k23013, k) =1, ky =4, ( = 3l =2,
det(J) = 2071 + L07%/3, igy

=2
//1d:rdy—//( AL E 5/3) dkdﬁ—i’)[ In(¢f) — 6£ 2/3} =
zl i 0=1/2
1

1
1 2 — =972/3 4 29213 ~ 1.4029.
SgmeT g Ay

c)x =k y = kB3RP k=1, ky =3, {1 =1, lo="5,det(J) = 207!, igy

5
//(Qx—l—?)y) drdy = /
H /2
G 9 2 1
— / _k/,5/3€—2/3 + —k’4/3€2/3 . _g—l Al =
5 4 3 1
/2
5

9 1235 3 4
<f+__3___ >d£z25,0029.

3
2
/ (K272 4 3RMAPI) 207 dkdl =

20 53 290 505

Tobbvaltozos integralok
2.11.qa)

9 5 4 9 5 X o

///(x+3y5+:c22) d:cdydz://{ T +3y:1:—|—2xz} dydz =
r=—1

-3 2 -1 -3 2

/5 <% (-1 34+ 1) + 322(42 - 1>> dydz =

15 15 15, 14°°
:/ —y+ —y° + =2y dz =
2 6 2 _2
-3 y=
FAs 15 45 45 15 45 177
—_ - _56_26 -2 dz = | = 5 26 3 —
/(2+6( )+22) 2 22—|—6( )z+—2.3z .
-3
45

15 4
=(=00+3)+—=(5°-2%09+3)+ 35(93 + 33)) = 472770.
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b)
2 243z Tty 2 243z 1 .
/ / / (2% — 3y® + 22) dzdydr = / / [m2z — 32+ éwz2] dydx =
z=x—Ty
1

1 2—x z—Ty

2 243z

[ [ (@ =)+ g (0 = (= 7)) s =

1 2—

x

2 243z
= / / (82%y — 24y* + 8%y — 24xy?) dydr =
1 2—x

2

=/ {8x2y2—
1

2
1/
24

)
2

>

24
_y5 o 81'?./3

2—x

dz

:| y=2+3x

y=2—zx

(82% ((2+32)* — (2 —2)*) —

(2+32)° - (2—2)°) =8z ((2+32)> — (2 - x)3)> dr =

/ <—_5§56 z° — 4000z — 56322° — 34562% — 1536x) dr =

=2
— 800x° — 1408z* — 115222 — 7683:2} =
=1
= —68585,6.
o WW1-23
2 yz? 177
~—dz | dydx = / / dydx =
T 2Vx| _, /2 2
0 0 aZ " b2

_ [—976x6
342928
5)
H
. bV/1-%

o — .

(© www.tankonyvtar.hu
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-2 ) - 2% ay | do =
( a2) 20%\/x i
) y402 ]yb\/l—zg
- = dz =
8b2\/x ],
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a

2bh? 22\ ? bic? 22\ ?
= / 1-—— — 1-—— dr =
4\/x a? 8b2\/x a?
0

T a? T a? at
C2b2 4 5 2 9 r=a
=5 [M— 5zt 9—} -
02b2 5 2 9 8 2 2
= (2 et v get) = Ve

Ma3. Tobbvaltozos integralok alkalmazasai

3.1.a) A feladat transzformaciojat alkalmazva:
2 /4
1 3
Ty = //ldxdy = / /ﬂdk al ~ 5111(2) = 1,0397.
H 1 \1
b) A feladatban mar kiszamoltuk:

4 1 1
Ty = —1n2 — =272/3 4 —92/3 ~ 1.4029.
H=3meTy *3 ’

3.2. A feliilet az [x, y] sikot az 1 —2? — 2y? = 0 egyenletd ellipszisben metszi, tehat a térfogat
V= [ [ fahol H={(z,y) € R?: 2? +2y*> < 1}.
H

Polartranszformaciot alkalmazva

27 1
2 2 2 2 r V2m _
V—//(l—r cos” ¢ — r7sin @)Edrdgo—Trvl,llO?.
0 0

3.3. A két henger forgdstengelyei az x €s y koordindtatengelyek. Feliilr6]l nézve a két henger
metszésvonalai az y = = és y = —x egyenesek. A kozos rész egyik nyolcada pl. a (0,0),
(r,0) és (r, ) pontok 4ltal hatdrolt hdromszog alatt és felett van, hatdrfeliilete az 2 + 2% = r?
henger, azaz a z = ++/r? — 2?2 fliggvény. Tehat a térfogat

T X r 16
V= 16//\/7“2—x2dydx:16/x\/r2—x2dx:Er?{
0 0 0

Megjegyzés: A térfogat kiszamitasara Bldthy Otto r6vid, szemléletes megoldast adott:
»A kozos test elol- és oldalnézete kor, feliilnézete és minden vizszintes metszete pedig a meg-
feleld kor koré irt négyzet. Tehdt a kozos test kobtartalma 1igy viszonylik a gombéhez, mint
a négyzet teriilete a beirt koréhez, vagyis ardnyuk 4 : w. Tehdt a kozos test kobtartalma
4.4,3 _ 16,3

3T =3
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3.4. A testet feliilrd] hatdrolé gomb egyenlete 22 + y* + 22 = R? azaz z = \/ R? — 22 — o2,
az [ [ tartomdnya a henger és az [z, y] sik metszete

T = {(x,y) :

(z 1) +y* < p*}
egy origét érintd kor, igy a térfogat V'

2ff R? — a2 —y2dydx. Az v = rcos,
y = rsin @ poldrtranszformacié utdn T = {(r, ©): 77( <ep<

m
5 0§T§Rcos<p} é
% Rcosp

w/2
4 1
(sing(l —cos®p) — 1) dp = =R |:COSQO —3 cos® p + go} =
0
4 2
=R} = -2 ) ~1,2055R%.
3 (2 3) ’
35. Lf=yés 2 5,/ = v, tehit A = f [ +/1+ 22 + y2. Polartranszforméci6 utdn
2 R 2r R
A= /r\/l—l—(rcosap)2—|—(rsingp)erdgpz//rmdrdgo—
0 0 0 0
2
:—”{(HH)%] - ((R2+1)%_1)
3 0
3.6. &

/\/1 4% + 4y dry = % <\/125 . 1)

x249y2<1

(polarkoordinatas helyettesités utin)

3.7.a) A nevezd

4 Vz 4 »
T—//lyd:c—/ Vv dx 2|
0 0
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A 4 21 577=4 64
v, szémldlja [ [ xdyde = [ 23 do = = [g;} _ 2

00 0 5) =0 5)

4 Vz 41 1
s szémléléjaf [ ydydz = f§x dr = 1 (2270 = 4,

0 0
64 16 12 16 3 12 3

tehdt 7, = —/— = 42 22 g (£ 2).
ehat z, = / =Y = /3 4,5 (5,4>

b) Mivel a félkor szimmetrikus az y tengelyre ezért v, = 0. A lemez homogenitasa miatt
p(x,y) = 1 és a nevezd éppen a félkor teriilete = R*m /2.

R VR?2—ax2 ) ) 4R
A sz&ml4lo pedig = ffydxy = [ [ ydydx= §R3, tehdt y, = 2R3 /5T = E
—R 0 s

és igy a sulypont S(z, ys) (07 éf)

c)Az z = rcos’p, y = rsin®e, det(J) = 3rcos®psin®p transzformacié utdn
a nevezd

w/2 R w/2
3R? ?
://1dxy: //37"003 psin? g drdy = — (5 sm(2g0)) dp =
H 0 0 0
w/2 /2
3R? 1 / 1—cos(4<p)d 3R? 1 (40) =
= — s — B — e — = _— = 1n =
2 1 2 LS TR L R N
SO_
3R* /m 3T
T (570 - 5%
mindkét szamlalo
/2 R
://xdxy://3r26085gosin290drdg0:
H 0 0

/2

=R / cos(p) - (1 — sin2(gp))2 -sin?(p) dp =
w/2

=R / cos(¢p) - (sin® ¢ — 2sin* o + sin® @) dp =

0

1 2 1 =2
= R? [?sin7gp—gsin5g0+§sin3gp1 =
=0

1 2 1 8
_ 3 _Z 42| - _= p3
= H (7 5+3> 10570

hiszen H szimmetrikus az y = x egyenesre.

j 256 256 256
Igy a sulypontra x; = ys = 15 R3/37rR2 57TR azaz 5 = <3157TR7 3157TR)'
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3.8.a) A test szimmetrikus az y = x egyenesre, vagyis x5 = y,. Ha csak a sdlypont vetii-
letére vagyunk kivancsiak, akkor a test tekinthetd egy [z, y| sikban fekvd négyzetlemeznek,

s

melynek (z,y) pontjaban surusege plx,y) = flz,y) =x+y.

11
7
Ekkor a szamlalok = // z(z + y)dyx = E,anevez //:L’—i-ydyx =1(=a
0 00

- T 7
megmaradt test térfogata), tehat a silypont vetiilete S = (ﬁ’ E) .

b) A térbeli sulypont z koordindtdjdnak meghatirozdsahoz hdrmas integral kell (most
p(x7ya Z) = 1.

1 1
Zs szémléléja:///zd:cyz://
K 0 0
1 1
1 1
://§(x+y)2dasdy—§//x + 22y + 2 dovdy =
0 O 0 O
[ = L[ /1
/[—x3+x2y+xy2} dy:—/<—+y+y> dy =
3 - 2/ \3
0 0
_LfL L ! LR U A N
=330t y o 2\37273) 12

mig z; nevezdje = /// ldzyz = Vi = 1 (= K térfogata).
K

)

Y

zdzdrdy =

O\j-

N | —

Tehat a silypont S' =

wl\]

i
12’

w|\7

3.9. A k0z0s nevezd

a b VZTY b
m:V:///ldxyz:///ldzdydx //\/x_dydx—gagbg,
K 00 0 0 0
a b VY b
Ts szémléléja:///xdxyz:///azdzdyd //xg 24 :%agbg,
K 00 0 00
a b VTY a b
Ys sza’lmlailc’)ja:///yda:yz:///ydzalyalw://ﬂvé :d :%agbg,
K 00 0 0
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a b VTY a b

1 1
zs szamlédldja = ///zdxyz :/ /zdzdydx = 5//my dydx = gaZbQ,
K

0o 0 O 0 0
3 3,9
hat S = | —a, =b, —V/ .
tehat .S (5a, 5b, % ab)

3.10. p(z,y) = % dllandé, iy az integrdl elé kiemelhets:

m 5 o m  2rR* 1 _,
- doy — —— . B
0, T2 // (x +y ) Ty T2 1 2R m

x2 +y2 SRQ

(polarkoordinatas helyettesitést alkalmazva).

311. H ={(z,y) : 0 <z <a, 0 <y < b} vélasztdssal

1
0, = p//y2 dry = gab3 = gmb2
H

1
@y:p//xdey:§ma2
H

ahol m = pab a test tomege.

Megjegyzés: A feladat és végeredménye egy b illetve a hosszisagu, m tomegt rud vég-
pontjira vonatkozo tehetetlenségi nyomatékanak is tekinthetd.

1 =z
312. O = O, + 06, = 1 //(x2+y2) dry = //(x2—|—y2) dydxr =
H 0 22

1 1
I 1 1 3
= [ v gv] =] (s gt -t g =g
0 0

3.13. Legyen a kocka kozéppontja az origd, a vonatkoztatasi egyenes a x tengely. Ekkor

a/2 a/2 af2 a/2 a/2
O,=p- / / / (y2 + 22) dryz = pa / / (y2 + 22) dydz =
—a/2 —a/2 —a/2 —a/2 —a/2
a/2 . y—a/2 a/2 .
= pa / —y3 + 2%y dz = pa / —d® + %) dz =
3 y——a/2 12
—a/2 —a/2
1, 1,17 1, 1, 1. 1 ,
= pa [12a z+3z aL_a/2—pa 12@ +12a = 6pa = 6ma

hiszen m = pa?.
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40.0)y =2°—y* = z2€R, yecR,
Yy =2y = z€R, y=>0,

Yy = f‘yl = = > 1vagy z < 1, mindkét esetben y € R,
x_
y = 21—1—21 — (¢ >0vagyz <0) é (y > 0vagyy < 0) = valamelyik
Yy x
siknegyed.
b)x-y +2y=3x = y’:3—2g = x> 0 vagy z < 0, mindkét esetben
x
y € R,
2 22 2 2 _ 4

x < 0)és (y > 0vagy y < 0) = valamelyik (nyilt) siknegyed.

4.1.a) m = y/'(1) = 12 — 22 = —3, tehdt az érintS egyenlete:

d

y=2-3(x—1)=5-3z. y”:d—(x2—y2):2ac—2y-y’,
x
tehdt y"(1) =2-1—2.2-(=3) = 14.
22 4 e
b) m = y/(2) = m = 2—7, az erinto:
4 73
— =) = —p 2
y=3+zl@=2 =gt
, d x? - (2—23
dry-(1+2%)  y(a3+1)
—4
!
2) = —.
v'(2) =g
5 5 Y 2% — 2 3
() =Dy =24 2@ l), = (L L) = Y ey =2
om =)=y =231y = 4 (£ + L) = Z2E e =

d*) x = y = 0 esetén az egyenletbdl 3//(0) nem hatdrozhaté meg, ezért a K.E.P.-nak nincs
megoldasa.

4.2. A Feladatgyijteményhez mellékelt [R ANYMEZO.EXE interaktiv program segitségével

tetszoleges explicit elsérendii differencidlegyenletet beirhatunk, irdnymezdket rajzolhatunk
és tanulmanyozhatunk, a program Help-jében példaul a c) feladat megoldasat lathatjuk.
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4.3.a) Py = (zo;y0) = (3;2), ¥ (o) =5, y =2+ 5(x — 3),

$1:l‘0+5:3,1 — y1:2—|—5(5:2,5,

P = (z;11) = (3,1;2,5), v/ (1) = 3,36, y = 2,5+ 3,36(x — 3,1),

To=x1+06=32 = y=25+43,36-0,1=2,.836,

Py, =(3,2;2,836), ¢ (x9) =~ 2,1971, z3 = 3,3,
y1 = 2,836 + 2,1971 - 0,1 =~ 3,0557,

vagyis a folytatés:

I ENTT
3,0 | 2,0000 | 5,0000
3,1 | 2,5000 | 3,3600
3,2 [ 2,8360 | 2,1071
3,3 | 3,0557 | 1,5526
3,4 | 3,2110 | 1,2496
3,5 | 3,3359 | 1,1215
3,6 | 3,4481 | 1,0707
3,7 | 3,5552 | 1,0509
3,8 [ 3,6602 | 1,0426
3,0 | 3,7645 | 1,0385
4,0 [ 3,8684 | 1,0358

OO0 || O =W N~ O

—_
S

b), ¢) hasonl6an:

N ERITR T e L v |
0 [ 1,0 | 2,0000 | 2,8284 020 [1,0000 [0,6667
1] 1,1]22828]3,0218 121 |[1,0667 | 0,6568
2 1,27]2,5850 | 3,2156 22,2y [ 1,1324 | 0.6y487
311,371 2,9066 | 3,4097 3123y [1,1972 [ 0.6y418
4 1,43,2476 | 3,6042 124y [ 1.2y614 | 0,6360
51,5 | 3,6080 | 3,7989 52,5 |1.3y250 |0,6309
6| 1,6 | 3,9878 | 3,9939 6 || 2,6y | 1.3yy881 | 0,6265
711,71 4,3873 | 4,1892 71 2,7y | 14507 | 0,6227
81,81 4,8062 | 4,3846 8128 [1,5130 |0,6193
9 [ 1,9 ] 5,2446 | 4,5802 9129 [1,5749 |0,6163
10 || 2,0 [ 5,7027 | 4,7761 10 | 3,0 | 1,6366 | 0,6137

A jelen feladatgytjteményhez mellékelt EULERTV.EXE interaktiv program segitségével
tetszbleges explicit elsérendii differencidlegyenlet barmely (egyszerre legfeljebb tiz) K.E.P.
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pontjdbdl kiindulé megoldasat kozelithetjiik, 4116- €s mozgoképeket készithetiink, a szamita-
sok részleteit tablazatba menthetjitk. A program Help-jében példaul a c) feladat egy animalt
megoldasat lathatjuk.

44.a)y () = (cx) =c és =2 = T _ ¢, teht valoban y = Y,
x T x
—2bx 3
—————, mi
21 — 22 s
voylz) w-bvl—2? xb
2—1  22-1 /122

b) y(x) = byv/1 — a2, tehdt ¢/(z) =

ami ugyanaz.

c)yy =2(x —c¢), 2¢/y1 = 2|z —c| CSAK z > cesetén egyenld!

Y5 = 2,/ys hiszen y, kizdrdlag x > c esetén értelmezett.

MS. Elsorendii differencialegyenletek

Szétvalaszthato valtozoju egyenletek

51.a) [ 5;((2)) do = [ 5 dy = [cos(z)dr, -t = —sin(x) + C, az dltaldnos megoldas:
0)=— =2 — C=1 Dom(y)
= = — —. om
Y= G0+ © 2 Y

kikotései: y # 0, sin(z) + C # 0, xg = 0, igy — arcsin (
—0,52360 < z < 3,6652.

b) [y (x) - y(x)dr = [ ydy = %yQ(x) = f%dm = %ln|1+x3] + C, y(z) =
= +/2In[1+2% +C, KEP:

2 2
2:1/§ln2+C’ — C:4—§ln2z3,5379. Dom(y)

kikotései: © # —1azaz —1 <z, 0 < 2In(1+2%) + C azaz Ve= ¢ — 1 ~ —0,9983 < «,
vagyis: —1 < x.

)y (x)=1+ax+y*+ay* = (1+2) -1+, [ 11;2%) de = [ 1+1y2 dy = arctg(y) =

= [l+ade =2+ 322+ 0, y(z) =tg (v + 322+ C), KEP:

1) <z < 7+ arcsin (3), azaz:

1=tg(0+C) = ng. Dom(y)
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kikotései (rg = 0 és C' = 7 miatt):

—T 1, T T T
— = - —/1+ - -1 I+-—-1~x
2<x+2x+0<2 = ,/+2 <x<,/+2

~ —2,6034 <z < 0,6034.

Visszavezetheto tipusok
52.a)u(z) =y(z) — 2, ¥ (z) =u/(z) + 1 = u?(x),

u'(r) = u?(z) — 1,

u' () 1 1 Ju—1
/uQ(x)—l * /u2—1 “=om u—i—l’ / z=z+C,
u(f)_lziez(zJFC).

lgy
u(r) =1 ] 2 _ 2(e+0)
u(z) +1 u(z) +1 ’
2
u(x) = 1 _ 2@t0) 1,

2 1
y(l’) 1 F e2(z+0) -
) — 1~ —1,5493 és

2

kikotései: 1 — e2@+C) £ 0 azaz x # —C és

végiilis r < —C' ~ 1,5493.
b) u(z) =2z + 3y, y'(z) = 3u/(z) — 2 = u*(x) + 1,

u'(z) = 3u?(x) + 5,

u'(x) _ 1 1 V15 T\ B
/mdm—/3u2+5dU—\/—1_5(arctg<TU(x))—§> —/1d:z_x—|—0’
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5 s
u(e) = e (VIS +C) + 7).
) T 2
y(z) = ﬁtg (\/E(:c +C) + 5) —-x
K.E.P.
> s 1 T
y(0) = 3—\/1_5tg (\/EC%— 5) =-1 = (= Wi <arctg (—3\/1_5/5> — 5) ~
~ —0,7062. Dom(y)
kikotései:
e VIB(a+ )+ = < 5

(zo = 0 miatt), \ﬁ —C<zr< C’ vagyis ~ —0,1049 < z < 0,7062.

Sule) =z +y, y(x) = u'(x) — 1 = cos (u(x)),

u'(x) 1 sin u
v g g S 1de —
/cos( (x ))+1d:v /cos(u)—i—ldu cosu + 1 / de=z+C,

_sin(u) u
cos(u) + 1 tg<§) =z+0,
u(z) = 2arctg(C + z),
y(x) = 2arctg(C + z) — .

K.E.P:

y(0) = 2arctg(C) = = C=1. Dom(y)

b

kikotései: cos(u) + 1 = cos (2arctg(1 + x

~—

)+1#0azazx € R.

5.3.a) Az u(x) := £ helyettesités utdn kapjuk: u(z) + 2 - v'(z) = v*(z) + u(x),

/ZZ((Z)) dx:/“_2d“:%:/éd$=ln(x)+c

(mert x¢ > 0),

(@) =
M = @)+
K.EP:

-1

y(l):m:3 — C:%l. Dom(y)
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kikotései: = #£ 0,
-1

u(z) = s £,

In(z) +C

1
In(z) + C =In(x) — 3 #0
azaz
z # e3 ~ 1,3956.

Tehét 2o = 1 miatt 1 < x < e3.

b)u(x) =Y,

I Ry P

(mert zg < 0),
1
— 4+ (—x- C
1 —u?(x) (x 6)’
Fl
1—u?(z) =
u”(x) .0

tehat
(2) = £4/1 — —
u(x) = —
x- e’
—2
1= _=-9
u(-1) =
miatt
(z) = 411 — —
u(z) = —
x - e
és
(x) 1——L_ Dom(y)
x) ==z — om
Yy T eC Yy
kikotései: = #£ 0,
1
—\/1- 0
u(@) =1 - L
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és

y(x) =x-4/1— £0 = z#e =3,

1 —u?(x) # 0 vagyis

x - e’

Tehat xo = —1 miatt = < 0.

c)u(z) =2,

/%m:/m:@du:%m(iiii) /—dx——ln( e

(mert x¢ > 0),
(1 + sinu
In{ ———
1 —sinu
1+sinu_ 2
1—sinu 1-—sinu

) = -2mi)+C,

=22D (D=¢e">0),

2
14+ 22D’

(2) = arcsin (1 — —>
u\xr) = arcsin _
14+2z2D)’

y(z) = 1 - arcsin <1 - L) |

1 —sinu =

1+2x72D
K.EP:
) 2 -9
y(3)=3arcsm(1—m> =1 = D:m—Qz
~ 125,3538. Dom(y)
kikotései: = # 0,

cos (u(z)) = cos (arcsin (1 - H%)) £0

sin (u(z)) #0 = 1z €R,
l1+22D#0 = =zcR,
2
—-1<l—-——=<1 = =zeR.

1+272D
Tehat xy = 3 miatt 0 < z.

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem


www.tankonyvtar.hu

MS5. Elsérendii differencidlegyenletek 87

Linearis egyenletek

54. P(z) = [ —xdx = Sta?,

/Q(x)ep(x) dr = /a: ce P dy =

= —e "2 4 C,
igy (7) szerint az éltalanos megoldas
y(z) = e /2. (—e’””Q/2 + C) = Ce”? -1,

KE.P: y(0) = Ce® — 1 =1tehat C = 2. Dom(y) = R.

5.5.a) P(z) = [ Xdz = In(x) /mivel zy > 0/,

/q(:v)ep(x) dr = /—ex @) = /xew de = —e"(x — 1)+ C,
igy

y(z) = e @ L (—e(z — 1) + O) = —¢ (1 - 1) s

T T
KEP: y(1) = C =0. Dom(y) = R*.

b) P(x) = [ Z%% dz = —1In(2? + 1),

1+z2

/q<x>eP(:v) dr = / 1. e—ln(a:2+1) dr = / :(:21— | dx = arctg(x) + C,
y(z) = (2> + 1) - (arctg(z) + C).

KEP:y(0)=1-C=1, Dom(y) =R,

¢)Px)= [Stde == (zln(—2) + 1) = —In(—2) — L (mert 2y < 0),

/q(x)eP(x) dzr = /el/x - exp (— In(—x) — i) dx = / %dm =—In(—z)+C

(mert 2y < 0),

y(xr) = exp (ln(—a:) + 1) (=In(—z)+C) = zes (In(—z) - C).

T

s

KEP:y(—1) = —'-(-C)=2 = (C =2=~54366. Dom(y)=R".
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Bernoulli-egyenletek
57.a) u(z) :=y'2(x) = y~(2),
/) = (7 @) = D = M gy = D g,
u'(z) + @ = -2,
Pm:/émzm@

(mert x¢ > 0),

/—26111(‘70) de = / 2z dr = —2>+C,

2
u(z) = e . (—2?2 4 C) = —+C

)
T
a

KEP: y(1)=5=2 = =2 Dom(y) kikétései: = # 0,

24+ C

ur)=———#0 = m#j:\/g% 1,2247,

() - qula) = 3,
P(z) = /—%dm = _736,

/ ge*”ﬂ de = —e (x4 2) + C,

u(x) = e (—e "z +2)+ C),

y(x) = (ex/Q- (—e_x/g(x +2)+ C))Q,

KEP: az y(0) = (- (—e9(0+2) +C))* = 1 egyenletbsl C = 3 mert u(z) > 0.

Dom(y) kikotései: y(z) >0 = xR
c)u(z) = y'*(x) = y~*(=),

-1
y/($) _ (u—l/Z(:E))/ _ 7u—3/2($) . U,(ZB) _
2y Y2 ~1/2 L 3
:?+E:§u (ZE)—FEU (x),
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4 -2
/ __“°
u'(x) + xu(x) et

P(z) = /gdx =4In(—x) (mert xy < 0),

-9 — 2
u(z) = e~ (=) / Fe‘“n(_g&) de=a" (—2*+C) = JL’T—FC,
4 2
o —1/2 . x . x
K.EP. X -
y(-1) = == 1
Dom(y) kikotései: = # 0, z < 0,
C—22>0 <« |z|<VC,
tehdt —/3 <z < 0.
Egzakt egyenletek
5.8. a) Ellen0rzés:
0 2 0 0
ZpP=" (a2 12 2Q="(z—y)=
ay. = oy WY 529" 50 Y
OK.
1
/P(:U,y)dx:/x2+yd:v: §x3+y$+w( ),
1
/Q(I,y)dyz /x—ydyzxy— ¥+ e(@),
igy (%)
Po,y) = 30+ yo = 50° =
T,Yy) = Sx YT 2y =c

(hav(y) = —%yQ és p(x) = %x?’).
KEP: F(2,3)=1.22+3.2-1.32 =2
y(x) meghatdrozasdhoz a (*) egyenletet kell megoldanunk y-ra:

1 —-1/1 3
y(:z:):—l (—mi\/xz—él-?(gx?’—c)) :xig\/2$3+3$2—257

a K.E.P. miatt a =+ jel helyén + 4ll.

b) Az egyenlet (2x + 3y - 2?) + (23 — 3y?) y/(x) = 0 alakban is frhato.
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Ellen6rzés:

[ Pleds = [ 20+ 3o =+ g+ 010),
/Qw y)d =/w3—3y2dy=x3y—y3+s&(x),

F(z,y) =2* +y2’ —y* =c= F(0,0) =0,

ahol

r) = {’/\/:v4/4 —x2/27 + 2%/2.

c) Ellen6rzés:

OK,

1 )
F(:vy)—§x +2—y =c=F(1,-2) >
y(z) = —avb — a2
d) Ellen0rzés:
9 _2( y )2_ 2ry 2 05 _
oy oy \r+vy (x+y) ox
2( T )2 2xy
S orx \z+y (x+y)
OK,
v\ —y?
[P [ (1) ar= = v,
z \’ —z?
J i = [ (=) dr= =5 et
ry
F pr—
(z,y) Py
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(ugyanis ;Ty; — oy = v—yazazy(y) =y ésp(r) =), az 1 = F(2,3) = 2 egyenletbdl
pedig  y(z) = 5%

Megjegyzés: az egyenlet ' (z) = ;—%2 alakra is hozhatd, vagyis szeparalhat6 is.

M6. Elsorendii differencialegyenletek alkalmazasai

6.1.

4Y

r=Xx, = K,

Yo= f(xp)

X,

9. 4bra. 6.1.

Az y = f(x) gorbe egy P (¢, f (o)) pontjara hat6 erSkre az
— — — —
(Fg + F) |F, é F,Le
feltételeknek kell teljesiilnie (e az érintd), azaz
f'(x0) = tg(a) = F./F, = mxow?/mg = kg (k > 0),

ahonnan f(z) = [kxdx = %mz + C. Tehat a forgé/megkevert pohdr viz valéban forgasi
paraboloid alaku.

6.2. Az y = f(x) fuggvénygorbét F (zo, f (zo)) pontjaban érintS egyenes egyenlete
y = [ (o) + [ (20) - (z — 20),

ennek tengelymetszetei A (0,yas) és B (2, 0) ahol

Z/M:f(xo)—f/(l'o)'xo

€S
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0= f(z0) + [ (w0) - (xas — o)
alapjan
[ (z0) - 20 — f (20)

e [ (o)

(feltéve f' (zg) # 0). E akkor felezGpontja AB-nek, ha zg = sz és [ (20) = 3ym.

Mindkét egyenlGség ekvivalens az xo- f' (xo) = —f (x0) egyenlGséggel (zg € Dom(f)),
vagyis az z - f'(x) = —f(x) szétvdlaszthaté differencidlegyenlettel. Ennek megolddsa (ha
csak az 1. siknegyedben keressiik):

[E a= [Lar=wi) = [Tar=-n@ e

vagyis

minden D > 0 szamra.

6.3. Az el6z6 feladat szerint az y = f(x) fiiggvénygorbét E (xo, f (zo)) pontjdban érintd
egyenes tengelymetszetei A (0, yas) és B (zpr,0), ahol

yM:f(xo)—f,(xo)'xo

- f,(xo)‘mo—f(mo).

o ' (x0)

A koriilirt hdromszog teriilete T’ (o) = +35 (xp — o) - f (wo) (elGjel attdl fiiggben, hogy f
monoton nd vagy csokken). Tehét

_ .1 f’(%)'xo—f(xo)_x () — 1 f? (20)
1_i2( 1 (o) 0) f (o) :F2f,(x0)7

vagyisaz f'(z) = F1f? (zo) szétvélaszthaté egyenlethez jutunk, aminek megolddsa f(z) =
—1

2
~ Fz/24C ~ Fa+D (C,D € R).

6.4. Legyen x(t) = a test h6mérséklete ¢ > 0 idGpontban, az egyenlet:
() =k - (z(t) — 20) (k<0),
z(0) = 100, x(10) = 60. A linedris egyenlet dltalanos megoldasa:
x(t) - e = 20e7 + C.

AKEP megoldédsa C' = 80, k = I—& In2 ~ —0,0693.
A keresett idépontot az z (ty) = 20 + Ceto = 25 egyenlet megoldésa adja: t, = 40
(perc).
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6.5. Jelolje z(t) a még fel nem oldott s6 mennyiségét, azaz 2(0) = 100 és z(1) = 50.
A feltétel szerint 2/(t) = k- xz(t) ahol k < 0. Ennek megolddsa z(t) = e - C,
a K.E.P. alapjan C' = 100 és k = —In2 ~ —0,6931. A feloldott s6 mennyisége pedig
100 — 2(t) =100 - (1 — 5).

T2t

6.6. Jelolje c(t) az oldat toménységét az id6 fiiggvényében: ¢(0) = 0,08, ekkor a tartdlyban
oldott anyag m(t) = 50c(t), m(0) =4 és

4
m'(t)=4-01—4-¢(t)=04— %m(t).

A linedris egyenlet megolddsa m(t) = Ce %% + 5 a KE.P. miatt C = —1. 15 perc milva
az oldatban m(15) = 5 — e %15 ~ 4 6988 g s6 lesz, a koncentracié pedig

1
¢(15) = £m(15) ~ 0,00399 ~ 9.4% lesz.

6.7. * Legyen a jarda az y tengely. Az y = f(x) fiiggvénygorbét F (zo, f (zo)) pontjdban
érintS egyenes y-tengelymetszete A (0,7,) ahol y; = f (o) — f' (o) - xo (a 6.2. feladat
alapjan). Az FA tdvolsdg négyzete (20) + (f(z0) —y1)° = (w0)> + (f'(x0) - 20)* = h?

azaz f['(xg) =+ % ahonnan

flx) ==+ hQ_xde:hln YR otk +Vvh?—a2+C.
x? x

Ha a kocsi a (d, 0) pontbél indul, akkor az f(d) = 0 K.E.P-bél C kiszamithatd. (A kocsi
altal leirt gorbe neve: vonszoldsi gorbe vagy traktrix.)

A mellékelt TRAKTRIX-ANIM.GIF (+html) mozgéképen szemléltetjiik a kocsi mozga-
sat.

6.8. Ha V(1) és h(t) jeloli az edényben levd viz térfogatdt és a nyilds feletti magassagat,
akkor minden esetben V'(t) = —A - 0,64/2g - h(t). Az aldbbi példdkban legyen a lyuk az
edény legaljan, a viz magassaga h(0) = hy.

a) Ha a henger alapteriilete 7" akkor V' (t) =T - h(t), Vit)y=T-K(t) =
= —A-0,61/2g-h(t) vagyisa h/'(t) = —K - \/h(t) (K = % € RY) szétvalaszthat6
egyenletet kapjuk, melynek megolddsa h(t) = (C' — %t)Z, a KEP. miatt C = /A és

C _ Vho
0<t<yx="%"

b) Ha a lyuk nagyon kicsi a kip méreteihez képest, akkor nem kell csonkakipként sza-
mitanunk. Jeloljiik a kezdeti hy magas vizoszlop térfogatat V/j-al, ekkor

V(t) = V- (%))

V() = % CSR2(8) - B (£) = —A - 0.67/29 - (D),

vagyis a
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W (t) = —K-h=3%(t)

(K = A-0,64/2g-h3

35 € R™) egyenletet kapjuk, melynek megoldésa

h@z(%O—MOm.

AKEP miatt C = 2 (hg)”* és0 <t < <.

¢) Az R sugarti gomb h magassagu siivegének térfogata

1% :ghQ (3R — h) = Rrh® — §h3,
tehat
V'(t) = W' (t) - ™ (2Rh(t) — h*(t)) = —A - 0,64/2g - h(t).
fgy a
W(t) - (2RRV2(t) — B33 (t)) = —K
(1 =~ 00V ¢

differencidlegyenletet kapjuk, melynek megoldédsa

() %Rh?’/?(t) — ghf’/?(t) =-Kt+C

ahol a K.E.P. miatt

4 2
C = thgﬂ - ghgﬂ

0<t<

=l Q

A (X) algebrai egyenletet (kozelitleg, pl.,.intervallum-felezés” médszerrel) megoldva meg-
kapjuk a h(t) fiiggvényt.

6.9. Ha a kotél (fiiggvény) monoton dgaban vagyunk és Ax = h nagyon Kkicsi, akkor az
Py (xg, f (xq)) és Py, (o + h, f (xo + h)) pontokban az F) ktélerdk ellentétes irdnyban hat-
nak: F vizszintes Osszetevjiik osszege 0:

Fy (z9) = Fy (xo+ h) 11

(4ltalaban az F erdvektor hosszat F'-el jeloljiik), mig F¢ fiiggbleges Osszetevojiik a kozottiik
levd kotéldarab stlydval (gravitacids erd) egyiitt ad 0-t:

Fy (xo + h) = Fy (x9) + mg

m = pQy/? + (- (20))” = Q1+ (F (20))°

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem



www.tankonyvtar.hu

Me6. Elsérendii differencidlegyenletek alkalmazdsai 95

ahol a kotél strtisége p, keresztmetszete (), és a kotelet az [xg, o + h] intervallumon az -
beli érintovel kozelitettiik, tehat

F¢ (o + h) — Fr (z0) = pQhgr/1 + (f' (x0))*. (12)

Az (Fy,F¢, Fy) derékszogili haromszogek hasonléak a megfeleld (ugyanazon pontban

vett)
(1, FA )+ 1>

derékszogli haromszogekhez, tehét (11) és (12) alapjan (£, és h-val egyszer(isitve)

f'(2o + h])l — f'(w0) _ p;?vg [+ (),

majd }131% hatardtmenetet véve kapjuk a keresett differencidlegyenletet:

F(wo) = K - \/1+ (f'(x0))* (13)

ahol K € R* dlland6, xg € [z a,xp] tetszBleges, A (x4,ya) és B (xp,yp) a kotél rogzitési
pontjai.

Az (13) egyenlet megoldasa: vezessilk be az u = f' 4j véltozét, ekkor u/'(z) =
= Ky/1+u?(x),

u'(x) / 1 . /
———— —dr= | ———du= Arsinh(u(z)) = | Kde = Kx+ Cyf(z) =
/ T 20 ViTE (u(z)) /()
1
= /u(x) dx = /sinh(Kx + ) = Kcosh(K:c + C4) + Cs,
tehat a végeredmény:
1
flz) = % cosh (Kz + Cy) + Cs.
A kotél rogzitési pontjait figyelembe véve az
1
ya = f(za) = ?COSh (Kzg+ Ch) + Cy
1
yp = f (xp) = % cosh (Kxp + C1) + Cy

egyenletrendszert kell megoldanunk. A

cosh(a)) — cosh(f) = 2sinh (QT—W) sinh (04 ; 5)

azonossag alapjan az

9 _
Ya —Yp = 174 sinh (K@ + Cl) sinh (K%)

Osszefiiggésbol 'y és Cy kiszamithato.
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Up— R-i(t
6.10.a) R-i(t)+ L-i (t) =Uy (Up=100V) — d'(t)= %Z() szeparalhat6
i'(t) 1 i'(t) 1 ,
let A7 R LA P . -
egyenlet = p—pnw — 10— Jmoraw ey il

-1 . 1
zfln(Uo—R-@):thLC’ azaz

Z(t) _ l <UO _ e—(%t—i—RC)) — % o Ee—%t
R
(hiszen i < ), K € R*. Azi(0) = 0 K.E.P. miatt K = U, vagyis

i(t) = % (1-e )

Ui
tehdt lim i(t) = EO' A feladat adataival i(t) = 5 — 5e 2",

t—o00

b)L-i(t)+ R-i(t) = Uy -sin(wt) linedris egyenlet, dltaldnos megolddsa

. Up
i) = L2w? + R?

U si t — arctg Lw 4 Ce Lt
= ———— sin ( wt — — e
VI2W? + R? R

a 10.5. feladat megolddsanal ismertetett (15) Osszefiiggés alapjan, és az i(0) = 0 K.E.P.
miatt

(Rsin(wt) — Lw cos(wt)) + Ce il =

LwUy 10 - (1007) 240
= = —~ 0,07639.
L2? + R 10%- (1007)2 + 202 ’

A feladat paramétereivel az
104 (t) + 20i(t) = 240 sin (2750 - t)
egyenlet megoldasa

. 240 . g
i(t) = 10 - (1007)2 1 207 (20sin(1007t) — 10 - 1007 cos(1007t)) + Ce " =

240 10 - 100
= sin (1007rt — arctg (—W>) + Ce ™
1/102(1007)2 + 202 20

~ 2,4316 - 1077 - (20sin(314t) — 10007 - cos(314t)) + 0,07639 - ¢~
~ 0,07639 - sin (314t — 1,5644) + 0,07639 - e~ *.

M7. Parcialis tortekre bontas

71.a) (*+2?) ¢ (x —2) = 2° + 22% + 52 + 10
22 +
512
10z
20
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M7. Parcialis tortekre bontas 97

azaz (x* + 2?) = (v — 2) - (2® + 222 + 5z + 10) + (20).

b) (23 +3x+5)= (222 =Tz +9) - (3o + %) + (Z2 - ).
c) 4x° + 5x — 2 = (22° + 3) - 22 + (=622 + Hx — 2).

72.0) 23 —1 = (z—1)(2®+x+1), 2> +1 = (z+1)(2*—z+1), 2 =1 = (22 = 1)(2?+1) =
= (z—1)(z+1)(2* +1).
x* + 1 reducibilis az Algebra Alaptétele szerint. Prébalkozzunk zt + 1 =

= (2% + azx +b) (x? + cx + d) alaku felbontdssal, ahonnan az egyiitthatok dsszehasonlita-
sa alapjan a

0 =c+a

0 =d+ac+D
0 =ad+bc

1 =bd

(nemlinedris) egyenletrendszert kapjuk, melynek megolddsa az
w4+1:<:p2—x\/§+1><x2+x\/§+1> (14)

irreducibilis felbontést adja. (Az z* + 1 = 0 egyenlet komplex gyokeinek segitségével is
megkaphatjuk ezt a felbontést.)

b) 2x® — 52* + 3x — 2 harmadfokd, ezért R[z]-ben van gyoke. Egész egyiitthatds,
ezért a konstans tag osztéit kiprébdlva kapjuk az x = 2 gyokot. Polinomosztassal kapjuk:
(223 =52 +3r —2) = (z —2)- (222 —z + 1).

Hasonléan: 22° — 2% — 1 = (z — 1) - (22° + 2 + 1).

c*) A p(r) = 2" + 223 + 222 + 2z — 1 = 0 negyedfoku egyenlet gyokei kozelitsleg
1 ~ 0,3392, z9 =~ —1,7130, 234 ~ —0,3131 4+ 1,2739 - 7, tehat

p(z) &~ (z — 0,339)(x + 1,713)(z + 0,313 — 1,274i)(z 4 0,313 + 1,2747)
~ (z — 0,3392)(z + 1,7130)(2® + 0,6263z + 1,7208).

Misik megoldas: Az x? + 223 + 222 + 22 — 1 = (22 + Az + B)(2* + Cx + D)
probalkozdsbdl (A, B,C, D € R) a

2 =C+A

2 =D+AC+ B
2 =AD+ BC
-1 =BD

egyenletrendszert kapjuk, ami szintén elvezet az el6z6 végeredményhez.
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7.3. Ha a szamlal6 fokszama nem kisebb a nevezd fokanal, akkor a szamlaloét el kell oszta-
nunk polinomosztdssal a nevezdvel.

24+r—2 2+x—2
3x3 — 222+ 4 131x — 326
M T A TR (34 22) 4 LY
e AR U R S L
x®+1 3z
— 14 :
z® — 3z z® — 3z
54922243 4
M:(f‘—x?’—l—xvax—l)—l— :
r+1 z+1
4 x — 8x? + 12 A B Cx+D x* + 522 +3

(x —1)%(z2 + 42 +9) x—1+
A Be+C = DrtE
e+7 " 2245247 (22+5x+7)%

(x—1)2 22+4249 (£ +7) (22 +52+47)° N

22+ 82 + 2 -
(z+8)3 (22 + 4a +9)* (z + 7) (22 + 5)
A B C Dx+ E Frx+G H Iz +J
= 2+ 3+ 2 + 2+ + 2 ’
r+8 (z+8)?% (z+8)3 2?+4dr+9  (22+42x+9)° T+T7  22+5
3x3 — 222 + 4 131z — 326 131z — 326
— = (3 2) 4+ ——7—-=(3 22 =
Py U G e e TR ) Rl prs o
A B
=(3 22) 4+ —+ ——.
(3x + )+x—3+x—5
1 A B A(k+1)+ Bk
7.5. m = r T Er T </~c 71:)—:—1) , vagyis a szamlalok egyezdsége: 1 =
= A(k + 1) + Bk. Helyettesitsiik be k helyére 0-at ill. —1-et, ahonnan A = 1, B = —1,
. 1 1 1
e T A R M A
r+6 r+6 A N B Alx—1)+ Bz +2)
22+r—-2 (r+2)(z—-1) 2+2 z-1  (24+2)(z—1)
vagyis ¢ +6 = A(x — 1) + B(z + 2).
Az x = —2 és x = 1 helyettesités utdn kapjuk:
r+6 %4 + %
P2+zr—-2 2+2 z-1
3z + 2 _ T N Byz
(22422 +5)(x+1) x+1 22+2x+5’
21 103

_ 2 1

= 1
v34+222 2 o x+2
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99

R VR Ve N S
(1—-22)2 1-2¢z (1-22) (z—1)3 (z—=13 (x2—1)%
v x +5 3 £ B
(x2+1)2_(x2+1)2+m2+1’ 24 —16 -2 z+2 2244’
1 1 B
(1—22)(1—a3) (1—2)2(1+2)1+x+22)
A B C Dz + E
+ + ,
l—z (1-2)2? 14z 14+zxz+22

kozos nevezdre hozds utdn a szdmlalok egyenldsége

1=A1-z)(14+2)(1+z+2*)+B(l+z) (1+2+2°)+
+C(1—2)* (1+z+2°) + Dz +E)(1—2)*(1+2)

Az x =1, —1, Oe s példaul a —2, +2 értékek behelyettesitése utan kapjuk: A = }L B = %,
C = %lD 0 és E = 3, vagyis
1 i ;
(- (1-2) 1-z (=22
1 1
1 3
+1+x 1+ x+ 22
33 — 222 + 4 131z — 326 B
——— =3+ 2)+ —— =
P TR ey T x—3 z-5
— 164
C3p 4994 33’5+ 6,5.
r—3 x—95
7S4+2383—3082—1728—150_
(s +2)4(s—5)
A N B N C D E
s+2 (s+2)? (s+2)3

+ +
(s+2)* s—5
kozos nevezdre hozds utan a szdmlalok egyenldsége

7s' +23s% — 30s* — 1725 — 150 =
=A(s+2)*(s—5)+B(s+2)*(s—5) +C(s+2)(s—5) + D(s — 5) + E(s + 2)".
Az s =5,—-2,0,1, —1 értékeket behelyettesitve kapjuk: E= % ~ 2,2865,
D= = ~ —0,2857, A= 1214%117 ~ 47135, B = 343 ~ —0,0058,
C = —% ~ —0,0408. Tehat a keresett felbontas
7s' +23s% — 30s® — 1725 — 150 _ i N o
(s +2)4(s—5) s+2 (s+2)2 (s+2)2 (s+2)* s-—5
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MS. Laplace-transzformacio és inverze

8.1.a)

f; f, / f; f, fs f, SkL 1,

3 __
1' — 1' . { 1' 2J/ 1l n 1-
e 2 3 2 2 Vg am 0 3
10. dbra. 8.1.a)
—2s __ ,—3s
L) = et = [ =
(lasd még a feladat megoldasat is),

L) = et = Jim [Ty = de,

wW—00

e —t 1 °° t 1 t=w
L(f3) = / t-e*tdt = {—e“ + —/e“ dt] = lim {— <— + —2) e“} =
3 S S 3 W—00 S S i3

3 1 3 1
:0+(‘+—2) o= e
S S S

Megjegyzés: Az ,eltoldsi” tételt most nem haszndlhatjuk, hiszen f3 nem az id(t) = t

t—3 ha3 <t
fiiggvény ,.eltoltja”. Ez utébbi féel) (t) = 40 = , melynek Laplace- transzfor-
0 mdskor

maltja

[e.9] _ _ 1 o0
L) = /3 (t—3)e~* dt = [—(ts B)e_St—l—g / e dt} -

3
t—3 1 e
= lim [— ( + —2) e‘“] =
_l_

0 1 1 ) .
=0+ (— —2> e 3 = —e7 = az,eltolasi” tétel szerint is.
s s

(14sd még a feladat megoldasat is),
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MS. Laplace-transzformdcio és inverze 101

a két ponton dtmend egyenes egyenlete y = 2,5x — 5,5, ezért

5 t=>5
E(f5)=/3 (2,5t — 5,5)e " dt = {22 St(5st—118+5)] =

=3
-1
= — (e7°(145+5) —e (45 +5)),

252
i t 4 ssint ] 1
== 1 t —st dt _StCOS— — —27s __ _—4ms
L(fs) /27r sin(t) - e { 71 T o e e ),
00 k o0 _k [ s o
ﬁ(f}) = Zk . / e St dt = Z v (efsk _ 675(]671)) _ Z(—k)ef‘gk _
k—1 S S
k=1 k=0
1-¢ 1_esd . —sk 1—e* d 1
B Z E (;6 ) - S ' % 1— 6_5) o
e? (e — 1)
= —7 Re(s) > 0).
e Rel>0)

Masképpen: a H(t) = 1 (t > 0) Heaviside — fiiggvény és az Eltoldsi tétel segitségével:

g _1»_%_@)) St
(1—¢° éi

7

innen ugyanaz, mint az el6z6 megolddsban.
b)

[y

ft)=0b-(H(t)—H(t—a)+H(t—2a)—+...),

‘C(f): +“'):S(Tbcr‘ls)7

g(t) = 2t H(t) — bH(t — a) — bH(t — 2a) —

1 —as
Y R N

as?

(1 — eas + 6—2&5 .

w | o

Q|

82.a) L (Tt —3t+5) =22 -3 42

r <3 . 46(5+6i)t) — L(3) - AL (e(5+6i)t) _ § _ #7

s—5H

L(e” cos(2t)) = GooEr
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3 _—Tt\ __ 3‘ — 6
Lite )_(s+7)4_(s+7)4’
3 ity — 6
L) =
L(sh(21) = 5 (£ () ~ £ (7)) = 3 < = i2> =t

L(t-ch(3t)) = —d%ﬁ(Ch(?)t)) == <32 . 32> - (582 j_;)Q’

&2 42 " 39 (3s? — 36s + 92)
2 6t 1 . =
L(#e sin(41)) = 55 L(e" sin(41)) ((s —6) + 42) (52— 125+ 52)°

b*) 5t = €5 miatt L (5") = ——,

1 1/1 s 5% 42
20\ _ - 2(4)) — _
oS (t)—§(1—|—<3032t) miatt £(cos (t))_§(§+52+22>_s(32+4)’
1 1
COSga:5(1+COSQO&)-COSO./:§COSC¥+§COSQQ-COSQZ
+1( 3o+ ) S0 = X cos3at 2
= —cosa + —(cos 3 + cosa) = cos” a = — cos 3a + — cos &
2 4 4 4
miatt
1 s 3 s s (s*+112)
L(cos®(4t)) = - - =
(cos4) =y Vi~ (2 140) (2 + 16)°

az f(t) = == ]elolest ésa L(t-f(t)) = —%L’(f) azonossagothasznélva: 4L(f) =

t

=—L(1- e_t) =L+ L ahonnan L(f)= [+ 25ds=In(1+1)+C. Mivel lim

s+1 ’ s+1 |s|—o00

L(f)(s) =0, ezért C = 0vagyis L(f) =In(1+1).

c) A 8.1 feladat jeloléseit hasznéljuk:

Mivel f1 (t) = f2 (t) — f2 (t — 1), ezért
L(f1)=L(~f2) = L(f) e =L(f) - (1—¢e*) = 26_28 (1—e) =
Mivel f4(t) = fg(t + 2) — fg(t + 1), ezért

L(fa)(s) = €* - L(f3)(s) — e L(fz)(s) = (¥ =€) - 5e7> = = (¥ —¢).
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83. A L(t-f(t) =

—LL(f(t)) szabdlyt alkalmazzuk:

e
L (tsin (wt)) = _d%s2 i’uﬂ = (822522)2,
Ltchlot) =~ - ST
Lt sh(wt) = —d%SQ L= (wfi";)Q.
8.4.0) L7 (:55) = £ (st ) = Lot
£ (70) 2 (g ) =3 - =
() 4o () - b
! <ijii> =L7! (552 j_ 5 + g - 52—|—L22) = 5cos(2t) + ;sin(%),
s+10  _ s+10 _9/2  7/2
s2+4s+3  (s+1)(s+3) s+1 s+3

,

12y

s+ 10 9 1 7 | 9 7
,C_l o - — _£—1 _ _£—1 _ - -t __ ' -3t
(32+43+3> 2 (s+1) 2 s+3) 29 2%

_ 1 £2t/2
8- 2! ’

L~ 1<S+3 ) !t‘*eﬂ”’t,

ﬁl( 2s — 1) ) Kl@ﬁ

o 1(;3) _1((5433)4_(54?3)5)
e (o

s?2 4+ 6s+ 13 (s +3)

s+ 2 ) » (4(5+3)—10)
= . _
+4

1, 2
_ o3t L3 2
—° (3!t 4!t)’

+3 2
e P —5
< (s+3)2 4 22

(o) =< (e

2
2(s+3)2+22) B

1 3
=313 (cos(Qt) + 2 sin(Qt)) e

(s+3)+22

s (s+3)2+22

(© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem
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13(s+3)2+4)

—3t
;

) = (4cos(2t) — 5sin(2t)) - e~
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) = (oo o o)~ (G

b*) a 8.3 feladat eredményeit hasznaljuk:

Lt (W) = 5-tsin (wt),

£ () =27 (6 i) = 0 £ (ip) o=

= fo sex - sin (w) do = 555 [sin (zw) — 2w - cos (zw)]I_, =

= 2w—3 (sin (wt) — tw COS( t),

_ 82 _ S
£ <<s2+w2>2> =L <<52+w2>2 <s2+1w2>2> -

az el6zé eredmény segitségével

= tcos (wt) + 25 (sin (wt) — tw cos (wt)) =

2w3

= 5= (sin (tw) + tw cos (tw)).

c) a b) feladat eredményei alapjén:

35+ 6 3 6
—1 _ : ; —
L ((32 n 4)2) =3 2tsm(2t) + SRS (sin(2t) — 2t cos(2t)) =

= 3t+3 s'n2t—3t0082t
“\1Tg)” 4 ’

(83 _ sin COS —
L <(S2+4)2)—2'2( (2t) + 2t cos(2t))

5. 93 (sin(2t) — 2t cos(2t)) =

1 7
= — sm2t + 8tC082t

1 s 9s B 9
) L (32+9 (82+9>2>—COS<3t) 2.3ts1n(3t),

( For
( ) (D T T BT W) -

3 1 3 1 -3
= Pt 2ot opet — et — (2 24 ) et — 42t )€
4 4e—|— e 26 (4 2)6 —|—(4—|— )e

/x ea(m—t . e,Bt dt = eo* /I e(ﬁ_a)t dt =
0 0
(

8.5

B—a)t] =% oz Bxr _ _ax
_ o [e( } e [e(ﬁ’a)x B 1} _e e 7
f—al,, B—«a 0 —«

/ :z:—t)-e’\tdt:x/ e’\tdt—/t-e’\tdt:
0 0 0

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Dosa Gyorgy, Pannon Egyetem

eozz * eﬁm
T x e


www.tankonyvtar.hu
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1,17 1 = 1 1
A A Az A\r
:x{xe t} —[ﬁe t()\t—l)} =ay e _1}_§[€ Az —1)+1] =

=0 t=0
1 . 1 1
= _ l‘— —
A2 A
2% % e = / (x—t)?-eMdt = b | A (X% — 2taX® — 2tA + 2°N° + 22X + 2) |
0
1
=% (261)‘ —22\? — 22\ — 2) ,

T

(x — )"t ¢kttt dt) =...=
0

s =z n
— ). _
[(x ) k+1L0+k+1
tk+1 t*$+ 1
k1 T (k:+1)!
1)!

(
tk—l—n t=x .
- t " dt
a: k4 n] * k + n
1 t=x
tk+n dt = tk—l—n-‘rl dt = k+n+1
(k;+n)!/0 (k+n+1)![ LO (k+n+1)

MO. Integro-differencialegyenletek megoldasa Laplace-
transzformacioval

n k 1 T
— k= / (z —t)" - t* dt = /teljes indukciéval n € N-re/
. . ° . 0

@ =)

(z—t)" '

tk+2 :| t=x

s
=
1

1
l(k+n—1)
1

=0+

Linearis differencialegyenletek és -rendszerek

9.1. Az egyenlet mindkét oldaldnak vessziik a Laplace-transzformaltjat (,,mérleg-elv”): az
Y = L(y) jeloléstésaz L(y') =s-Y(s) —y(0) osszefiiggést felhaszndlva:

a) L(y' +3y) = sY(s )—1+3Y(s) = L (" + cos(2z)) = L +

82+22’
Y(s)-(s+3)—1= = 1+—52j22,
s(s2+s+3
Y(s)-(s+3) =1 +82+22+1_(S£1)(TQ)2),
4
¥(s) = s (s —|—s+3) _1—38+§ 1 27

(s—1)(s2+22)(s+3) s2+4 4(3—1)+52(S+3)’

o5+ 15 1 27
_ -1 (1303 _
y(@) < 214 +4(s—1)+52(5+3)>
3 _ 1. 27 .
=13 cos(2x) + 3.3 sin(2zx) + 46 + =C

b) L(y" —2y —3y) =s(sY(s) —0) —0—2(sY(s) —0) —3Y(s) =
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www.tankonyvtar.hu

106 MEGOLDASOK

3s =7
(s —3)(s—1)

3s =7 3s — 7
Y(S): (8—3)(8—1) (52_25_3) - (3—3)2(8—1)(S+1) B

5 1 3 1
16+ 1) 205—1) " 16(s—3)  d(s—372

_ o1, (31N .,
o) = £V (0) = e = e+ (547t e

=Y(s)(s* =25 =3) =L (e +2e") = 5+ 5 =

Ly —6y +13y) =s(sY(s) —2) —4—6(sY(s) —2) + 13Y(s) =
16
(s —1)%

=Y (s)+ (8 —2s) = L (16xe") =

¥(s) &—(8—23) _ 2(s® — 65 +9s+ 4) _
(s2 —6s + 13) (s—1)2((s—3)2+4)
1 2 5—95 B
s—1+(s—1)2+(5—3)2+4—
1 2 5—3 2

s—1+(s—1)2+(5—3)2+22_(5—3)2—1—22’

y(x) = L7 (Y(s)) = e* + 2xe” + €** cos(2z) — €3 sin(21) =
e(1 + 2x) + €* (cos(2x) — sin(2z)) .

d)

Ly + 6y +13y) = s’Y (s) + 6sY (s) + 13V (s) =
_ Y(S) (82 1 6s+ 13) - (6396 Cos(Qx)) = (8_83;)234_2?

Y(s) = s—3 B s—3 B
S ((5=3)24+22)(s2+65+13)  ((s—3)2+22)((s+3)2+22)

55 w6 _ w5t i

(s —3)2+22  (s+3)2+22

_ el _ -1 50 =3)+ (5 +5) (s +3) + (35 — %) _
y(x) =L (Y(s)) =L ( (s —3)2+ 22 >_‘C ( (s+3)2 422 )_

sin(Zx)) — e (i cos(2z) + 7; %2 Sin(Zx)) .

1
=¥ (5—2 cos(2x) + =

39 -2
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e) L(y" +4y') = s3Y (s) + 45Y(s)1 =Y (s) (s* + 4s) = L(cos2x) =
Y(s) = (s3 + 4s) (s2 + 22) - (2 + 1)

y(z)=L7" (W) = 515 (sin(2z) — 2z cos(2x)) a 8.4.5*) feladat alapjdn.
DLW =3y —10y) = (s(sY(s) = 7) —2) =3 (sY(s) = 7) — 10Y (s) =

=(s*—35—10)Y(s) — Ts + 19 = L (2% ") = ﬁ,

S
82+22 B

G TS 19 760 12368 — 3052 — 1725 — 150

Vi(s) — _
()= "2 =35 — 109 (s+2)4(s — 5)
_LIBI7/2401  2/343  2/49  2/7  5490/2401
542 (s+2)2 (s+2)3 (s+2)* s—=5

(a 7.5. feladat szamitdsai szerint), ahonnan

11317 2 2 1 2 1 5490
— 71Y —_ -2z _ = 2 __ = -2 -2z _ = —, 3 -2z S5 __
ylr) = L7(V(s) = Spare 343"¢ 19 27 ¢ 767 T
UBA00 (12, 2 L3IT
= 2401 217 "~ 98" T 343" " Toa01 )

9.2.a) Vezessiik be a z(x) := y(z + 7) 14j ismeretlent. Ekkor az egyenlet:

@)+ (@) =1, 200)=2, 2(0)=0, 2'(0)=m,
vagyis L (z23)(z) +2/(z)) =% Z(s) =28 —m+s-Z(s) —2=L(1) =

A28 42+ 1428+ (2+m)s 247 l+ws 1

s3+s B s?(s2+1) s s2~|—1+?’
z(z) =2+ 7 —sin(x) — 7 cos(z) + z,

Z(s)

y(z) =z(r —7) =2+ x —sin(x — ) — wcos(x — ) = x + 2 + sin(x) + 7w cos(x).

b) Vezessik be a z(z) :=y(x+1) djismeretlent. Ekkor az egyenlet:
23)(z) = 2"(x) = =6 (xz + 1), 2(0)=7,2(0) =10, 2’(0) = 12, megolddsa:
L(z¥(x)—2"(x)) =5 Z(s) = Ts* —10s — 12 — s* - Z (s) + Ts + 10 =

6 6

:Z(S)(83—82>—782—38—2:£(—6$—6):———?,

s
0B 4T +35+2 7' 432 +257—65—6
53 — 52 B st(s—1)

2(z) = 2% + 622 + 10x + 7,

y@)=z(@—1)=(x -1 +6(x—-1)>+10(x — 1) +7=2+ 32>+ 2 + 2,

Z(s) =

_ 7,10 12, 6
_S+82+53+84’
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y(@) =L (G5 F(s) = L7 (g) L7 (F(s)) =

x—1 —z+t

= sh(z)x gz = [y sh(z—1) gz dt =[] 5- 1+ et dt =
—t t
1w e © _
2y “Tre © 1+etdt
=t (1 +e) —e 25— de (e + 1) 55 =
=le*[(n(l1+e ™) —e ™) —(In(2) — 1)) —te " [In(e"+1) —In(2)] =

(e (H57) — e In (552) + e - 1)),
b)y"(x) = arctan (r) = $°Y(s)=F(s) igy

v = (5

g2

N[

- F (s )> =z« arctan(z) = [ (v —t) - arctan(t) dt =
0

=[5t — jarctant — $t? arctant — Lz In (12 + 1) 4 ta arctan t}
= 1z — sarctanz — f2? arctanx — sz In (22 + 1) 4+ 2 arctan z =
=1(2? — 1) - arctan(z) + 3z — zln (2 + 1).

Megjegyzés: A feladat ismételt integrallal is kiszamolhat6:
y'(z) = [ arctan(z)dx = x - arctan(z) — L In (22 4+ 1) + C4,
y(z) = [ zarctan(z) — $In (22 + 1) + Cy dz =

=12 —1)arctan(z) — leln (z? + 1) + 2 (1 + C1) + Oy,
KEP: y0)=C=0 = Cy=0,

(

2? — 1) arctan(z) — sxln (2> + 1) + z (3 + C1) + Cs) =

=C;—iln(z*+ 1)+ zarctanz, y(0)=C1+0=0 = C; =0,
Tehat  y(x) = 3 (2% — 1) arctan(z) — sz ln (2 4+ 1) + .

¢) L (y"(x) —y(x)) = 5>+ Y(5) =0 — Y (s) = £ (tanh(x)) = F(s),
= - F(s),

y(z) = L7 () * L7 (F(s)) = sinh(z) * tanh(z fsmh r—t)-

fw (cosh(z) — cosh (z — 2t)) dt =

l
2
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N COSh Z cosh (t) %“Z Cosclslosz(—)%)dt B 008121($) AL Z5 — 5 [BlZ;  ahol
A= cosil(t)dt = 2arctan (e'),
: f—emix&fmdu ST k(e 2 =
=Llu—< — (e +e®)arctanu = s—; — & — (" + e7™) arctan (¢') =

= 2sinh (t — x) — 2cosh(z) - arctan (e'), tehat

y(z) = Cozﬂ - [2arctan (e!)),Z5 — 3 [2sinh (¢ — ) — 2cosh(x) - arctan (e!)], =) =

= cosh(z) - (arctan () — arctan (1)) —
— (sinh(0) — cosh(x) - arctan (e*) — sinh (—z) 4 cosh(z) - arctan (1)) =

= cosh(z) - (2 arctan (e®) — g) — sinh(z) = cosh(z) - (ln (=) — g) — sinh(z).

d*) L(y' —2y +y) =s*Y(s) —2sY(s)+Y(s) =L (1 - e*ﬁ) = F(s),

Y(S)—ﬁ'fﬁ(s)— (S_ll)z'F(S),

a primitiv figgvény:

/(x —t)e™! (1 - e_t2> dt = xe”/e_t dt — eyte_t dt + e#te‘ﬁ_t dt — xeye_tg_t dt =
—1
- :ve””/ e tdt — ex/ te” " dt + ex/ 7(—275 — 14+ 1)e P tdt — xe“’c/e_ﬂ_t dt =
z —t T —t of 7L 2y 1 —t2—t x —t2—t
=—xee e (t+ 1)+ e e +7 e dt | —ze®” [ e dt =
T, —t T 1 e —t2—t 1 x T —t2—t
= —ze"e et (t+1) — Jee 3¢ +axe® ) [ e dt.
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Az F(t) = [e” “~tdt integral ugyan Newton tétele szerint létezik, de Liouville tétele
szerint nem irhat6 fel képlettel. Tehat csak annyit irhatunk:

1 t=x 1 z
y(z) = |—ze®e ™t + et + 1) — —ee [ Ze® 4 zet ) - /e—tQ—t di —
2 t=0 2
0

1 1 1 2
=1 r_~,xr __ — -z [ " x F I —t“—t .
+ e 5¢ ~ 3¢ (26 +$e) /e dt

0

Megjegyzés: Mivel barmely folytonos f(t) fiiggvény esetén fom f(t) dt tetszbleges = € R
értékre konnyen (és tetszSleges pontossdggal) kiszamolhatd, ezért y(x)-et lényegében kisza-
moltuk.

Hasznalatosak az

erf(z) == — e dt

(IDx:

vl

Jjelilések (és értékeik tabldzatban is megtaldlhatéak), melyek segitségével y(x) igy irhato:

. (erf (ac + %) —erf (%))

2 ﬁG

y(z) =14 ze® — Le" — le7 — (Le” + ze) -

94. Az X = L(z) ésY = L(y) jeloléseket hasznaljuk.
) sX(s) —8=T7X(s)+9Y(s)
a
sY(s) —2=X(s)—Y(s)

o

5) = 55 +2+43 _ 85426 _ 85426 _ 9 _
(éSQ—ZS—l-‘ré—%) 52—65—16 (s+2)(s—8) s—8

l’(t) — £—1 (X(S)) — 96815 _ 6_2t,
és az elsd differencidlegyenletbdl:
y(t) = 22/(t) — T (t) = 5 (9 — ™) — T (9e™ — e72) =

— 868t + 5672t _ 7€8t + 567225 — egt + 672t.

1
s+2°

) { SX(s) = X(s) 2V (s) + —

s—3
Y(s) = X(s)+2Y(s)
- < X(s) oo ) .
a mdsodik egyenletbl Y (s) = P—L majd visszahelyettesitve az els6 egyenletbe:
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X(s
=X+ 2+ = X)) =
1

— 53 _ o s=2 1 2
X(s) = s—1—2  s(s—23)?% 99 3(s—3)° 95’

_ - _ 2 1 2
x(t) = L7 (X(s)) = 2e¥ + jte’ — 2,

X(s) ) . . .

Y(s)= s—92  s(s=3)2  3(s-3)?% 9(s-3) + 5

0 sX(s)+1=—-5X(s) = Y(s)+ %0
sY(s)—2= X(s)—3Y(s)— =
azaz
(s+5)X(s)+ Y(s) =2 — :’S;Tﬁﬁ
_ 50 __ 2s°—4s5—48 -
—X(s)+(s+3)Y(s) =2— ) = )
A (linedris algebrai) egyenletrendszert Cramer szaballyal is megoldhatjuk:
{ FE
det | 9524548 —5%42524195430
X(s) = (s—1)2 s+3 _ s2—2s+1 =2 1 4 2
R s24+8s+16  (s=D° st T ()7
-1 s+3
[s4+5 =8
det| 2524548 2534552 —615—246
S P Bl =i =
dets+5 1 52+ 8s+ 16
-1 s+3
_ 25° 4+ 55% —6ls —246 o L )
o (S _ 1)2 (8 + 4)2 T os-1 0 (s=1F std (s+4)%
ahonnan

z(t) = L7 (X (s)) = 2te! — e + 2te™,
y(t) = L7 (Y (s)) = et — 12te! — e™ — 2te™ 4,

sX(s)=Y(s)+1

d) sY(s)=2Z(s)+ 2

sZ(s)=X(s)+2

ahonnan

s+ 2s+3 s 2 3
Xls) = si—s NZ s s—1 s
(s+3)+1 % s
252+ 3s+ 1 —-s—1 2 1
Y(S): 4 _ = 1\2 3+ _1__’
s (s+3)+% s
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35 +s5+2 1 2 2
Z4s) st —s 1)2 3+s—1_g’
(s+3) +3
és
s+1-1
2(t) = L7 (X(s) = £ 22 [ 2 3=
s—l—% +( %

Integro-differencialegyenletek és -rendszerek
9.5.a) Mivel f C et y(t) dt = exp *y (konvoldcid), ezért
L([ye " ylt)dt) =L(e) L(y(t) = 75 Y(s).

Az eredeti egyenlet mindkét oldalat £ -transzformdlva:

Ly)=Y(s)= (sm + fm z—t . dt) =zt ﬁ Y (s),
1
p s—1 1 1 s—3
Y(s) = - = = e
11—+ (2+1)(s—2) 5(s—2) 5 241
y(x) = L7NY) = 2e* — Lcosz + Esinw.
b) L (Y (x) + 2y (x) + [ y(t)dt) =
sY(s)—1+2Y(s) + 1V (s) =L (sm(m)) = ﬁ,
+1 s3 + 2s 1 3 1

(S) _ 52+1

= — -+ R
s+2+1 (2241 (s+1)° s+l 2(s+1)°  2(s2+1)

y(x) =LN(Y)=e" - 3ze ™ + s sin.

¢) Vegyiik észre, hogy [ (z —t) - yi(t) dt = x x y;(x),  ezért

{iﬂﬁzé—ﬁ()nw)4~aﬂ@=%—
Yals) = |
azaz

(
{ (1+%)-1 s)+éY2(s(>

ahonnan

Vi) = 2= - 2 — pi(e) = L7 (V) =27 (1— ),

(s+1) (s—&—l)2 (s—i—l)2

Ya(s) = gz = 3%1(5) = @) =LY =" (1-2).

(s+1)* 2
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Alkalmazasok

9.6. Az egyenlet mindegyik esetben 1-i"(t) + 3i'(t) + soo7i (¢) = v/(t).

Az egyenlet bal oldalanak Laplace-transzforméltja :
L= $20(s) — 5 io — iy + 3 (sI(5) — o) + ——1(s) =
a o “ 0,001

1 . . .
:](8) <S2+38+m)+(8-20+h+320>.

a)i(0) =14'(0) = 0 esetén

Ez[(s)-(sz—i—Berojo%):[,(u’(t))zo = i(t)=0 (Vt € R).
i(0) =g, i'(0) =i, esetén

1
L =s*I(s)—s-ig—i; +3(sI(s)—i —1I(s) =
s°I(s) —s-ig— i1 + 3 (sI(s) —ip) + 0.001 (s) =0,

S'i0+i1+3-io
s2 4+ 3s+ 1000 °

. 3 v 3991 2 3 1 v 3991
P R O u . _
i(t)y=L"7(I(s)) =dp-e (cos ( t|+ =901 (2 + io> sin 5 t
s, <\/3991
=149l -e 2" -gin 5

I(s) =

t+ 5) egy csillapod6 szinuszhullam

(T e R, 0 € R).

b)L=1I(s)- <32 +3s+ ﬁ) = L (sin’ (10)) = £ (10 cos (10)) = H,

524100 °
ahonnan
10 10 10 100
I(s) = 10s _ 0’ T suf oo
(s> + 100) (52 + 3s + 1000)  s2+100  s2+ 3s + 1000

és L1 utdn (a 10.5. feladatban ismertetett (15) Osszefiiggés felhasznaldsaval)

' ' 10 10 V3991, 11v/3991 . /3991
i(8) = 75 5in (10¢) + g7 cos (108) - gre™" (COS > T o M \/2—t>

= 3\/% sin (10t + arctan (30)) — %e‘gt : gﬁvggég sin <V32991t + arctan (3_v131991>)
~ 0,0111sin (10t 4 1,5375) — 0,01116_%t sin (31,5872t + 1,5128)
egy bealld szinuszhullam hiszen ¢ — oo esetén emst — 0.

c*) A b) feladathoz hasonldan
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Sw

L=1I(s)- (82 +3s + ﬁ) =L (u(t)) = L (wycos (wyt)) = = +gw§
ahonnan

5wy As+ B Cs+D

I(s) = =Wl a2t 2
(52 +w?) (s> + 3s + 1000) s?+wz  s*+3s+1000

ahol ) )

w? — 1000 —3w —3000

A=Cc="9_""" p="""9 p_—
nev nev nev

és

nev = w, — 1991w} + 1000 000,

a nevezdnek nincs valds gyoke.

Sin

- V3991 22 -3 /3991
) + wgCe_%t cos t+ < ' t| =
2 /3991 2

B .
=wy - | Acostw, + — sin tw,
Wy

v 3991
=T - sin (wgt + vy) +C-T2~e_%tsin ( 5 t+U2> ,
ahol
B 1
T = A2 _— —
! * (wg) Vvnev’
20 _3\”
= |12 ol 4000 nev
V3991 3991 |w2 — 1000|"
Awg w — 1000
v; = arctan = arctan 3
és

( V/3991 ) (—\/3991 (w2 — 1000) )
= arctan = arctan

Vo = 5
D -3 3wz + 3000
a (15) azonossag alapjan, tehat

it) =

1 ) w? —1000 —3 (w?+ 1000 s, /3991
:wg-<msm(wgt+vl)+ gnev . u)(2g—1000 ) e gtsm( 5 t+vy || =
9
1 —3 (w? 4 1000 v/ 3991
:wg-<\/msin(wgt+vl)—l— ( ‘;ev )-e_gtsin< 5 t+U2>>.
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Elemzés: ¢ — oo esetén az ¢~ 2! tag elenyészd, ekkor
w w
i(t) ® —L=sin (w,t + v;) = 2 sin (wyt + v
0% Jnew 2 ot +01) V/w§ = 1991w? + 1000 000 (yt+ o)

ami egy tiszta szinuszhullam.

z. 2

Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban fellép sok u(t) fiiggvény esetén a megoldast Lap-

7z

lace -transzformécioval nem lehet elGdllitani, a megoldas kozelitése u(t) Fourier-soraval le-
hetséges. A 10.5. feladatban latunk erre példat.

d**) Az Li"(t) + Ri'(t) + 2i(t) = u/(t) = Upwy cos (wyt) egyenlet dlraldnos megolddsa:

it) = cwqUp costwy — Lc2w§Uo cos twy + Rc2w§Uo sin twg
L*c?w; — 2Lew? + R2cw? + 1

1 1 /1 1

_ I 20 — —
+026Xp<Lt<2”C(RC AL) 2R>)+

1 1 1 /1

Y o] (R2e —
+Cgexp< Lt<2R—|—2 C(Rc 4L)>).

Az i(0) = D,i(0) = 0 K.E.P. megolddsa

i) = cwyUp cos (twy) — LwiUg cos (twy) + Re*w; Uy sin (twy) _

L?cPwy — 2Lcw? + R*c?w? + 1
(i — ng> - cos (twy) + Rsin (twy)

:UO‘ = L 1 -
LPw2 =22+ R*+ 55

c2w?
Uo

- e L)Q : (Rsin (tw,) + (i - ng) - cos (twg)) =

CWqg

U 1 ? c% — Lw
= : 5 -\ R+ (— — ng) -sin [ tw, + arctan It |
R? + <ng — ) Wy R

CWg

Uo . ng - ﬁ
= > -sin | tw, — arctan T =
\/ R+ (ng - %)

Wy

Uo . " t ng 1
= -sin | w,t — arctan | —= —
2 g R Rew,

S (e L)

(a 10.5. feladatban ismertetett (15) azonossag felhasznaldsaval).
Uo

\/R2 + (ng - L>2
CUJg
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pontosan akkor maximdlis, ha Lw, — — = 0, azaz
cw
g

U : .
ekkor A (w,) = -9 és az dramerGsség i(t) = il sin (w,t), tovabba faziseltolddds sincs
(mintha L és c egymdst kompenzdlna).

1 1
Ha c-t tudjuk véltoztatni, akkor ¢ = — kell; ha L valtoztathat6, akkor legyen L = —;
ng cwg

1
mig wg-re a feltétel w, = \/—_
Lc

9.7. L(m-v'(t)) = ms-V(s) —mug = L(mg — kv (t)) =2 —k-V(s),

mg 9,2
s T MV  mg+smuvy  Mmvp— ym gm

V - _— p—
2 ms +k s(ms + k) k+ms ks’
—1 m . m
v(t) = %e—ﬁt (gm? — kmu) + 97, Tim o(t) = 79‘

Megjegyzés: az UtmutatGban emlitett tétel szerint is

lim v(t) = lirr(l)s Vi(s) = 9.

t—o0 ]{j
9.8. A differencidlegyenlet mindegyik esetben m - s"(t) = —k - s(t) + Fk (1).
—k
a) Az m-s"(t) = —k - s(t) azaz s"(t) = — - s(t) egyenlet megolddsa (a L (s(t)) =
m

=5(&) és §'(0) = s; jelolésekkel):
—k

L) =€ (6-5() —50) ~ 5 = SO s —s1= - -5(8),
S©(e+5) —wtts — sE- 2

) = £ (S (€)= £ (fja) ~ sy cos (\/§t> + F (\/%1&) _
= /82 + ; - sin (wR + arctg (z—?wR>)
R

a . feladat megolddsdban ismertetett (15) azonossdg alapjan, ahol wgp = \/% a ,ru-
go+m tomegii test”’-rendszer sajét frekvencidja.

Elemzés: A mozgds legnagyobb Kitérése= amplitidé= A = ,/s2 + j—; Ha csak elen-
gedjiik a rendszert, akkor s; = 0, ekkor a fenti megoldds

s(t) = so - sin (wR + g) = 5¢ - cos (wgr) ,
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ez esetben A = s és a faziskésés ) = arctg (i—gwR> = g
b) Az egyenlet most s”(t) = — - s(t)+ B -sin (wgt), megolddsa az a) részben hasznalt
m
jelolésekkel:
L) =€ S(6) —sof — 1= -5 () + By
0 Tm s2 +wi’
k
S 24— = B—
9 (5 + m) bt st B
oSS F st B§2+w 5083 4 518 + solwk + siwk + Bug
&+ (€ +wh) (€2 + wi)
E F k
:€5°+2— - ahol F=B— "% _ E=s+F wp=1/—,
E+wp EHuwi Wk — Wg m

E . F .
= 59 cos (twr) + — sin (twr) — — sin (twg) =
WR WK

5o+ E F )
52_’_0(}}2% 52_’_0(}%(

s(t)=L"1 (

(tm) + (22 + 25— 2 sin ) — - sin (tn)
= 59 cos (tw — 4+ ———— | sin(fwg) — 5 - sin (twg) =
0 f WR  WR wK—uJIQ% B —w? K

B
= A2 - sin (wR + 52) + m (Z—I; sin (tu)R) — sin (twK)) .

Elemzés: ha a kényszerfrekvencia wx megkozeliti wg-et, a rendszer sajat frekvenciajat,
akkor az amplitdd6 nagyon nagy lehet.

c) Az egyenlet most s”(t) = — - s(t) + B - sin (wgt), megolddsa a b)-ben szamoltak
m
felhasznélasaval:

5(6) = so§ +s1+ B£2+w _ 5083 + 5167 + spfw? + s1w% + Buwp _
& +wh (62 +w})”
550 + S1 B(.UR
= 5+ VL
E€+wp  (2+wh)
B
s(t) = £ (550 oL R ) =

&+ v (52 +wh)’

(twn) + (25 + =2 ) sin (twn) — =t cos (twn) =
= Sp COS (Tw — —_— SlIl w — —T1 COS (Tw
0 = WR QwR = 2wg B

B
= Aj - sin (wg + 93) — ——t cos (twg) .
2wR

Elemzés: ¢t — oo esetén az amplitidé mindenképpen +oco-be tart.

Megjegyezziik, hogy a feladatban megoldott dllando egyiitthatojii mdsodrendii linedris
homogén differencidlegyenleteket az un. ,klasszikus” moédszerrel egyszer(ibben €s attekint-
het6bben oldhatjuk meg, ez sajnos jelen Feladatgytijteménybe terjedelmi korlatozasok miatt
nem fért be.
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M10. Fourier-sorok, alkalmazasok
Fourier-sorok

1 ha —7n<z<0

10.1. a) fa(z) = { ,

—1 haO<z<m

0 ™

1
ap = — /cos(kx) dx—l—/—cos(k:ac)dac =0

m
™ 0

(pératlan fiiggvény ,.koszinuszos” tagjai nulldk),

by = % /0 sin(kz) dz + ] —sin(kz)dz | = % [%(’”)} xiT _
= % (_ C(;:m) - —coz(lm)) = % (=1 + cos(km)) =

4 .
— ha k pératlan
0 ha k péaros

tehat

F (fa(z)) = o (sin(:v) + %Sin(&t) + %sin(5x) + .. ) =

=Y —(%__41)7T sin ((2k — 1)) .

fe(z) =2z haz e [-1,1);

1
ar=1- / 2x - cos(kmx)dr =0 mert az integrandus pdratlan fiiggvény,
“1
1

2 _ 4
by =1- /2x sin(kmx) de = 73 [sin(mkz) — wka - cos(mhx)]*=T = —(—1)F*!
7r
“1

0o A{_ 1\k+1
ehit F (fu(x) = > %sm(lm).
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cd—3 ha —45<zx<-3
6+2r ha —3<zx<0

fola) =
=6 0 na 0 <o<3
\—3 ha 3 <x<4)5
+4,5
1
—5/f0($)d$:
~45
1 k / k
T T
ak—Q-E /(—S)COS (4—75> dx+/(6+2x)cos (E) dx | =

4,5 -3

-8l COS(QW]{Z)+ 27 i ok 81
T on2k2 3 2k 3 2r2k2’

by =0 mert az integrandus pdros fiiggvény,

tehat
=1+ Z cos( 27rk) + 2 sin 2mh + 51 cos LUEA
N %2 3 o2k 3 2m2k2 45 )
~ 1+ 9,8767 - cos (0,6981x) — 0,3219 - cos (1,39622) + .. ..
—6r—3 ha —-1<z<0
fo(x) = , ar = 0 mert az integrandus péaratlan fiigg-
—6x+3 ha 0<zx<l1
vény,
) 1
—2
b = T / (3 — 6z) sin(krx) de = 5 6 sin(rkz) + 37k(1l — 2x) cos(mkx)],_, =
0
- 6
= (6sin(mk) — 37k cos(mk) — 6sin(0) — 3wk cos(0)) = — (cos (mk)+1) =
12 ) ) = 12
=— ha k péaros, tehat F (fp(z)) = Z > sin (207x) .
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=r ha —71<z<0
r)=<( T - , paros fuggvény, tehat b, = 0,
fu(z) {%x ha 0<wz<r P ggvény b
1
CLOZ—T:1,
Vs

™

2 1 2 . r=n
/%x cos(kz)dr = 52 [cos(kz) + kxsin(kz)],_g =

ap —

™
0

cos(km) — 1) = #

o

1
F(fe(z =§—|—Z 25—1— cos((2€+1)x).

=

=55 ( ha k pératlan, tehat

0 ha —-b<z<a-0»
h —b<z<0 1
frlz)=4C @ eTU=d (a<b), L=b ag=7T =0,

—c ha a<zxz<b

kma

= é (sin (lmr — T) — sin(km) 4 sin ba =
2c ,

_ )7 in (kT) ha £k pératlan 7
0 ha k paros

0 b
c . kmx , kmx
bk—g /81n(b)das—/81n<b)d:v =
b

— a

—c kma kma
= <— cos (T — lm) — cos(km) + cos (T)) =

C

= (2cos (k%) +1) ha k pératlan
N _gT ha £ paros
km

foa) = =6+ (fito-m) = 3 ) =3~ 6o m)

tehat

F(folw) =3 = 6F (fg) (w-7m) =3~ 6 (; - %Zﬁws((mwm)) -

™
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= Z e fj)%ﬂ cos ((20 + 1)mz) .

=0

1

1. -1
) IR Ve
fu(z) = o+l ha 0<w<2 L=da=pl=

-1 ha 2<x<4

4
1 k 1 k k
1 /cos (%) dr = yPyE] [8 COS (%) + 47k sin (%) +
2

(ke \ 17 —1 rkx . (7kx

+ 27wkx sin (T)h:4 + yPyE] {8 cos <T) — 47k sin (T) +
[ nkx\172 1 [, [(#kz\17*

+ 27Tk.1' S11 (T):|I:O — % |:Sln (T>:| =

r=2

= ﬁ <27rl<: sin <kg> — 4 cos <k‘g> — 4 cos (k) + 8> =

_12+27T 1 12 —-6m 12 + 107 1 12 — 14n
Co2r2 0 w2 187x2 77 50w2 T 9x2’  98x2 T

12 + 187 1 12 — 227
16272 7 25727 24272

0 2
1 1 . kmx 1 -1 ) kmx
b, = Z/ (ﬁx + 1) sin (T) dx + Z/ (71‘ + 1) sin (T) dx—
4 0

4
1 . kmx -1 1 ) 1
1 /sm (T) dr = P {47?1{: CoS (Zﬂ'k‘:lf) — 8sin (Zwkw) +
2
+2rk Lok x:0+_18'1k‘ + 4k Lok ) —
mkx cos 471’ T e sin 47r T 7wk cos 47r T
r=2 r=4
—27kx cos (lﬂkx)} — _—1 [cos (er:x)} =
4 2—0 7k 4 oo
-1 . T T
= 372 (2 sin <k§) + 7wk cos <k:§>> =

-2 1 2 -1 =2 1 2 -1 =2 1
w27 21" 92’ Ax’ 25727 6m 49727 87’ 8172’ 10m7 T
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2 ha —7<z<0 5 1 5
frix)=92 ha 0<z<m L:§7T,a0:zT:3—7r-37T: ,
0 maskor

wn

2 [. /2 #=0 2 [. (2 =Toop 42 [ 27
= sin gkx o + % in §k$ . = - sin k:? ,
0 T
2 2kmx 2 2 2kmx
by, 3 s.1n<37r>0la:—i—37T sin (37T)dx
-2 2 =09 2 =
()] {COS (3], -

-2 =2 2 -2 2 2 2—27 2m
:%—%COS §k7r +mcos g/mr +WZW 1 —cos k’? )

Zﬁsm ((Zk—l) <$—g)> =

=1

—4<sm<x—— —sm(?)x——) —sin(5x—5§)+...> -

o0

A1)
(cos(x) — %COS(3$) + % cos(bxr) — +.. ) = ; ﬁ cos ((20+ 1)z).

kﬁ
=
=
|
H:'
=
—
&
|
o
—
I

2 ha —3<x<-2

—1 ha —-2<z<0 I _1
2 ha 0<z<1

—1 ha 1<z<3

() e o () - (3))-
- % (sin(O) — sin (_2;”» + % (sin (%ﬂ) - sin(O)) -
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(o (5)-(5) =D ()

0, 28 0 V8 000, 28 0, 2B 0,0, 3
2m 4m 8m 107 147
_3‘/5, o (k=1,2,...)
167

() e (o () o (5))
2 (om0 = (Z27)) - 2 (oo (A7) —con)) 7 (on (22) -
— cos <%ﬁ>> - % (Cos(ﬂk) — cos (k%) — cos (k%”) + 1> -

9 9 9 9 9 9
=0, — — — — — —_— .. =12 ...
07 271_7 O? 471'7 07 07 07 871" O? 107]" 07 07 0’ 1471" 07 167'(" (k ) ) )
f1(2) 0 ha —-2n<or<—7
L\T) = >
%x—i—l ha —7n<z<0

pdros fliggvény, tehdt b, =0, L =27, ap = %T =1, és

9 T 1 kx -1 1 . (1 o
ap = o (1 = ) cos (7) dr = 53 |:4COS (ékx) + 2k(z — m) sin (Ekx)} =
0

=0

4 1 4 8 4 4 8 4
= =7 1 — cos §k7r = 252 a2 qage 0, =3 22 g 0, ...

4
oviditve: = —-5 - (1,2,1,0,1,2,1,0,....).

10.1.6) f(z) = fo1(z) 10.2. feladatban, L = 1 vdlasztdssal,

g(x) = %fD(CU) + % tehat F (g(z)) = %F(f[)([[’)) + % = % — ei %Sin (20mx).

10.2. fo(x) = 1: periddus: L > 0 tetszSleges rogzitett,
L L

ap=1 [ldz =2, ay =71 [ 1-cos (%) dz =0, by, = 0 mert f(z) pdros fiiggvény, tehat
L
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F() =1

— 4(—1)* = [(2(=1)F 1
=5 (? + Z 12 Cos(kx)) — 42 ( k sm(kx)) +7-1=
5 2

_ (% +7)+ g; 20:21)k cos(kz) + g; %UH sin(kz),
F (fi(a)) = g sin(6) ,i e (%x) ,
Ffyla) = 2 - % (Tl?)cos(Zx) + 3—15 cos(4z) + %008(6@ +. ) |
Pl = S+ 3 M e (7).
F ) = 3+ 3 gy sin 2k = ),

fs(x) = —fa(z) (lasd a 10.1.a) feladatot), igy F (fs(x)) = —F (fa(x)),

u ha —-—L<zx<0
fu,v(x): :
v ha 0<z<lL
. L
ao—z/f(x)dazzz(u—i—v)l}:u—l—v,
-L
0 L L
1 / kmrx d +/ kmx p _u+v/ kmrx dr —
U = 7 U COS x v COS 7 v =7 cos 7 T =
L 0 0
L k v=r
_ “*L”’ = {Sin (%)]_0 _ “k";” (sin(kr) —sin(0)) = 0 (k € N\{0}),
L
1
by = — (/usm (kLLI> dm—i—/vsm (k‘?r_x) dm) =

L L
L
= l £ U | — cos lmr_x - + v |—cos kﬂ - =
N L km L r=—1I, L r=—L B
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= ki (cos(—km) — cos(0)) + k:i (cos(0) — cos(km)) = 0 péros k esetén, és
T 7r
u v 2(v —u)
by = —  (=2)+ — -2 =
Mk (=2)+

= i ha k paratlan, vagyis

F(funla)) = 0 4 i 201 g, (me) |

Megjegyzés: f, ., (z)-nek specidlis esetei az 10.1.a) feladatbdl f4(z), 10.1.5) feladatbol
fa(x), 10.2. feladatbdl fq és f; figgvények.

2 1
]:(flo(x))zﬁ—— cosx + —cos(3z) + ... |+
4 7 32
+ (sina: — —sin (2z) + - sin(3z) + .. ) =
4 i 2 cos ((2k — 1)x) + i (=)™ sin(kz)
S — Dz in(kz),
4 Z=@k-1)n —~ K
JR— —2 L =3(—1)F
= - 2 1
F (f11(z)) 1 + ; ((25—1— 122 cos ((2¢ + )m:)) + ; ( pm sm(kwx)) ,
1 G 2(-1) (20 + 1)m
F(halo)) = 3 +; ((%H)Wcos ( o))+
= (4 ) — (—1)F
+ Z (COS 2]37T ( ) sin (%x)) .
k=1
10.3. Ezek a feladatokat 6ndll6an oldjuk meg.
) . & A=) :
10.4. Lattuk, hogy fp(z) = 2xjze(-11) és F (fr(x)) = > Tsm(lmm), vagyis
k=1
4 . 4 4 4
fe(z) =2z ~ - sin(mzx) — - sin(2mrz) + 3 sin(3mrx) — yy sin(4rz) + —. ..,

tehdt az fp figgvényt az F (fp(x)) ,kezdGszeleteivel” kozelithetjiik:

4
51 = —sin (7x) (fekete),
T
4
So= - sin(mzx) — 9 sin(27x) (zold),
4 4
s3= — sin(mzr) — — sin(27x) + — sin(37z) (piros),
T 2m 3T
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02 04 04 08 10
X

11. abra. 10.4.

4 4 4 4
s1= — sin(mzx) — o sin(2mrz) + 3 sin(3mrx) — yy sin(4mx) (kék),

=/B

—1 ha —n<z<m7/2 A A A
frlx)=q¢+4+1 ha —7/2<z<7/2~ —cos(x)— - cos(3z)+ — cos(bx) —....
™ 3m o
—1 ha 7/2<z<m

Lathatjuk, hogy mindkét fiiggvénynél a periddus végpontjai felé kozeledve f5 és s; eltéréseri
még mindig nagyok, de azon intervallum, ahol a hiba pl. 6 = 10%-nal kisebb — egyre ng, és
J is csokkenthetd, ha F (fp(z))-nek egyre tobb tagjdt vessziik.
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Alkalmazasok

10.5. F (U(t)) = F (|sin(1007¢t)|) meghatdrozédsa: b, = 0 minden k € N sorszdmra, mert f

paros fliggvény. L = 25—0 igy
1/200

ap = 2-200 / sin(1007t) dt

0
1/200

aj, = 2 - 200 / sin(1007t) cos(200kxt) dt =

0

0
= 100m cos(0) =

)

4
s

w2 — (2km)? I
+(m + 2km) cos ((100m — 200km)t)]I=p/2 =

_ ﬁ;m)? (((w — 2%) cos (” +22’”) + (m + 2k) cos (” _221”)) - 27r) ,

tehdt F (Upe(t)) = 240F (|sin(1007t)|) =

7 — 2km) cos ((100m + 200km)t) +

480 320 64 192 320
= — — — cos(2007t) — — cos(4007t) — — cos(6007t) — —— cos(8007t) — - - - =
7r 7r s T 217w
480 960 1 1 1
= (1 3 cos(2007t) + 35 cos(4007t) + T cos(6007t) + .. ) :

Az utmutat6 alapjan a bemeneti korben
1-d'(t)+ R-i(t) = Up(t), i(0)=0

és a kimeneti korben
Ui(t) = R -i(t).

Mivel L (U (t)) nem szamolhat6, ezért Fourier-soranak uy(t) tagjaira kiilon-kiilon old-
juk meg a bemeneti kor egyenletét, a végsd megoldas Uy, (t) pedig az egyes ,,részmegoldasok™
0sszege.

480 480
up(t)=—: az ({t)+R-i(t)=—
T
egyenlet megolddsa
—480 , _p
= —1
i(t) o (e )
Mivel e 1t — 0, ezért
(t) 480
1t) = —
R
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vehetd megolddsnak, azaz
480
ukw (t) = —.

(Rovidebb, ,.fizikus” megoldds: egyendram esetén a tekercs ellenélldsa 0, igy az ellendlldson

480
foly6 dram wuy; o(t) = Up(t) = — (t € R).)
e

ug(t) = vgcos (wit) (v, wrp €R) = az

i'(t) + R - i(t) = vy, cos (wyt)
egyenlet megoldasa

1
R?+w?

ir(t) = Ce™ B (Ruy, cos (twy,) + vgwy sin (twy)) -

Ismét elhagyhatjuk az exponencidlis tagot mivel ¢ — 0.

Tovéabba érdemes alkalmaznunk a kozépiskoldabdl jol ismert

Asin(u) + Bcos(u) =T - sin(u + v) (15)
=T -cos(u+v—7%)=T"cos(u—w) (16)

ahol T =+vA2+ B% wv=arctg () és w=arctg(3)

1 m
arctan [ — | = = — arctan(z)
x 2
azonossagokat:
(1) Uk Cos (tw arct <wk>>
in(t) = ————e — ZE)) .
k Rt o? k e\ R
Tehat, az
R 1000 1
VIR QL 10002 4 (k- 200m)? (/14 k2R
atalakitds utan
uki(t) = R -ig(t) = — Y% cos (twk — arctg (%)) ,

V1+Z

vagyis
Ukl<t) = U]m"o(t) + ’LL]“‘,l(t) + Uki71(t) + o=
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480 960 1
B N e —

T 31+
1 2
+——F——=c08 (4007rt—arctg (%)) + ...
3.5/1+ 4

~~ 152,7887 — 86,2340 cos (628,3185¢ — 0,5610) — 17,2346 cos (1256,6371 — 0,8986) .

A mellékelt ARAMKOR-ANIM.GIF (+html) mozgéképen szemléltetjiik a kimeno fe-
sziiltség valtozasat a bemeneti fesziiltségtol fiiggoen.
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parcidlis fliggvény,
parcidlis tortek,
polartranszformécid, 14,

R-L-C aramkorok,
reducibilis polinom,
rezgbkorok,
résztortek,

staciondrius pont,

sulypont koordinétii,

sulypontjanak koordinatai,
szepardlhat6 differencidlegyenletek,
Székely Sandor,

szukcessziv integralas, 12,

Taylor-polinom,

tablazatok,

tehetetlenségi nyomatékok, 32,
totalis derivalt,

tobbdimenzids ldncszabdly,
tomeg kiszdmitésa,

traktrix,

,Vvizszintes” integrélas,
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vonszolasi gorbe,
X szerinti primitiv fiiggvény,

y szerinti primitiv fliggvény,
Yvory transzformacio,
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