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4 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

Bevezetés

A Linedris algebra tantargy az informatikus alapszakok tanterveinek egyik alapoz6
matematika targya. Ezen példatdrban a Pannon Egyetemen oktatott térzsanyaghoz
szorosan kapcsolddo feladatokat gyiijtottem Ossze. Az egyes fejezetek szamos, rész-
letesen kidolgozott minta feladatot és gyakorlé feladatokat tartalmaznak. Utébbiak
végeredményei megtaldlhatéak A gyakorlé feladatok megolddsai c. fejezetben.

A példatar fejezetei elméleti kérdésekkel zarulnak. Ezek a tananyag elméleti ré-
széhez kotédden allitdsokat fogalmaznak meg, amelyekrdl el kell donteni, hogy azok
igazak, vagy hamisak. Ezek a kérdések egyrészt alkalmasak a hallgatok szamara an-
nak ellen6rzésére, hogy megértették-e az elméleti ismereteket, masrészt segitik a
vizsgara val6 felkésziilést.

A példatar érdekessége a Vegyes feladatok a linedris algebrai ismeretek alkalma zd-
sdra c. fejezet, amelyben - a teljesség igénye nélkiil - olyan problémadakat gy(ijtottem
0ssze, amelyekkel az informatikus szakos hallgatok tanulmanyaik soran kilonb6z6
szaktargyakban talalkoznak, és amelyeknek megoldasahoz alkalmazni kell a tanult
linedris algebrai ismereteket. Itt a problémak megfogalmazasa olyan, hogy a még lai-
kusnak szamit6 elsé féléves hallgaték is megérthessék azokat, és a kiemelt rész-
feladatokon gyakorolhassak a tanult linearis algebrai ismeretek alkalmazasat. Ezen
osszeallitas célja kettds: egyrészt a hallgatok motivalasa, tanulmanyaik elején jelezve,
hogy a matematikai ismeretek elsajatitdsa nem 6ncéld, masrészt néhany szaktargyi
probléma egyes részleteinek megoldasa remélhetéleg konnyebbé teszi a sikeres fela-
datmegoldast a késdbbi szaktargyakban. Ezuton is koszonom kollégaimnak, hogy se-
gitették a szakmai ismeretek elmagyarazasaval e fejezet problémainak megfogalma-
zasat.

A példatar digitalis mellékletének elsd része a Linedris algebra tantargy el6ada-
sain hasznalt ppt file-okat tartalmazza. Ezekben megtalalhatéak az adott anyagrész
fogalmai, allitasai, az alkalmazott jelolések. A példatarban mind a minta feladatok
megoldasa soran, mind a gyakorl6 feladatok megfogalmazasaban az itt bemutatott
jeloléseket alkalmaztam és az 6sszeallitott elméleti ismeretekre tamaszkodtam.

A példatar digitalis mellékletének masodik része néhany feladat animalt megol-
dasat tartalmazza.

A példatir a TAMOP - 4.1.2-08/1/A program keretében késziilt. Készoném a
példatar elkészitéséhez nyujtott tamogatast.

Bizom abban, hogy a példatarat hasznos segédeszkozként hasznalhatjak mind az
érintett hallgatok, mind a linearis algebrai ismeretek irant érdekl6ddk.

Veszprém, 2011.januar 30.
dr. Leitold Adrien

Pannon Egyetem
Matematika Tanszék
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Az R’ tér geometridja

Az R3 tér geometriaj

Vektormiiveletek

1. Minta feladat:

a

Legyen a=(4,2,5) és b=(2,0,-1) két térbeli vektor.

a, Vazoljuk fel a fenti vektorok elhelyezkedését a térbeli koordinata-rendszerben!
b, Hatarozzuk meg a 3a+5b vektort!
¢, Hatdrozzuk meg az ag és a b vektorok hosszat!
d, Mekkora szoget zarnak be az g és b vektorok?
e, Adjuk meg az g vektor ellentettjét! Adjunk meg g-val parhuzamosill. g-ra
merdleges vektorokat! Hol helyezkednek el ezek a koordinata-rendszerben?
f, Adjuk meg az a vektorral megegyezd iranyu, egységnyi hosszusagu vektort!
g, Adjuk meg az a vektorral megegyezd irdnyuq, 3 illetve 1/2 hosszusaga vektorokat!
Megoldas:
a, A vektorokat koordinata-rendszerben helyvektorokként helyezziik el, igy az a és b
vektorok kezd6pontja az origd, végpontja az A=(4, 2, 5) illetve B=(2, 0, -1) pont lesz
(1. abra). Mivel a b vektor masodik koordinataja 0, igy az az x-z koordinata-sikban
helyezkedik el.
Z A
A=(4,2,5)
l
1
1a
a
1
|
1 : :;- ///’I | | ;
17,7 :///
— [
B=(20,-1)
X
1. dbra: Helyvektorok a térbeli koordindta-rendszerben
b, 3a+5b=3-(4,2,5)+5(2,0,-1)=(12, 6,15) + (10, 0,-5) = (22, 6, 10)
¢, Az avektor hossza: [a| = \/a? + a2 + a% = V42 + 22+ 52 = /45

A bvektor hossza: |b| = /b + b3 + b2 = /22 + 02 + (-1)2 =5

© Leitold Adrien, PE
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6 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

d, Jelblje paz a és b vektorok altal bezart szoget.

) _ ab _ 42420+5(-1) _ 3 _ 1 . ~ o
Ekkor:cos ¢ = W]~ EE  JmE 5 nnengs 78.5

e, Az avektor ellentettje: —a = (-1)-a = (-4, -2, -5)
Az g vektorral parhuzamos vektorok az a vektor skalarszorosai, példaul
4.0 = (16,8,20), 1/2-a=(2,1,2.5), -3-a=(-12, -6, -15). Ezek a vektorok helyvek-
torként elhelyezve a koordinata-rendszerben, egy origon atmend egyenesre il-
leszkednek, melynek iranyvektora az a vektor.
Az a vektorra merdleges vektorok olyan x = (x1, x2, x3) vektorok, melyeknek a
skalaris szorzata az g vektorral 0. [gy teljesiilnie kell az alabbi egyenléségnek:

4x, + 2x, +5x; =0

A fenti feltételnek megfelel6 x vektort gy talalhatunk, hogy két koordinatat sza-
badon megvalasztunk, a harmadikat pedig a fenti egyenlet alapjan szamoljuk.
Péld4ul legyen x, = 5,x, = 10.Ekkor 45 + 210 +5x; = 0, innen x, = —8. Igy az
x = (5, 10, -8) vektor merdleges az a vektorra. Hasonléan tovabbi merdleges vek-
torokat is kaphatunk, pl. az y = (5. 0, -4) vagy a z = (10, 30, -20) vektor is
merdleges a-ra. Az a -ra merdleges vektorok a koordinata-rendszerben egy olyan
origon atmend sikon helyezkednek el (helyvektorként), amely sik meréleges az a
vektorra.

f, Az a vektorral megegyezd iranyu, egységnyi hosszisagu vektor:
=Ll .a=—:4275)= (=, =, —
Qe - |g| g - \/E )~y - mlmlm
g, Az avektorral megegyezd iranyu, 3 egység hosszusagu vektor:
3 - (12 & 15
E(‘}' 2, 5) = (\/E’\/E' 45)

Az a vektorral megegyezd iranyu, 1/2 egység hosszisagu vektor:

1 1 1 0.5 2 1 2.5
2 %= W T wm N m

2. Minta feladat:

Legyen v=(3,-1,2), a=(1,1,-2).
a, Hatarozzuk meg a y vektor g irdnyaba esé merdleges vetiiletvektorat!
b, Bontsuk fel a vy vektort ag-val parhuzamos és a-ra meréleges 6sszetevdkre!

Megoldas:

a, Legyen xa v vektor g iranyaba es6 meroéleges vetiiletvektora (2. abra), amely az
x = (v-a,) - a, képlettel szamolhatd, ahol a, az a vektorral megegyez6 iranyu,
egységnyi hosszusagu vektor.

www.tankonyvtar. hu © Leitold Adrien, PE




Az R’ tér geometridja

X = (vlas)a,

\

a

2. dbra: Vetiiletvektor meghatdrozdsa

Az a vektor hossza: |a| = /a2 + a3 + a3 = /12 + 12 + (-2)> =6, igy
_ 1, N
.2_\/3 (1’ 1' 2) (\/g'\/g'\/g)

1 -2 _ -2 , )
NG +2- 7= 7leya keresett vettiletvektor:

1= e a=F (FwE =i 59
b, A vvektor g-val parhuzamos 6sszetevije éppen az x vetiiletvektor:
x=(-1/3, -1/3, 2/3),
mig az g-ra merdleges 6sszetevd:
yv=v-x=(3,-1,2)-(-1/3, -1/3, 2/3)=(10/3,-2/3,4/3).

3. Minta feladat:

Legyen a= (1,-2,5), b=(4,2,3), c=(2,—4,10).
Végezziik el az alabbi miiveleteket!

a+b, 3a+7b, 2a+(-3)b+5¢, a-b, a-c, axb, bxa, aXc, c-(axb)

)

Megoldas:

a+b=(1,-2,5+(4,2,3)=(5,0,8)

3a+7b=3-(1,-2,5)+7-(4,2,3) =(3,-6,15) + (28,14,21) = (31,8,36)
2a+(-3)b+5c=2-(1,-2,5)+(-3)- (4,2,3)+5:(2,—4,10) =
=(2,—-4,10) + (-12,-6,-9) + (10,—20,50) = (0,—30,51)
ab=1-44+(-2)-2+5-3=15

a-c=1-2+(-2)-(-4)+5-10 =60

Emlékeztetd: a vektorialis szorzat szamolasa koordinatasan az alabbi képlettel

torténik:

a x b = (azbs— asbz, -aibs+ asb1, aibz — azb1)
fgy:
axb=(1,-25%(423)=(-2-3-5-2,-1-3+5-4,1-2—(=2)-4) =
= (~16,17,10)

Ellen6rizhetd, hogy az a X b vektor merdleges az a és a b vektorokra:
(axb)-a=-16-1+17-(=2)+10-5= 0, illetve
(axb)-b=-16-4+17-2+10-3 =0

© Leitold Adrien, PE www.tankonyvtar. hu




8 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

A vektorialis szorzas tulajdonsagait felhasznalva:

bXa= —(g X Q) = —(-16,17,10) = (16,—17,—10)

Vegylik észre, hogy az a és c vektorok parhuzamosak (egymas skalarszorosai), igy a
vektorialis szorzas tulajdonsagait felhasznalva: a X ¢ = 0 = (0,0,0)
c-(axb)=2-(-16)+(-4)-17+10-10 =0

Megjegyezziik, hogy ez az eredmény is ,megsejthet6” volt elére, hiszenaz a X b
vektor merdleges az a vektorra, igy az ag -val parhuzamos c-re is. Ezérta césaza X b
vektorok skalaris szorzata 0 kell hogy legyen.

Gyakorlo feladatok:

1. Legyen v=(2,3,-1) és u=(0,-1, 4) két térbeli vektor.
a, Vazolja fel a fenti vektorok elhelyezkedését a térbeli koordinata-rendszerben!

b, Hatarozza mega 2y-3u vektort!
¢, Hatarozza mega v ésazu vektorok hosszat!
d, Mekkora szoget zarnak be a v és u vektorok?
e, Adja meg a y vektor ellentettjét! Adjon meg v-vel parhuzamos ill. y-re merdéle-
ges vektorokat!
f, Adja meg a v vektorral megegyezd iranyu, egységnyi hosszusagu vektort!
g, Adja meg a v vektorral megegyez6 iranyu, 4 illetve 1/3 hosszusagu
vektorokat!
2. Legyen v=(4,6,-2), a=(2,3,0).
a, Hatarozza mega v vektor g irdnyaba esé merd&leges vetiiletvektorat!
b, Bontsa fela y vektort g-val parhuzamos és a-ra merdleges dsszetevikre!
3. Legyen v=(4,7,9), a=(2,-1,3).
a, Hatarozza mega v vektor g iranyaba es6 merdleges vetiiletvektorat!
b, Bontsa fel a v vektort g-val parhuzamos és g-ra merdleges 6sszetevokre!
4. Legyen a=(2,-1,4), b=(0,5,-2), c=(1,6,-4).
Szamitsa ki az alabbi vektorokat!
a+b, a-b 3a -2¢, a+3b+(-2)c, a'b a-c axb bxa axc a-(bxc)
5. Legyen a=(4,-1,3), b=(2,2,-2), c=(8,-2,6).

Szamitsa ki az alabbi vektorokat!
a+b, a-b 5a -3¢, 2a+b+(-4)c, a-b a-c axb bxa axc a-(bxc)

Egyenes és sik: illeszkedési feladatok

4. Minta feladat:

[rjuk fel a Po ponton atmend, v iranyvektord egyenes paraméteres és
paramétermentes egyenletrendszerét, ha
a, v=(2,-1,4) és P,=(5,0,3);

b, v=(1,20) és P,=(534);
¢ v=(1,0,3) é P,=(226)
d, v=(200) 6 Py=(-1,3,4).

www.tankonyvtar. hu © Leitold Adrien, PE




Az R’ tér geometridja 9

Megoldas:
a, A paraméteres egyenletrendszer:
x=5+2t
y=—t

z=3+4t teR
A paramétermentes egyenletrendszer:
xX—5 'y z—3

2 -1 4
A paraméteres egyenletrendszer:
x=5+t
y=3+2t
z=4 teRr
A paramétermentes egyenletrendszer:
y —
X—5=——, z=4

2
Az iranyvektor harmadik koordinataja nulla, igy ez az egyenes parhuzamos az x-y

koordinata-sikkal.

A paraméteres egyenletrendszer:
x=2+t
y=2
z=6+3t teR
A paramétermentes egyenletrendszer:
zZ—6
xX—2= T, y= 2
Az irdnyvektor masodik koordinataja nulla, igy ez az egyenes parhuzamos az x-z

koordinata-sikkal.

A paraméteres egyenletrendszer:

x=-1+42t
y=3
z=4 teR

Mivel az iranyvektornak két koordinataja is nulla, igy paramétermentes egyenlet-
rendszer nem irhaté fel.

Az irdnyvektor az x tengely irdnyaba mutat, igy ez az egyenes parhuzamos az x
tengellyel.

5. Minta feladat:

Legyen A=(2,5,3)és B=(1,0, 2) két térbeli pont. [rjuk fel az A és B pontokon 4tmend
egyenes paraméteres egyenletrendszerét!

Megoldas:

El6szor egy iranyvektort kell felirnunk:

Z = ﬁ = (_1;_51 _1)

A vy iranyvektoru, A ponton atmend egyenes paraméteres egyenletrendszere:
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10 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

x=2—t

y=5-5¢

z=3—t teR
6. Minta feladat:

Tekintstik az alabbi e egyenest!

x =344t
y=1-—t
z =2t teR

Adjuk meg az e egyenes egy iranyvektorat és az egyenes néhany pontjat! Illeszkedik-e
az e egyenesre a P=(11,-1,4) ésa Q=(-1, 1, 0) pont?

Megoldas:

Az egyenes egy iranyvektoranak koordinatait a paraméteres egyenletrendszerbdl a t
paraméter egyiitthat6i adjak: v=(4, -1, 2).

Kilonbozd t értékeket helyettesitve az egyenletrendszerbe, az egyenes pontjainak
koordinatait kapjuk:

Példaul t=0-ra: A=(3, 1, 0),

t=1-re: B=(7,0, 2),

t=-2-re: C=(-5, 3,-4), ...

A P=(11, -1, 4) pont rajta van az e egyenesen, mert t=2-re az egyenletrendszerbdl
éppen P koordinatait kapjuk.

A Q=(-1, 1,0) pont nincs az e egyenesen, mert nincs olyan t érték, amely az egyenlet-
rendszerbdl Q koordinatait adna. Az x koordinatara ugyanis t=-1-re kaphatnank -1-et,
de t=-1-re y#1 és z=0.

7. Minta feladat:

Tekintstlik az alabbi két egyenest:
z—4

e:y—3=7, x=2 és f:3x+6=%y—1=—z

Adjuk meg mindkét egyenes egy iranyvektorat és egy pontjat! llleszkedik-e az e illetve
az f egyenesre a P=(2, 4, 6) pont?

Megoldas:

Az e egyenes paramétermentes egyenletrendszerének alakjabél lathato, hogy irdny-
vektoranak van nulla koordinataja. Mivel az egyenes pontjainak elsé koordinataja
allandoé (x = 2),igy v1 = 0. A masik egyenlet 3'1;3 = ? alakra hozhat9, itt a nevezdkbo6l
olvashato ki az egyenes egy iranyvektoranak masik két koordinataja: v2=1és vz = 2.
Igy az e egyenes egy iranyvektora: ve = (0, 1, 2). Az e egyenes egy pontja: Pe = (2, 3, 4).
A P=(2, 4, 6) pont koordinatai kielégitik az e egyenes egyenletrendszerét, igy P illesz-
kedik az e egyenesre.

7 ” . , »n X—X - zZ—Z
Az f egyenes egyenletrendszerét elgszor a ,,szabalyos 0 =YY — 2% jlakra kell
vy V2 L]

hozni. Ehhez az alabbi atalakitasokat végezziik el:

— 3. _xtz 1. .1 o _9y_¥2 _ _ _Z
3x+6=3 (x+2)—1/3, ~y 1—2 (y—2) -~ z==
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i ANY 5. X*2 _y-2 _ z
Igy az fegyenes egyenletrendszere az alabbi alakra hozhato: T T

Az egyenes egy irdnyvektoranak koordinatai a nevez6kbdl olvashatdk ki:

vr=(1/3,2, -1), mig egy pontnak a koordinatait a szamlalék alapjan irhatjuk fel:
Pr=(-2,2,0).

A P=(2, 4, 6) pont koordinatdi nem elégitik ki az f egyenes egyenletrendszerét, igy P
illeszkedik az f egyenesre.

8. Minta feladat:

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a P = (2, -3, 4) pontra, és
amelynek normalvektora az n = (5, 1, 2) vektor! Illeszkednek-e erre a sikra az
A=(2,50)ésa

B =(3, 4, 2) pontok?

Megoldas:

A sik egyenlete: 5:-(x—2)+1-(y+3)+2-(z—4)=0,ami rendezés utin az
5x + y + 2z = 15 alakra hozhat6. Az A pont koordinatai kielégitik ezt az egyenletet,
igy A illeszkedik a sikra. A B pont koordinatdi nem elégitik ki a sik egyenletét, igy B
nincs a sikon.

9. Minta feladat:

Egy sik egyenlete 2x — 3y + 4z = 14. Adjuk meg a sik egy normalvektorat és néhany
pontot a sikon!

Megoldas:

A sik egy normalvektoranak koordinatait adjak az egyenletbdl x, y és z egyiitthatoi:
n=(2,-3,4).

A sik pontjainak koordinatai kielégitik a sik egyenletét, igy olyan x, y és z értékeket
kell keresniink, amelyek kielégitik a fenti egyenletet. Ehhez két ismeretlen értékét
szabadon megvalaszthatjuk, a harmadikat pedig az egyenlet alapjan szamoljuk Kki.
Példaul: legyen x = 5, z = 1, ekkor az egyenlet alapjan y = 0. fgy a P1 = (5, 0, 1) pont
illeszkedik a sikra.

Legyen x = 6, y = 2, ekkor az egyenlet alapjan z = 2. Igy a P2 = (6, 2, 2) pont illeszkedik
a sikra.

Legyen y = 0, z = 0, ekkor az egyenlet alapjan x = 7. Igy a P3 = (7,0, 0) pont illeszkedik
a sikra.

10. Minta feladat:
[rjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az e: 363;4 = _y—z = 7 egyenesre,
és illeszkedik a P = (4, 0, -1) pontra!

Megoldas:

Mivel a keresett sik merdleges az e egyenesre, igy a sik normalvektora egyben az e
egyenes iranyvektora. Igy n =ve = (3, -2, 1).
A sik egyenlete: 3(x — 4) — 2y + z+ 1 = 0, ami rendezve: 3x — 2y + z = 11.
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11. Minta feladat:

frjuk fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az e: ? ==—,z=2
egyenesre ésa P= (4, 5, 3) pontral

Megoldas:

Az adatok alapjan ellendrizhet, hogy a P pont nincsen rajta az e egyenesen, igy egyet-
len olyan sik van a térben, amelyik a feltételeknek eleget tesz. A sik egyenletének
felirasahoz sziikségiink van egy normalvektorara. Keressiink el6szor két olyan
vektort, amelyek Kkifeszitik a sikot. Legyen egyik az e egyenes egy iranyvektora:
Ve = (2, -1, 0), amasik a P,P vektor, ahol Poaz e egyenes egy pontja: Po = (2,1, 2).

fgy PO—P = (2,4, 1). A keresett normalvektor merdleges kell, hogy legyen a ve és a PO—P
vektorokra. Ilyen vektor példaul a ve és al?) vektorok vektorialis szorzata:

n=v, X P,P=(2,-1,0)x (2,4,1) = (-1,-2,10)
Igy a keresett sik egyenlete: —(x — 4) — 2(y — 5) + 10(z — 3) = 0, ami rendezve:
—x — 2y + 10z = 16.

Gyakorlé feladatok:

6. Legyen Po=(2,-1,5), v=(1,1,-3).
a, frja fel a Po ponton atmend, v iranyvektoru egyenes paraméteres ill.
paramétermentes egyenletrendszerét!

b, Adja meg a fenti egyenes néhany pontjat!

¢, llleszkedik-e a fenti egyenesre az A=(3,0,-2)ill. aB =(5,5,5) pont?

7. Legyen Ph=(3,1,-4), v=(4,5,0).
a, Irja fel a Py ponton atmend, v iranyvektori egyenes paraméteres ill. para-
métermentes egyenletrendszerét!
b, Adja meg a fenti egyenes néhany pontjat!
8. Legyen Ph=(0,2,-1), v=(0,0,5).
a, Irja fel a Po ponton atmend, v irdnyvektori egyenes paraméteres ill. para-
métermentes egyenletrendszerét!
b, Adja meg a fenti egyenes néhany pontjat!
9. Legyen P1=(1,4,5), P2=(3,6,-1).

a, Irjafela P1ésP;pontokon 4tmend egyenes paraméteres ill. paramétermentes
egyenletrendszerét!
b, Adja meg a fenti egyenes néhany pontjat!

10. Adja meg az alabbi egyenesek egy iranyvektorat és egy pontjat! Irja fel az
egyenesek paramétermentes egyenletrendszerét!

x=2+3t x=5¢t X=06
e y=-1+2t , fi y=-2+7t , g y=1+3t
z=5-4t z=4 z=0
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11. Adja meg az alabbi egyenesek egy irdnyvektorat és egy pontjat! Irja fel az
egyenesek paraméteres egyenletrendszerét!

X-3 y+5 743

4 6 -2
X z-1

b, —=——, y=4
2 -2 y

c, Xx=1, y—_3:i

6 -2

d —x+5:X:—1—6

-2 3 2

e, 2x+4:—y:—%z+1

12. Legyen S: 2x-3y+5z-5=0.
a, Adja meg azS sik egy normalvektorat és néhany pontjat!
b, Illeszkedik-e az S sikraa P =(-8, 3, 6)ill.a Q = (1, 4, -3) pont?

13. Hol helyezkednek el a térbeli koordinatarendszerben az alabbi sikok?

a, S;: x-y=0
b, S,: 2x-y=1
¢ S;: y=4

14. Irja fel annak a siknak az egyenletét, melynek
a, egypontja Po=(2,-1, 4) és egy normalvektoran = (2, 3, -1);
b, egy pontja Po = (0, 1, 5) és egy normalvektoran= (4,0, 1);
¢, egyponta Po=(3,2,-1)és egynormalvektoran =(0,5,0)!

. X—4 Z+2
15. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely merdlegesaz €: 5 =y=——

3

egyenesre és atmegy a Po = (5, -1, 0) ponton!

16. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az

X+1 z-4 L,
— :T' y=-3 egyenesre és atmegy a Po = (2, 6, -1) ponton!
17. irja fel annak a siknak az egyenletét, amely merdleges az
X = 2t + 1
e: y = -3t egyenesre és atmegy a Po = (2, 4, 0) ponton!
z = t - 2
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_y+2_z+2

18. Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az €: Xx-1 B

egyenesre ésa Po= (1, -2, 3) pontra!

19. irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a P1 = (2, 4, -3),
P2 =(-1,0,2), és P3 = (3, -2, 1) pontokra!

20. rja fel annak az egyenesnek a paraméteres egyenletrendszerét, amely
a, merllegesaz S: X—4y+z=10 sikraésathalad a Po = (2, 0, -3) ponton;
b, merdlegesaz S: 2x—y=6 sikraésathalad a Po = (-4, 5, 1) ponton!

21. Irja fel annak az egyenesnek a paramétermentes egyenletrendszerét, amely
merdlegesaz S: 3X—Yy+5z=0 sikraésathalad a Po =(1, 2,0) ponton;

a,
b, meré6legesaz S: 2X+3z=10 sikraésathalad a Po = (0, 0,4) ponton!

Térelemek kolcsonos helyzete, metszéspontja

12. Minta feladat:
Legyenek adottak a kovetkezd egyenesek:

X = 1 + 2t 3 ) 3 X = -6t
X- y— Z—
e: = 3 - t fi: —=2—=—— : = 5 + 3t
y 4 -2 2 g:
X = 4 + t
h: y = 2 — t
z = 1 + 3t

Hatarozzuk meg az e egyenesnek a tobbi egyeneshez viszonyitott kdlcsonds helyzetét,
tovabba vizsgaljuk meg a g és h egyenesek kdlcsonos helyzetét!
Ahol van metszéspont, hatarozzuk meg!

Megoldas:

Két egyenes kolcsonos helyzetét a 3. dbran lathaté médon vizsgalhatjuk.
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metszo
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kitérod

3. dbra: Két egyenes kélcsonds helyzetének vizsgdlata

Az e és f egyenesek kolcsénos helyzetének vizsgdlata:

Elszor az egyenesek egyenletrendszereibdl kiolvassuk azok egy iranyvektorat:
Ve=(2,-1, 1) és vr= (4, -2, 2). Lathatd, hogy a két irdnyvektor skalarszorosa egymas-
nak, igy parhuzamosak. Eszerint az e és f egyenesek vagy parhuzamosak, vagy
azonosak. Ezutan keresiink egy pontot az e egyenesen: P. = (1, 3, 2) ( t = 0 paramé-
terértékhez tartozik), majd megvizsgaljuk, hogy ez a pont illeszkedik-e az f egyenesre.
Mivel a P. = (1, 3, 2) pont koordinatai kielégitik az f egyenes egyenletrendszerét, igy a
pont rajta van az f egyenesen is. Kovetkezésképpen az e és f egyenesek azonosak, min-
den pontjuk k6zos pont.

Az e és g egyenesek kdlcsonos helyzetének vizsgdlata:

Az e egyenes iranyvektora ve = (2, -1, 1), ami parhuzamos a g egyenes irdnyvektoraval:
ve= (-6, 3, -3). Igy az e és g egyenesek vagy parhuzamosak, vagy azonosak. Megvizs gal-
juk, hogy az e egyenes egy pontja illeszkedik-e a g egyenesre. A P. = (1, 3, 2) pont
nincs rajta a g egyenesen, ugyanis nincs olyan t paraméter, amely a g egyenes para-
méteres egyenletrendszerébdl a Pe pont koordinatait adna. Kovetkezésképpen az e és
g egyenesek parhuzamosak, nincsen k6zos pontjuk.

Az e és h egyenesek kélcsonds helyzetének vizsgdlata:

Az e egyenes egy iranyvektora ve = (2, -1, 1),a h egyenes egy iranyvektora v» = (1, -1, 3).
Ez a két vektor nem parhuzamos, igy az e és a h egyenesek vagy metsz6k, vagy kitérdk.
Nézziik meg, hogy van-e a két egyenesnek k6z6s pontja. Ehhez az egyenesek para-
méteres egyenletrendszereit kell haszndlnunk. Megkiilonboztetjiik a két egyenlet-
rendszerben a paramétereket (t1 és tz), és megnézziik, hogy vannak-e olyan t1 és t2
paraméterértékek, amelyek ugyanazon x, y, z értékeket szolgaltatjdk a két egyenlet-
rendszerbdl. Igy a kovetkezs egyenletrendszerhez jutunk:
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1+2t1:4+t
3 — t 2 - t

1 2
2+t 1 + 3t

2

A masodik és harmadik egyenletet 6sszeadva és rendezve t2 = 1 értéket kapunk, amit
visszahelyettesithetlink a masodik egyenletbe, igy t1 = 2 ad6dik. A t2 = 1 és t1 = 2
értékek az elsd egyenletet is kielégitik, igy a teljes egyenletrendszer megoldasai. Mivel
a fenti egyenletrendszer megoldhatd, igy az e és a h egyeneseknek van kozos pontja,
tehat metsz6k. A metszéspont koordinatait megkapjuk, ha a t1 = 2 értéket az e
egyenes egyenletrendszerébe, illetve a t2 = 1 értéket a h egyenes egyenletrendszerébe
visszahelyettesitjiik. Igy az M = (5, 1, 4) metszéspont adédik.

A g és h egyenesek kblcsonos helyzetének vizsgdlata:

A g egyenes egy iranyvektora yy = (-6, 3, -3), a h egyenes egy iranyvektora v, = (1, -1, 3).
Ez a két vektor nem parhuzamos, igy a g és h egyenesek vagy metszdek, vagy kitéréek.
Megvizsgaljuk, hogy van-e a két egyenesnek kézos pontja. Az egyenletrendszerekben
a paraméterértékeket megkiilonboztetve és kozos x, y, z értékeket keresve az alabbi
egyenletrendszert kapjuk:

—6t1 = 4 + t,
5 + 3t, = 2 -
1 - 3t =1 + 3t

Itt az elsd és harmadik egyenlet felhasznalasaval a t1 =-4/5, t2 = 4/5 értékek adod-
nak, amik viszont nem elégitik ki a masodik egyenletet. Igy az egyenletrendszer nem
oldhat6é meg, azaz nincs a két egyenesnek k6z6s pontja. Kévetkezésképpen a g és h
egyenesek kitérdek.

13. Minta feladat:

Legyenek
X = 2 + t 3

S: 2x—-y+3z=16 e: y = 2t f: X%zy+5:z—4
zZ = 4 '

Milyen az e egyenes és az S sik, illetve az f egyenes és az S sik kdlcsonos helyzete? Ha
van kozos pontjuk, akkor hatarozzuk meg a metszéspontot!

Megoldas:

Egyenes és sik kolcsonds helyzetét a 4. abran lathaté médon vizsgalhatjuk.
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4. dbra: Egyenes és sik kélcsénos helyzetének vizsgdlata

Az e egyenes és az S sik kélcsénds helyzete:

Az e egyenes egy iranyvektora: ve= (1, 2, 0), az S sik egy normalvektora: n = (2, -1, 3).

El6szor megnézziik, hogy ez a két vektor merdleges-e. Skalaris szorzatuk:

Ve -n =12+ 2(-1) + 0-3 = 0, azaz a két vektor meréleges. Igy az e egyenes vagy
parhuzamos az S sikkal, vagy benne van az S sikban. Megnézziik, hogy az e egyenes
egy pontja, a P. =(2, 0, 4) pont illeszkedik-e az S sikra. Mivel a P. pont koordinatai
kielégitik az S sik egyenletét, igy a P pont és a teljes e egyenes is rajta van a sikon. Az
e egyenes tehat része az S siknak és igy az e egyenes minden pontja kdzos pontja a
két alakzatnak.

Az f egyenes és az S sik kélcsénés helyzete:

Az f egyenes egy iranyvektora: vr= (-1, 1, 1), az S sik egy normalvektora: n = (2, -1, 3).
Skaldris szorzatuk: vrn = -1-2 + 1-(-1) + 1-3 = 0, azaz a két vektor meréleges. Igy az f
egyenes vagy parhuzamos az S sikkal, vagy benne van az § sikban. Megvizsgaljuk,
hogy az f egyenes egy pontja, a Pr=(3, -5, 4) pont illeszkedik-e az S sikra. Mivel a Pf
pont koordinatai nem elégitik ki az S sik egyenletét, igy a Prpont nincs rajta az S sikon.
Kovetkezésképpen az fegyenes és az S sik parhuzamos.

14. Minta feladat:
Legyenek

S: 3x+y-5z=12 e:

<
Il

NS =
+
—_

Milyen az e egyenes és az S sik kdlcsonds helyzete? Ha van k6z6s pontjuk, akkor hata-
rozzuk meg a metszéspontot!

Megoldas:

Az e egyenes egy iranyvektora: ve= (-2, 1,0), az S sik egy normalvektora: n = (3, 1, -5).
Ez a két vektor nem meréleges, mert skaldris szorzatuk nullatél kiillonbozé. Igy az e
egyenes és az S sik metszok.

A metszéspont meghatdrozasahoz az egyenes paraméteres egyenletrendszerébdl x, y
és z t-t6l fiiggd kifejezését behelyettesitjiik a sik egyenletébe:
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3-(1-2t) + 4+t -5-2 =12

Innen t = -3 adddik, amit visszahelyettesitve az egyenes paraméteres egyenletrend -
szerébe, megkapjuk a metszéspont koordinatait: M = (7, 1, 2).

15. Minta feladat:

Tekintsiik az aldbbi sikokat:
S,: x-2y+5z=8 S,: 3x+y-z=8 S;: 2x—-4y+10z=10 S,: 3x-6y+15z=24

1
Hatarozzuk meg az S1 sik helyzetét a tobbi sikhoz képest!

Megoldas:
S1 6s Sz kélcsénos helyzete:

Mivel az S1 és Sz sikok egyenleteib6l kiolvashaté normalvektorok ni =(1, -2, 5) és
nz=(3,1,-1) egymdssal nem parhuzamosak, igy az S1 és Sz sikok metszdk.

S1 és S3 kélcsénos helyzete:

Mivel az S1 és S3 sikok egyenleteibdl kiolvashaté normalvektorok ni = (1, -2, 5) és

n3 =(2,-4, 10) parhuzamosak egymassal, igy az S1 és S3 sikok vagy azonosak, vagy
parhuzamosak. Az S3 sik egyenletének baloldala kétszerese az S1 sik egyenletében
baloldalon all6 kifejezésnek, ugyanakkor a jobboldalon all6 konstansok aranya nem
kettd, igy a két sik parhuzamos.

S1 és S+ kolcsonds helyzete:

Mivel az S1 és S4 sikok egyenleteibdl kiolvashaté normalvektorok ni = (1, -2, 5) és
ns = (3, -6, 15) parhuzamosak egymassal, igy az S1 és Ss sikok vagy azonosak, vagy
parhuzamosak. Az S4 sik egyenlete (bal- és jobboldal is) haromszorosa az S1 sik
egyenletének, igy a két sik azonos.

16. Minta feladat:
Legyenek S 2x-y+4z=9 S,: x+3y-z=2

2
Hatarozzuk meg a két sik metszésvonalanak paraméteres egyenletrendszerét!

Megoldas:

Ellendrizhetd, hogy a két sik normalvektora nem parhuzamos, tehat S1 és Sz metszok,
metszésvonaluk egy egyenes. Ezen egyenes paraméteres egyenletrendszerének felira -
sahoz sziikséglink van egy pontra és egy iranyvektorra. A metszésvonal egy pontja
rajta van az S1 és S2 sikok mindegyikén, igy koordinatai mindkét sik egyenletét ki kell,

hogy elégitsék.

Keresslik tehata kovetkezd egyenletrendszer egy megoldasat:
2x -y + 4z = 9
X + 3y - z = 2
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Mivel a két egyenletbdl all6 egyenletrendszer harom ismeretlenes, igy egy megoldasa-
nak megkereséséhez az egyik ismeretlent szabadon megvalaszthatjuk, legyen példaul
x=1.

Ezt behelyettesitve az egyenletrendszerbe a masik két ismeretlenre y = 1 és z = 2
értékek adédnak. Tehata Po = (1, 1, 2) pont rajta van a metszésvonalon.

Keressiink ezutan egy iranyvektort! A metszésvonal irdnyvektora merdleges az S1 sik
normalvektorara is és az Sz sik normalvektorara is. Ilyen vektor példaul a két
normalvektor vektorialis szorzata:

v=nixn2=(2,-1,4) x(1,3,-1) =(-11, 6, 7)
[gy a metszésvonal paraméteres egyenletrendszere:
= 1 - 11t
e: y =1 + 6t.
z = 2 + Tt

Gyakorlé feladatok:
22. Legyen
x = -1 + t x = 3t X = -2t
e: y = 2t , f:ry =2 + t , g:ry = 5 - 4t.
z = 1 - 3t zZ = -2 + 5t z = 1 + 6t

Vizsgalja meg az e és f,az e és g, valamint az f és g egyenesek kdlcsonos helyzetét!
A metsz6 egyeneseknél hatdrozza meg a metszéspontot!

X-3
23. Legyen S: 2X—4y+62=6 és €: T:y:22_3 . Milyen az S sik és az e egye-

nes kolcsonds helyzete? Ha van, adja meg a metszéspontjukat!

24. Legyen
S,: 2X-y+3z=5
S, X+y-4z=1
S,: 4x-2y+6z=10
S, 6X-3y+9z=2.

Milyen az S1 siknak a tébbi sikhoz viszonyitott helyzete?

25. Legyen
S : 2x-5y+z=10

1

S : -3x+y—-2z=8.

2
Hatdrozza meg a két sik metszésvonaldnak az egyenletrendszerét!
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Térelemek tavolsaga és szoge

17. Minta feladat:
Hatarozzuk meg a P = (4. 1, 6) pont és az egyenes tavolsagat!

Megoldas:

Ellendrizhetd, hogy a P pont nincs rajta az e egyenesen.

t =

vxPoP{ = -d

5. dbra: Pont és egyenes tdvolsdga

Pont és egyenes tavolsagat a

v x PP

|v|

osszefiiggéssel szamolhatjuk (5. dbra), ahol v az egyenes egy iranyvektora, Po pedig az
egyenes egy pontja. Az egyenes egyenletrendszerébdl a v = (3, 1, 0) irdnyvektort és a

Po= (2.0, 5) pontot olvashatjuk ki. igy P,P = (2,1, 1), tovabba
vXx PP =(3,1,0)x(2,1,1) = (1,-3,1).

Innen

_|ux PPl VI+9+1 Vi1
|y Ve+1+0 VIO

A P pont és az e egyenes tavolsaga ~1,05 .

~ 1,05

18. Minta feladat:

c = 6 + 8t
Hatarozzuk meg az e: %z y—2=§ és f: y = 2 + 2t
z = 1 + 6t

egyenesek tavolsagat!
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Megoldas:

Ellendrizhetd, hogy a két egyenes parhuzamos. Két parhuzamos egyenes tavolsaga-
nak szamolasa visszavezethetd pont és egyenes tavolsaganak meghatarozasara: felve-
szlink egy pontot az egyik egyenesen, és meghatarozzuk annak tavolsagat a masik
egyenestol.

Az f egyenes egy pontja a P = (6, 2, 1) pont. Az e egyenes egy pontja a Po = (5, 2, 0)
pont, egy iranyvektora a v = (4, 1, 3) vektor. igy P,P = (1,0, 1), tovabba

vx P,P=(41,3)%(1,0,1) = (1,-1,-1).
Innen

g lpxPP|_VitTHT V3

= = =~ 0,34
|v| V1i6+1+9 +/26
Tehat a két egyenes tavolsaga = 0,34.
19. Minta feladat:
X = 2 - 4t 4
Hatarozzuk meg az e: y =1 + t és f: X%:y+2:z—1
z = 3

egyenesek tavolsagat!

Megoldas:

Ellendrizhetd, hogy az e és fegyenesek kitérdek.

Vegyliink fel mindegyik egyenesen egy-egy pontot: az e egyenes egy pontja
P1=(2,1, 3), azf egyenes egy pontja P2 = (4, -2, 1).

A két kitéré egyenes tavolsaga a P,P, = (2,—3,—2) vektornak a normaltranzverzalis
iranyaba es6 merdleges vetiiletének hosszaval egyenld (6. abra).

Keressiink egy a normaltranzverzalis irAnyaba mutaté vektort! A normaltranzverzalis
az e és az f egyenesre is merdleges, igy az n = ve x yr vektor a normaltranzverzalis
iranyaba mutat:

n=vexy =(-4,1,0)x(2,1,1) = ((1, 4, -6)

Hatdrozzuk meg ezutan az n vektorral megegyezd iranyu, egységnyi hosszisagu vek-
tort! Ehhez az n vektor hossza: [n| = V1 + 16 + 36 = V53, igy

=Lt.n=_1. —6) =(— . &
e == (W0 =7 )
A P,P, = (2,—3,—2) vektor normaltranzverzalis iranyaba es6 merdleges vetiiletének
hossza:
= nl=12- 24 (=3)- 4= (=] = ||~
d=|PP; n|= 2 =+ (-3) =+ (-2 ()| = | F|~0275

Tehat az e és f egyenesek tavolsaga ~0,275.
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f'?"--.,___ - o, ].72

g

6. dbra: Két kitérd egyenes tdvolsdga

20. Minta feladat:
Hatarozzuk meg a P = (1, -1, 2) pont és az S: 2x+y+3z = 21 sik tavolsagat!

Megoldas:

Ellenérizhetd, hogy a P pont nincs rajta az S sikon. Irjuk fel el6szér annak az e egye-

nesnek a paraméteres egyenletrendszerét, amely atmegy a P ponton és merdéleges az
S sikra (7. abra).

e

7. dbra: Pont és sik tdvolsdga

Az e egyenes iranyvektora egyben az S sik normalvektora: ve=n =(2,1,3),igy az e
egyenes paraméteres egyenletrendszere.

x = 1 + 2t
e: y = -1 + t
z = 2 + 3t

Ezutan meghatdrozzuk az e egyenes és az S sik metszéspontjat. Az egyenes egyenlet-
rendszerébdl a sik egyenletébe helyettesitve az alabbi egyenletet kapjuk:
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2:(1+2t) + (-1+t) + 3-(2+3t) = 21, innen t = 1. Ezt a paraméterértéket visszahelyette-
sitve az e egyenes egyenletrendszerébe, megkapjuk a metszéspont koordinatait:
M=(3.0,5).

Ezutan a keresett tavolsaga PM vektor hosszaval egyenl6:
d=|PM|=1(2,13)=V4+1+9 =114
Tehat a P pont és az S sik tavolsagav14.

21. Minta feladat:

X = 2t
Legyenek: f: y = 1 - 2t S: X-y+4z=-7
z = 3 -t

Hatarozzuk meg az f egyenes és az S sik tavolsagat!

Megoldas:

Ellendrizhetd, hogy az f egyenes és az S sik parhuzamos.. Sik és vele parhuzamos
egyenes tavolsaganak meghatarozadsa visszavezetheté pont és sik tavolsaganak
szamolasara. El6szor felvesziink egy pontot az f egyenesen: P = (0, 1, 3). Ezutan
meghatarozzuk P és az S sik tavolsagat.

[rjuk fel a P-n 4tmend, S sikra merdleges e egyenes paraméteres egyenletrendszerét!
Az e egyenes iranyvektora: ve=n = (1, -1, 4), igy:

X =t
e: y =1 — t
Z = 3 + 4t

Ezutan meghatarozzuk az e egyenes és az S sik metszéspontjat. Az egyenes egyen-
letrendszerébdl a sik egyenletébe helyettesitve az alabbi egyenletet kapjuk:

t — (1-t) + 4-(3+4t) = -7, innen t =-1. Ezt a paraméterértéket visszahelyettesitve az e
egyenes egyenletrendszerébe, megkapjuk a metszéspont koordinatait: M = (-1. 2,-1).

Igy a keresett tAvolsag a PM vektor hosszaval egyenl6:
d=|PM|=1(-11-4)|=v1+1+16 =18
Tehat az f egyenes és az S sik tavolsaga v 18.

22. Minta feladat:
Hatarozzuk megaz S;: 2x—y +4z = 25 ésS,: 4x— 2y + 8z = 8 sikok tavolsagat!
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Megoldas:

Ellendrizhetd, hogy a két sik parhuzamos. Parhuzamos sikok tavolsaganak meghata-
rozasa visszavezethetd pont és sik tavolsaganak szamolasara. Vegylink fel egy pontot
az Sz sitkon: P=(2. 0, 0), majd keressiika P pont és az S1 sik tdvolsagat.

Felirjuk a P-n atmend, S1-re merdleges e egyenes paraméteres egyenletrendszerét.
Ehhez ve = ns1 = (2, -1, 4), igy:

X = 2 + 2t
e: y = —t
zZ = 4

Az e egyenes és az S1 sik metszéspontjanak meghatarozasahoz a sik egyenletébe
helyettesitiink: 2-(2+2t) — (—t) + 4-4t = 25

Innen t = 1, amit az e egyenletrendszerébe visszahelyettesitve megkapjuk a metszés-
pontot:

M = (4, -1, 4). Igy a keresett tavolsaga PM vektor hosszaval egyenld:
d=|PM|=1(2-1,4)|=V4+1+16 =21
Tehat a két sik tavolsaga v21.

23. Minta feladat:

Hatarozzuk meg az e és f egyenesek szogét, ha

3 c X =5 — t
X— Z—
a, €: —=—, y=2, f: = 1 + 2t
> 3 y y
z = 4 + 3t
X = 3 — 2t ) 1
X— Z—
b, e: = 4t , f: —=-y=——
y 2 y 3
= 1 + t

Megoldas:

Két egyenes szogét iranyvektoraik szogébdl hatarozhatjuk meg (8. abra).
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8. dbra: Két egyenes szdgének meghatdrozdsa

a, Jeldlje o akét egyenes szogét.
A két egyenes iranyvektora: ve = (2,0, 3) és vr= (-1, 2, 3). Szamoljuk ki el6szor az
iranyvektorok szogét (¢)! Ehhez:

_ VeVe _2:(-1)+0-2+433 _ 7 . N o
cos@ = |Ve|.|vf|—m.m = mm s 0,5189 ,innen ¢ = 58,7°.
Mivel az iranyvektorok szoge hegyesszog (8.a, abra), igy @« = ¢ = 58,7°.
b, Jelblje o a két egyenes szogét.
A két egyenes iranyvektora: ve= (-2, 4, 1) ésvr= (2, -1, 3).Szamoljuk ki el6szor az
iranyvektorok szogét (¢)! Ehhez:

_ VeVf -2244(-D+13 _ -5 . - o
cosP = |E|‘|E|_m'm_ N 0,2916 ,innen @ = 107°.

Mivel az irdnyvektorok szoge tompaszog (8.b, dbra), igy a« = 180°— ¢ =~ 73°.

24. Minta feladat:

Hatarozzuk meg az e egyenes és az S sik szogét, ha

= 1 - t
a, e: y = 3t ) S: -2x+3y-z=10
z = 0
X =1 - t
b, e: y = 2 + 2t S: 4x-5z=0
z =t

Megoldas:

Egyenes és sik szo0gét az egyenes iranyvektoranak és a sik normalvektoranak
sz0gébdl kiindulva kaphatjuk meg (9. abra).
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e €

n
a, b,

9. dbra: Egyenes és sik szdgének meghatdrozdsa

a, Jeldlje o az egyenes és a sik szogét.
Az egyenes iranyvektora: v = (-1, 3, 0), a sik normalvektora: n = (-2, 3,-1).
Szamoljuk ki a két vektor szogét (¢)! Ehhez:

vn _ —1(-2)+3:34+0-(-1) _ 11

|~ Vitot0-+24+9+1  VI0-VIZ

Mivel az iranyvektor és a normadlvektor szoge hegyesszog (9.a, abra), igy
a= 90°— ¢ = 68.4°.

b, Jeldlje o az egyenes és a sik szogét.
Az egyenes iranyvektora: v = (-1, 2, 1), a sik normalvektora: n = (4, 0, -5).
Szamoljuk ki a két vektor szogét (¢)! Ehhez:

cos@ = | ~ 0,9297 ,innen ¢ =~ 21.6°.

v|-|ln

v-n —14+20+41(-5 _ -9 . ~ o
Vo] VITErIIET0TE  vavAT 0,5738 ,innen ¢ ~ 125°.

Mivel az iranyvektor és a normalvektor szoge tompaszog (9.b, abra), igy
a= ¢ —90°= 35°

25. Minta feladat:

Hatarozzuk meg az S1és Sz sikok szogét, ha
a, S1: x-2y+3z=5 és S: 2x-y+z=10;
b, S1: -3x+y—4z=2 és S2: x+y+z=5.

Megoldas:
Sikok sz6gére normalvektoraik sz6gébdl kdvetkeztethetiink.

a, Jelolje o akétsik szogét.
Az S1 sik normalvektora: n1 = (1, -2, 3), az Sz sik normalvektora: n2 = (2, -1, 1).
Hatarozzuk meg el6szor a két normalvektor szogét (¢):

0Ny 1:2+4(=2)-(-1)+31 _ 7
|n1|.‘n2‘_ VITaT9-VEF1+1 V146

cos@ = ~ 0,7638 ,innen ¢ =~ 40,2°.

Mivel a normalvektorok szoge hegyesszog, igy « = ¢ = 40,2°.
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b, Jeldlje o akét sik szogét.
Az S1 sik normalvektora: n1 = (-3, 1, -4), az Sz sik normalvektora: n2 = (1, 1, 1).
Hatarozzuk meg el6szor a két normalvektor szogét (¢):

NNy _ —31+114+(-4)1 _ -6 ~ —06794 innen(p ~ 132.8°.

cosp = |Q|2|_mm T VZE3

Mivel a normalvektorok szoge tompaszog, igy « = 180°— ¢ =~ 47,2°.

Gyakorlo feladatok:
X = 2t + 1
26. Legyen P=(1,1,1)és e: y = t
z = -t + 3

a, Hatarozza mega Ppontés az e egyenes tavolsagat!
b, Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely tartalmazza a P pontot és az e

egyenest!
27. Legyen
= -t + 2 = ‘t + 4‘
e: y = 2t + 3 és f: vy =2t - 1.
z = 3t - 5 z = 3t + 2

a, Ellendrizze, hogy az e és az f egyenesek parhuzamosak!
b, Hatarozza meg a két egyenes tavolsagat!

28. Legyen
X = 2t + 1 i 5 i
Xx-3 y+2 z+
e: =t + 3 és : = = .
y f 4 3 2
7 = -t — 4

a, Ellendrizze, hogy az e és az f egyenesek kitérok!
b, Hatarozza meg a két egyenes tavolsagat!

29. Legyen S: Xx+y-3z=1 ésQ=(4,4,-5).
Hatarozza mega Q pont és az S sik tavolsagat!

x =0
30. Legyen S: x-2y+2z=1 és f: y =t - 3 .
z =t + 1
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a, Milyen helyzet(i az f egyenes és az S sik?
b, Hatdrozza megaz fegyenes és az S sik tavolsagat!

31. Legyen Sl: 2x—-3y+1z=5,
S,: -4x+6y—-27=2.

2
a, Milyen a két sik kdlcsonos helyzete?

b, Hatdrozza mega két sik tavolsagat!

32. Legyen
= 4
e: y =2t - 1 és f: X—2=y—_3:Z.
z =t + 1 -

a, Hatarozza megaz e és fegyenesek metszéspontjat (ha van)!
b, Hatarozza meg az e és fegyenesek szogét!

X = -t + 3
33. Legyen S: 2x—-y-4z+3=0 és e:y = 2t — 4 .
Z = 5

Hatarozza meg az S sik és az e egyenes szogeét!

X = -t + 3
34. Legyen S: 2Xx—y—-4z+3=0 és e: y = 2t - 4 .
Z = 5

Hatarozza meg az S sik és az e egyenes szogét!

35.Legyen S : 2x-5y+z=10,
S : -3x+y-2z=8.

2
Hatarozza meg a két sik szogét!

Vegyes feladatok
Gyakorlé feladatok:
36. Legyen
X =1 — 2t X = 3t
e: y = , f:y =1 -t , S: x+3y-z=10.
z = 2 + t z = 6 + 2t
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a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Ha metszdk, akkor hatarozza
meg a metszéspontot!

b, Hatarozza meg az e és fegyenesek szogét!

¢, Milyen az e egyenes és az S sik kolcsonds helyzete? Ha metszdk, akkor
hatdrozza meg a metszéspontot, ha parhuzamosak, akkor a tdvolsagukat!

d, Hatarozza megaz e egyenes és az S sik szogét!

37. Legyen

X_—32=yT+2=—z , 5,1 2X—y+5z=6, S,: X+y-2z=3.

a, Irjafel annak a siknak az egyenletét, amely meréleges az e egyenesre és
tartalmazza a P = (1, 0, -5) pontot!

b, Hatarozza meg az e egyenes és az S1 sik szogét!

¢, Milyen az S1 és Sz sik kdlcsonos helyzete? Ha parhuzamosak, akkor hatdrozza
meg a tdvolsagukat, ha metszdk, akkor adja meg a metszésvonal paraméteres
egyenletrendszerét!

d, Hatarozza megaz S1és Sz sik szogét!

38. Legyen
1 1 X = 3t
X+ Z—
S: 2x-3y+z=6, e: Tz%z— , f:y = 2 + t.
z = -2 + b5t
a, Hatarozza mega Q= (5, -6, 6) pont és az § sik tavolsagat!
b, Irja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik az e és fegyenesekre!
¢, Hatarozza megaz e egyenes és az S sik szogét!
d, Hatarozza megaz e és fegyenesek szogét!
39. Legyen
X = -1 + t 5
X Z+
e: = 2t , . ==y-2=—r
g 3 VT
z = 1 - 3t

40.

a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Ha van kézos pontjuk, akkor
hatarozza meg a metszéspontot!
b, Hatarozza meg az e és fegyenesek szogét!

[rja fel annak a siknak az egyenletét, amely illeszkedik a
P1=(1,1,4), P2=(6,0,1)és P3=(4,-2,1) pontokra!
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41. Legyen
X = 1 + 3t X = 10 - 3t
e: y = 4t , f:y = -2+ 3t , S: 2x-y+2z=18.
z = -1 -t z = —t

a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Ha van kozos pontjuk, akkor
hatarozza meg a metszéspontot!

b, Hatarozza meg az e és fegyenesek szogét!

¢, Milyen az e egyenes és az S sik kolcsonds helyzete? Ha metszdk, akkor
hatarozza meg a metszéspontot, ha parhuzamosak, akkor a tavolsagukat!

d, Hatdrozza megaz e egyenes és az S sik szogét!

42. Legyen
X = 1 + 4
e: y = 2t , Si 2Xx—y+3z=5, S,: 4x-2y+6z=38
z = 3

a, Milyen az e egyenes és az S1 sik kdlcsonds helyzete? Ha metsz6k, akkor
hatarozza meg a metszéspontot!

b, Hatarozza meg az e egyenes és az S1 sik szogét!

¢, Milyen az S1 és Sz sik kdlcsonds helyzete?

d, Hatarozza mega Q= (1,2, -3) pont és az Sz sik tavolsagat!

e, Hatarozza megaz S1 és Sz sikok szogét!

43. Legyen
X =1 + 2t X = 2 + t
e: y = 3 - t , f:y =4 -2t , S: x-y-z+4=0.

z = 2 + 3t z = 3

a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Ha van kézos pontjuk, akkor
hatdrozza meg a metszéspontot!

b, Hatarozza meg az e és f egyenesek szogét!

¢, Milyen az e egyenes és az S sik kdlcsonos helyzete?

d, Hatarozza megaz e egyenes és az S sik szogét!

e, Hatarozza mega P = (4,4, 5) pont fegyenestdl val6 tavolsagat!

www.tankonyvtar. hu © Leitold Adrien, PE




Az R’ tér geometridja 31

44. Legyen
X = 3 + 2t X =1 + 2t
e: y =1 + t , f:y =t ,  S: -X+2y+3z=5
Z = 2 zZ = 4 -t

a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Ha van kozds pontjuk, akkor
hatarozza meg a metszéspontot!

b, Hatdrozza meg az e és fegyenesek szogét!

¢, Milyen az e egyenes és az S sik kolcsonds helyzete?

d, Hatarozza megaz e egyenes és az S sik szogét!

e, Hatdrozza mega P = (4, 4, 3) pont e egyenestdl valo tavolsagat!

45. Legyen
X =1 + 2t X = 4t
e: y =t , f:y =3 + 2t , S: 2x-3y+z=4.

z = 4 - 3t zZ = 4 - 6t

a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Hatdrozza meg az e és f
egyenesek tavolsagat!

b, Hatarozza meg az e és fegyenesek szogét!

¢, Milyen az e egyenes és az S sik kolcsonos helyzete? Ha metsz6k, akkor
hatarozza meg a metszéspontot, ha parhuzamosak, akkor a tavolsagukat!

d, Hatarozza megaz e egyenes és az S sik szogét!

46. Legyen
X = 2 + 3t x = b5t
e:' y =5 -2t , f:y =1 4+ 2t , S: x-2y-z=10
z =1 + t zZ = 6 + t

a, Milyen az e és fegyenesek kdlcsonos helyzete? Ha metszdk, akkor hatarozza
meg a metszéspontot!

b, Hatarozza meg az e és f egyenesek szogét!

¢, Milyen az fegyenes ésaz S sik kolcsonos helyzete? Ha metszék, akkor
hatarozza meg a metszéspontot, ha parhuzamosak, akkor a tavolsagukat!

d, Hatarozza megaz fegyenes és az S sik szogét!

Elméleti kérdések

Dontse el az alabbi allitasokrdl, hogy igazak, vagy hamisak!

1. Ha két térbeli egyenesnek nincs k6zo6s pontja, akkor parhuzamosak.
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2. Egy térbeli egyenest egyértelmlien meghatarozza egy iranyvektora.

3. Egy térbeli egyenest egyértelmlien meghatarozza egy pontja és egy ra merdleges
nem nulla vektor.

4. Ha az e1 és ez térbeli kitér6 egyenesek, akkor léteznek olyan S1 és Sz sikok, hogy
eic S1, e2c S2és S1l 1 Sa.

5. Ha a térben egy sik normadlvektoranak és egy egyenes iranyvektoranak a
vektorialis szorzata nullvektor, akkor az egyenes merdleges a sikra.

6. Ha két sik parhuzamos, akkor a normalvektoraiknak a skalaris szorzata negativ.

7. Ha egy sik és egy vele parhuzamos térbeli egyenes tavolsaga d, akkor barmely
PeS és Qee esetén a P és Q pontok tavolsaga < d.

8. Egy térbeli sikot meghatarozza egy pontja és egy vele parhuzamos nem nulla

vektor.
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Az R» vektortér

1. Minta feladat:

Legyena= (4,-1,3,6), b=(5,7,8,-2), c=(2,3,-2,4).
a, Hatarozzuk meg azalabbi vektorokat!
a+b, a-¢ 4a -b 2a+3b—c
b, Adjuk meg az g, b és c vektorok 3, -1 és 4 skalarokkal vett linearis kombinaciéjat!

Megoldas:

a, Az R*vektortérben az 6sszeadast, kivonast és skalarral valé szorzast komponen-
senként végezzik el, igy:
a+b=(4,-1,3,6)+(5,7,8,-2)=(9, 6,11, 4)
a-c=(4,-1,3,6)-(2,3,-2,4)=(2,-4,5, 2)
4a =4-(4,-1,3,6) = (16, -4,12,24)
-b=-1(5,7,8,-2) =(-5,-7,-8, 2)
2a +3b—c=2(4,-1,3,6)+3(5,7,8,-2)-(2,3,-2,4) =(8,-2,6,12) +
+ (15, 21,24, -6) — (2, 3,-2,4) = (21, 16, 32, 2)

b, Azag, b és c vektorok 3, -1 és 4 skaldrokkal vett linearis kombinéacidja:
3a+ (-1)b+4c=3(4,-1,3,6)-(57,8,-2) +4-(2,3,-2,4) = (12,-3,9,18) -
-(5,7,8,-2) +(8,12,-8,16) = (15, 2, -7, 36)

2. Minta feladat:

Legyena= (2,-1,4), b=(5,0, 3).
El6allithaté-e az a és b vektorok linearis kombinaciéjaként az x = (9, -2, 11), illetve az
v=(17,-1, 1) vektor? Geometriailag is értékeljiik az eredményt!

Megoldas:
Olyan A1 és A2 skalarokat keresiink, amelyekre A1-a + A2:b = x teljesiil, azaz
A1(2,-1,4) + 22:(5,0,3) = (9, -2, 11).

Ez a vektoregyenlet ekvivalens a megfelel6 komponensekre felirt egyenléségekkel, igy:

24, + 51, = 9
-, = 2
42, + 32, = 11

A masodik egyenletbdl A1 = 2, ezt az elsd egyenletbe helyettesitve 12 = 1 ad6dik. Ezek
az értékek kielégitik a harmadik egyenletet is, azaz a teljes egyenletrendszer meg-
oldasai.

fgy az x vektor el6all az g és b vektorok linedris kombinaciéjaként: x = 2a + b. Ez
geometriailag azt jelenti, hogy az x vektor benne van az a és b vektorok altal kife-
szitett sikban.
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Ezutan olyan A1 és A2 skalarokat kerestlink, amelyekre A1-a + 12-b = y teljesiil, azaz
A1:(2,-1,4) + 12:(5,0,3) =(17,-1, 1).
Ez a vektoregyenlet ekvivalens a megfelel6 komponensekre felirt egyenléségekkel, igy:
24, + 54, = 17
-2, = -1

4/11+3/1:1

2

A masodik egyenletbdl A1 = 1, ezt az els6 egyenletbe helyettesitve A2 = 3 adodik.
Ezek az értékek azonban nem elégitik ki a harmadik egyenletet, azaz a teljes egyenlet-
rendszernek nincs megoldasa. fgy az y vektor nem allithat6 el az a és b vektorok
linearis kombinaci6jaként. Geometriailag ez azt jelenti, hogy y nincs benne az a és b
vektorok altal kifeszitett sikban.

3. Minta feladat:
Legyen a=(2,-1,4,3), b=(-2,1,5,0), ¢=(0,1,1,1), d=(2,-1, 13, 6).
Hi:={a b, c} és Hz := {a b, d}. Allapitsuk meg, hogy linearisan fiiggetlen, vagy
linedrisan 6sszefliggd a H1 illetve a H2 vektorhalmaz?

Megoldas:

Megvizsgaljuk, hogy milyen linearis kombinacidval lehet a H1 vektorhalmaz elemeibdl
az R* vektortér nullvektorat eldallitani: Ai1-a + A2:b + A3-¢c = 0, azaz

12, -1, 4,3) + A2:(-2, 1,5, 0) + 43:(0, 1, 1, 1) = (0, 0, 0, 0).

A vektoregyenletet atirjuk a komponensekre vonatkoz6 egyenléségekre:

24, - 24, =0
A+ A4, + A4 =0
44, + 54, + A4 =0
34, + A =0

Az els6 egyenletbdl A1 = A2. Ezt a masodik egyenletbe behelyettesitve A3 = 0 ad6-
dik. Ezt a negyedik egyenletbe irva 41 = 0-t kapunk, s igy a korabbiak szerint A2 = 0.
Ezek az értékek a még fel nem hasznalt harmadik egyenletet is kielégitik. Igy a teljes
egyenletrendszer megoldasa: 41= A2 = A3 = 0. Vagyis a H1 vektorhalmaz elemeibdl csak
a trivialis linedris kombindacioval lehet a nullvektort el6allitani, azaz a Hi vektor-
halmaz linearisan fiiggetlen.

A H; vektorhalmazt vizsgalva: A1-a + A2:b + A3-d = 0, azaz

A2, -1, 4, 3) + A2:(-2, 1,5, 0) + A3:(2, -1, 13, 6) = (0, 0, 0, 0).

A vektoregyenletet atirjuk a komponensekre vonatkozo6 egyenléségekre:
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211 - 2/12 + 213 =0
-/’tl + /12 - /13 =0
4/”t1 + 5/”L2 + 13/”t3 = 0
34+ 64, = 0

1 3

A negyedik egyenletbdl A1 = -243 adodik. Ezt beirva az elsé egyenletbe a A2 = -13
Osszefliggést kapjuk. Ezeket behelyettesitve a masodik és harmadik egyenletbe,
mindkét esetben azonossagot kapunk. Ez azt jelzi, hogy az egyenletrendszernek vég-
telen sok megoldasa van: A1 =-2t, A2=-t, A3=t, aholteR

Igy a H, vektorhalmaz vektoraibél trividlisan és nem trividlisan is el6all a null vek-
tor. Példaul egy nem trividlis el6allitas: -2a - b + d = 0. Tehat a H2 vektorhalmaz linea-
risan Osszefliiggo.

Megjegyezziik, hogy vektorhalmazok linedris fliggetlensége, illetve 6sszefiigg6sé-
ge a bazistranszformacié algoritmusaval is vizsgalhat6 (lasd 5. minta feladat).

Gyakorlé feladatok:
1. Legyen a= (2, -3), b =(0,5). El6allithaté-e az g és b vektorok linearis kombi-

eV

2. Legyena=(1,-2), b=(-2,4).El6allithat6-e az g és b vektorok linearis kombina-
ci6javal a ¢ = (1, 0) vektor?

3. Legyena=(5,4,-2,3), b=(2,0,-1,5), ¢=(3,0,4,-6).
a, Végezze el az alabbi miiveleteket!
a+b -2¢, -a+3b+c
b, Adja meg azt a vektort, amely az g, b és ¢ vektorok 3, -1, 4 skalarokkal vett
linearis kombinacidja!
¢, Eldallithaté-e az g, b és ¢ vektorok linearis kombinacidjaval az x = (6, 4, 0, 19)
vektor?
4. Legyen a=(-1,2,0), b=(3,52), c=(-2,1,4).

a, Allitsa elé a 2a -3b —clinearis kombinaciot!

b, Legyen H ={a, b, c}. Hogyan allithat6 el6 a H vektorhalmaz elemeibdl az R3
vektortér nullvektora? Linedarisan fliggetlen, vagy linearisan 6sszefliggé a H
vektorhalmaz?

¢, Legyen x=(1,9,2), y=(0,-3,4).

El6allithat6-e az a és b vektorok linearis kombinaciéjaval az x illetve az y vektor?

Geometriailag is értékelje az eredményt!

4, Minta feladat:

Legyena1=(1,0,2,-1), a2=(0,1,0,0), a3=(1,1,1,1), as=(2,0,-1, 4).
Bazist alkotnak-e az R* vektortérben az ai, az, a3z és as vektorok? Ha igen, akkor
hatarozzuk meg av = (3, 3, 5, -1) vektor ezen bazisra vonatkozo6 koordinatait!
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Megoldas:
Tekintsik az R* vektortér kanonikus bazisat. Elemi bazistranszformaciok sorozataval
probaljuk meg kicserélni a kanonikus bazis vektorait az a1, az, az és as vektorokra.
Az induld tiblazat:

bazis |a1 a a3 as+ v
el 1 0 1 2 3
az-e2 [0 1 1 0 3
e3 2 0 1 -1 5
e -1 0 1 4 -1

Eszrevehetjiik, hogy az a2 vektor azonos az ez vektorral, igy 1ényegében mar indulas-
kor a bazisban van. Valasszuk generalé elemnek az a1 vektor elsé koordinatajat, azaz
vonjuk be a bazisba ai-et az e1 vektor helyére (jelolés: a1 — e1), és a bazistranszfor-
méaciés képleteknek megfelelen szamoljuk a vektorok 0j koordinatait. igy az alabbi
tablazathoz jutunk:

bazis |a1 a2 a3 as+ v
a1 1 0 1 2 3
a 0 1.1 0 3
e3 0 0/-1 -5 -1
e4 0 0 2 6 2

Ezutan hajtsuk végre az as — e3 vektorcserét a bazisban, igy a kovetkez6 tablazatot

kapjuk:
bazis |a1 a2 a3 a+ v
ai 1 0 0 -3 2
a 0 1 0 -5 2
as 0 0 1 5 1
e4 0 0 0 -4 O

Végiil bevonhatjuk a bazisba az a4 vektort az eshelyére:

bazis |a1 a2 a3 as+ v
a1 1 0 0 0 2
a 0 1 0 0 2
as 0 0 1 0 1
as 0 0 0 1 O

Mivel a kanonikus bdazis vektorai kicserélhetéek voltak az ai, az, a3z és as vekto-
rokkal, igy azok bazist alkotnak az R* vektortérben. A végs6 tablazatbol kiolvashatéak
a v vektor ezen bazisra vonatkozo6 koordinatai: 2, 2, 1 és 0.
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5. Minta feladat:

Legyen a1=(1,1,2), a2=(2,1,0), a3=(0,1,1), as+=(8,5,4), as=(3,5,5).

a, Bazist alkotnak-e az R3 vektortérben az ai, a2 és a3 vektorok? Ha igen, akkor
hatarozzuk meg az a4 és as vektorok ezen bazisra vonatkozé koordinatait!

b, Hui={a, a, a3} és Ha:={a1, az, as}.
Linearisan fiiggetlen, vagy linearisan 6sszefligg6 a Hi, illetve a Hz vektorhalmaz?

Megoldas:

a, Tekintsiik az R3 vektortér kanonikus bazisat. Elemi bazistranszformaciok sorozataval
probaljuk meg Kkicserélni a kanonikus bazis vektorait az ai, az és as vektorokra.
Az indul6 tablazat:

bazis a d2 d3 a4+ as

e 1 2 0 8 3
e 1 1 1 5 5
es 2 0 1 4 5

Valasszuk generalé elemnek az ai vektor els§ koordinatajat, azaz vonjuk be a
bazisba gi-et az e1 vektor helyére (jelolés: a1 — e1), és a bazistranszformacios
képleteknek megfeleléen szamoljuk a vektorok 0j koordinatait. Igy az alabbi
tablazathoz jutunk:

bazis |a1 a2 a3 as+ as
ai 1 2 0 8 3
e 0O -1'1 -3 2
e3 0 4 1 -12 -1

Ezutan az g3 — e2 vektorcserét végrehajtva a kovetkezd tablazatot kapjuk:

bazis |a1 a2z a3 as+ as

I
o O B
| |
w =N
o =k O
L |
O w @®
W N

Végiil vonjuk be a bazisba az a2 vektortaz e3 vektor helyére (az — e3):

bazis a d2 d3 a4 as

I
—_
o
o
\]
—_

1
3 0 0 1 0 3
2 0 1 0 3 1

I

1

Mivel a kanonikus bazis vektorai kicserélhet6ek voltak az a1, az és asz vektorokkal,
igy azok bazist alkotnak az R3 vektortérben. A végsé tablazatbol kiolvashatbak az
as és as vektorok ezen bazisra vonatkozoé koordinatai:
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— az a4 vektor koordinatai az ai,az és az vektorokra vonatkozoéan: 2, 3, 0;
— az as vektor koordinatai az a1, az és a3 vektorokra vonatkozoéan: 1, 1, 3.

b, Mivel a H1 vektorhalmaz vektorai bazist alkotnak az R3? vektortérben, igy H1

linearisan fiiggetlen.

A végsé tablazatbdl kiolvashato, hogy a4 = 2a1 + 3a2, azaz az a4 vektor el6all az a1
és az vektorok linearis kombinaci6jaként. Vagyis a H2 vektorhalmazban talalhaté
olyan vektor, amely eldall a tobbi vektor linearis kombinaciojaként, igy H2

linearisan 6sszefliggd.

6. Minta feladat:
Legyen a1=(2,1,0), a2=(3,4,2), a3=(1,1,1), a+=(4,3,2), as=(9,10,5).

H:={a1, a2, a3, a4, as}.

a, Hatarozzuk meg a H vektorhalmaz rangjat!
b,

o

linearis kombinaci6javal?
d,
€,
Megoldas:
a,

Adjuk meg a H vektorhalmaz egy maximalis, linearisan fliggetlen részhalmazat!
Van-e olyan x vektor az R3 vektortérben, amely nem fejezhet6 ki H-beli vektorok

Van-e 1, 2, 3 illetve 4 vektorbo6l all6 linearisan fliggetlen részhalmaza H-nak?
Van-e 1, 2, 3 illetve 4 vektorbdl all6 linearisan 6sszefliggd részhalmaza H-nak?

A rang a vektorhalmazbol kivalaszthaté linearisan fiiggetlen vektorok maximalis
szamat jelenti. Bazistranszformacioval a bazisba bekeriilé vektorok - mivel bazis
részhalmazat képezik — linearisan fiiggetlenek. Igazolhato, hogy a bazisba bevon-
haté vektorok maximalis szama fliggetlen a bevonandé vektorok konkrét kiva-
lasztasatol. Igy igaz, hogy barmely vektorhalmaz esetén a rang egyenld a bazisba
bevonhat6é vektorok maximalis szamaval, fiiggetleniil attél, hogy éppen melyik

vektorokat vontuk be a bazisba.

Igyekezzlink tehat H vektorai koézil minél tobbet bevonni a kanonikus bazis

vektorainak helyébe. Az indul6 tablazat:

as

bazis |a1 a
e1 2 3
ez 1 4
€3 0 2

4 9
3 10

5

Az a1 — ez vektorcsere végrehajtdsa utan a kovetkezo tablazatot kapjuk:

bazis |a1 @

as

e1 0 -5
ai 1 4
e3 0

Hajtsuk végre ezutan az a3 — e3 vektorcserét:
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s o
- o
N W
o O
o
IO

5

(@]
N
—_
N
o1

Végiil a;-t bevonva az e1 helyére:

bazis |a1 a2 a3 as+ as
az 0 1 0 0 2
ai 1 0 0 1 1
as 0 0 1 2 1

Mivel a kanonikus bazis mindhdrom vektorat ki tudtuk cserélni H-beli vektorok-
kal, igy r(H) =3.

b, A H vektorhalmaz egy maximalis linearisan fiiggetlen részhalmaza: H’={a1, az, a3}
¢, Mivel a fenti H' részhalmaz bazis R3-ban, igy minden R3-beli vektor kifejezhet6 H-
beli vektorok linearis kombinaciéjaval. igy nincs olyan x vektor az R3
vektortérben, amely nem fejezhetd ki H-beli vektorok linearis kombinacigjaval.
d, 1 vektorbolalld linearis fiiggetlen részhalmaz: van, pl. {a1};
2 vektorbol all6 linearis fiiggetlen részhalmaz: van, pl. {a1, az};
3 vektorbol all6 linearis fliggetlen részhalmaz: van, pl. {a1, az, az};
4 vektorbol all6 linedris fiiggetlen részhalmaz: nincs, mert R3-ban négy vektor
mindig linearisan 6sszefiiggs.
e, 1 vektorbolall6 linearis 6sszefiiggd részhalmaz: nincs, mert egyik vektor sem
nullvektor;
2 vektorbol all6 linearis 0sszefiiggd részhalmaz: nincs, mert H-ban nincs két
parhuzamos vektor;
3 vektorbdl ll6 linearis 6sszefliggd részhalmaz: van, {a1, g3, a4}, mert a tabla-
zatb6l latszik, hogy a4 el64all a masik két vektor linearis kombinaciéjaként;
4 vektorbol all6 linearis 6sszefliggd részhalmaz: pl. {a1, az, as, as}, hiszen R3-
ban négy vektor mindig linedrisan 6sszefiiggd.

7. Minta feladat:
Legyen a1 =(1,0,2), a2=(2,1,5), a3 =(-1,-1,-3), as+=(5,2,12), as=(4, 2, 10).

Hatarozzuk meg a H vektorhalmaz rangjat!

b, Van-e a H vektorhalmaznak két vektorbdl 4ll6 linearisan fiiggetlen, és két
vektorbol all6 linedrisan 6sszefliggd részhalmaza?

¢, Megadhat6-e olyan R3-beli vektor, amelyet H-hoz csatolva megnoveli a rangot?

Megoldas:

a, A bazistranszformacié soran a bazisba bevonhaté vektorok maximalis szdma adja
a rangot (lasd 6. minta feladat), igy igyekezziink minél tobb vektort a bazisba
bevonni!
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Az indulé tablazat:

bazis |a1 a2 a3 as as

I
I
ol R
N
1 1
= e
(S}

3 2 5 -3 12 10

1

Hajtsuk végre az a1— e1 vektorcserét a bazisban:

bazis |a1 a2 a3 as+ as

5

—_
N
1
—_
N

ai

N

(@]

=
1 1

_

NN

NN

3 0

1

Vonjuk be ezutan a2 -taz ez helyére:

bazis |a1 a2 a3 a+ as
1 1 0 1 1 0
o 1 -1 2 2
3 0 0 0 0 O

S

[[§)

Tobb vektort nem lehet bevonni a bazisba, igy r(H) = 2.

b, Kétvektorbol allé linearis fiiggetlen részhalmaz: {ai, a2}, mivel bazis részhalmaza
linearisan fiiggetlen.
Két vektorbol all6 linearisan 0sszefliggd részhalmaz: {az, as}, mivel az az és as
vektorok parhuzamosak.

¢, Igen, minden olyan vektor ndveli a rangot, amely nem all el6 az ai és az vektorok
linearis kombinaci6javal. Ilyen vektor példaul az e3, hiszen e3 az a1 és az vekto-
rokkal bazist alkot.

Gyakorlé feladatok:

5. Legyen a1=(1,3,2), a2=(2,1,5), a3s=(3,4,2).
Bazist alkotnak-e az R3 térben az g1, az és a3 vektorok? Ha igen, akkor hatarozza
meg a v = (14, 17, 18) vektor rajuk vonatkoz6 koordinatait!

6. Legyen a=(5,2,4), b=(-1,0,3), c=(6,-4,5), d=(3,2,10).

a, Hogyan allithat6 el6 az g, b és c vektorokbdl az R3 vektortér nullvektora?

b, Hogyan allithat6 el6 az g, b és d vektorokbol az R3 vektortér nullvektora?

¢, Megadhat6-e olyan x € R3 vektor, amely nem allithato el6 az g, b és ¢ (illetve
az a, b ésd) vektorok linearis kombinaci6jaként?

d, Bazistalkotnak-e az R3 térben az a, b és ¢ (illetve az a, b és d) vektorok? Ha
igen, akkor hatarozza meg a v = (16, 0, 13) vektor rajuk vonatkozo6 koordina-
tait!
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7. Legyen a1=(1,2,0), a2=(01,1), a3=(2,2,-2).
Megadhat6-e olyan x € R3 vektor, amely az _ai, az és a3 vektorok linearis
kombinacidjaval nem fejezhetd ki? Ha igen, akkor adjon példat ilyen vektorra!

8. LegyenH1={(1,1,1), (1,1,0)},
H»={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)},
H3={(1,1,1), (1,1,0), (1,0,0), (0,1,1) }.
A fenti vektorhalmazokra mi illik az alabbi felsorolasokb61?
e linearisan fliggetlen,
e linearisan 6sszefiiggd,
e bazis,
e a vektorhalmaz vektoraibédl linearis kombinaciéval eléallithaté az R3
vektortér 0sszes vektora.
9. Adjon példat az R* vektortérben olyan vektorhalmazra, amely

e linearisan 0sszefiiggd és nem generatorrendszer,
e linearisan dsszefiiggd és generatorrendszer,

e linearisan fliggetlen és nem bazis,

e linearisan fiiggetlen és bazis.

10. Legyen a1=(1,2,4), a2=(-31,2), a3=(-2,3,6), as=(-15,10), as=(4,1, 2),
H = {a1, a2, a3, as, as}. Mennyi a H vektorhalmaz rangja?

11. Legyen a=(1,0,2), b=(3,2,1), c=(-1,4,0), d=(6,2,7).
a, Bazist alkotnak-e a térbenaz g, b, és c vektorok? Ha igen, akkor hatarozza
meg az x = (-8, -2, 1) vektor ezen bazisra vonatkoz6 koordinatait!
b, Hogyan allithatd el6 az g, b, és d vektorok linearis kombinaciéjaval az R3 tér
nullvektora?
¢, Mennyia H = {g, b, d } vektorhalmaz rangja?

12. Legyen a1=(1,2,-1,0), a2=(-1,-3,-1,3), a3=(3,7,-1,-3), a+=(2,5,0, -3),
as=(0,1,2,-3), H={a1, az, as, a4, as}.
a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?
b, Adjon megolyan a # o vektort, amelyet a H vektorhalmazhoz csatolva nem
noveli a vektorhalmaz rangjat!

13. Legyen a1=(1,2,2,-1), a2=(0,-1,1,-1), a3=(2,5,3,-1), a+=(1,3,1,0),
as=(1,4,0,1). H={a1, az, a3, a4, as}.
a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?
b, Adjon megolyan g € R* vektort, amely nem allithat6 el6 a H vektorhalmaz
vektorainak linearis kombinacidjaként!

14. Legyen ai1=(-34,2), a2=(1,0,0), a3=(1,2,-1), as=(-5,0,7),
H = {a1, az, a3, as}.
a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?
b, Elgallithaté-e az a1 vektor az a3 és aa vektorok linearis kombinaci6jaként?
¢, Eldallithaté-e az az vektor az a3 és a4 vektorok linearis kombinaciojaként?
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15. Legyen a1 =(1,-2,3), az2=(-3,1,-1), a3 =(-4,-2,4), a+=(-6,0, -4), as = (2, -1, -4),

H = {a1, a2, a3, a4, as}.

a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?

b, Van-e a Hvektorhalmaznak olyan legalabb 3 elemii részhalmaza, amelynek
rangja kisebb a H rangjanal?

¢, Van-e a H vektorhalmaznak 1, 2, 3 ill. 4 elem{i linearisan fliggetlen részhalma-
za? (Ha van, akkor adjon példat, ha nincs, akkor indoklast!)

d, Van-e a H vektorhalmaznak 1, 2, 3 ill. 4 elemii linearisan 6sszefiiggd részhal-
maza? (Ha van, akkor adjon példat, ha nincs, akkor indoklast!)

16. Legyen a1=(1,2,1), a2=(-1,0,3), a3=(2,1,3), as=(4,1,-3), as=(2,-1,-1),

H ={ai, az, a3, as, as}.

a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?

b, Valasszon ki H-bdl egy maximalis linearisan fliggetlen részhalmazt, és annak
elemeivel allitsa el6 H elemeit!

¢, Elgallithat6-e az R3 vektortér minden vektora H elemeinek linearis kombina-
cidjaként? Ha igen: adjon meg olyan részhalmazt H-ban, amely bazis az R3 tér-
ben! Ha nem: egészitse ki H-t gy tovabbi vektorokkal, hogy az R3 tér minden
vektora el6allithato legyen!

17. Legyen a1=(1,1,2), a2=(1,2,-1), a3=(2,3,1), as=(0,-1,3), as=(3, 4,3),

H = {a1, a2, a3, a4, as}.

a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?

b, Valasszon ki H-bél egy maximadlis linearisan filiggetlen részhalmazt, és annak
elemeivel allitsa el6 H elemeit!

¢, Elgallithat6-e az R3 vektortér minden vektora H elemeinek linearis kombina-
cidjaként? Ha igen: adjon meg olyan részhalmazt H-ban, amely bazis az R3 tér-
ben! Ha nem: egészitse ki H-t gy tovabbi vektorokkal, hogy az R? tér minden
vektora eldallithat6 legyen!

18. Legyen a1=(1,2,0,-1), a2=(0,-1,1,3), a3=(1,1,1,2), as=(0,3,-3,-9),

as=(1,-1,3,8), Hi={a1, a2,a3, a4, as}, H2={az.as_}, H3 ={ a1, a2, a3 }.

a, Mennyia Hi1, H2 és H3 vektorhalmazok rangja?

b, Adjon meg egy maximalis linedrisan filiggetlen részhalmazt a Hi, Hz és H3
vektorhalmazokban!

¢, Adjon megegyolyan xe R* vektort, amely nem fejezhetd ki a H1 elemeivel!

d, Adjon meg egy olyan xe R* vektort, amelyet Hi-hez csatolva nem ndveli meg a
vektorhalmaz rangjat!

19. Legyen a1=(2,1,1), a2=(-1,3,0), a3=(0,7,1), as=(-3,2,-1), as =(4, 2, 2),
H = {a1, az, a3, a4, as}.
a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?
b, El lehet-e hagyni egy vektort a H vektorhalmazbdl gy, hogy a maradék
halmaz rangja kisebb legyen H rangjanal?

& Legyen ai = (_2) 3r -1)I az = (_1r 31 2): as = (41 -6F 2); as = (Zr -31 1)) as = (61 _9r 3);
H={a1, az, a3, a4, as}.
a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?

www.tankonyvtar. hu © Leitold Adrien, PE




Az R" vektortér 43

b, El lehet-e hagyni egy vektort a H vektorhalmazbo6l ugy, hogy a maradék
halmaz rangja kisebb legyen H rangjanal?

L Legyen a = (51 3; -3)' az= (3l 1; -1)1 a3 = (-ZI -zl 2)) as = (6l 2; -2)1 as = (Or -4'1 4))

H = {a, az, a3, as, as}.

a, Mennyia H vektorhalmaz rangja?

b, Megadhat6-e H-nak 1, 2 ill. 3 vektorbdl all6 linearisan Osszefliggd részhal-
maza? Ha igen, adjon meg ilyen(eke)t!

8. Minta feladat:

Egy bazistranszformacids eljaras soran a kovetkez6 tablazathoz jutottunk:

bazis a @ a3 a+ Gas
a 1 4 2
e 0 0 0
€3 0 0 0
ai 3 5 0

Szamolas nélkiil valaszoljunk az alabbi kérdésekre!

a, Mely vektortér elemei az a1, a2, as, a4, as vektorok?
b, Toltstik ki a tablazat hianyz6 adatait!
¢, Mennyia H ={a1, az, a3, a4, as} vektorhalmaz rangja?
d, Adjuk meg a H vektorhalmaz egy maximalis linearisan fiiggetlen részhalmazat!
e, A H vektorhalmaz mely elemei allithatok el6 a1 és a2 linearis kombinacidjaként?
f, El6allithat6-e az as vektor az a1 és as linedris kombinacidjaként?
g, El6allithat6-e az g4 vektor az az és as linearis kombinaciojaként?
Megoldas:
a, Mivel négy vektor alkotja a bazist, ezért az ai, az, g3, as, as vektorok az R*
vektortér elemei.
b, A hidnyz6 koordinatak bazisban 1évé vektorok koordinatai, igy:
bazis a a as a4+ 4as

a 0 1 1 4 2

e 0 0 0 0 0

e3 0 0 0 0 0

ai 1 0 3 5 0
¢, Maximalisan két vektort lehet H elemei koziil bevonni a bazisba, igy r(H) = 2.
d, A H vektorhalmaz egy maximadlisan linedrisan fiiggetlen részhalmaza: {a1, az}.
e, a1=1m+0az; az=0ai+laz; a3=3m+laz; as=>5a1+4az; as=0ai1+2a>.
f, A tablazatbdl lathatd, hogy az as vektor el6all az a1 és gz vektorok linearis kombi-

naciojaként. Mivel az a2 és as vektorok parhuzamosak, igy az a1 és as vektorokbol
pontosan azok a vektorok allithatok el6 linearis kombinaciéval, mint az ai és az vek-
torokbdl. Tehat az a4 vektor el6all az a1 és as vektorok linearis kombinacijaként is.
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g, Mivel az a2 és gs vektorok parhuzamosak, igy az a2 és as vektorokbdl pontosan
azok a vektorok allithatok el6 linearis kombinaciéval, mint amelyek csak az a2
vektorbol eldallithatoak. Mivel az a4 vektor nem allithat6 el6 csak az az vektor
linearis kombinaciéjaként, ezért nem all el az az és as vektorokbol sem.

Gyakorlé feladatok:
22. Egy bazistranszformacids eljaras sordn a kovetkezé tdblazathoz jutottunk:
bazis a a d3 as as
az 1 -3
€2 0
a4 2
ai 3

Szamolas nélkiil valaszoljon az alabbi kérdésekre!

a, Mely vektortér elemei az ai, az, a3, as, as vektorok?

b, Toltse ki a tablazat hidnyzé adatait!

¢, Mennyia H={a, az, a3, a4, as} vektorhalmaz rangja?

d, Adja meg a H vektorhalmaz egy maximalis linedrisan fliggetlen részhalmazat!
e, A Hvektorhalmaz mely elemei allithatok el6 az és a4 linearis kombinacidjaként?

23. Egy bazistranszformacids eljaras soran a kovetkez6 tdblazathoz jutottunk:

bazis a a a3 as Gas
el 3 2
a 2 -2
as 3 0 -2
e4 0 0 0

Szamolas nélkiil valaszoljon az alabbi kérdésekre!

a, Mely vektortér elemei az a1, az, a3, as, as vektorok?

b, Toltse ki a tablazat hianyzé adatait!

¢, Mennyia H={a1, az, a3, as, as} vektorhalmaz rangja?

d, Adja meg a H vektorhalmaz egy maximadlis linearisan fliggetlen részhalmazat!
e, A Hvektorhalmaz mely elemei allithatok el6 a2 és a3 linearis kombinacidjaként?

24. Egy bazistranszformacids eljaras sordn a kovetkez6 tdblazathoz jutottunk:

bazis a ada a3 as Gas
el 0 0
az 1 3 -2
as -2 0 0
e4 0 0 0
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Szamolas nélkiil valaszoljon az aldbbi kérdésekre!

-

N oW

N o

g

Mely vektortér elemei az a1, az, a3, a4, as vektorok?

Toltse ki a tablazat hianyz6 adatait!

Mennyi a H1 ={a1, az, a3, a4, as} vektorhalmaz rangja?

Mennyi a Hz2 ={a2, a3, as} vektorhalmaz rangja?

Eldallithat6-e az a1 vektor az a2 és a4 vektorok linearis kombinaci6jaként?
El6allithat6-e az a1 vektor az a3 és as4 vektorok linearis kombinaci6jaként?
Eldallithat6-e az a1 vektor az a2 és a3 vektorok linearis kombinaciojaként?

9. Minta feladat:

a, Az alabbi vektorhalmazok koziil melyek alterek az R3 térben? Az altereknél adjuk
meg az altér dimenzidjat és egy bazisat!

Hi={(x,0,2) e R3| x,z€R},
H2={A(2,4,-3) | A>0},
H3={A(2,4,-3) | Ae R},
Hs={(x1,x2,x3) € R3| x1=Xx2=0}
Hs={A(1,1,0) | A€eR},
He={A(1,1,0)+(0,1,1) | Ae R},
H7={A1(1,1,0)+22-(0,1,1) | A1,A2€e R},
Hg = {(x1,x2,Xx3) € R3| Xx1,x2,x320 }.

b, Melyek azok az alterek a fentiek koziil, amelyeknek direkt 6sszege az R3 vektortér?

Megoldas:

a, Az alterek olyan vektorhalmazok, amelyek zartak a vektordsszeadasra és a skalar-
ral val6 szorzasra. Az R3 vektortérben az 1 dimenziés alterek olyan vektorhalma-
zok, melyek vektorai egy origon dtmend egyenesre esnek, mig a 2 dimenzids al-
terek vektorai egy origon atmend sikra esnek. Ezek alapjan:

H1 az x-z koordinatasik vektorait tartalmazza, altér, dim(H1) = 2, egy bazis Hi-
ben: B1={(1,0,0), (0,0, 1)};

Hz vektorai a (2, 4, -3) irdnyvektord, origéb6l indul6 félegyenesre esnek, Hz
zart az 0sszeadasra, de nem zart a skalarral valé szorzasra, igy nem altér;

H3 vektorai a (2, 4, -3) iranyvektoru, origén atmeno egyenesre esnek, altér,
dim(H3) = 1, egy bazis Hs-ban: B3 = {(2, 4, -3)};

Hs vektorai a z tengelyre esnek, altér, dim(H4) = 1, egy bazis Hs-ban:

B4+ ={(0,0,1)};

Hs vektorai az (1, 1, 0) irdnyvektort, origdn atmend egyenesre esnek, altér,
dim(Hs) = 1, egy bazis Hs-ban: Bs = {(1,1, 0)};

He vektorai nem zartak sem az 6sszeadasra, sem a skalarral val6 szorzasra,
nem altér;

H7 vektoraiaz (1, 1, 0) ésa (0, 1, 1) vektorok altal kifeszitett sikra esnek,
altér, dim(H7) = 2, egy bazis H7-ben: B7 = {(1, 1,0), (0, 1, 1)};

Hg vektorai az els6 tér-nyolcadban helyezkednek el, az 6sszeadasra zartak, de
a skalarral val6 szorzasra nem, nem altér.
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b, A fenti alterek koziil egy 1 dimenzids és egy 2 dimenzios, vagy harom 1 dimenzi6s
altérnek lehet direkt 6sszege az R3 vektortér, feltéve, hogy a megfelel§ alterek
bazisainak uni6ja bazis R3-ban. Ez bazistranszformaciéval ellendrizhetd.

Példaul a H1 és Hs alterek esetén a B = B1uUB2 = {(1, 0, 0), (0, 0, 1), (2, 4, -3)} bazis
R3-ban, hiszen az indulé tablazatbol lathatd, hogy az els6é két vektor eleve bazis-
ban van, a harmadik pedig bevonhat6 ez helyére:

bazis | b1 b2 b3
bi=e1 1 0 2

e 0 0 4
b=e3 |0 1 -3

[gy R3 = H1®Hs.

Ugyanakkor a H1 és Haalterek esetén a B=B1UB4={(1, 0,0), (0, 0, 1)}, ami nem

bazis R3-ban, igy R3 # Hi®Ha.

Hasonl6 vizsgalatokat elvégezve a tobbi esetben is, a kovetkez6 altereknek lesz
még direkt 6sszege az R3 vektortér: R3 = H1®Hs, R? = H7®H3, R3 = H7®H4, R3 =

H3®H4®OHs.

10. Minta feladat:

Adjuk meg az aldbbi alterek dimenziéjat és egy bazisat! Igaz-e, hogy R3 direkt 6sszege
a V1 és V2 altereknek? Ha igen, akkor bontsa fel az x = (4, -2, 5) vektort a megfelel6

alterekbe esd 0sszetevokre!

a, Vi={A1(1,-2,3)+A2+(1,0,1) |A,A2 eR}, V2={A(1,0,0) | AeR};

b, Vi={A1(2,3,5)+A2:(0,1,0) |A,A2 eR },V2={A1-(1,2,3)+A2+(1,4,1) |[A,A2 €R };

¢, Vi={A1(1,2,1)+22+(0,1,0) |A,A2 eR}, V2={A1(1,1,1)+A2+(3,3,3) |[A,A2 €R };

Megoldas:

a, dim(V1)=2, B1={(1,-2,3),(1,0,1) }és dim(V2)=1, B2={(1,0,0) }.
A sziikséges (de nem elégséges) feltétel teljestil:

dim(V1) + dim(V2) = 2+1 = dim(R3).

Ellendrizziik ezutdn, hogy az alterek bazisainak uniéja, B = B1UB2 bazis-e R3 -ban,
és kdzben szamoljuk az x vektor koordinatait is. Az indul6 tablazat:

bazis | b1 b2 b3 x
b3=e1 1 1 1 4
ez |2 0 0 -2
e3 31 0 5

A b3 vektor bent van a kanonikus bazisban (b3= e1), vonjuk be bz-t az e3 vektor

helyére:
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bazis | b1 b2 b3 x
bs |2 0 1 -1
e |2 0 0o 2
b2 3 1 0 5

Végiil vonjuk be a b1 vektortaz ez helyére:

bazis | b1 b2 b3 x
b3 0O 0 1 1
b1 1 0 0 1
b2 0O 1 0 2

Mivel a B = B1UB; vektorhalmaz bazis R3 -ban, igy R3 = V1®V2. Az x vektor
eldallitasa a B bazison: x = 1b1 + 2b2 + 1b3. Mivel b1 és bz a V1 altér bazisvektorai,
igy az x vektor Vi-be esd 6sszetevdje: vi = 1b1 + 2b2 = (3, -2, 5). A bz vektor a V>
altér bazisvektora, igy az x vektor V2-be es6 6sszetevdje: v2 = 1b3 = (1, 0, 0).

dim(V1) =2, B1={(2,3,5),(0,1,0)} és dim(V2) =2, B2={(1,2,3),(1,4,1) }.
A sziikséges feltétel nem teljesiil: dim(V1) + dim(V2) = 2+2 # dim(R3), igy R3 #
V1®Va.

dim(V1) =2, B1={(1,2,1),(0,1,0) } és dim(V2) =1, B2={ (1,1, 1) }. Utobbi
esetben vegytk észre, hogy az (1, 1, 1) és (3, 3, 3) vektorok parhuzamosak, igy
linearis kombinaciéik 1 dimenzids alteret hataroznak meg.

Ellendrizziik ezutan, hogy az alterek bazisainak unidja, B = B1UB2 bazis-e R3 -ban,
és kozben szamoljuk az x vektor koordinatait is. Az indul6 tablazat:

bazis | b1 b2 b3 x
e1 1 1 4
b2=e> 2 1 1 -2
e3 1 0 1 5

o

A bz vektor bent van a kanonikus bazisban (b2= ez), vonjuk be bi-t az e1 vektor
helyére:
bazis | b1 b2 b3 x
b 1 0 1 4
b2 1 -1 -10
e3 0 0 0 1

o

Lathatd, hogy b3 nem vonhatd be a bazisba az e3vektor helyére, azaz a B = B1UB2
vektorhalmaz nem bazis R3 -ban, igy R3 # V1®Vx.
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Gyakorlé feladatok:
25.a, Az alabbi vektorhalmazok koziil melyek alterek az R3 térben? Az altereknél
adja meg az altér dimenzi6jat és egy bazisat!
e H1={21(1,0,0)+22:(0,1,0) | A,A2e R},

e H2={A(1,2,-5) | A e R*},

° H3:{A'(1,2,-5)|AER},

o Hi={(x1,x2,x3) € B3| x1,x2,x3<0}

o Hs={A(3,4,2) | AR},

o He={A(3,-4,2)+(1,1,1)| A eR},

o H7={A1(3,-4,2) +22:(1,1,1) | A,A2 €R},
e Hg={(4,0,0)] AR}

b, Melyek azok az alterek a fentiek koziil, amelyeknek direkt 6sszege az R3
vektortér?

26. Legyen Vi={(x,y,z) e RBB|y=0} és V2={A(1,-5,0)|1€R}.
a, lIgazolja, hogy Vi® V2 =R3 !
b, Bontsa felaz x = (3, 10, -4) vektort a V1 és V2 alterekbe es6 6sszetevOkre!

27. Legyen Vi={ (t,t,t) e R3|teR} és V2={11(1,0,2)+42:(-1,3,0) | A1, A2€R }.
a, Igazolja, hogy 1@ V2=R3 !
b, Bontsafelaz x=(1, 10, 2) vektorta V1 és V2 alterekbe es6 dsszetevikre!

28. Legyen V1={4-(1,1,-2) | AR} és V2={A(1,0,0) +2(1,1,0)| 4, <R }.
a, lIgazolja, hogy Vi@ V2 =R3 !
b, Bontsa felaz x = (10, 5,-6) vektorta V1 és V> alterekbe es6 dsszetevikre!

29. Legyen V1={A1(1,0,2) | A€R },
V2={A2(2,1,-3)+u(1,1,1) | L, xR},
V3={A(4,5,-2) +1(2,0,5) | L, LR }.
a, Adjon megegy-egy bazista Vi, V2 és V3 alterekben!
b, Igaz-e, hogy V1 @ V2 = R3 illetve V2 @ V3 = R3 ? (Indoklas!) Ha igen, akkor
bontsa fel az x = (8, 3, 1) vektort a megfeleld alterekbe esd 6sszetevikre!

30. Legyen Vi={A4(2,-1,1,0) | A €R },
V2={A(1,1,1,1)+1(0,1,0,0) | A, xR},
3={1(1,3,-1,4)) | AR }.
a, Adja meg afenti alterek dimenzidjat és egy-egy bazisat!
b, Igaz-e, hogy V1@ V2=R* illetve V1 @ V2@ V3 =R*? (Indoklas!) Ha igen, akkor
bontsa fel az x = (7,10, 2, 11) vektort a megfelel6 alterekbe es6 dsszetevikre!

31. Adjon meg az R* vektortérben 2, 3 illetve 4 db olyan alteret, amely altereknek
direkt 0sszege az R* vektortér!
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Elméleti kérdések

Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak vagy hamisak!
1. Rr-ben barmely vektorhalmaz rangja < n.

2. Ha egy H vektorhalmaz rangja k, akkor H nem tartalmazhat k-1 darab linearisan
Osszefliggd vektort.

3. Ha egy vektorhalmaz rangja megegyezik az elemszamaval, akkor a vektorhalmaz
linearisan fiiggetlen.

4. Haa H c R»vektorhalmazra r(H) = r, akkor H-nak nem lehet r-nél kevesebb vek-
torbdélallé linearisan 6sszefliggd részhalmaza.

5. Ha egy vektorhalmaz rangja r, akkor a vektorhalmazt egy vektorral bvitve a rang
r+1-re nd.

6. Ha egy vektorhalmaz generatorrendszer, akkor az bazis is.

7. Ha LcRn linearisan fliggetlen, GER" generatorrendszer, akkor G-ben legalabb
annyi vektor van, mint L-ben.

8. Egy linearisan fiiggetlen vektorhalmazt tovabbi vektorokkal bvitve a fiiggetlen-
ség meglrzddik.

9. R -ben minden bazis generatorrendszer.

10. Ha a H < R~ vektorhalmaz generatorrendszer, akkor H nem lehet linearisan 6ssze-
fliggd.

11. R» -ben n darab linearisan fiiggetlen vektor bazist alkot.

12. R» -ben létezik n-nél kevesebb vektorbol all6 linearisan fliggetlen vektorhalmaz.
13. R -ben létezik n-nél kevesebb vektorbol all6 generatorrendszer.

14. R» -ben létezik n-nél tobb vektorbol all6 generatorrendszer.

15. Ha a H < R» vektorhalmaz generatorrendszer és |H[>n, akkor H linearisan 6ssze-
fliggd.

16. Ha a H ¢ R» vektorhalmaz generatorrendszer és |H| = n, akkor H bazis.

17. Ha a H < R» vektorhalmaz linearisan fiiggetlen és |H| = n, akkor H generatorrend-
szer.

18. Linearisan 0sszefliggd vektorhalmaz részhalmaza is linearisan 6sszefiiggo.

19. Ha egy R" -beli generatorrendszer n vektorboél all, akkor az bazis.

20. Minden linearisan 0sszefiigg6é vektorhalmaz tartalmazza a nullvektort.

21. Rh -ben minden bazis n vektorbol all.

22. Ha egy vektorhalmaz minimalis generatorrendszer, akkor az linearisan fliggetlen.

23. Ha egy vektorhalmaz minimalis generatorrendszer, akkor az linearisan 6sszefiiggé.
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24. R —-ben minden bazis tartalmazza a nullvektort.
25. R -ben minden generatorrendszer legalabb n vektorbdl all.
26. R" -ben létezik olyan B bazis, hogy valamely ae R vektorra geB és -aeB.

27. Ha Hc R» linearisan 6sszefiiggd, és ae R\ H, akkor H U {a} is linearisan 0ssze-
fliggo.

28. Legyen A={ay, ... ax}jc R" linedrisan 6sszefiiggd. Ekkor r(4) <k.
29. Ha A={as, ... ar}c R linedrisan fliggetlen, akkor k <n.

30. Ha a H c R"vektorhalmaz linearisan 0sszefliggd, akkor van H-nak olyan részhal-
maza, amely bazis R"-ben.

31. Ha a H < R" vektorhalmaz linearisan 6sszefligg6, akkor van olyan R"-beli vektor,

amely tobbféleképpen all el6 H-beli vektorok linearis kombinaciéjaként.
32. Van olyan Rr-beli generatorrendszer, amely nem tartalmaz bazist.

3. Ri-ben nincs 0-dimenzios altér.

34. Ha dim(V)=k, akkor a V altér vektorai koziil maximalisan k darab linearisan fiig-
getlen vektor valaszthaté Kki.

35. R" minden altere tartalmazza a nullvektort.

36. Ha R" =V, ®V,, akkor dim(V1)+ dim(V2) = n.

37. Ha dim(V1)+dim(V2)=n, akkor. Rr= V1 ® Vo.

38. R és R2altere R3-nak.

39. Ha a Vvektorhalmaz altér R -ben, akkor V linearisan fliggetlen.
40. Ha a Vvektorhalmaz altér R" -ben, akkor V linearisan 6sszefiigg.

41. Két R3-beli vektor linearis kombinaciéi mindig egy origén atmend sikot hataroz-

nak meg.
42. Alterek metszete is altér.

3. Alterek unidja is altér.
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Matrixok

1. Minta feladat:

Adjuk meg azt a A 3x4-es matrixot, amelynek (ij)-edik eleme: ajj = 3i—j!
[rjuk fel a fenti matrix transzponaltjat!

Megoldas:
Szamoljuk ki a megadott 6sszefiiggést felhasznalva a matrix elemeit!
an= 3-1-1=2, aiz=3-1-2=1, aiz=3-1-3=0, ais=3-1-4=-1,
az1= 3-2-1=5, az=3-2-2=4, az3=3-2-3=3, az=3-2—-4=2,
az1= 3-:3-1=8, a32=3-3-2=7, a33=3-3-3=6, azs=3-3—-4=5,
Igy az A matrix:
2 10 -1
A=|5 4 3 2

8 7 6 5

A fenti matrix transzponaltjat a sorok és oszlopok felcserélésével kapjuk:

2 5 8

1 4
AT =

0 3 6

-1 2 5

2. Minta feladat:

21 -1 3 -2 1
Legyen A= , B= .
&Y 34 0 0 2 0

a, Irjuk fel a fenti matrixok transzponaltjait!
b, Hatdrozzuk megaz A+B, A-B, 4AT, -BT, 2A+3B, AT-2BT matrixokat!

Megoldas:
2 3 3 0
a, A transzponalt matrixok: A" =| 1 4|, B'=|-2 2
-1 0 1 0

b, A matrixdsszeadas definicidja szerint az azonos méretl matrixokat elemenként
adjuk 6ssze, mig egy matrix skalarszorosat gy kapjuk meg, hogy minden
matrixelemet az adott skalarral megszorzunk. Igy:

2 1 -1 3 -2 1 5 -10
34 0 0 2 0 3 6 O

© Leitold Adrien, PE www.tankonyvtar. hu



52 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

21 -1) (3 -2 1 -1 3 -2
A_B= - =
34 0 0 2 0 3 2 0

2 3 8 12 3 0) (-3 0
4AT =4.0 1 4|=| 4 16| -BT=--2 2|=|2 -2
-10) \-4 0 1 0/ (-1 o0

4 2 -2 9 -6 3 13 -4 1
2A+3B = + =
6 8 0 0 6 0 6 14 0
2 3 6 0 -4 3

AT -2B"=| 1 4|-|-4 4|=| 5 0
-1 0 2 0) (-3 0

3. Minta feladat:

1 1120
31 4 2 1

Legyen A:{ ], B:( ], C=|4|, D=[3 121
21 1 0 3

0 21 2

a, Adjuk meg a fenti matrixok méretét (tipusat)!
b, Irjuk fel a fenti matrixok transzponaltjat!
¢, Melyik létezik az alabbi matrixszorzatok koziil? Amelyik 1étezik, azt szamitsuk ki!

AB, BA, BC, CD, C"D, CC, CCT, CTC, A? A3

Megoldas:

a, Az A matrix 2x2-es, a B matrix 2x3-as, a C matrix 3x1-es, a D matrix 3x4-es.
b, A transzponalt matrixok:

13
., 4 1
112
AT = , B'=|2 0|, CT=( 4 2), D'=
11 2 21
13
012

c, Két matrix 6sszeszorozhatdsaganak feltétele, hogy az els6 matrix oszlopainak a

szama egyezzen meg a masodik matrix sorainak a szamaval. Ez a fenti matrix -
szorzatok kozil a BA, CD és C{C szorzatok esetén nem teljesiil, igy ezek a matrix-
szorzatok nem léteznek.
Ha az 0sszeszorozhatdsag feltétele teljesiil, a szorzatmatrix (ij)-edik elemét tn.
sor-oszlop szorzassal szamoljuk, azaz az els6 matrix i-edik sorat és a masodik
matrix j-edik oszlopat felhasznalva a megfelel6 elemeket rendre 6sszeszorozzuk
és a szorzatokat osszeadjuk. (Szamolaskor hasznos az un. Falk-féle elrendezést
hasznalni.)
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Ennek megfeleléen:

3 1Y(4 21 13 6 6
A'B: . =

2 1)1 0 3 9 45

1

4 2 1 14
B.C= 1al=

1 0 3 7

2
1120
C'-D=( 4 2)|3 1 2 1|=(13 9 12 8)
0212
1 1 4 2

C-C'=4|-01 4 2)=|4 16 8

2 2 8 4
1
CT-C=@ 4 2)|4|=[21]
2

, 3 1)(3 1 11 4
A :A'A: . =
2 1)\21 8 3

3 1)(3 1)(31
AS—A.A.A= . . =
2 1){2 1)\2 1

4, Minta feladat:

L

K 3 -21 3
Legyenek A= , B=| 4|, C= .
&Y 1 4 0 2

Melyik létezik az alabbi szorzatok koziil? Amelyik 1étezik, azt szamitsuk ki!
BATCT,  CTABT, C(CTAB

Megoldas:
Elészor is megjegyezziik, hogy a matrixszorzas asszociativ miivelet, azaz a tébbté-
nyez0s szorzatok tetszés szerint zarojelezhetdek, illetve a zaroéjelek el is hagyhatdak.

A B-ATCT szorzatban a B matrix 3x1-es, az AT matrix 3x2-es, ezért a B-AT szorzas
nem végezhetd el (elsé matrix oszlopainak szama nem egyenld a masodik matrix so-

rainak szamaval). Igy a B-AT €T szorzat sem létezik.
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A CT-ABT szorzatban a CT matrix 1x2-es, az A matrix 2x3-as, ezért a CT-A szorzas
elvégezhetd és a szorzatmatrix 1x3-as matrix lesz. Ez a matrix viszont nem szoroz-
haté meg jobbroél a BT 1x3-as matrixszal, igy a CT-A BT szorzat sem létezik.

A CT.AB szorzatot vizsgalva lattuk, hogy a CT-A szorzas elvégezhetd, és 1x3-as
matrixot eredményez. Ez megszorozhaté jobbrdl a B 3x1-es matrixszal, és eredmé-
nyll 1x1-es matrixot kapunk. A szamolast elvégezve:

3 -21
CT-A=[3 2]-[ Jz[ll 2 3
1 4 0
-2
C'-A-B=[11 2 3]| 4 |=[-11]
1
5. Minta feladat:
1120

Tekintsiikaz A=|3 1 2 1| matrixot! Hatdrozzuk meg az A matrix rangjat!

0 212

Megoldas:

Barmely matrixra az oszloprang, azaz az oszlopvektorok alkotta vektorhalmaz rangja
megegyezik a sorranggal, azaz a sorvektorok halmazanak rangjaval. Ezt a k6zos érté-
ket hivjuk roviden a matrix rangjanak. Jel6lje a1, a2, as, as az A matrix oszlopvektorait.
Bazistranszformacidval hatarozzuk meg az A matrix oszloprangjat. Az indulé tablazat:

bazis ai a2 as a4

e1 1 1 2 O
ez 31 2 1
e3 0o 2 1 2

Az a1 vektort bevonva a bazisba az e1 helyére, a kovetkezo6 tablazatot kapjuk:

bazis a a as aa

ai 1 1 2 0
) 0 -2 -4 1
e3 o 2 1 2

Hajtsuk végre ezutan az as+ — e2 vektorcserét:

bazis a a2 az a4
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ai 1 2
as 2 4 1
es 6 9 0
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Végiil az a2 — e3 vektorcsere utan a kovetkezd tablazatot kapjuk:

bazis | a1 a2z a3 as4

az 0 1 15 0

Mivel az A matrix oszlopvektorai koziil harmat lehetett a bazisba bevonni, igy az A
matrix rangja: r(4) = 3.

Gyakorlé6 feladatok:
1. Adja meg azt a 2x3-as matrixot, amelynek (ij)-edik eleme: aj=i+2j !

2. Adja meg azt a 2x3-as matrixot, amelynek (i;)-edik eleme:

aj=1+j, ha i< j

aij=0, hai>]j
1 2 -10 3 -4 1 2
3. Legyen A={4 0 2 1], B=|1 5 0 3/
2 -5 1 2 2 -2 3 -1
Hatarozza megaz A+B, A-B, 34, -B, 4A+5B matrixokat!
1 3
4. Legyen A= 2 0, B:(4 0 _J.
-1 1 0 -1 O
0 2
Melyik 1étezik az A B és a B A szorzatok koziil? Amelyik 1étezik, azt szamitsa ki!
3 1 0 2
5. Legyen A=(2 -5 4), B=|-2 2 5|, C=|-4|.
4 1 -3 7
Mutassa meg, hogy (AB)-C=A{B () !
2 -3 -5 -1 3 5 2 -2 -4
6. Legyen A=|-1 4 5|, B=|{1 -3 -5, C=|-1 3 4
1 -3 -4 -1 3 5 1 -2 -3
Mutassa meg, hogy a fenti matrixokra:
— AB=B-A=0
- AC=A
- CA=C .
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2 - 1 0 2 2 3 -4
Legyen A= , B= . C= |
0 3 -3 4 1 50 1

Ellenérizze az A{B+C)=AB+A{ disztributiv tulajdonsagot!

Legyenek A és B nxn-es matrixok. Igazolja, hogy altalaban

— (A+B){A-B) #AA-BB

— (A+B){A+B) #AA+2AB+BB

Adja meg mindkét esetben az egyenldség teljesiiléséhez sziikséges feltételt!

3 4
-1 0 4 -1 5 3 01
Legyen A= . B= , C= , D=(2 5|,
3 2 0 2 3 -1 5 2
0 6
302 1
21
E= , F={4 5 0 -1|.
01
6 0 1 1

Melyik létezik az alabbi matrixok koziil? Amelyik l1étezik, azt szamitsa ki!

2A-C, 3C+D, C+DT, 4B+2E, AB, AC, AD, EB, BE, B? E3 AE, EA4,
CF, DC, CD, DE.

1 8 0 4 5
1 2 -1 -3
-3 2 1 5 -2
10. Legyen A=|0 1 3 2|, B= , C= , D= ,
0 5 2 6 4
4 5 0
-1 -2 3 7 3

E :(_23) F=(5 2).

Melyik létezik az alabbi matrixok koziil? Amelyik létezik, azt szamitsa ki!

A+B, C+B, C+D, E+F, E+F', 54, 3F, B{, B{", B'C, BA, AB, BD,
BE, AD, DE, EE EF FE

11. Megvalaszthat6ak-e az a és b valos paraméterek ugy, hogy AA=A teljesiiljon, ha

- A:@ _sz’
)
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3 4 _2 1 05 2 6 10 -4 1 -2
12. A= , B=l2 3 0, C={0 2 2 O0|. D=|2 5|
1 0 8
0 4 5 -1 4 2 2
1 -1 2
1 -4 -2 5
3 4 0
E=|{2 3 7
1 0 4
3 1 7
3 2 1

Hatarozza meg a fenti matrixok rangjat!

13. Mutassa meg, hogy altaldban r(A-B) #r(BA)!

Utmutatas: 2x2-es matrixokkal probalkozzon!

5. Minta feladat:

2 1 5/6 -1/6
Legyen A= és B= . Mutassuk meg, hogy az A és B matrixok egymas
4 5 -4/6 2/6

inverzei!
Megoldas:

Elég megmutatni, hogy az AB illetve B-A szorzat egységmatrixot ad eredménytil:

2 1\(5/6 -1/6) (1 0 5/6 -1/6)(2 1) (1 0
A-B= : = ., tovbbda B-A= : =
4 5)(-4/6 2/6) (0 1 —4/6 2/6 )4 5) (0 1

6. Minta feladat:
3 21
Invertdlhaté-e az A=|4 3 1| matrix? Ha igen, akkor bazistranszformaciéval hataroz-

3 41
zuk meg az inverzét!

Megoldas:

Egy nxn-es matrix pontosan akkor invertalhat6, ha teljes rangu, azaz oszlopvektorai
bazist alkotnak az R" vektortérben. Tovabb3, az inverz matrix a kanonikus bazis
vektorainak az A matrix oszlopvektoraira — mint bazisra — vonatkozé koordinataibél
épil fel. Ennek megfelel6en az inverz matrix bazistranszformaciéval torténé szamo-
lasa a 10. dbran lathat6 séma szerint torténhet.
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2

E = Al

a

_n

10. dbra: Mdtrix inverzének meghatdrozdsa bdzistranszformdciéval

Ennek megfeleléen az indulé tablazat:

bazis a1 a2 a3 e1 e e3

el 3 271 1 0 O

I\
NN
w
=
o
=
o

3 |3 4 1 0 O

1D
=

A bazistranszformdci6 soran az A matrix oszlopvektorait igyekeziink a bazisba bevon-
ni. Matrixinvertalasnal a bazisba bekeriilé6 g vektorok oszlopat a kdvetkez6 tablazat-
bol elhagyhatjuk. Vonjuk be az a3 vektort a bazisba az e1 helyére:

bazis |a1 a2 e1 e e3

w
N
Uy
o
o

as

©
=
-
_
-
o

3 |0 2 -1 0 1

1

Hajtsuk végre ezutan az a1 — ez vektorcserét:
bazis |az e1 e es3
as -1 4 -
ai 1 -1 1
es3 2 -1 0 1

w
o O

Végiil vonjuk be az a2 vektort az e3 helyére. Megjegyezziik, hogy itt mar latszik, hogy
az A matrix rangja 3, azaz teljes rangu, igy invertalhaté.

bazis |e1 ez e3

as 35 -3 05
1 -05 1 -05
2 -05 0 05

1Q

I

A kapott tablazat alapjan felirhat6 az A matrix inverze. Az inverzmatrix felirdsanal
arra kell figyelnlink, hogy a kanonikus bazis vektorainak az ai, a2 és_as vektorokra
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vonatkozo koordinatait a megfeleld sorrendben kell az inverzmatrix oszlopaiba
beirni, azaz a bazistranszformacids tablazat sorait kell a megfelel6 médon rendezni:

-05 1 -05
Al=|-05 0 05
35 -3 05

Megjegyezziik, hogy a szamolas helyességérdl meggy6zédhetiink az AA1 = E egyen-
16ség ellendrzésével.

7. Minta feladat:
1 0 2

Invertalhaté-e az A=|2 3 7 | matrix? Ha igen, akkor bazistranszformaciéval hata-

3 4 10
rozzuk meg az inverzét!

Megoldas:
Az el6z6 minta példahoz hasonl6an az indulé tablazat:

bazis |a1 a2 a3 e1 e e3

e1 1 0 2 1
2 3 7 0
3 3 4 10 0 O

i\
= O
o O

10
—_

Vonjuk be el6szor az a1 vektort a bazisba az e1 helyére:

bazis a a3 e1 e e3

ai 0O 2 1 0 O
ez 3 3 -2 1 0
€3 4 4 -3 0 1

Az a2 vektort az ez helyére vonva a kdvetkez6 tablazatot kapjuk:

bazis a el e e3

ai 2 1 0 0
az 1 -2/31/3 0
e3 0 -1/3-4/3 1

Lathatd, hogy az az vektort mar nem tudjuk a bazisba bevonni az e3 vektor helyére.
Tehat az A matrix rangja 2, azaz nem teljes rangq, igy nem invertalhato.
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Gyakorlé feladatok:

3 0), 1/3 0 . .
14. Legyen A= s _1 és B= 213 _1]° Mutassa meg, hogy az A és B matrixok

egymas inverzei!

1 2 4 2 -1 -1
15. Legyen A={0 1 6| és B=| a 1/4 b |. Megvalaszthatéak-e az a és b
1 3 2 1/8 1/8 -1/8

valos paraméterek ugy, hogy A és B egymas inverzei legyenek?

-1 -1 -1 2 -3 -4
1 3 1 -2
16. Legyen A= , B= , C=0 1 0|, D=(-1 7 2 |,
2 4 -2 4
0O 0 1 3 1 -6
312 4
1 3 4 1 05
7 10 1
F={0 2 2, G=|0 1 1|, H=
21 2 3
-1 5 4 3 2 4
4 1 2 2

Invertalhatdak-e a fenti matrixok? Ha igen, akkor bazistranszformacio6 alkalmaza-
saval hatarozza meg az inverziiket!

~1/2 —+/3/2
V312 —1/2
meg az A-linverzmatrixot!

17. Legyen A= ( j . Mutassa meg, hogy A3=E'! Ezt felhaszndalva keresse

1 2 3 a b 3
18. Legyen A=|2 1 3| és B:%. 7 -8 3 |, ahol aés b valés szamok.
3 21 1 b -3

a, Mutassa meg, hogy a és b megvalaszthatéak Uigy, hogy az A és B matrixok
egymas inverzei legyenek!
b, Hatdrozza meg azt az X matrixot, amelyre teljestil a DX= 2X+C egyenlet, ahol

3 2 3 2 3 0 1
D=|2 3 3|ésC=|1 0 3 1|
3 2 3 0 5 -41

Utmutatas: hasznalja fel az a, pont eredményét!

8. Minta feladat:

Tekintsik a kovetkez6 matrixokat!
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2 1 4 3 -1 5
6 3 4 -2

A=[5], B=[-7], C:[ ] D:[ J E=|-2 3 1|, F=l1 1 3
2 5 2 -1

4 21 5 2 12

Hatarozzuk meg a fenti matrixok determinansat! Milyen egyéb matrixtulajdonsagokra
kovetkeztethetiink a determinans értékébdl?
Megoldas:

Az 1x1-es matrixok determinansa egyenlé egyetlen elemiikkel, igy det(A) = 5 és
det(B) = -7.

A 2x2-es matrixok determinansat a féatlébeli elemek szorzatanak és a mellékatldbeli
elemek szorzatdnak kiilonbségeként kapjuk:

det(C) = 6-5 —3-2 = 24, det(D) = 4-(-1) - (-2)-2 = 0.

Az E és F matrix determinansa az els0 sor szerint kifejtve:

31 -2 1 -2 3
det(E)=+2-det([ })—1-@([ J)+4-det([ J)=2-(3-1—1-2)—1-(—2-1—1 4)+4-(-2-2-3-4)=2+6-64=-56
21 4 1 4 2

1 3 1 3 11
det(F):+3-det([ ])—(—l)~det([ J)+5~det([ ]):3-(1-12—3-2)+1-(1-12—3-5)+5-(1-2—1-5)=18—3—15:0
2 12 5 12 5 2

det(A) # 0, tehat az A matrix nemszingularis, igy r(A4) = 1 (teljes rangu), invertalhato,
oszlop- ill. sorvektora linearisan fliggetlen.

det(B) # 0, tehat a B matrix nemszingularis, igy r(B) = 1 (teljes rangu), invertalhato,
oszlop- ill. sorvektora linearisan fliggetlen.

det(C) # 0, tehat a C matrix nemszingularis, igy r(C) = 2 (teljes rangu), invertalhato,
oszlop- ill. sorvektorai linearisan fiiggetlenek.

det(D) = 0, tehat a D matrix szingularis, igy r(D) < 2 (nem teljes rangui), nem
invertalhato, oszlop- ill. sorvektorai linearisan 6sszefiiggdek.

det(E) # 0, tehat az E matrix nemszingularis, igy r(E) = 3 (teljes rangu), invertalhato,
oszlop- ill. sorvektorai linearisan fiiggetlenek.

det(F) = 0, tehat az F matrix szingularis, igy r(F) < 3 (nem teljes rangu), nem
invertalhato, oszlop- ill. sorvektorai linearisan 6sszefiiggdek.
9. Minta feladat:
2 -3 4
Tekintslik a kovetkezd matrixot: A={1 0 4|.
0 5

0

Hatarozzuk meg az A matrix determinansat

a, az els6 sor szerint kifejtve,
b, a masodik sor szerint kifejtve,
¢, amasodik oszlop szerint kifejtve.
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Megoldas:

a, Az els6 sor szerint kifejtve a determinanst:

0 4 1 4 10
det(A):+2-det([ J)—(—3)~det{ ])+4~det{ J):2.(0-5—4'0)+3~(1'5—4'0)+4-(1~0—o'0)=0+15+0=15
0 5 0 5 0 0
b, A masodik sor szerinti kifejtés:

-3 4 2 4 2 -3
det(A):—l-det([ J)JrO-det([ ])—4-det([ J):—1-(—3-5—4-0)+0—4.(2-0—(—3)-0):15+0+0=15
0 5 0 5 0 0
¢, A masodik oszlop szerint kifejtve:

1 4 2 4 2 4
det(A):—(—S)-det{ J)+O-det{ J)—O-det([ J):3-(1-5—4-0)+0—0=15
05 05 1 4

A fenti példabdl lathato, hogy ha a matrix elemei k6zott vannak nullak, akkor a deter -
minans szamolasakor érdemes olyan sort vagy oszlopot valasztani a kifejtésre, ami-

ben minél tobb nulla taldlhato.

10. Minta feladat:

30 0 O 2 05 2
2 0 3
0 0 -4 0 117 3
Tekintslik a kovetkezd matrixokat: A=|0 4 5|, B= , C= ,
02 0 O 4 1 6 6
0 0 8
0 0 0 -6 2 05 2
4 3 5 2 11 3 2 1021
2 7 0 1 2 0 1 4 11 3 14
D= . E= , F= .
21 7 1 7 2 9 10 2 210
6 4 -3 3 1 -1 -2 2 16 21

Hatarozzuk meg minél egyszeriibben, a determinans tulajdonsagaira vonatkozo allita-
sok felhasznalasaval a fenti matrixok determinansat!

Megoldas:
Az A matrix fels6haromszog-matrix, igy determinansa a fé6atlobeli elemek szorzata:

det(A)=2-4-8=64.

A B matrixnal cseréljiik fel a masodik és a harmadik oszlopot, ennek soran a determi-
nans elbjelet valt. Az oszlopcsere utdn diagonalis matrixot kapunk, amelynek deter mi-
nansa a féatlobeli elemek szorzata:
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3000
0 -4 0 0

det(B) = (-1) - det( )=(-1)-3-(—4)-2-(-6) =144
0 2 0
0 0 0 -6

A C matrixnak van két azonos sora, igy det(C)=0.

A D matrixnal hasznaljuk ki, hogy a determinans szamoldsanal egy adott sorbol vagy
oszlopbdl konstanst ki lehet emelni. Emeljlink ki az elsé oszlop elemeibdl 2-t! Az igy
kapott matrixnak két azonos oszlopa van, tehat a determinansa nulla:

23 5 2
17 0 1

det(D) = 2- det( )=2-0=0
1 7 1
34 -3 3

Az E matrixot a determinans kifejtése el6tt alakitsuk at ugy, hogy a determindnsa ne
valtozzon meg, de valamelyik soraban vagy oszlopaban minél tébb nulla j6jjon létre.
Ezt elemi sor- vagy oszlop atalakitdsokkal tudjuk elérni. Egy lehetséges atalakitas:
Elemi soratalakitasokkal hozzunk létre olyan matrixot, amelynek masodik oszlopaban
az alabbi elemek taldlhatéak: 1, 0, 0, 0. Ehhez a harmadik és negyedik soron kell elemi
soratalakitast végrehajtani. (Egy adott sorhoz hozzadadhatjuk egy masik sor konstans-
szorosat, ez az atalakitds nem valtoztatja meg a determinans értékét.)

El6szor a harmadik sor elemeibdl vonjuk ki az els6 sor elemeinek kétszeresét, majd
masodik 1épésként az atalakitott matrix negyedik sorahoz adjuk hozza az els6 sort:

11 3 2 11 3 2 1132
2 0 1 4 2 0 1 4 201 4
det(E) = det( ) = det( ) = det( )
7 2 10 5 0 3 6 50 3 6
1 -1 -2 2 1 -1 -2 2 2 01 4

Mivel az atalakitasok utdn kapott matrixnak van két azonos sora, igy annak determi-
nansa - és igy az E matrix determinansa is - nulla: det(E)=0.

Az F matrix esetén is alkalmazzunk el6szor elemi atalakitasokat. Egy lehetséges at-
alakitas:

Elemi oszlop atalakitasokkal érjiik el, hogy az els6 sorba kertil§ elemek 1, 0, 0, O le-
gyenek. Ehhez els6 1épésként a harmadik oszlop elemeib6l vonjuk ki az elsd oszlop
elemeinek kétszeresét. Masodik 1épésként az atalakitott matrix negyedik oszlopabdl
vonjuk ki az els6 oszlopot:
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1021 10 0 1 10 0 0
113 4 11 1 4 11 1 3
det(F) = det( ) = det( ) = det(
2 210 2 2 -30 2 2 -3 -2
16 21 16 0 1 16 0 0

Az atalakitott matrix determindnsat az elsé sor szerint fejtstik ki, majd az ad6dé rész-
matrix determinansat a harmadik sora szerint kifejtve szamoljuk:

1 0 O 0
1 1 3
11 1 3 1 3
det(F) = det( V=1-det(|2 -3 —2):1~6~det([ ]):1~6-(1-(-2)—3~(-3)):42.
2 2 -3 -2 -3 -
6 0 0
1 6 0 0
11. Minta feladat:
21 ¢

Tekintsuk a kovetkez6 matrixot: A={1 2 0].

371

Allapitsuk meg, hogy milyen ceR paraméter esetén lesz az A matrix

a, nem invertalhato;
b, invertalhatd!

Megoldas:

Tudjuk, hogy egy négyzetes matrix pontosan akkor nem invertalhaté, ha determinan-
sa nulla, és pontosan akkor invertalhato, ha determinansa nem nulla. fgy el6szor hata-
rozzuk meg az A matrix determinansat a c paraméter fliggvényében! A determinanst a
harmadik oszlop szerint kifejtve:

1 2 2 1
det(A)=det(|1 2 0 ):C~det({ J)+1~det([ ]):c~(1«7—2«3)+1«(2«2—1~1):c+3
3 7 1 2
3 71
Igy az A matrix pontosan akkor nem invertalhaté, ha det(A)=c+3=0, azazc=-3.

Tovabba az A matrix pontosan akkor invertalhaté, ha det(A)=c+3#0, azazc#-3.

12. Minta feladat:
1 0 2
4 -
Tekintstik a kovetkez6 matrixokat: A= , B=[2 1 0].

2 3
3 21

a, Hatarozzuk meg a fenti matrixok adjungalt matrixat!
b, Invertalhatdéak-e a fenti matrixok? Ha igen, akkor az adjungalt matrix felhasz-
nalasaval adjuk meg az inverzmatrixot!
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Megoldas:

a, A 2x2-es Amatrix adjungalt matrixat megkapjuk, ha a féatlobeli elemeket
megcseréljiik és a mellékatloban 1évé elemeket szorozzuk -1-gyel:

3 1
adj(A) = .
—2 4

A B matrix esetén hasznaljuk az adjungalt matrix definicigjat:

annak (j, i)-edik eleme (-1)*-det(Bj), ahol Bj a B matrix (i,j)-edik eleméhez tarto-
z0 részmatrix determinansa. Az adjungalt matrixot célszerl tobb lépésben eld-
allitani.

Hatarozzuk meg el6szor azt a B’ matrixot, amelynek (i, j)-edik eleme det(Bj), majd
transzponaljuk ezt a matrixot. Végiil a sakktablaszabalynak megfelel6en minden
matrixelemet szorozzunk meg (-1)-vel :

10 2 0 2 1

det( ) det( ) det( )
21 3.1 32 1 21 1 -4 -2 1 4 -2
0 2 12 0

B =| det( ) det( ) det( )|=|-4 -5 2| = |2 -5 —4| = |-2 -5 4 |=adj(B)

21 301 3 2
0 2 1 2 10 2 -4 1 12 1 1 -2 1

det( ) det( ) det( )
1 0 2 0 2 1

b, A matrixok invertalhatdsagata determinans értéke alapjan vizsgaljuk:
4 —
det(A) = det( y=4-3-(-1)-2=14.
2 3

Mivel a determinans értéke nem nulla, igy az A matrix invertalhaté. Inverze az ad-
jungdalt matrix segitségével szamolhaté:

_lzL-adj(A):i- 3 1 _ %4 %4
det(A) 14 (-2 4)7|-%, %4'

A B matrix determindnsat fejtsiik ki az els6 sor szerint:
10 2

det(B)=det((2 1 0)=1-(1-1-0-2)+2-(2-2-1.3)=3.
3 21

Mivel a determinans értéke nem nulla, igy a B matrix invertalhat6. Inverze az
adjungalt matrix segitségével szamolhatd:

1 1 1 4 -2 % % A
B’lzdet(B)~adj(B):§- 2 -5 4 |= A —A %.

1 -2 1 v -y Y
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13. Minta feladat:
Legyenek a=(-2,1,3) és b= (1, -2, 4) R3-beli vektorok. Hatarozzuk meg az a x b
vektoridlis szorzatot!

Megoldas:

Az a x b vektoridlis szorzat az alabbi determinans formalis (elsd sor szerinti)
kifejtésével kaphaté meg:

ij ok i ok
- - 1 3 23 201
axb=det(a, a, a;[)=det(-2 1 3| =i-det( )— j - det( )+ K - det( ) =
2 4) - 1 4 1 -2

=i-(4+6)—j-(-8-3)+k-(4-1)=10i+11j+3k
fgy ax b=(10,11,3).

Gyakorlé feladatok:

19. Szamitsa ki az aldbbi matrixok determindnsat! Milyen egyéb matrixtulajdonsa-
gokra kovetkeztethetlink a determinans értékébol?

1 2 3 -1 -1 -1
-2 5 4 2 3 -2
A= , B= , C= , b={4 5 6|, E=/0 1 0|
4 6 10 5 4 -1
8 9 0O 0 1
10 0 O 1 0 3 2
1 4 8 2 4 -4
0 0 0 5 2 15 -1
F=-2 1 5|, G=|5 -6 3|, H= , =
00 -10 -4 1 0 1
-3 2 4 4 2 -3
02 0 O 0 1 2 3
30 -4 2 5 2 0 00O
2 -1 0 2
01 7 5 -2 4 -1 0 0O
-4 2 -9 3
J= , K=|0 0 -3 4 2|, L=|6 3 500
2 -6 4 -2
00 0 4 5 1 1 300
1 3 2 2
00 0 0 -2 2 7 4 3 5
-4 1 1 1
1 -4 1 1 1
20. Legyen A=| 1 -4 1 1
1 1 -4 1
1 1 -4

A determinans kifejtése nélkiil igazolja, hogy det(A4)=0 !
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c 0 2 1 -1 1 5 2 -3
21.Legyen A=| 1 3 1|, B=|1 ¢ 3, C=13 -2 0
-1 2 5 1 -3 -c 4 3 ¢

Milyen legyen a c val6s paraméter értéke, hogy a fenti matrixok invertalhatéak
legyenek?

1 3 -1 2 4 3 c 1 3
22. Legyen A=|0 5 7|, B=|-3 13 ¢|, C=-11 1
0 0 c 3 -1 2 -3 1 -c
Milyen legyen a c valés paraméter értéke, hogy a fenti matrixok ne legyenek
invertalhatoak?
2 3 1 -3 0 5 2 -1y _[t 2
ﬁ A: ) B = ) C = ) D = ) - )
1 4 -3 9 -1 2 6 -3 3 4
1 2 3 1 05 31 4 3 -2 1
G=|2 3 2 H={0 1 1 =12 1 0 J=4 1 -3
3 3 4 3 2 4 8 58 -6 4 -2

a, Hatarozza meg a fenti matrixok adjungalt matrixat!
b, Invertalhatéak-e a fenti matrixok? Ha igen, akkor az adjungalt matrix felhasz-
nalasaval adja meg az inverzmatrixot!

(-2, -2,4) . A determinans

24. Legyeneka=(2,-3,4), b=(0,1,5), c=(1,1,-2), d=
x¢c, axd c¢xd vektoridlis

alkalmazasaval hatdrozza meg az axb, bxa, a
szorzatokat!

Elméleti kérdések

Dontse el az alabbi allitasokrdl, hogy igazak vagy hamisak!
Ha egy matrix és a transzponaltja 6sszeadhatd, akkor a matrix négyzetes.

Ha az A és B matrixok 6sszeszorozhatdak, akkor a B és az A is 6sszeszorozhatoak.

[ =

Ha az A és B matrixok 6sszeadhatoak, akkor az A és BT matrixok 6sszeszorozhatoak.

Az nxn-es matrixok korében a szorzas nem kommutativ.

[ |

Ha az A és B matrixokra l1étezik az A-B és a B-A matrix, akkor A és B négyzetes
matrix.

o

Ha az A matrix specialisan egy sorvektor, akkor az A-B szorzat eredménye (ha
létezik), szintén sorvektor.

[N

Ha a B matrix specialisan egy oszlopvektor, akkor az A-B szorzat eredménye (ha
létezik), szintén oszlopvektor.
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Ha az A B szorzat 1étezik, akkor AT BT is létezik és a két szorzat egyenld.

Ha az A B szorzat létezik, akkor az AT-BT szorzat is létezik.

|H o |eo
o - ;

. Ha az A B szorzat létezik, akkor a BT- AT szorzat is létezik.

[

1. Ha A egy 1xn-es matrix, akkor AAT és AT A is 1étezik.
2. Ha A nx1-es matrix, akkor AAT és AT A is létezik.

[ [N

3. Vannak olyan A és B 2x2-es nem nulla matrixok, hogy A-B = 0.
H

[

4. Ha az A matrix rangja 0, akkor minden eleme 0.

—

. Ha A invertalhat6 matrix, akkor A négyzetes.

—

6. Minden négyzetes matrix invertalhaté.

[

5

17. Ha egy matrix invertalhatd, akkor a rangja megegyezik a sorainak a szamaval.
8
9

[

. Ha A=AT, akkor az A matrix invertalhato.

—

19. Ha az A matrix invertalhatd, akkor az A-1 matrix is invertalhato.

0. (A1) 1=A
1.

l\J|l\J

a az A és B négyzetes matrixok invertalhatdak, akkor A+B is invertalhato.

N

H
2. Ha az A és B azonos méretii négyzetes matrixok invertalhatéak, akkor AB is
invertalhato.

23. det(A+B)=det(A)+det(B)

24. det(h-A)=A-det(A)

25. det(A) = det(AT).

26. det(4) = det(41).

27. A determindns értéke -1-szeresére valtozik, ha a matrixban felcseréliink két sort.
28. Ha A invertalhaté, akkor det(4)-det(A4-1)=1.

29. Ha A invertalhato, akkor det(A)+det(4-1)=1.

30. A determinans értéke nem valtozik, ha a matrixban valamelyik oszlopot meg-
szorozzuk egy skalarral, majd ehhez hozzaadjuk egy masik oszlopot.

31. A determinans értéke nem valtozik, ha valamelyik oszlophoz hozzaadjuk egy
masik oszlop skalarszorosat.

|8}

2. A determindns értéke nem valtozik, ha a matrixban felcseréliink két oszlopot.

|o8}

3. Ha egy matrix determinansa egyenld a féatlobeli elemek szorzataval, akkor a
matrix diagonalis.

34. Ha egy matrix fels6haromszog matrix, akkor determindnsa egyenl6 a féatlobeli
elemek szorzataval.

35. Ha egy négyzetes matrix nem teljes rangy, akkor a determinansa negativ.

36. Ha egy négyzetes matrix teljes rangu, akkor a determinansa pozitiv.

37. Vannak olyan A és B nxn-es matrixok, hogy det(A) = 0 és det(A-B) # 0.
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Linearis egyenletrendszerek

1. Minta feladat:

Oldjuk meg bazistranszformdcié alkalmazasaval az alabbi linearis egyenletrendszere-
ket! Adja meg az egyenletrendszerek homogén parjanak a megoldashalmazat is!

4,
X, + 3x2 — 2x3 + 11x4 =
2x1 + X+ X+ 7x4 =
X, — X + 3X, =
b,
X, — X = 2
2x1 + X, o+ 6x3 =
2x2 + 4x3 = -2
3x1 + X o+ 8x3 = 2
C,
X, + 2%, — X = 3
X, + X =
3x1 - X, o+ X = 13
d,
X, + 3x, — 2x, + 11x, =
2x1 + X o+ X o+ 7x4 =
X, — X + 3x4 =
Megoldas:

a, Irjuk fel az egyenletrendszerhez tartozo indulé bazistranszformaciés tablazatot,
amelyben feltiintetjiik az egyenletrendszer egyttthatdmatrixanak oszlopvektorait
és a jobboldalon all6 konstansokbol felépiils b vektort:

bazis| a1 a2z a3 as b

e1 1 3 -2 11 4
e 2 1 1 7 3
e3 0 1 -1 1
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A bazistranszformacio6 soran vonjunk be a bazisba az g vektorok koziil annyit,
amennyit csak lehet, azaz hatarozzuk meg az egytutthatomatrix rangjat. Az a1 — e1
vektorcsere utan a kovetkezd tablazatot kapjuk:

bazis| a1 a2 a3 as+ b
a |1 3 -2 11 4
e2| 0 -5 5 -15 -5
es|0 1 -1 3 1

Vonjuk be ezutan az gz vektort az e3 helyére:

I
o~
IS

bazis| a1 a2

ai 1 0 1 2
e 0 0 0 0
az 0 1

(S o B SN

Tovabbi g vektort nem lehet a bazisba bevonni, igy az egyiitthatomatrix rangja:
r(4) = 2.
A tablazatbdl az is lathaté, hogy nemcsak tovabbi a vektort nem lehet a bazisba
bevonni, hanem a b vektort sem lehet az ez helyére bevonni, igy a kibovitett
matrix rangja: r([4,b]) = 2.
Mivel az egylitthatomatrix és a kib§vitett matrix rangja megegyezik, igy teljestl a
megoldhatésag sziikséges és elégséges feltétele, azaz az egyenletrendszer
megoldhaté.
Alkalmazzuk a ,megoldd képletet”!

Xg =d—D-Xg

Itt xp a kotott ismeretlenek vektora, xz pedig a szabad ismeretlenek vektora. A
kotott ismeretlenek a végs6 bazistranszformacids tablazat alapjan a bazisba
bevont a vektorokhoz tartoz6 ismeretlenek, mig a szabad ismeretlenek a bazisba
nem bevont a vektorokhoz tartozo6 ismeretlenek:

Xgp = v Xgp =

A d vektor a b vektornak a bazisba bevont a1 és az vektorokra vonatkozo
koordinatait tartalmazza, mig a D matrix a bazisba nem bevont a3 és as
vektoroknak a bazisba bevont a1 és az vektorokra vonatkoz6 koordinataibél épiil

T e
SHH 30
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1-(1%+2-X, ) =1-x —2x,,

Xl
X (—1-x3+3-x4)=1+x3—3x4.

Tehat az egyenletrendszer megoldashalmaza:
M :{>_<e R“‘xyx4 eR,x =1-X%,—2X,,X, =1+X, —3x4}

Az egyenletrendszer homogén parja:

X, + 3x, — 2x, + 11x, = 0
2x1 + X o+ X+ 7x4 =0
X, — X + 3x4 =0

A bazistranszformaciés megoldas soran az eredeti egyenletrendszerhez képest
annyi a valtozas, hogy a b vektort nullvektorral cseréljiik ki, amelynek a koordi-
natdi minden bazison nulldk. Igy ebben az esetben a végso tablazat:

bazis| a1 a2 a3 a+ o
0

0
alO0O 1 -1 3 0

S
o R
o o
o R
=R N

A ,megoldoé képletbe” valo helyettesitésnél csak a d vektor valtozik, ami mosta o
vektornak a bazisba bevont ai és az vektorokra vonatkoz6 koordinatait

0
tartalmazza: d :{ J
0

z

SO 30)

X, :O—(1~x3+2-x4):—x3—2x4,
X O—(—l-x3+3-x4):x3—3x4.

aZaz:

Tehat a homogén egyenletrendszer megoldashalmaza:

M, ={xeR"

X,, X, € R,x1 =-X, —2x4,x2 =X, —3x4}

[rjuk fel az egyenletrendszerhez tartozé indulé bazistranszformaciés tablazatot,
amelyben feltiintetjiik az egyenletrendszer egytitthatomatrixanak oszlopvektorait
és a jobboldalon all6 konstansokbol feléptild b vektort:
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bazis| a1 a2 a3 b
ece |1 -1 0
el2 1 6 1
e | 0 2 4 -2
e |3 1 8 2

bazisl a1 a2 a3 b
a |1l -1 0 2
e | 0 3 6 -3
€3 0 4 -2
es | O 4 8 -4

Hajtsuk végre az az — ez vektorcserét:

bazis| a1 a2 a3 b
a |1 0 2 1
al|l0 1 2 -1
es| 0 0 O O
e |0 O O O

Tovabbi a vektort nem lehet bevonni a bazisba. A tablazatbdl lathato, hogy az
egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak és a kibdvitett matrixnak a rangja
megegyezik: r(4) = r([A,b]) = 2, igy az egyenletrendszer megoldhaté.

Alkalmazzuk a ,megoldé képletet”!

Xg ZQ_D')_(R

Itt xp a kotott ismeretlenek vektora, xz pedig a szabad ismeretlenek vektora. A
kotott ismeretlenek a végs6 bazistranszformacids tablazat alapjan a bazisba
bevont a vektorokhoz tartoz6 ismeretlenek, mig a szabad ismeretlenek a bazisba
nem bevont g vektorokhoz tartozé ismeretlen:

X :[:ljv Xg = [%s]

A d vektor a b vektornak a bazisba bevont a1 és a2 vektorokra vonatkoz6 koor-
dinatait tartalmazza, mig a D matrix a bazisba nem bevont a3 vektornak a bazisba
bevont a1 és a2 vektorokra vonatkozo6 koordinataibdl épiil fel:

) o)
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z

Igy:
Xq 1 2
WEWENES
azaz:
X, =1-2x,,
X, =—1-2x,.

Tehat az egyenletrendszer megoldashalmaza:
M ={xeR7|x, eR,x, =1-2x,,%, =~1-2x,}

Az egyenletrendszer homogén parja:

X, — X =0
2x, + X, + 6x, = 0
2x, + 4x, = 0

0

3x1 + X, o+ 8x3 =

A bazistranszformdaciés megoldas soran az eredeti egyenletrendszerhez képest
annyi a valtozas, hogy a b vektort nullvektorral cseréljiik ki, amelynek a koor-
dinatai minden bazison nullak. Igy ebben az esetben a végsd tablazat:

bazis| a1 a2 a3 b
a | 1 0 2 0
alO0O 1 2 0
es3 o o0 o0 o
ea|] 0 0 0 O

A ,megoldé képletbe” vald helyettesitésnél csak a d vektor valtozik, ami mosta o
vektornak a bazisba bevont a1 és a» vektorokra vonatkoz6 koordinatait tartal-

0
mazza: d=| |
0

)G

x1=0—2x3,
X, =0—2x3.

dzZaz:

Tehat a homogén egyenletrendszer megoldashalmaza:
M, ={)_(e R3‘x3 eR, X =-2X,,X, =—2x3}

c, Irjuk fel az egyenletrendszerhez tartozé indulé bazistranszformaciés tablazatot:
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bazis| a1 a2 a3 b

el 0 -1 -1
ai 1 1 0 4
e3 0O -4 1

bazis| a1 a2 a b

a0 1 -1 -1
a1l 0 1 5
es | 0 0 -3 -3

Végiil vonjuk be az g3 vektort az e3 helyére:

bazis| a1 a2 a b

alO0 1 0 O
a|l1l 0 0 4
a | 0 0 1 1

A tablazatbol lathatd, hogy az egyenletrendszer matrixanak és a kibovitett mat-
rixnak a rangja megegyezik: r(A) = r([4b]) = 3, igy az egyenletrendszer
megoldhaté. Mivel az 6sszes a vektor bekeriilt a bazisba, igy az 6sszes ismeretlen
kotott. Nincs szabad ismeretlen, igy a ,megold6 képlet” az aldbbi formara

zsugorodik: X, =d

A végs6 tablazat alapjan, figyelembe véve a bazisban 1év6 vektorok sorrendjét:

XB = Xl )

mig a d vektor a b vektor a vektorokra vonatkozo6 koordinatait tartalmazza:
0

([=X
Il

41,

1
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Xy 0 X, = 4
igy: X, |=|4 = Xo =0
Xs 1 Xg =1
Az egyenletrendszernek egyértelmii megoldasa (egy megoldasvektora) van:
=3 0.1
Az egyenletrendszer homogén parja:
X, + 2% - X =0
X, + X =0
3, — X, + X =0
Ha az inhomogén egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd, akkor a homogén
parjanak csak trividlis megoldasa van: M = {(0, 0, 0)}
d, Az egyenletrendszerhez tartozo indul6 tablazat:
bazis|l @ a2 a3 a+ b
e l1 3 -2 11 4
e |2 1 1 7 3
es|1 0 1 -1 3 3
Az a1 — e1 vektorcsere utan a kovetkezd tablazatot kapjuk:
bazis|l @ a2 a3 a+ b
aa |1 3 -2 11 4
e | 0 -5 5 -15 -5
es| 0 1 -1 3 3
Vonjuk be ezutan az gz vektort az e3 helyére:
bazis| a1 a2 a3 as+ b
all 0 1 2 -5
ez |0 0 0O 0 10
a0 1 -1 3 3
Tovabbi a vektort nem lehet a bazisba bevonni, ugyfmakkor lathatd, hogy a b
vektort még be lehetne vonni a bazisba az ez helyére. Igy r(4) = 2 és r([4,b]) = 3.

Mivel r(A) # r([A,b]), igy az egyenletrendszer nem oldhaté meg.

Az egyenletrendszer homogén parja megegyezik az a, részben felirt homogén

egyenletrendszerrel, amit mar megoldottunk.
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Gyakorlé feladatok:
1. Oldja meg bazistranszformacié alkalmazasaval az alabbi linearis egyenletrendsze-
reket!
a,
2%, + 3X, X, + 5%, = 15
X + X - X - X = -3
X, + X + 71X, = 21
b,
X, + 2X, X, = —6
-% - 3%, + 4%, = 5
- X, + 3 = -1
XX + X, o+ 2% = -7
C
X = X, + 3% =
2Xl + X3 =
6X, + 2X, — X, =
d,
33X + 2x, = 6
XX — 3%, = —-20
X, + 8x, = 46
8x, + 9, = 38
€,
SX, 4+ 3%, + X — 4x, 1
X X, = X - X =
3%, X, + 33 — 2X, = 2
f,
5X, X, + X - 4x, =
X, X, — X X, =
X + X o+ 3, - 2%, =
g
X - X + X =0
=X+ 3%, + 2X, =
4x, - 2x, + 5%, = 0

www.tankonyvtar.hu
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2. Legyen A=[a1 a2 ... as]4xs egy matrix, be R*. Tekintslik az A x = b linearis
egyenletrendszert. Az egyenletrendszer megoldasa soran bazistranszformacioval
az alabbi tablazatot nyertiik.

e Megoldhat6-e az Ax = b egyenletrendszer? Ha igen, akkor irja fel a
megoldashalmazt!

e Adja megaz Ax = o homogén egyenletrendszer megoldashalmazat!

a,
bazisl a1 a2 a3 a+ as b
eel 0 0 O O O O
a |0 -2 2 1 0 2
es| 0 0 O O O O
all 3 1 0 5 3
b,
bazisl a1 a2 a3 a+ as b
al|ll O 1 4 -1 2
e2| 0 0 O O 0 3
es| 0 0 0 O 0
al-2 1 0 5 6 4
C,
bazis| a1 a2 a3 a4+ as b
el O 0 o O o0 0
al|l-2 4 1 2 3 5
es3 o 0 o0 o0 o
e4 o 0 o0 o0 o
d,
bazis| a1 a2 a3 a+ as b
az |0 1 0 -2 0 1
as| 0O 0 O O 1 2
a | 1 0 O 0 0
a |l 0 O 1 4 0 4
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3. Legyen A=[a1 a2 a3 a4]4xaegy matrix, b1, b2 eR*. Tekintsiik az Ax = b1 és az Ax = b2
linearis egyenletrendszereket.
Az egyenletrendszerek megoldasa soran bazistranszformaciéval az alabbi
tablazatot nyertuk.
e Megoldhat6-e az Ax = b1 és az Ax = b2 egyenletrendszer? Ha igen, akkor irja
fel a megoldashalmazokat!
e Adja megaz Ax = o0 homogén egyenletrendszer megoldashalmazat!

a,
bazis| a1 a3 b1 b2
az 2 -1 1
e 10 O 1
as | -2 1 0
e4 0 0 0
b,
bazisl a1 a2 a+ b1 b2
ece |0 O O 1 O
a|-1 3 5 2 1
es 0O 0 0 O
es 0O 0 0 O
C
bazis| a3 b1 b2
al|l-1 1 -2
ez |0 1 O
ai 1 3
a | 2 1 4
d,
bazis| b1 b2
a | -2
az 2
a | 4 -1
a4 6
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4. Legyen A=[a1 a2 a3 a4]4x4 egy matrix, b eR*.
Az alabbi tablazatot ismerjiik:

bazis| a1 a2 a3 a+ b
aa|l1l 0 0 6 O
e 0O o0 o
alO0O 1 0 3 2
a | 0 0 1 0 -1

A tablazat hianyzé helyeire valasszon szamértékeket ugy, hogy

e az Ax = b linearis egyenletrendszernek ne legyen megoldasa;

e az Ax = b linearis egyenletrendszernek pontosan egy megoldasvektora legyen;
e az Ax = b linearis egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora legyen!

Az utébbi két esetben adja meg az egyenletrendszer megoldashalmazat!

2. Minta feladat:

Oldjuk meg az alabbi linearis egyenletrendszereket a Cramer szabaly segitségével!

a,
X, + X, =1
2X, + X, - X, = 6
X + X + 3%x, =5
b,
2X, X, = 3
X + X + X =5
4x, + 3x, + 2x, = 13
C
X, + X + 3% =
2x, + 2X, + X =
X, + X - 2X, =
Megoldas:
a, Hatdrozzuk meg el8szor az egyenletrendszer egytlitthatdomatrixanak
determinansat!
1 0 1

D=det(A)=det(2 1 -1)=1-(1-3—(-1)-1)+1-2-1-1-1)=5
11 3
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Mivel az egylitthatdématrix determindnsa nem nulla, igy az egyenletrendszer
egyértelmlien megoldhato és a megoldasvektor a Cramer szaballyal megkaphatd.
Csereljiik ki az egyenletrendszer jobboldalan all6 konstansok b vektoraval az

egylitthatomatrix egyes oszlopvektorait és hatarozzuk meg az igy el6all6 mat-
rixok determinansat!

10 1
D, =det((6 1 —1p=1-(1-3—(-1)-1)+1-(6-1-1-5)=5
51 3
11 1
D,=det(|2 6 -1))=1-(6-3—(-1)-5)-1-(2-3—(~1)-1)+1-(2-5-6-1)=20
15 3
101
Dy=det(|2 1 6[)=1-(1-5-6-1)+1-(2-1-1-1)=0
115

Ezutan az ismeretlenek értéke:

D, _5_, D, 20 D

X =—=—= , :—:—_4’ =3 = :O
' D 5 % D 5 % D

v o

Igy az egyenletrendszer megoldashalmaza: M ={(1, 4, O)} .

Hatarozzuk meg el6szor az egyenletrendszer egytitthatdmatrixanak
determinansat!
210

D=det(A)=det(1 1 1[)=2-(1-2-1-3)-1-(1-2-1-4)=0
4 3 2

Mivel az egylitthatomatrix determinansa nulla, igy az egyenletrendszernek vagy
végtelen sok megoldasa van, vagy nincsen megoldasa.

Cseréljiik ki az egyenletrendszer jobboldaldn all6 konstansok b vektoraval az
egylitthatomatrix egyes oszlopvektorait és hatarozzuk meg az igy el6all6 mat-
rixok determinansat!

310
D,=det((5 1 1})=3-(1-2-1-3)-1-(5-2-1-13)=0
13 3 2
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N

30
D,=det(1 5 1)=2-(5-2-1-13)-3-(1.2-1-4)=0

I

13 2

21 3
Dy=det(1 1 5 [)=2-(1-13-5-3)-1-(1-13-5-4)+3-(1-3-1-4)=0
4 3 13

Mivel D=D,=D,=D, =0, igy a Cramer szaballyal nem lehet eldonteni, hogy

megoldhaté-e az egyenletrendszer, illetve ha megoldhatd, nem lehet a megoldas-
vektorokat el6allitani.

Megjegyezziik, hogy a bazistranszformaciés megoldasi médszerrel megmutatha-
t6, hogy ennek az egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van és megadhaté
a megoldasvektorok jellemzése.

¢, Hatarozzuk meg el6szor az egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak
determinansat!
11 3

D=det(A)=det((2 2 1 )=1-Q2-(-2)-1-)-1-2-(-2)-1-)+3-(2-1-2-1)=0
11 -2

Mivel az egylitthatomatrix determinansa nulla, igy az egyenletrendszernek vagy
végtelen sok megoldasa van, vagy nincsen megoldasa.

Cseréljiik ki az egyenletrendszer jobboldalan all6 konstansok b vektoraval az
egylitthatomatrix egyes oszlopvektorait és hatarozzuk meg az igy el6allé mat-
rixok determinansat!

11 3
D;=det(1 2 1 p=1-2-(-2)-1-1)=1-(1-(-2)-1-)+3-(1-1-2-1)=5
11 -2
Mivel D = 0 és D10, igy a tobbi determinanst mar nem kell kiszamolnunk, a Cramer
szabaly kovetkezményeként megallapithatd, hogy az egyenletrendszer nem old-
haté meg.
3. Minta feladat:

Tekintslik az alabbi homogén linearis egyenletrendszert!
C-X + X, =0

2x1+3x2+x3:0

x+x+2x3:0

1 2
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Hogyan kell megvalasztani a ceR paraméter értékét, hogy a fenti egyenletrendszernek
a, csaktrividlis megoldasa legyen;
b, legyen trivialistol kiillonb6z6 megoldasa is?

Megoldas:

Mivel az egyenletrendszer egylitthatdmatrixa négyzetes, annak determinansa alapjan
kovetkeztethetiink a megoldasvektorok szdmara. Hatdrozzuk meg tehat el6szor az
egylitthatomatrix determinansat a ¢ paraméter fliggvényében!

c 01
D=det(A)=det(2 3 1))=c-3-2-1-1)+1-2-1-3-1)=5¢c-1
11 2

a, A fenti egyenletrendszernek pontosan akkor van csak trivialis megoldasa, ha D=0,
azaz c#1/5.

b, A fenti egyenletrendszernek pontosan akkor létezik trividlistol kiillonb6z6 meg-
oldasa is, ha D = 0, azaz ¢ = 1/5. Megjegyezziik, hogy ebben az esetben az egyen-
letrendszernek végtelen sok megoldasvektora van, a megoldashalmazt a bazis -
transzformaciés megoldasi modszer segitségével lehet felirni.

Gyakorlo feladatok:
5. Oldja meg Cramer szaballyal az alabbi linearis egyenletrendszereket!
a,
X + 4y + 2z = 5
-3X + 2y + z = -1
4« -y - 7z = 2
b,
X - 2y + 7z = 2
3x + 8 - 6z = -5
6x + 10y + 3z = 4
C
X +y — 2 =6
3X - 2y + 5z = 3
6x + y + 2z = 21
d,
X + Yy — 7 = 4
2x — 3y + z = -5
4k -y — 72 = -3
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6. Hogyan kell megvalasztani a ¢ paraméter értékét, hogy az alabbi egyenletrend-

szernek csak trividlis megoldasa legyen?

Hogyan kell megvalasztani a ¢ paraméter értékét, hogy az alabbi egyenletrend-

szernek legyen a trivialist6l kiilonb6z6 megoldasa? A ¢ paraméter ilyen értéke

Melyik tanult mdédszert lehet alkalmazni az alabbi linearis egyenletrendszer meg-

oldasara? Amelyik médszer hasznalhato, azzal oldja meg az egyenletrendszert!

a,
X —y + z =20
X + ¢y + 3 =0
X — 3y - ¢z =0
b,
5x + 2y - 3z =0
33X - 2y =0
4x + 3y + cz = 0
7.
mellett oldja meg az egyenletrendszert!
a,
c-x +y + 3z =20
-X + vy + z =20
-3x + y — ¢z =0
b,
2x + 4y + 3z =0
-3x + 13y + c-z = 0
X -y + 2z =0
8.
a,
X\ + X, — 2% + X,
X, + 2X, + X3 + X,
X, + 4x; + X,
b,
X, + X, + X,
X, + X 4+ 2% 3X,
X+ 2X, + 3X 95X,
G
X o+ 2X, = X3 + X,
2X, + X, - 3X,
3% + 3%, — X - 2X,
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d,
X, + 2X, + 3%, = 5
2x, + 4x, + 5%, = 10
3x, + 5x, + 6x, = 13
€,
X, + 2X; = 3
2X, + X, + X = 4
4x, + X, + 5% = 10
f,
X, + 2X, = 3
2%, + X, + X = 4
4% + X, + 55X, = 6
&
X, + 2X, + X =5
X = X =1
=X, + X, + 2% =1
X, + X3 = 2
XX + X, + X3 = 4

Elméleti kérdések

Dontse el az alabbi allitasokrol, hogy igazak vagy hamisak!

1.

[ e

N

|

o

Ha az Ax=o linearis egyenletrendszer megoldhatd, akkor az inhomogén parja is
megoldhaté.

Egy homogén linearis egyenletrendszer mindig megoldhaté.
Egy homogén linearis egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa van.
Egy homogén linearis egyenletrendszernek végtelen sok megoldasa van.

Ha egy homogén linearis egyenletrendszer matrixanak a rangja megegyezik az
ismeretlenek szamaval, akkor létezik a trivialisté] kiilonb6z6 megoldasa.

Ha egy homogén linearis egyenletrendszer matrixanak a rangja kisebb az ismeret-
lenek szamanal, akkor létezik a trivialistol kiillonb6z6 megoldasa.

Ha a homogén linedris egyenletrendszer egyilitthatomatrixdnak rangja Kkisebb,
mint az ismeretlenek szama, akkor az egyenletrendszer nem oldhaté meg.

Egy homogén linearis egyenletrendszer barmely véges szami megoldasanak a
linearis kombinacidi is megoldasok.

Minden linearis egyenletrendszernek van trivialis megoldasa.
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10. Ha az egyiltthatomatrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor az
egyenletrendszer nem oldhat6é meg.

11. Van olyan 2 egyenletbdl allo, 3 ismeretlenes linearis egyenletrendszer, amelynek
pontosan egy megoldasvektora van.

12. Ha az egyiitthatomatrix rangja kisebb, mint az ismeretlenek szama, akkor az Ax=0
egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora van.

13. Ha egy inhomogén egyenletrendszer egyértelmiien megoldhato, akkor a homogén
parjanak csak trivialis megoldasa van.

14. Ha egy linearis egyenletrendszernek pontosan egy megoldasvektora van, akkor a
matrixanak a rangja megegyezik az ismeretlenek szamaval.

15. Ha egy homogén linearis egyenletrendszer egyértelmiien megoldhatd, akkor az
inhomogén parjanak is mindig egy megoldasvektora van.

16. Ha egy inhomogén egyenletrendszernek végtelen sok megoldasvektora van,
akkor a homogén parjanak is végtelen sok megoldasvektora van.

17. Ha az A matrix nxn-es, akkor az Ax=b egyenletrendszernek n kiilonb6z6 megol-
dasvektora van.

18. Ha A nxn-es matrix, akkor az Ax=0 egyenletrendszernek n db kiillonb6z6 meg-
oldasa van.

19. Homogén-inhomogén egyenletrendszerpar esetén a homogén egyenletrendszer
egy megoldasvektorahoz hozzaadva az inhomogén egyenletrendszer egy megol-
dasvektorat egy inhomogén megoldasvektort kapunk.

20. A Cramer szaballyal barmely n egyenletb6l all6 n ismeretlenes homogén linearis
egyenlet-rendszer megoldhaté.

21. Ha det(4) = 0, akkor az Ax=o0 linearis egyenletrendszer nem oldhaté meg.

2. Ha az Ax=o linearis egyenletrendszer megoldhato, akkor det(A4) = 0.

23. Ha det(A4) = 0, akkor az Ax=o linearis egyenletrendszernek végtelen sok megoldas-
vektora van.

24. Ha egy homogén linearis egyenletrendszer egyiitthatomatrixanak a determinansa
0, akkor az egyenletrendszernek van trivialistol kiilonb6z6 megoldasa.

25. Ha det(A4) = 0, akkor az Ax=b linearis egyenletrendszernek végtelen sok megoldas-
vektora van.

26. Ha det(A4) #0, akkor az Ax=p linearis egyenletrendszernek csak trivialis megoldasa
van.
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Linearis leképezések

1. Minta feladat:

Adjuk meg azt a leképezést, amely egy R3-beli vektorhoz hozzarendeli annak x-y
koordinata-sikra vonatkozé merdleges vetiiletét! Igazoljuk, hogy a fenti leképezés
linearis! Adjuk meg a leképezés magterét, képterét és matrixat!

Megoldas:

Ha egy térbeli koordinata-rendszerben egy helyvektort az x-y koordinatasikra mer6-
legesen vetitiink, a vetités sordn a vektor els6 két koordinatdja nem valtozik, mig a
harmadik koordinata nulla lesz. Igy a vetitést megval6sito leképezés:

AR >R, (X,%, %) (X,X,, 0)

Annak igazolasara, hogy a fenti leképezés linearis, be kell latni, hogy additiv és
homogén.

Legyenek x = (x1, x2, x3) és y = (y1, V2, y3) tetszOleges térbeli vektorok, 4 pedig
tetsz6leges valds szam. Ekkor:

A(1<+X): A((x1 Y%+ Y, X+ y3)):(x1 Y, X+, 0),
tovabb3,

A(l()+ A(;_/):(xl,x2 ,0)+(Y,,Y, O)=(x1 +Y, %+, 0).
Igy
Alx+y)=A(x)+A(y)

azaz a leképezés additiv.

Hasonléan:
A()L-)_()=A((ﬂ-xl,i-xz,i-xg)):(/%xl,/l-xz, 0),
tovabba,

ﬂu-A(>_():/1-(x1,x2 , 0):(l-x1,/1-x2, 0).

lgy

A2 )= -A(x),

azaz a leképezés homogén. Tehat A linearis leképezés.

Az A leképezés magterének felirasahoz azokat a térbeli vektorokat kell megkeres-
niink, amelyekhez az A leképezés nullvektort rendel. Az x-y koordinatasikra torténd
merodleges vetités soran a z tengelyre esé helyvektorok merdéleges vetiilete lesz
nullvektor, igy az A leképezés magtere:

ker(A):{)_(e R3| X, =X, =0}

Az A leképezés képterébe az x-y koordinatasikra esé vetiiletvektorok tartoznak. Min-
den, az x-y koordinatasikra es6 helyvektor el¢allhat valamely térbeli vektor vetiilete-
ként, igy a képtér:
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im(A):{>_<e RY| x, =O}
Az A leképezés matrixa az a 3x3-as matrix lesz, amelynek oszlopvektorai az
A(e1) = (1,0, 0), A(e2) = (0,1, 0) és A(e3) = (0, 0, 0) vektorok, igy:
1 00
M(A)=|0 1 0]
0 00O

2. Minta feladat:

Tekintstlik az alabbi linearis leképezést:
AR > R?, (X%, %) > (3X, +2X, + 4X,X, +2X, ).
a, Adjuk meg az A linearis leképezés matrixat!
b, Hatarozzuk meg az x= (2, -1, 4) vektorhoz rendelt képvektort
— ahozzarendelési szabaly segitségével;
— aleképezés matrixanak segitségével!
¢, Hatdrozzuk meg az A linearis leképezés rangjat!
d, Adjuk meg az A linearis leképezés magterét! Injektiv-e az A linearis leképezés?

Megoldas:

a, Az A linearis leképezés matrixanak oszlopvektorai az R3 vektortér kanonikus
bazisanak vektoraihoz rendelt képvektorok:
A(e1) = A((1,0,0))=(3,1), A(e2) =A((0,1,0))=(2,0), A(es) =A((0,0,1)) = (4, 2).
Igy:

32 4
M(A):{l 0 2]'

b, Azx=(2,-1, 4) vektorhoz rendelt képvektor a hozzarendelési szabaly szerint
(32+2(-1) + 44,2 + 24) = (20, 10), azaz A(x) = (20, 10).
Az x = (2, -1, 4) vektorhoz rendelt képvektort tigy is megkaphatjuk, ha a leképezés
matrixat megszorozzuk az x komponenseit tartalmazé oszlopvektorral. Ekkor a
képvektort is oszlopvektorként felirva kapjuk meg:

2

324 20
M(A).)_(:[l 0 2} - :[10]'

4

¢, Az A linearis leképezés rangja megegyezik matrixanak rangjaval. Bazis transzfor-
macidval kiszdmolhaté (ldsd d, pont), hogy az M(A) matrix rangja 2, igy
r(4) =r(M(A4)) = 2.

d, A magtér megadasahoz keressiik azokat az R3-beli vektorokat, amelyekhez a leké -
pezés nullvektort rendel. Igy az alabbi homogén linearis egyenletrendszer irhaté
fel:
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3X +2x2+4x3=

1

X, + 2x3=0

Oldjuk meg bazistranszformacioval az egyenletrendszert! Az indul6 tablazat:

bazis| a1 a2 a3 o
e1 3 2 4 0
e 1 0 2 0

Az a1 — e2 vektorcsere utan az alabbi tablazatot kapjuk:

bazis| a1 a2z a3 o
e1 0 2 2 0
al1 o 2 O

Vonjuk be ezutan az gz vektort az e1 helyére:
bazis| a1 a2 a3 o

az 0 1 -1 0
ai 1 0 2 0

azaz:
X, :0—(—1)-x3 =X,
X, =0-2x, =-2X,.
Tehat az A linearis leképezés magtere:
ker(A)=M = x Rs‘x3 € R, X =—2X3,X, = xg}.
Egy linearis leképezés pontosan akkor injektiv, ha magterében csak a nullvektor

talalhato. Ez a fenti A leképezés esetén nem teljesiil, igy A nem injektiv.

3. Minta feladat:

Tekintstlik az alabbi linearis leképezéseket:
A:R* 5> R%, (X, %) (X, +2X,, X, +X,, X,),
B:R* >R?  (X,%) > (3X, +X,, X, —X,).
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a, Hatarozzuk meg az A linearis leképezés magterét! Injektiv-e az A leképezés?

b, Legyen bi=(0,1,-1) és b2 =(3, 2, 2). Igaz-e, hogy bi1€im(A4), illetve b2eim(A4) ? Ha
igen, akkor adjuk meg azon vektorokat, amelyekhez az A linearis leképezés a b,
illetve a bz vektort rendeli!

¢, Melyik létezik az AoB, illetve BoA leképezések koziil? Amelyik 1étezik, annak adjuk
meg a matrixat!

Megoldas:

A feladat a, és b, részét egyszerre, egy bazistranszformacié sorozatot végrehajtva
érdemes megoldani.

A magtér meghatarozasdhoz olyan R2-beli vektorokat keresiink, amelyekhez az A
leképezés nullvektort rendel. Igy a keresett vektorok komponenseinek az alabbi
homogén linearis egyenletrendszert kell kielégiteniiik:

X, + 2x, = 0
X, + X, = 0
X =0

2

A b illetve b2 vektorok akkor elemei a képtérnek, ha talalhaté olyan R2-beli vektor,
amelynek képe b1 illetve b2, azaz ha megoldhat6ak az alabbi inhomogén linearis

egyenletrendszerek:
X, + 2x, = 0 X, + 2X, =
X + %X =1 (D X + X = 2 (2)
X, = -1 X, =

Mivel a fenti harom linearis egyenletrendszer egyiitthatomatrixa azonos, a harom
egyenletrendszer egyszerre, egy bazistranszformdacié sorozattal megoldhaté. Az in-
dul6 tablazat:

bazis| a1 a2 o b1 b2
e1 1 2 0 3
e 1 1 0 1 2
e3 0 1 0o -1 2

Az a1 — e1 vektorcsere utan a kovetkezé tablazatot kapjuk:

bazisl a1 a2 o b1 b2
a |1 2 0 3
ez 0 -1 O -1
e3 0 1 0 -1 2
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Vonjuk be ezutdn az-t az ez helyére:

bazisl a1 a2 o b1 b2
al|ll 0 0 2 1
a0 1 0 -1 1
es|] 0 0 O 0 1

A tablazatbol az alabbiak olvashatdak ki:

Mivel az egyenletrendszer egyiitthatdmatrixanak rangja 2, ami megegyezik az isme-
retlenek szamaval, igy a homogén egyenletrendszernek csak trividlis megoldasa van.
Tehat az A linearis leképezés magtere:

ker(A)=M, = {(00)}

Mivel A magtere csak a nullvektort tartalmazza, igy az A leképezés injektiv.
Az (1) inhomogén egyenletrendszer megoldhatd, hiszen az egyiitthatdmatrix és a ki-
bévitett matrix rangja egyarant 2. igy bie im(A4). Az egyenletrendszernek egyértelmii

megoldasa van: M, ={(2,—1)}. Tehat egyetlen olyan R2-beli vektor van, mégpedig az

x=(2,-1), amelynek a képe b1.
A (2) inhomogén egyenletrendszer nem oldhaté meg, ugyanis a tablazatbol lathato,
hogy a kibévitett matrix rangja nagyobb az egyiitthatématrix rangjanal. igy b2eim(A).

c, Osszetett fiiggvény létezésének feltétele, hogy a belsé fiiggvény képterének és a
kilsé fliggvény értelmezési tartomanyanak a metszete ne legyen iires halmaz. A
fenti linearis leképezések esetén ez az AoB 0sszetétel esetén teljesiil. Tudjuk, hogy
linearis leképezések 6sszetétele is linearis és M(AoB) = M(A)-M (B).

[rjuk fel el6szor az A és B leképezések matrixat:

1 2
3 1
MA-=|1 1| M(B>:[ ]
0 1 1 -1
Igy az AoB 6sszetett leképezés matrixa:
1 2 5 -1
3 1
M(AoB)=M(A)-M(B)=|1 1| =4 0|
1 -1
01 1 -1
4. Minta feladat:
Tekintsiik a kovetkezd matrixokat!
2
2 -130
A= , B=|5| c=[4 -1
0 0 1 4
3
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Adjuk meg azokat a linearis leképezéseket (a leképezés tipusat és hozzarendelési
szabalyat), amelyeknek a matrixa 4, B illetve C'!

Megoldas:

Tudjuk, hogy egy R™ — R" tipusu linearis leképezésnek a matrixa nxm-es, igy a lekeé-
pezés tipusa a matrix mérete alapjan azonosithaté. A hozzarendelési szabaly felira-

sahoz felhasznaljuk, hogy az A(x) képvektor az M(A)-x matrixszorzassal is meghata-
rozhato.

Az A matrix mérete 2x4, igy a hozza tartoz6 linearis leképezés tipusa R* — R2. Tovabba

X

2 -1 3 0)|x 2%y — Xy +3X3
M(A)-x = - = :
0 0 1 4)|x, X3 +4X%,
X4

Igy a keresett lineéris leképezés:
A:R* 5 R%, (X, %, %X, ) > (2%, =X, + 3X, X, +4X, ).
A B matrix mérete 3x1, igy a hozza tartozd linearis leképezés tipusa R — R3. Tovabba

2 2%
M(B)-x=|5|-[x]=| 5x |
3x

Igy a keresett lineéris leképezés:
B:R—>R’, x—>(2%, 5%, 3x).

A C matrix mérete 1x2, igy a hozza tartozoé linearis leképezés tipusa R? — R. Tovabba

M(C)x-[ —11-(X1}[4x1—x2].

X2

Igy a keresett linearis leképezés:
C:R* >R, (x X )|—>4x1 —X,.

17772

5. Minta feladat:

Tekintsiik a kovetkezo linearis transzformaciokat!
. D2 2
A:R" =R, (X, X)) = (2% —X,, -4X, +2X,),
:RP R, (X, %) > (X, —2X,, 3X, +4X,).
Adjuk meg a fenti linearis transzformaciok matrixat!
Adjuk meg az A+B, 34, AoB linedris transzformaciékat és matrixaikat!

Injektivek-e a fenti linearis transzformaciék? Amelyik injektiv, annak adjuk meg
az inverzét (az inverz transzformacié tipusat és hozzarendelési szabalyat)!

oy}

oFe
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Megoldas:

a, A transzformaciék matrixai:

2 - 1 -2
M(A):[_4 2], M(B):(S 4].

b, Linearis transzformaciék dsszege is linearis, tovabba
2 - 1 -2 3 -3
M(A+B)=M(A)+M(B)= + = .
-4 2 3 4 -1 6

Igy az A+B leképezés:
A+B:R* >R (X,%) > (3%, —3X,, -X, +6X,).

Linedris transzformaciok konstansszorosa is linedris, tovabba

2 -1 6 -3
M(3A):3-M(A):3-[ ]:{ J

-4 2 -12 6
Igy a 34 leképezés:
A+B:R* >R (X,%) > (3%, —3X,, -X, +6X,).

Linedris transzformaciok kompoziciéja is linearis, tovabba

2 -1y (1 -2} (-1 -8
M(AoB):M(A)~M(B):(_4 2}-(3 4}:[2 16}

Igy az AoB leképezés:
3A:R* > R?, (X,X,) > (6%, —3X,, -12X +6X,).

¢, Linearis transzformacidk injektivitasat determinansuk segitségével is
vizsgalhatjuk:

det(A)=det(M(A))=2~2—(—1)-<—4)=0,

igy az A linearis transzformacié nem injektiv.
Tovabba

det(B):det(M(B)):1-4—2-(—3):10¢0,

igy a B linearis transzformacié injektiv.
Linedris transzformacio inverze is linedris és

M )-(m(e)” i (8) - [4 2]—[%0 %0}

T10 |- -3
31 ("% Ko
Ennek alapjan a B linedris transzformacié inverze:
B':R?* >R?, (xl,xz)H(%o'x1+%0-x2, ‘%0-x1 +%0x2).

__r
~ det(M(B))
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Gyakorlé6 feladatok:

1.

B

|

4.

Adja meg azt a leképezést, amely

a, egy R%-beli vektorhoz hozzarendeli annak x tengelyre vonatkoz6 tiikorképét:

b, egy R?-beli vektorhoz hozzarendeli annak origéra vonatkozo6 tiikorképét:

¢, egy R%-beli vektorhoz hozzarendeli annak A-szorosat (A€R rogzitett):

d, egy R?-beli vektorhoz hozzarendeli annak v-vel val6 eltoltjat (veR?,v# o
rogzitett),

e, egy R?-beli vektorhoz hozzarendeli annak y tengelyre es6 meréleges
vetiiletét!

Melyek linearisak a fenti leképezések koziil?
A linearis leképezéseknél adja meg azok magterét. képterét, matrixat!

Adja meg azt a leképezést, amely

a, egy R3-beli vektorhoz hozzarendeli annak x-z sikra vonatkoz6 tiikorképét:

b, egy R3-beli vektorhoz hozzarendeli annak y tengelyre vonatkoz6 tiikorképét:
¢, egy R3-beli vektorhoz hozzarendeli annak y-z sikra es6 merdleges vetiiletét:

d, egy R3-beli vektorhoz hozzarendeli annak z tengelyre esé merdleges vetiiletét!

Igazolja, hogy a fenti leképezések linearisak!
Adja meg a fenti linedaris leképezések magterét. képterét, matrixat!

Tekintsiik az aldbbi leképezéseket!

A:R* >R, (X%, %) (2X +3X, , X +X, —3X,)
A:R* 5 R%, (X, %) (X +2X, , 4X,)
A:R* 5 R%, (X, %) (X - X, 4X +X))
A:R—>R*, x—>(2x+1, 3x*, Xx+5, 4X)

A:R* >R, (X %)X +5%,,0, X +X,)

A:R* >R, (X, %) > (5X, +2X, , X, +4X,)

2 )

Melyik linearis a fenti leképezések koziil? Amelyik linearis, ott adja meg a
leképezés matrixat!

Adja meg azon linearis leképezések tipusat és hozzarendelési szabalyat,

amelyeknek a matrixa:

2 0 -1 4 2 3 1 1 0 -2
A= , B= , C= , D= ,
35 0 1 -1 6 2 -3 4 5

-1 3 3 40
E=| 0 2| F=|-1 1 2| G=[2 5 0 3] H =[4]
4 5 0
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5. Tekintsiik az alabbi linearis leképezéseket!
AR >R, (x,x,,x,)(2x, —x,+4x,, x, +3x,+2x,)
B:R* >R, (x,,x,,x,)—(x,+3x, ,4x,, 5x,+X, )
a, Adja meg a fenti linearis leképezések matrixat!
b, Legyen x=(2,-1,3). Adja meg az A(x) és a B(x) képvektort!
¢, Melyik 1étezik az AoB és a BoA leképezések koziil? Amelyik 1étezik, annak adja
meg a matrixat!
6. Hatarozza meg az alabbi linearis leképezések rangjat!
A: RZ—> R4, (x,y) —(3x,0,x+y,-3y),
B: B> R3, (xy,2) — (3x-y+2z, 2y, 3x+3y+2z),
C: B> R (xy,2) > (x+y-2z,2x+2).
7. Tekintstuk az alabbi linearis transzformaciokat:
A: RP— R?, (x1,x2) B (2x1+3x2,-x1+4x2),
B: R2— R?, (x1,x2) B (4x1+6x2,-2x1-3x2).
a, irja fel a fenti linearis transzformaciok matrixat!
b, Adja megaz A+B, 54, AoB, BoA lineéris leképezéseket és azok matrixat!
¢, Invertdlhatd-e az 4, illetve a B linearis transzformacio? Amelyik invertalhato,
annak adja meg az inverzét (az inverz transzformdci6 tipusat és hozzaren-
delési szabalyat)!
8. Tekintsiuk az alabbi linearis transzformaciokat:
A: R2— R?, (x1,x2) — (x1+3x2, 2x1tX2),
B: R?—> R?, (x1,x2) > (4x1+6X2, 2X1+3X2).
a, frja fel a fenti linearis transzformacidok matrixat!
b, Adja meg a fenti linearis transzformaciok magterét! Melyik invertalhat6? Az
invertalhato leképezések esetén adja meg az inverz leképezést!
¢, Legyen b=(7,4).Igaz-e, hogy be im(4). illetve be im(B) ? Ha igen, akkor adja
meg azon x vektorokat, amelyekre A(x) = b, illetve B(x) = b teljesiil!
9. Tekintsiik az alabbi linearis leképezéseket!

TR R, (X, Xp,X3) > (X +2X, +3X3 , 4% +2X, —X3)  b=(22)

:R® 5 R2, (X, X9, X3) > (X; —2X, + X3, X + Xy, +2X3) b =(45)

‘R R3, (XX, Xg) > (X +4X, +2Xg , -3X; +2Xy + X5, 4X; — X, —X3) b =(5-12)

(R3S R3, (X, X0, X3) > (Xg +2X5 , 2%, + X, + X3, 4X; + X, +5X3) b =(346)

‘RS R3, (XX, Xg) > (X +2X3 , 2X + X, + X3, 4%, +X, +5X3) b =(3410)

:RY SR (X, Xy, X3, Xg) > (Xg + X3 + Xy, Xq 42Xy +3X3 +5X, , Xy +X, +2X3 +3X,)  b=(243)

(R 5 R3, (X X0, Xg,X) > (X +Xp —2Xg +X g, X +2Xs + X3 + Xy, Xo +4X3+X,)  b=(45])

> >» >» » » > > >

(RY SR, (X, X0, X5, X)) > (X +2Xy —Xg +X 4, 2% +Xp —3X, , 3%, +3X, — X3 —2X,)  b=(23])
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a, Adja meg afenti linearis leképezések magterét! Invertalhaté-e az A leképezés?
b, Igaz-e, hogy beim(A) ? Ha igen, akkor adja meg azokat az x vektorokat az A
leképezés értelmezési tartomanyabdl, amelyekre A(x) = b!

10. Hatarozza meg az alabbi linearis transzformaciok determindnsat! Invertalhaté -e
az A linearis transzformacio?
A: R2—> R?, (x1,x2) — (3x1+6x2, 2x1+4x2),
A: R2— R%, (x1,x2) > (-x1+2x2, 4x1+3x2),
A: RB— R3, (x1,x2,x3) = ( 3x1+4x2+5x3, X1+2X2+3x3, -2X1+5Xx2-4x3),
A: RB— R3, (x1,x2,x3) > ( X1-2X2+X3 , X1+X2+X3 , X1+5X2+X3 ).

6. Minta feladat:

A definici6 alapjan ellendrizziik, hogy a megadott vektorok koziil melyik sajatvektora
az A linearis transzformacionak!
A:RP— R, (x1,x2) > (4x1-x2, x1+6x2 ), v1=(1,1), v2=(2,-2), v3=(3,0), va=(-1,1)

Megoldas:

Az A linearis transzformacié sajatvektoran olyan nullvektortél kiillonb6z6 v vektort
értliink, amelyre A(v) = Av teljesiil valamely A€R konstansra. Hatdrozzuk meg a fenti
vektorokhoz tartozo képvektorokat!

A1) =A((L, 1) =3,7)=4-(1,1) — V1 nem sajatvektor;

A(v2) = A((2,-2)) = (10,-10) =5-(2,-2) = w2 A= 5 sajatértékhez tartozo
sajatvektor;

A(w3) =A((3,0))=(12,3)=41-(3,0) = y3 nem sajatvektor;

A(va) =A((-1,1))=(-5,5)=5-(-1, 1) = va A =5 sajatértékhez tartozo
sajatvektor.

7. Minta feladat:

A definici6 alapjan ellendrizziik, hogy a megadott vektorok koziil melyik sajatvektora
az A négyzetes matrixnak!

L ff el

Megoldas:

Az A négyzetes matrix sajatvektoran olyan vy nullvektortél kiilonb6z6 oszlopvektort
értiink, amelyre A-v = A teljesiil, valamely A€R konstansra. Hatarozzuk meg az A
matrix és a fenti oszlopvektorok szorzatat!

5 0|1 5 1
Ay, = 1=l 124 |, = v1nem sajatvektor;

1 2](1] |3 1
5 03] |15 3

AV, = |1 |= =5 |, = v2 A =15 sajatértékhez tartozé sajatvektor;
1 2 5 1
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5 0| [-2] [-10 -2 y
AV, = . = =1 , = y3nem sajatvektor;

1 2]|2 2 2
5 0] [o] [0 0 o .

Ay, = 4 1=l =2 |, = v4 A =2 sajatértékhez tartozé sajatvektor.
1 2(|2 4 2

8. Minta feladat:

Hatarozzuk meg az alabbi linearis transzformacidk sajatértékeit, sajataltereit! Adjuk
meg a sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitasat!

Adjunk példat egy sajatvektorral

a, A:R* >R, (X, %) > (X, —X,, 5X +2X,).
b, A:R* >R? (X,X)>(2X, —2X,, 2X +6X,).

¢ A:RP >R, (X, %, %) (5%, X +3X,, 4X +X,+5X,).
Megoldas:

l —
a, Az A linedris transzformacié matrixa: A:{ ]
5 2

A sajatértékeket a karakterisztikus egyenlet gyokeiként kapjuk meg:

-1

1-2
P(ﬂ)=det(A—/lE)=det({ }):(1%)(2—4)—(—5):2—2/1—/1+/12 +5=42-31+7=0
5

Innen

3+49-28
11,2 = 2

Mivel a masodfoku egyenlet diszkriminansa negativ, igy nincs valos gyok. Kovet-
kezésképpen az A linearis transzformaciénak nincs sajatértéke és sajatvektora.

2 -2
b, Az A linearis transzformacié matrixa: A { ]
2 6
A sajatértékeket a karakterisztikus egyenlet gyokeiként kapjuk meg:

_2
}):(2-/1)-(6—1)—(—4):12—6/1—2/1+/12 +4=22-81+16=(1-4F =0
A

2-2
P(1) = det(A- 2E) = det([ ,

Innen A=4.

Mivel a fenti megoldas kétszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, igya 4 =4
sajatérték algebrai multiplicitasa 2.

A 1 = 4 sajatértékhez tartozo6 sajataltér az (4-AE)-x = o homogén linedris egyenlet-
rendszer megoldashalmazaval egyenld. Igy meg kell oldanunk (4ltaldban bazis -
transzformacioval) az alabbi egyenletrendszert:

LR
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Az indulé bazistranszformacids tablazat:

bazis| a1 @

IS

e 0

e 2 2 0

Hajtsuk végre az a1 — e1 vektorcserét!
bazis| a1 a2

al1l 1 0
ez |0 0 O

IS

A tdblazat alapjan a kotott és szabad ismeretlenek kozti 6sszefliggés:
X, =0-1-X, =—X,
Igy a 1= 4 sajatértékhez tartozd sajataltér:
H (4)=M0 ={>_<e R? ‘Xz eR, X, =—x2}.

A 1 = 4 sajatérték geometriai multiplicitasa a sajataltér dimenziéjaval egyenld. Ez
megegyezik az Mo megoldashalmazban a szabad ismeretlenek szamaval, azaz itt 1.
A 1 = 4 sajatértékhez tartozé sajatvektorok a H(4) sajataltér nullvektortdl kiilon-
b6z06 vektorai, ilyen vektor példaul a v = (1, -1) vektor.

500
¢, Az A linedris transzformacié matrixa: A={1 3 0|

4 1 5

A sajatértékeket a karakterisztikus egyenlet gyokeiként kapjuk meg:

5-4 0 0
P(2)=det(A-2E)=det( 1 3-42 0 )=(5-4)-3-4)-6-2)=(6-2)-(3-4)=0

4 1 5-1

Innen A4, =5 és A, =3.
Mivel 11 kétszeres, 12 pedig egyszeres gyoke a karakterisztikus egyenletnek, igy a
A1 = 5 sajatérték algebrai multiplicitdsa 2, mig a A2 = 3 sajatérték algebrai
multiplicitasa 1.
A A1 =5 sajatértékhez tartozo sajataltér az (A-A1E)-x = 0 homogén linearis egyen-

letrendszer megoldashalmazaval egyenlé. Igy meg kell oldanunk (altalaban bazis -
transzformacioval) az alabbi egyenletrendszert:

0 0 0][x] [0
1 -2 0]|x,|=|0
4 1 0|[xs| |0
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Az indulé bazistranszformacios tablazat:

bazis| a1 a2 a3 o
e1 0O 0 0 0
e2 1 -2 0 0
es3 4 1 0 O

Hajtsuk végre az a1 — ez vektorcserét!

bazis| a1 a2 a3 o
ecs |0 0O O O
a |1 -2 0 0
es |0 9 0 0
Vonjuk be ezutan az-t az e3 helyére!
bazis| a1 a2 a3 o

el 0 0 0 0
1 1 0 0 O
2 o 1 o0 o

1

1

A tablazat alapjan a kotott és szabad ismeretlenek kozti 0sszefiiggés:

= - - X3
X5 0 |0
fgy a 1= 5 sajatértékhez tartozé sajataltér:
H(5)=M, ={xeR’ |x,eR, X =x,=0}.

A A1 =5 sajatérték geometriai multiplicitasa a sajataltér dimenzi6javal egyenld. Ez
megegyezik az Mo megoldashalmazban a szabad ismeretlenek szamaval, azaz 1.
A A1 = 5 sajatértékhez tartozd sajatvektorok a H(5) sajataltér nullvektortdl
kilénb6z6 vektorai, ilyen vektor példaul a v = (0, 0, 1) vektor.
A J2 = 3 sajatértékhez tartozé sajataltér az (A-A2E)-x = 0 homogén linedris egyen-
letrendszer megoldashalmazaval egyenl. igy meg kell oldanunk (altalaban bazis-
transzformaciéval) az alabbi egyenletrendszert:

2 0 0]|x 0

10 0||x|=|0

41 2| x| |0
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Az indulé bazistranszformacids tablazat:

bazis| a1 a2 a3 o
ee |2 0 0 O
ez |1 0 0 O
a=e3l 4 1 2 0
Hajtsuk végre az g1 — ez vektorcserét!
bazis| a1 a2 a3 o
ecs |0 O O O
a |1 0 0 O
a |0 1 2 0

A tablazat alapjan a kotott és szabad ismeretlenek kozti 6sszefiiggés:

X1 0| (O
= — . X3
Xy 0 (2
Igy a 12= 3 sajatértékhez tartozo sajataltér:

H(B):MO:{>_<6R3 ‘x,ﬁ,eR, x, =0, X2=—2X3}.

A 72 = 3 sajatérték geometriai multiplicitasa a sajataltér dimenzi6javal egyenld. Ez
megegyezik az Mo megoldashalmazban a szabad ismeretlenek szamaval, azaz 1.

A A2 = 3 sajatértékhez tartozd sajatvektorok a H(3) sajataltér nullvektortdl kiilon-
b6z0 vektorai, ilyen vektor példaul a v = (0, -2, 1) vektor.

9, Minta feladat:

Ellenérizziik a Cayley-Hamilton tételt az alabbi négyzetes matrixra!
6 2
A =
-2 2

Megoldas:

A Cayley-Hamilton tétel szerint minden négyzetes matrix gyoke a sajat karakteriszti-

kus polinomjanak. Ez azt jelenti, hogy ha az A nxn-es matrix karakterisztikus poli-
nomja

P(1)=aA"+..+ai+a,
akkor a karakterisztikus polinomba , behelyettesitve” az A matrixot. a
P(A)=a,A"+..+a A+aE

matrix az nxn-es nullmatrixot adja eredményiil.
Irjuk fel tehat el6szor az A matrix karakterisztikus polinomjat!
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P(1)=det(A-AE)= det({

6-4 2
-2 2-2

»Helyettesitslik be” ebbe az A matrixot!

P(A)= A? ~8A+16E {

B A N

Tehat a Cayley-Hamilton tétel az A matrixra igaz.

Gyakorlé feladatok:

32 16

})=(6-ﬂ)-(2—ﬂ)—(—4)=12—2/1—6/1+/12 +4=72-81+16

e wls

11. Van-e az aldbbi geometriai transzformacidéknak sajatvektoruk illetve sajataltertik?
a, R2-ben az x tengelyre vonatkoz6 tiikr6zés;
b, R2-ben az origdéra vonatkozé tiikrozés;

o a0

R2-ben A paraméterii nyujtas;
R3-ban az y tengelyre vonatkozd tiikr6zés;
, R3-ban az x-y sikra val6 meréleges vetités.

12. A definici6 alapjan ellen6rizze, hogy a megadott vektorok koziil melyik
sajatvektora az A linearis transzformacionak!
a, A:R?2—> R?, (x1,x2) — (x1+3x2,2x2), v1=(3,1), v2=(5,2), v3=(3,3), wa=(2,-2)
b, A: R?— R?, (x1,x2) — ( 3x1+x2, 4x2), v1=(3,0), v2=(5,1), v3=(3,3), ws=(2,-2).

13. A definici6 alapjan ellen6rizze, hogy a megadott vektorok koziil melyik
sajatvektora az A négyzetes matrixnak!

a, A=
b, A=
c, A=

4 -1
_l 2 -
D
__l 4_
.
__1 2_

s

__ 2_ |

s

3 1 -3
\—Il = s \_/2 = s \_/3 = , \_/4 =
10 11] | 3 |
3] 1] -3
y Vi = Vo= V= v Yy =
10] 1] | 3|
[3] (1 -3 -2
y V= Vo= » V3 = v Vy =
o) -1 3 2

_2_'

] |

14. Hatarozza meg az alabbi linearis transzformacidk sajatértékeit, sajataltereit! Adja
meg a sajatértékek algebrai és geometriai multiplicitasat!

Adjon példat egy sajatvektorral

a, A:
b, A:
c, A:
d A:
e A:

R?— R?,
R?—> R?,
RZ— R?,
R — R?,

R?— R?,

f, A: RP—> R?,

(x1, x2) > ( 2x1—x2 , X1+4x2 )
(x1, x2) > (x1+3x2, 2x2)

(x1, x2) > ( 2x1+2x2 , -2x1+6X2 )
(x1, x2) > ( 2x1+3x2, X1+4x2 )
(x1, x2) > ((-x1+x2 , 9x1+7x2)

(x1, x2) > ((-x1+2x2 , -10x1-5x2)
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g A: RB— R (x1,X2x3)— (X1+X2, -2x1+4X2 , X1+2X2 )
h, A: R®—> R3, (x1,x2 X3) > (X1+X2, X2+X3, X1+X3 )

i, A: RBR—>R3, (x1,x2 x3) > ( 3x1-X2-X3, -X1+3X2-X3 , -X1-X2+3X3 )

15. Legyen az A linearis transzformacié injektiv. Igazolja, hogy ha A sajatértéke az A
linearis transzformaciénak, akkor 1/ sajatértéke az A-1linearis transzformacio-
nak!

16. Ellendrizze a Cayley-Hamilton tételt az alabbi linearis transzformaciékral!
a, A: RP— R?, (x1,x2) = (2x1—x2,x1+4x2)

b, A: RZ— R?, (x1,x2)— (x1+3x2,2x2)

17. Ellendrizze a Cayley-Hamilton tételt az alabbi négyzetes matrixokra!

4 — 2 1
a, A= b' A:
1 2 -1 4

Elméleti kérdések

Dontse el az alabbi allitdsokroél, hogy igazak vagy hamisak!

1. HaA:Rm"— R" linearis leképezés, akkor im(4) = R

2. Ha A:Rm—Rr tipusu linearis leképezés, akkor dim(im(A4))<n.

3. Minden linearis leképezés nullvektorhoz nullvektort rendel.

4. Minden linearis leképezés magtere tartalmazza a nullvektort.

5. Egy Alinedris leképezés matrixanak k-adik oszlopvektora A(ex).

6. Egy Alinearis leképezés matrixanak k-adik sorvektora A(ex).

7. Minden linearis leképezés linedrisan 6sszefliggd vektorokhoz linearisan
0sszefliggd képvektorokat rendel.

8. Minden linearis leképezés linedrisan fliggetlen vektorokhoz linearisan fliggetlen
képvektorokat rendel.

9. Ha az A linearis leképezés injektiv, akkor a magtere iires halmaz.

10. Linearis leképezések kompozicidja (ha létezik) linedris.

11. Ha az A és B linearis leképezésekre AoB létezik, akkor az M(A) M(B) szorzas

elvégezhetd.
12. Ha A: RZ— R*és B: R*— R3 tipusu linedris leképezés, akkor AoB 1étezik.
13. Minden A: R*— Rrlinedris transzformdacionak létezik valés sajatértéke.
14. Van olyan R"— R" tipusu linearis transzformacio, amelynek nincs sajatvektora.

15. Egy A: R*— Rrlinedris transzformacionak legfeljebb n kiillonb6z6 sajatvektora
lehet.
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16. Egy linearis transzformaci6 sajatalterének minden vektora sajatvektor.

17. Egy A: R*— R~ linearis transzformacionak 1étezhet olyan sajatértéke, amelyhez
egyetlen sajatvektor tartozik.

18. Egy A: R*— R~ linedris transzformacié barmely sajatértékének az algebrai
multiplicitasa nem kisebb a sajatértékekhez tartozo sajataltér dimenzidjanal.

19. Egy A: R*— R~ linedris transzformacié karakterisztikus polinomjanak az A gyoke.

www.tankonyvtar. hu © Leitold Adrien, PE




Skalaris szorzat az R" vektortérben 103

Skalaris szorzat az R" vektortérben

1. Minta feladat:
Legyen x=(2,-1,4,5)ésy=(1,6,0,3) két R* vektortérbeli vektor.

a, Hatdrozzuk meg az x és y vektorok skalaris szorzatat!
b, Hatarozzuk meg az x, valamint az y vektorok normajat (hosszat)!
¢, Adjuk meg az x, valamint az y vektorokkal egyiranyu, egységre normalt
vektorokat!
d, Hatdrozzuk meg az x és y vektorok szogét!
e, Ellendrizziik a Cauchy- Bunyakovszkij-Schwarz egyenldtlenséget az x és y
vektorokra!
f, Ellendrizziik a Minkowsky egyenl6tlenséget az x és y vektorokra!
Megoldas:
a, Kétvektor skalaris szorzata a megfelel6 komponensek szorzatanak dsszege:
(xy)=2-1+(-1)-6+4-0+5-3=11
b, Egy vektor normaja (hossza) komponensei négyzetdsszegének gyokével egyenld:
HZH = \/22 + (—1)2 +4%+5% =46
HXH:«/lz +62+0%+3* =446
¢, Az xvektorral megegyezd irdnyu, egységre normalt vektor:
1 1 2 -1 4 5
X, =7 X=—=-(2-145)= , : )
o i 9 s T )
Az y vektorral megegyez6 irdnyu, egységre normalt vektor:
1 1 1 6 0 3
=—y=—-=-1603)= , , ,
Lo L T 160 | s )
d, Jelolje paz x ésy vektorok szogét! Ekkor:
(x.y) 1 1n
cosp = —_ = =——=0,2391
[x|-ly] a6 -6 46
Innen a ¢ szog (radianban) megadhato: ¢ = 1,33 rad.
e, A Cauchy- Bunyakovszkij-Schwarz egyenlétlenség szerint az x és y vektorokra:

oy <l 1]

A fenti két vektor esetén:

1y < Va6 Va6
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11<46

Tehataz x és y vektorokra teljesiil a Cauchy- Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenség.

f, A Minkowsky egyenl6tlenség szerint az x és y vektorokra:

[x+ <l +[
Szamoljuk ki az x+y vektort!

x+y=(2,-1,4,5)+(16,0,3)=(35,4,8)

Az x+y vektor normaja:
[+ y| = V3® +57 + 4% +82 = V114
A MinkowsKky egyenl6tlenségbe helyettesitve:

V114 < /46 + /46
10,68 <6,78+6,78
10,68 <1356
Tehat az x és y vektorokra teljesiil a Minkowsky egyenl6tlenség.
2. Minta feladat:
Legyen a=(x-3,-4,5), b=(6,0, 2x,2).
Milyen xeR értékre lesznek ortogonalisak az a és b vektorok?
Megoldas:

Két vektor ortogonalis, ha skalaris szorzatuk nulla. Igy:
(ab)=x-6+(~3)-0+(—4)-2x+5-2=6X-8x+10=-2x+10=0
Innen x = 5.

3. Minta feladat:

Legyen x=(2,0,-1,1), v=(1,1,1,1).
a, Hatarozzuk meg az x vektor y -re vonatkoz6 Fourier-egyiitthatdjat!
b, Bontsuk fel az x vektort y -vel pArhuzamos és v -re merdleges dsszetevikre!

Megoldas:

a, Az xvektor v-re vonatkoz6 Fourier-egytitthatdja:

_<>_<,\_/>_2~1+0-1+(—1)-1+1~1_2
“" (vy) 1414141’ T4

_1
2

b, Az x vektor y vektorral parhuzamos 6sszetevdje:

a.\_/:1.(1’1’1'1):£1,1'1,1J
2 22272
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Az x vektor v vektorra merdleges 6sszetevdije:

4. Minta feladat:

11
Legyen b, =(-—,—,0), b,=(—=,—~,0
a, Ellenérizzik, hogy a B={bi, b2, b3} vektorhalmaz ortonormalt bazis R3-ban!
b, Hatarozzuk meg az x=(1, 1, 1) vektor B bazisra vonatkoz6 koordinatait!

by =(00,1).

Megoldas:

a, Egy vektorhalmaz ortogonalis, ha elemei paronként ortogonalisak és
nullvektortol kiillonb6zdek. Mivel

11 1 11
012} V2 V2 \/_'\/_ =270
1 1
(by.bg) = \/_ \/_0+01 0, (b3 =70+ =-0+0-1=0,

igy a B vektorhalmaz ortogonalis.
Hatarozzuk meg a vektorok normajat!

| J(%) (%] o
||pz||=J(%]Z%]Zoz .

Jog] = V07 +07 17 =1

Tehat B vektorai egységre normaltak, igy B ortonormalt.
Ha egy vektorhalmaz ortogonalis, akkor linearisan fiiggetlen. Hirom linearisan
fliggetlen vektor bazist alkot R3-ban, igy B ortonormalt bazis R3-ban.

b, Legyen az x vektor el6allitdsa a B bazison a kdvetkezo:

)_(:/1191 +ﬂ«292 +2393

Egy vektor ortonormalt bazisra vonatkozé koordinatai egyszeri skalaris szorzas-
sal megkaphatdak:

Il
—
1<
L
Il
=
O
+
H
O
+
H
'—\
H
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5. Minta

feladat:

Adjuk meg a H altér ortogondlis komplementerét!

a,
b,

H={A(1,-1,2)| 1eR},
H={A(-1,2 1) +42(1,0,1) | A1, 22eR}

Megoldas:

a,

6. Minta

A H altér 1 dimenzids altér R3-ban (vektorai egy origon atmend egyenesre esnek),
igy H ortogonalis komplementere 2 dimenzios (vektorai egy origon atmend sikra
esnek, amely sik ortogonalis az el6z6 egyenesre). A H* altér felirdsahoz sziiksé-
glink van annak két nem parhuzamos vektorara. Keresiink tehat két olyan vektort
(legyenek g és b), amelyek merdlegesek a H altérre és egymassal nem parhuza-
mosak. Az a és b vektorok pontosan akkor merdélegesek H-ra, ha merdélegesek a H
altér megadasaban szerepld v = (1, -1, 2) vektorra:

(av)=a,-1+a,-(-1)+a,-2=0
(b,v)=b,-1+b,-(~1)+b,-2=0
Ilyen vektorok példaulaz a = (1,1,0) ésa b= (2, 0, -1) vektorok.
Igy a H altér ortogonalis komplementere:
H'={1:(1,1, 0) +42:(2,0,-1) | A1, 2R }.

A H altér 2 dimenzids altér R3-ban (vektorai egy origdn atmend sikra esnek), igy H
ortogondlis komplementere 1 dimenziés (vektorai egy origbn dtmend egyenesre
esnek, amely egyenes ortogonalis az el6z6 sikra). A H* altér felirasahoz sziiksé-
giink van annak egy nullvektortol kiillonb6z8 vektorara. Keresiink tehat egy olyan
nullvektortdl kiillonb6z6 vektort (legyen v#0), amely merdleges a H altérre. A v
vektor pontosan akkor merdleges H-ra, ha egyidejlileg meréleges a H altér meg-
adasaban szerepl6 a = (-1, 2, 1) és b= (1, 0, 1) vektorokra:

<\_/,g1>:v1 ((=1)+v,-2+v,-1=0
<\_/,b>=v1 1+v,-0+v,-1=0

llyen vektor példaula v = (1, 1, -1) vektor.
Igy a H altér ortogonalis komplementere:

H'={2(1,1,-1) | 1eR}.

feladat:

Legyen H={A1(3,0,1) +42:(0,1,0) | A1, L2€R}.

a,
b,
,
d,

Adjuk meg a H altér ortogonadlis komplementerét!

Bontsuk fel az x = (8, 5, -4) vektort H-ba és H"-be es6 6sszetevikre!
Adjuk meg a fenti x vektor H altérre es6 ortogonalis vetiiletvektorat!
Melyik az a vektor a H altérben, amelyik legkdzelebb van az x vektorhoz?
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Megoldas:

a, A H altér 2 dimenzi6s altér R3-ban (vektorai egy origon atmend sikra esnek), igy H
ortogonalis komplementere 1 dimenziés (vektorai egy origon atmend egyenesre
esnek, amely egyenes ortogonalis az el6z6 sikra). A H* altér felirasahoz sziiksé-
gliink van annak egy nullvektortol kiilonb6z6 vektorara. Keresiink tehat egy olyan
nullvektortél kiillonb6z6 vektort (legyen v#0), amely meréleges a H altérre. A v
vektor pontosan akkor merdleges H-ra, ha egyidejlileg merdleges a H altér
megadasaban szereplé a=(3,0,1) és b = (0,1, 0) vektorokra:

<\_/,§1>=v1 3+Vv,-0+v,-1=0
<\_/,k_)>:v1 0+v,-1+v,-0=0

Ilyen vektor példaula v = (1, 0, -3) vektor.
Igy a H altér ortogonalis komplementere:

H ={1(1,0,-3) | 2eR}.

b, Az ortogonalis felbontas tétele alapjan R3 = H® H™. igy a H és H" alterek
bazisainak uniéja bazis az R3 vektortérben. Tehat az g, b és v vektorok bazist
alkotnak R3-ban. Az x vektor kivant felbontasanak meghatarozasahoz szamoljuk
ki el6szor az x vektor fenti bazisra vonatkozé koordinatait! Az indul6 bazistransz-
formacios tablazat:

bazis |a b v x
e1 3 0 1
e2=b 0 1 0
es3 1 0 -3 -4
Vonjuk be az a vektortaz e3 helyére:
bazis |a b v x
ei 0 0 10 20
b 0 1 0 5
a 1 0 -3 -4
A v — e1vektorcsere utan:
bazis |a b v x
v 0o 0 1 2
b 0 1 0 5
a 1 0 0 2
Tehat az x vektor elgallitasa:
X=2-a+5-b+2-v
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Figyelembe véve, hogy a és b a H altérnek, v pedig a H* altérnek a bazisvektorai,
igy az x vektor felbontasa a kovetkezd:

a H altérbe es6 6sszetevd: h=2-a +5-b=2-(3,0,1) +5-(0,1,0) =(6, 5, 2),

a H-altérbe es6 6sszetevs: ht=2v = 2:(1,0,-3) = (2,0, -6).

¢, A H altérre vonatkoz6 ortogonalis projekci6 definicidja szerint az x vektor H
altérre es6 ortogonalis vetiiletvektora: z(x) = h, ahol h az x vektor H altérbe es6
dsszetevdje. Igy a keresett vetiiletvektor: z(x) = h = (6, 5, 2).

d, Alegjobb approximacio tétele szerint a H altér vektorai koziil a 7z(x) vetiiletvektor
van az x vektorhoz legkdzelebb. Tehat az x-hez legkozelebbi H-beli vektor: 7(x) =
h=(6,5,2).

Gyakorlé feladatok:

1. Legyen x=(2,0,-3,4), v=(1,-1,0,2), z=(0,0,1, 3).

a, Hatarozza meg az x és y, az x és z valamint az y és z vektorok skalaris
szorzatat!

b, Hatdrozza megaz x, az y valamint a z vektorok normajat (hosszat)!

¢, Adja meg az x, azy valamint a z vektorokkal egyiranyu, egységre normalt
vektorokat!

d, Hatarozza megaz x ésy, azx és z valamint az y és z vektorok szogét!

2. Legyen a=(1,-2,-4), b=(-1,0,3), ¢c=(2,-1,1).

a, Ellenorizze a skalaris szorzatra vonatkozo tulajdonsagokat a fenti vektorok
esetén!
b, Szamitsa ki a kovetkez6 normakat! || al|, [| b ]|, || c||
¢, Ellenérizze a Cauchy- Bunyakovszkij-Schwarz egyenl6tlenséget az a és b
illetve a b és ¢ vektorokra!
d, Ellendrizze a Minkowsky egyenl6tlenséget az a és b illetve a b és ¢ vektorokral!
e, Szamitsa ki az g és b illetve a b és c vektorok szogét!
3. Az alabbi vektorok koziil melyek ortogonalisak?
o (-4,2)és(1,2),
e (2,0,-3)és(3,5,-1),
e (0,4,-5)¢és(6,10,8),
e (1,-1,0,1)és(1,0,6,-1),
e (2,4,-3,0)és(1,-5,1,1).
4. x mely értékeire lesznek ortogonadlisak az alabbi vektorok?
- (x0,-3,2x) és (4,5,2,1),
- (x%4,1) és(x -x, 3),
- (2,3x,2) és(5,-2, 3x).
5. Legyen x=(2,5,-1,4), v=(-1,0,-3,1).
a, Hatarozza megaz xvektor v -re vonatkozo Fourier-egyiitthatdjat!
b, Bontsa felaz xvektort yv-vel parhuzamos és v -re merdleges 6sszetevikre!
6. Legyen x=(3,-1,0,1), v=(0,2,1,-1).
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a, Hatarozza megaz xvektor v -re vonatkozo Fourier-egytitthatojat!
b, Bontsa felaz xvektort v-vel parhuzamos és v -re meréleges 6sszetevikre!

7. Legyen b1=(0,1), b2=(-1,0).
a, Ellendrizze, hogy a B = { b1, b2 } vektorhalmaz ortonormalt bazis R?-ben!
b, Hatarozza megaz x=(2, -3) vektor B bazisra vonatkozo6 koordinatait!
1 1 1 1
8. Legyen b, =(-—+=——"),b,=+-"+-=,—%=).
o. gy Yy (\/E \/E)_Z (\/E\/E)
a, Ellendrizze, hogy a B ={b1, b2} vektorhalmaz ortonormalt bazis R2-ben!
b, Hatarozza megaz x=(3, -1) vektor B bazisra vonatkoz6 koordinatait!
143 V31
9. Legyen b, =(=,—), b, =(-—,2).
_gy_l(zz)_z(zz)

a, Ellendrizze, hogy a B ={b1, b2 } vektorhalmaz ortonormalt bazis R2-ben!
b, Hatarozza megaz x=(1, 1) vektor B bazisra vonatkozé koordinatait!

10. Adja meg azt alegb6vebb alteret R3-ban, amelyre az x vektor ortogonalis!

a, X= (1) _11 2))
b, x=(0,5,-1).

11. Adja meg a H altér ortogonalis komplementerét!
a, H={(t0,0 | teR},

b, H={(0,x2, x3) | X2, X3€R },
¢, H={A(1,-1,2)+22:0,1,1) | 11, 22€R},
d, H=Rs.
12. Adja meg az x<R3 vektor H és H™ alterekbe es6 sszetevdit!

a, x=(-54,2)

H = {(x1, x2, 0) | x1, X2€R },
b, x=(3,2,2)

H={A1(1,1,1) +12:0,1,1) | A1, 22€R},
¢ x=(0,5,2)

H={1(-1,0,1) +22(1,0,1) | A1, 2R},
d x=(2,4,-1)

H={2(1,1,1) | » eR}.

13. Hatarozza meg a H altér azon vektorat, amely legkozelebb van az x vektorhoz!
a, x=(473-1)
H={1(1,0,5) | 1R},
b, x=(5-1,2)
H={1(1,1,1) +/2((1,0,1) | A1, Z2eR}.
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Elméleti kérdések

Dontse el az alabbi allitasokroél, hogy igazak vagy hamisak!

=

Az (1, 2,2),(0,0,0) és (4, -2, 0) vektorok ortogonalis vektorhalmazt alkotnak.
Az (1,0, 2),(0,0,0) és (-2, 5, 1) vektorok ortogonalis vektorhalmazt alkotnak.
Az (1,1, 1) vektor egységre normalt.

>

Lol

A (-1, 0, 0 ) vektor egységre normalt.

[0

Az (1,1, -1) vektor egységre normalt.
Az (}/,\/54) és (—‘/54,%) vektorok ortonormalt bazist alkotnak R2-ben.

Az (}/\/5’}/\/5) és (_}/\/E’}/\/E) vektorok ortonormalt bazist alkotnak R2-ben.

Minden ortogonadlis vektorhalmaz linearisan fiiggetlen.

S

N

R"-ben a kanonikus bazis ortonormalt.

10. Ha H altér Rr-ben, akkor dim(H) = dim(H").

11. Ha a H ¢ R» altérre dim(H) = k, akkor dim(H") = n-k.
12. Ha H altér Rr-ben, akkor dim(H) + dim(H") = n.

o
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Vegyes feladatok a linearis algebrai
ismeretek alkalmazasara

[gyartérendszerek modellezése]

Adott az alabbi szétvalasztasi hal6zat 1 darab 3 komponensi (A, B, C) betaplalassal,
ahol mindegyik komponens aramlasi sebessége 10 kg/h. Feladat: olyan szétvalasztasi
halézat tervezése, amely ebbdl a betaplalasbol két kevert terméket allit eld, melyek-
ben a komponensek aramlasi sebessége rendre 6, 4, és 2 kg/h, illetve 4, 6, és 8 kg/h.

A halézatban az St éles szeparator az A, B, C komponensli bemenetet csak A-t, illetve
B-t és C-t tartalmaz6 aramokra valasztja szét, mig az S? éles szeparator az A, B, C
komponensii bemenetet A-t és B-t, illetve csak C-t tartalmazé dramokra bontja.

o,
,—»4— s

M,

Xp,m,

A

™ st

1

6,4,2]
}—h

Xpm
Xp.si,
X D,s?, y
D4
Lp| 521

o

X
DlMZ

[10,10,10] Il

AA

:: [4,6,8]
M

Jelolje x1, x2, x3, x4 a D1 megosztd Kkilépd aramait egységnyi belépd aram esetén. Ekkor
a fenti szétvalasztasi hal6zat az alabbi linearis egyenletrendszerrel modellezhet6:

XX + x + X + x =1
10x, + 10x, + 10x, = 6
10x, + 10x, = 4
10x, = 2

10x, = 4
10x, + 10x, = 6
10x, + 10x, + 10x, = 8
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Bazistranszformacidt alkalmazva vizsgalja meg, megoldhat6-e a fenti linearis egyen-
letrendszer? Ha igen, akkor hany megoldas van?

[gyartérendszerek modellezése]
Tekintsiik eredd kémiai reakcioként a butan dehidrogénezését:

CsH10 <& CiHs + H2

A feladat annak megallapitasa, hogy az ered6 kémiai reakci6 az alabbi elemi reak ci6-
lépések milyen egylittmiikodésének eredményeként johet 1étre.

(1) C4H10 + <> C4Hs ¢ + H2
(2)C4Hs £ <> CsHsg + ¢

(3)C4Hg ¥ <> C4He £+ H2

(4) C4H1o + 1+ C4He £ <> 2C4Hsg £

.....

alabbi tablazatba rendezhet6ek:

Reakcidk
Résztvevok

el e2 €3 es E
Cs4H10 -1 0 0 -1 -1
CsHs 0 1 0 0 1
H: 1 0 1 0 1
'3 -1 1 0 -1 0
C4+Hg ¢ 1 -1 -1 2 0
C4He ¢ 0 0 1 -1 0

Legyen A= [e1 e2 e3 es] 6x4-es matrix.

A problémahoz kapcsolédéan keressiik az Ax = E linearis egyenletrendszer ugy-
nevezett bazismegoldasait. Bazismegoldast gy kaphatunk, hogy az egyenletrend-
szert bazistranszformaciéval megoldva a végsd tablazat alapjan olyan megoldasvek-
tort irunk fel, ahol a szabad ismeretlenek értékét nullanak valasztjuk.

Oldja meg a fenti egyenletrendszert tobb valtozatban (tobbféle médon valasztva ge-
neralé elemet), és a végsd tablazatok alapjan keressen tobb bazismegoldast!
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3.  [iranyitastechnika]

Legyen adott az x = Ax+ Bu y=Cx allapottér modell az alabbi paraméterekkel:
-1 0 O 1
01 2
A=0 -2 0 B=|0 C=
310
0 0 -3 1

a, Stabil-e a fenti modell? (A modell pontosan akkor stabil, ha az A matrix
sajatértékeinek valés része negativ.)

b, Hatdrozza meg az x-beli allapotvaltozok, u-beli bementi valtozék és y-beli
kimeneti valtozok szamat!

¢, Hatarozza mega modell irdnyithat6sagat!

Az iranyithatdsag feltétele, hogy az un. iranyithatdsagi matrix:
C=[B AB]

teljes rangu legyen, azaz r(C) = 2 teljestiljon.

4.  [iranyitastechnika]
Legyenek az aldbbiak az x = Ax + Bu y =Cx allapottér modell egytitthato

matrixai:
1 4 2 4
A= B= C=[2 4]
2 3 3 5

a, Adja meg az allapotvaltozok, bemeneti és kimeneti valtozok szamat!
b, Hatarozza mega modell megfigyelhet6ségét!

A megfigyelhetdség feltétele, hogy az in. megfigyelhet6ségi matrix:

0= [CCA]

teljes rangu legyen, azaz r(0) = 2 teljestiljon.

5.  [iranyitastechnika]

Hatarozza mega G(s) tag stabilitasat!

T 55?4252 +35+1

Az Un. Hurwitz-kritérium szerint a tag stabilitdsdhoz az alabbi két feltételnek kell
teljestilnie:

— anevezbben szerepl6 valamennyi egylitthaté legyen pozitiv;

— anevezd egylitthatdibol képezziik az alabbi matrixot:

2 1 0
H=(5 3 0
0 2 1

frjuk fel a f6atlora timaszkodé alabbi matrixokat:
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) 1 2 1 0
A, =[2], A2=[5 3 A3=[5 3 0]
0 2 1

A rendszer stabil, ha ezeknek a matrixoknak a determinansa pozitiv.
Ellendrizze, hogy teljestilnek-e a Hurwitz-kritérium feltételei!

[iranyitastechnika]
a, Hatarozza meg az allapot, a bementi és a kimeneti valtozok szamat az alabbi
modellben:

L

b, Hatdrozza meg az allapottér modell iranyithat6sagat és megfigyelhetfségét!

[iranyitastechnika]
Hatarozza meg az x = Ax + Bu y =Cx allapottér modell atviteli fliggvényét, ha a
matrixok a kévetkezdk:

A:E ﬂ B:m c=[ 2]

Az allapottér modellhez tartozé atviteli fliggvényt a kovetkezd képlet szerint lehet
meghatarozni:
G(s) =C(sI — A B,

ahol az invertalast a kdvetkez6 mdédon végezhetjiik el:

adj(sI-A)
det(sI-A4)"

(s —A) 1=

[iranyitastechnika]
Adja meg, hogy milyen K értékre lesz az alabbi rendszer aszimptotikusan stabil!

w(t) + e(t

Gis) 0. gy P

\J

A megoldas soran az alabbi ered6 atviteli fliggvényt nyerjik:
Ks
s3+2s2+(2+K)s+1

Hatarozza meg, hogy milyen K értékekre lesz az alabbi Hurwitz-matrixnak és a rész-
matrixainak a determinansa pozitiv!

G,(s) =

2 1 0
H=([1 24K 0
0 2 1
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, 2 1 0
A, =[2], A2=[1 2+K], Ay=[1 24k 0
0o 2 1

[iranyitastechnika]
Adja meg, hogy milyen K értékre lesz az alabbi rendszer aszimptotikusan stabil!

u,=Ke
w(t) + o et Ty o)

Y@ +yW 4y =y y@®

+

uz(l) =)

A megoldas soran az alabbi eredd atviteli fliggvényt nyerjiik:
Ks +1
s3+s2+(1+K)s+1

Hatarozza meg, hogy milyen K értékekre lesz az aldbbi Hurwitz-matrixnak és a rész-
matrixainak a determinansa pozitiv!

G.(s) =

L 1 1 o0
A =111 A2=[1 1+K]’ A3=(1) 1J1rk 2

[képfeldolgozas]

Szinkomponensek transzformacidja

Egy standard felbontdsu digitdlis videokamera RGB szinrendszerben, azaz egy
(R, G, B) szamharmassal jellemezve rogziti a képpontok értékeit. Kédolasi szempont-
bdl nem hatékony az RGB értékek tarolasa és halézati atvitele, ezért az ITU-R BT.601
szabvany szerint egy vilagossagi és két krominanica értékre kell konvertalni a kamera
altal rogzitett RGB értékeket. (Egy kés6bbi 1épésben a szini csatornak felbontasat
felére csokkentve jelentésen csokkenthetd a taroland6 adatmennyiség, mikozben az

eV

szabvany szerint az alabbi 6sszefliggéssel torténik:

Y’ 65.481 128,553 24.966 R 16
Cp|=1-37.797 —-74.203 112.0 |-|G|+ 128
Cr 1120 —-93.786 -—18.214 18

Szamolja ki, hogy 8 bites bemenet esetén, azaz ha Y’, Cg és Cr {0, ..., 255}, mekkora
lehet minimalisan és maximalisan a vildgossag Y '(luma), és a két kroma csatorna Cs
és Crértéke!

[képfeldolgozas]

Két kép hasonldsaga igazitott keresztkorrelacigval

Adottak az A és B normalizalt 4x4-es sziirke skalas képrészletek (ahol egy pixel egy
szammal van jeldlve), amelyeknek atlagértékiik nulla. Melyik hasonlit jobban a C
képrészletre?
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-5 -4 3 7 -5 -8 -8 -2 -4 -5 -2 8
| -8 -6 -2 8 _|1-4 =7 -4 =2 _|-6 -8 7 5
A= =—4 -2 5 7 B= 2 3 2 3 €= -4 -1 7 3
-3 0 1 3 8 8 8 6 -4 0 2 2

Els6 1épésként fejtse oszlopvektorba a képek pixeleit, azaz a 4 x4-es matrixok oszlop-
vektorait 0sszefiizve allitsa el6 a nekik megfelel g, b és ¢ € R1¢ vektorokat!
Ezutan a hasonldsagot kétféle médon vizsgalhatjuk:
— A két vektor kiillonbségének a normajat vessziik. Ebben az esetben a két kép
annal inkabb hasonlit, minél kézelebb van a szdmolt érték a nullahoz.
— A két vektor skalaris szorzatat szamoljuk ki. Ebben az esetben a két kép annal
inkabb hasonlit, minél nagyobb a skalaris szorzat értéke.
Hasonlitsa 6ssze az A illetve a B képeket a C képpel a fenti médszereket alkalmazva!

[képfeldolgozas]
Képtorzulas korrekciéja
A 3D képalkotas feladata, hogy a térben 1év6 pontok koordinatait hatdrozza meg és
abrazolja grafikai eszkozokkel. Sok esetben a térbeli - X=(X, Y, Z) - objektumok
geometriai torzuldsa lefrhaté Un. affin transzformdciéval. Az affin transzformaciok
lehetdvé teszik a képi objektumok kicsinyitését-nagyitasat, eltolasat, tiikrozését, el-
forgatasat, nyirasat (mig az euklideszi transzformaciék csak az eltolast, tiikrozést és
elforgatast teszik lehetéve). Ha az x=(X, Y, Z, 1) homogén koordinatakkal irjuk le a 3D
pontokat, akkor a torzulas az alabbi

Pt 2

0 1

matrixszal irhaté le (ahol T 4x4-es, A 3x3-as, b pedig 3x1-es matrix), mig a torzult
pontok homogén koordinatai az

!

x'=Tx

osszefiiggéssel kaphatéak meg.
Legyen adott a T affin transzformdaciés matrix, valamint az x1’, x2’, x3" torzult mérési

adatok:
2 2 3 2 2 6 6
T = 6 2 3 2 ! = 3 X! = 4 X! = 4
4 4 3 4} =1 3l =2 3]’ =3 6
0 0 0 1 1 1 1

Keressiik a megfelel6 3D-s pontok pontos helyzetét. Ez az alabbi médokon tehetd meg:
— A T matrix inverzét felhasznalva: x=T-1x
Megjegyezziik, hogy a T matrix inverze felirhaté az alabbi formaban:

71 = [A_l —A_l'ﬁ]
0 1 T

A fenti 0sszefiiggést felhasznalva elegendd a T 4x4-es matrix helyett a bel6le
kiolvashaté A 3x3-as matrixot invertalni.
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— Sok esetben nem magara a T-1 matrixra van sziikséglink, hanem csak a vissza-
allitott koordinatakra. Ebben az esetben az inverz koordinatak még gyorsab -
ban meghatarozhatdk:

s e[ 0]

ahol X' az X=(X, Y, Z) pont torzitott valtozata.
Alkalmazza a 3D-s pontok pontos helyzetének megallapitdsara mindkét
ismertetett modszert!

[robotika]

Adja meg annak a linearis transzformacionak a tipusat és hozzarendelési szabalyat,
amely egy térbeli vektorhoz hozzarendeli

a, annak z tengely koriili o szoggel valé elforgatottjat;

b, annak x tengely koriili « szoggel valé elforgatottjat!
Adja meg a fenti transzformaciok (kanonikus bazisokra vonatkozd) matrixat!

[robotika]

Adja meg a matrixat a kovetkezd linearis transzformacioknak:

a, forgatasa ztengely koriil 7 / 2-vel;

b, forgatasa ztengely koril z / 2-vel, majd forgatas az x tengely koriil 7z / 2-vel.
Mutassa meg, hogy a fenti forgatasi matrixok ortogonalisak, azaz A-1 = AT !

A fenti eredményt felhasznalva adja meg a forgatasi matrixok inverzeit!

[villanytan]
Feladat: A hurokdramok mddszerét alkalmazva a hal6zat 4gdramainak a meghataro-
zasa az alabbi halézatban:

|, 80mA
e
J ls
P!
—C—! [|ake
1

0kQ  e——

200V
Ok Q T1 6OV

A megoldas soran az alabbi részfeladatot kapjuk:

100=2J, +5(J,-J.)
360=5(J,-J,)+10(J, +J,)+8J,
J, =80mA

[rja fel a fenti linearis egyenletrendszert matrixos frasméddal Ax = b alakban és oldja
azt meg!

[villanytan]
Feladat: A Kirchhoff és Ohm térvények matrixos formalizmusanak felirasa az alabbi
haldzatra:
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3A

O
20Q
< ) 17Q
.-G P il
T 1z4 5A
121 1z6 40 Q
—

o] A"

120vl<> izaT o
100 VT ist

()laov

L

A megoldas soran az alabbi matrixok nyerhetdk:

-11 0 -1 0 O 11 -1 0 0 O
A vagatmatrix: Q=|-1 0 -1 -1 0 -1|,ahurokméatrix:B={0 0 1 0 -1 -1},

0 00 1 -1 1 0 -1 1 -1-10
5 0 0 0 0 O
010 0 0 0 O
az ellenallasmatrix: R = 0000
0 0 0 20 0 O
0 0 0 0 17 O
0 0 0 0 0 40
0 ~120
2 0
Az aramvektor: i, = Z , tovabba a fesziiltségvektor: u,, = 120
0 -30
-5 0

A fenti matrixok és vektorok felhasznalasaval irja fel az agaramok vektorat az alabbi

-1 .
formaban i=—( Q J . Qla !
B-R B-u,

17. [villanytan]
Feladat: Az alabbi hal6zat allapotegyenletének megadasa, ha a gerjesztés fesziiltség.
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A megoldas soran az alabbi egyenletek irhatdk fel:

Clie =ic

BL ==C lUC

Ue =LT1,

1 1. 1
c —%UC—EL'L +EUV
i, =lc

L

Legyen az allapotvaltozok vektora: x = ( _ ¢

J ,a gerjesztés: e= [uv ] .

Rendezze a fenti egyenletrendszert Xx=A-x+ B-eformara!

18. [villanytan]

Feladat: Az aldbbi hal6zat allapotegyenletének megadasa, ha a gerjesztés fesziiltség.

oL R2
0 Y™ | |
—u, h‘ﬁ;’_
R
l”" 1 Gt v, |==Co
O
A megoldas soran az alabbi egyenletek irhatok fel:
di
d—;zul_ =Ug, =lgy R,
u,, tu,, +u =u,
di, 1 1 1
o LT et
duCl H
C, T I
u
duCZZ
2 dﬂt ::\J/ du L di 1
L . I .
1 df[:l %: 2 d§2=lvzlL+lR1=|L+R_._;:—=|L_ Ue, Ue, T 5 Uy
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i
Legyen az allapotvaltozok vektora: x=| u¢, |, a gerjesztés: e :[Uv ] .
Uco

Rendezze a fenti egyenletrendszert Xx=A-x+ B-eformara!

[villanytan]
Feladat: Az alabbi két tarolds hal6zatban a sajatértékek meghatarozasa.
e, il
1F -
| | P
1! =
ill - t=0 _
12 ig l 10 H
3 [ 20 li
1ov | [ 20v

A megoldas soran az alabbi matrixhoz jutunk: A=

Hatarozza meg a fenti matrix sajatértékeit a komplex szamok korében, adja meg a
sajatértékek valos és képzetes részét, valamint abszolut értékét!
[villanytan]

Feladat: Az alabbi kéttarolés halézat allapotegyenletének felirdsa és a sajatértékek
meghatarozasa.

A megoldas soran az alabbi egyenletek irhatok fel:

iCZC-l:Ic
iR:%~L'iL

ahol C=1nF, L=10mH, R=1kQ.
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Irja fel a hal6zat allapotegyenletét x = A-xformdban, ahol az allapotvaltozék vektora:

2

Hatarozza meg az A matrix sajatértékeit!

[villanytan]
Feladat: Hatarozza meg R értékét ugy, hogy az alabbi masodrendii hal6zatnal kriti ku-
san csillapitott rezgés jojjon létre!

. @ mt:D
l 0,1H
R[] T 50uF 165 44
o 1L
A megoldas soran az alabbi A matrixhoz jutunk: A= 1 '-1 ,ahol L=0,1H és C = 50F.
C RC

Hatarozza meg az R értékét ugy, hogy a fenti matrixnak 1 darab (kétszeres algebrai
multiplicitast) valds sajatértéke legyen!
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A GYAKORLO FELADATOK MEGOLDASAI
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Az R3 tér geometridja

Vektormiveletek
1. b, 2v-3u=(4,9,-14)
¢ vl =vIZ |ul = VI7
d ¢=117°
e, ayvektor ellentettje: —v = (-2,-3,1)

v-vel parhuzamos vektorok: (4, 6, -2), (10, 15, -5), ...
v-re merdleges vektorok: (3, -2, 0), (0, 1, 3), ...
f, v vektorral megegyezd iranyu, egységnyi hosszusagu vektor:
2 3 1
=(F=-%
g, vvektorral megegyez0 iranyy, 4 egységnyi hosszusagu vektor:

LS

(===
2 1 1
v vektorral megegyez6 iranyu,1/3 hosszisagu vektor: (ﬁ’ = ﬁ)
a, ayvektor girdnyaba es6 merdleges vetiiletvektora: x = (4, 6, 0)
b, a-val parhuzamos 6sszetevd: x = (4, 6,0), a-ra merdleges 6sszetevd: y=(0, 0, -2)

a, ayvektor giranyaba es6 merdleges vetiiletvektora: x = (4, -2, 6)
b, a-val parhuzamos 6sszetevd: x = (4, -2, 6), a-ra merdleges 6sszetevd: y=(0,9, 3)

a+b=(2,4,2), a-b=(2,-6,6), 3a=(6,-3,12), -2c=(-2,-12,8),
a+3b+(-2)c=(0,2,6), a-b=-13, a-c=-20, axb=(-18,4,10),

bxa=(18,-4,-10), axc=(-20,12,13), a-(bxc)=-34

a+b=(61,1)

a -3,5), 5a=(20,-5,15), -3c=(-24,6,-18),
2a+ b+ (-4)c=(-22,

b= (2,
8 20 , a- b 0; Q.stzl Qxbz(-4l 14, 10);
axc=(0,0,0), a-(bxc)=0

Egyenes és sik: illeszkedési feladatok

6.

7.

a, A paraméteres egyenletrendszer:
x=2+t

y=-1+t

z=5—-3t teR

A paramétermentes egyenletrendszer:

—2=y+1="—+
X y 3

b, P1=(3,0,2), P2=(4,1,-1), P3=(1,-2,8), ...
¢, Az A=(3,0,-2)ésaB=(5,5,5) pont nem illeszkedik az egyenesre.

a, A paraméteres egyenletrendszer:
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x =3+ 4t
y=1+5t
z=—4 teR
A paramétermentes egyenletrendszer:
x—3 y—-1 — 4
4 5 77
b, P1=(7,6,-4), P2=(-1,-4,-4), P3=(11,11,-4), ...
8. a, A paraméteres egyenletrendszer:
x=0
y=2
z=—-14+5t teR
A paramétermentes egyenletrendszer nem létezik.
b, P1=(0,2,4), P2=(0,2,-6), P3=(0,2,9), ..
9. a, A paraméteres egyenletrendszer:
x=1+12t
y=4+12t
z=5—-6t teR
A paramétermentes egyenletrendszer:
x—1 y—4 z-5
2 2 -6
b, A=(5,8,-7), B=(-1,2,11), ..
10.e: P, = (2,-1,5), v=(3,2—4), x—2: y+1: z-5
- 3 2 -4
fi Po=(0,-2,4), v=(570), I=X% z=4
g: P,=1(6,1,0), v=1(0,3,0),paramétermentes egyenletrendszer nem frhat fel
11. a, E: (4' 6: _Z)P P() = (31 _5; _3)1
x =3 +4t
y=-5+6t
z=-3—2t teR
bl z: (ZI OI _2)1 P() = (01 4; 1)!
x =2t
y=4
z=1-2t teR
C; 2: (O; 6: _2)1 PO = (lr 3r 0)1
x =1
y=3+6t
z=—2t teR
dl 2 = (21 31 _2)1 P() = (5’ Or _6)1
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

x =542t
y =3t
z=—6—2t teR

=2—-2t teR

a, n = (2; _SIS)J P1 = (31 2! 1); PZ = (0)011);

b, A P=(-8,3,6)pontrajta van a sikon, a Q = (1, 4, -3) pont nincs rajta a sikon.

a, Utmutatas: A térbeli koordinata-rendszer x-y koordinata-sikjaban keressiik
meg az y = x egyenletli egyenest, a keresett sik ezen egyenesre merdlegesen

helyezkedik el a térben.

b, Utmutatis: A térbeli koordinata-rendszer x-y koordinata-sikjaban keressiik
meg az y = 2x-1 egyenletli egyenest, a keresett sik ezen egyenesre merdlegesen

helyezkedik el a térben.

c, Utmutatds: A térbeli koordinata-rendszer x-y koordinata-sikjaban keressiik
meg az y = 4 egyenletli egyenest, a keresett sik ezen egyenesre merdlegesen

helyezkedik el a térben.
a, 2x+3y—z=-3
b, 4x+z=5

¢, y=2
2x+y+3z=9
—2x+5z=-9
2x—3y+z=-8
10x-5y=20

14x + 17y + 22z = 30

a,
x =2+t
y = —4t
z=-3+4+t teR
b,
x =—44+2t
y=5-—t
z=1 teR
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Térelemek kolcsonos helyzete, metszéspontja
22. e és f: metszdk, M = (0, 2, -2)

e és g: parhuzamosak

fésg: kitérék
23. metszék, M =(-3, -3, 0)

24. Az S1 és S2 metsz0, az S1 és S3azonos, az S1 és S4 parhuzamos.

25. A metszésvonal paraméteres egyenletrendszerének egy lehetséges alakja:

= 28 + Ot
e: y = t
z = —-46 - 13t

Térelemek tavolsaga és szoge

26.a, d :\/z
2

b, —x+4y+2z=5

27.d =7,77

4

29.d = 44

30.a, Azfegyenesésaz S sik parhuzamos.
b, d =23

31.a, Akétsik parhuzamos.
b, d=1,6

32.a, M=(4,1,2)
b, a=75°

33. a =23°
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34. 0 =18,8°

35. 0 =50,6°

Vegyes feladatok

36.a, Aze ésfegyenesek metszdk, M = (-3, 2, 4).
b, a=57°
¢, Az eegyenes ésaz Ssik parhuzamos,d = v11.
d a=0°

37.a, —3x+4y—z =2
b, a=32,5°
¢, AzS1 ésS2sikok metszok. A metszésvonal paraméteres egyenletrendszere:

X = 2 — 3t
y = 3 + 0ot
z =1 + 3t
d, a=479°
38.a, d =456
b, 13x —14y—-5z+18=0
c, a=30°
d, a=631°

39.a, Aze ésfegyenesek metszdk, M = (0, 2, -2).
b, a=63,1°

40.x—y+2z=8

41.a, Azeésfegyenesek metszok, M = (4, 4,-2).
b, a=79,6°
¢, Az eegyenes ésaz S sik parhuzamos, d = 6.
d a=0°
42.a, Azeegyenesésaz S1sik metszo, M = (-3, -2, 3).
b, a=21°
¢, AzS1ésS2sikok parhuzamosak.
d, d=+/56
e, a=0°
43. a, Azeésfegyenesek kitéréek.
b, a=61,4°
¢, Az eegyenes az S sikban fekszik.
d a=0°
6
e, d= \/_ﬁ
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Az e és f egyenesek metszék, M = (5, 2, 2).
o =24.1°

Az e egyenes az S sikban fekszik.

a=0°

d=+6

Az e és f egyenesek parhuzamosak. d = 3,15
a=0°

Az eegyenes és az S sik metsz6, M = (3, 1,1).
a=8,2°

oo o

-

AL

45,

oo

&

46.a, Azeés fegyenesKkitéro.
o =54,2°
Az fegyenes és az S sik parhuzamos.d = /54

, oo=0°

an o

Elméleti kérdések

hamis
hamis
hamis
igaz
igaz
hamis

hamis

©® N o s WD

hamis
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Az R» vektortér

1. Igen,c=-a+4b
2. Nem.

3. a, a+b=(7,4,-3,8), -2¢=(-6,0,-8.12), -a+3b+c=(4,-43,6)
b, (25,12,11,-20)
¢, Nem.

4. a, 2a-3b-c=(-9,-12,-10)
b, Csak trividlis linearis kombinacidval, igy H linearisan fiiggetlen.
¢, Azxvektor el6all az g és b vektorok linearis kombinacidjaként: x = 2a +b, azaz
az x vektor benne van az a és b altal kifeszitett sikban. Az y nem all el§ az a és
b vektorok linearis kombinaci6jaként, azaz y nincs benne az a és b altal
kifeszitett sikban.

5. Igen. A y vektor koordinatai az ai, gz, a3 bazisra vonatkozoban 1, 2, 3.

6. a, Csak a trivialis linearis kombinacidval.

b, Trividlis és nem trividlis linearis kombinaciéval is, pl. a + 2b -1d = o.

¢, Nincs olyan x € R3 vektor, amely nem allithat6 el6 az a, b és ¢ vektorok
linearis kombindacidjaval. Van olyan x € R3 vektor, amely nem allithat6 el6 az
a, b és d vektorok linearis kombinacidjaval, ilyen vektor pl. x = es.

d, Az g béscvektorokbdzist alkotmak,a v vektor koordinatai ezen a bazison: 2,0, 1.

Az a, b és d vektorok nem alkotnak bazist. A v vektor nem Aallithatd el6 ezen

vektorok linearis kombinaci6javal.

7. lgen,pl. x = es.

8. Hi:linearisan fiiggetlen,
H> : linearisan fliggetlen, bazis, a vektorhalmaz vektoraibdl linearis kombinacié-
val el6allithatd az R3 vektortér dsszes vektora,
Hs : linearisan 0sszefliggd, a vektorhalmaz vektoraibdl linearis kombinaciéval el6 -
allithat6 az R3 vektortér 6sszes vektora.

9. Példaul:
e linearisan 0sszefiiggd és nem generatorrendszer: {(1, 1,0, 0), (2,2,0,0)}
e linearisan 6sszefiiggd és generatorrendszer:
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,1, 1)}
linearisan fiiggetlen és nem bazis: {(1, 0, 0, 0), (0,1, 0,0)}
linearisan fiiggetlen és bazis:
{(1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}

10. r(H) =2
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11.a, Igen, x koordinatai ezen a bazison: 2, -3, 1.
b, Trividlisan és nem trivialisan is, pl. 3a +1b -1d =0
¢, r(H)y=2
12.a, r(H)=2
b, PLa=ai+as=(1,3,1,-3)
13.a, r(H)=2
b, PlLa=e2=(0,1,0,0)
14.a, r(H)=3
b, Nem.
¢, Nem.
15.a, r(H)=3
b, Igen, Hi={ai, a2, a3}.r(H1) = 2
¢, 1 vektorbdl all6 linearisan fiiggetlen részhalmaz: van, pl. {a1}.
2 vektorbdl 4ll6 linedrisan fliggetlen részhalmaz: van, pl. {a1, az}.
3 vektorbdl all6 linearisan fliggetlen részhalmaz: van, pl. {a1, az, as}.
4 vektorbol 4ll6 linearisan fliggetlen részhalmaz: nincs, mert R3-ban minden
4 elemii vektorhalmaz linearisan 6sszefiiggd.
d, 1 vektorbdl all6 linearisan 6sszefiiggd részhalmaz: nincs, mert H-ban minden
vektor nullvektortél kiillonb6z6.
2 vektorbdl allé linearisan 6sszefliggd részhalmaz: nincs, mert H-ban nincs
két olyan vektor, amely skalarszorosa lenne egymasnak.
3 vektorbdl all6 linearisan 6sszefiiggd részhalmaz: van, {ai, az, as}.
4 vektorbol all6 linearisan 6sszefliggd részhalmaz: R3-ban minden 4 elemii
vektorhalmaz linearisan 6sszefliggd, pl. {a1, az, as, as }.
16.a, r(H)=3
b, Egy maximalis linearisan fliggetlen részhalmaz: {ai, gz, as}.
a1 =1ai +0az + 0a3
az =0a1 +1a2 + 0as
az =0a1 +0az + 1a3
a4+ =0ai + (-2)az + 1a3
as = (-1)a1 + (-Daz + 1a3
¢, Igen, mivel H-ban van 3 darab linedrisan fiiggetlen vektor, amely bazist alkot
R3-ban.
Ilyen részhalmaz: {a1, az, a3 }.
17.a, r(H)=2
b, Egy maximadlis linedrisan fliggetlen részhalmaz: {a1, az}.

a1 =1a1 +0az
a=0a1 +1a
az=1a1 +1az
as=1a1 + (-1)az
as=2a1 +1az
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18.

19.

20.

21.

22.

&

Nem, mivel nincs olyan részhalmaza H-nak, amely bazis R3-ban. Pl.: Hu{e3}
generatorrendszer R3-ban.

r(Hi)=2, r(H2)=1, r(H3)=2.

Egy maximadlis linedrisan filiggetlen részhalmaz Hi-ben: {a1, az}.

Egy maximalis linearisan fliggetlen részhalmaz Hz-ben: {az}.

Egy maximadlis linedrisan fliggetlen részhalmaz Hi-ben: {a1, az}.

Pl: x = e2, mivel ez a vektor az a1 és az és es vektorokkal egytitt bazist alkot R*-
ben.

Pl:x=2a1 + 0a2= (2,4, 0, -2).

r(H) =2

Nem, mert ehhez az kellene, hogy legyen H-ban olyan négy vektorbdl allé
részhalmaz, amelynek a rangja 1, azaz a négy vektor parhuzamos. Ilyen
részhalmaz viszont nincs H-ban.

r(H) =2
Igen, az a2 vektor elhagyasaval olyan részhalmazt kapunk, amelynek a rangja
1, azaz a négy megmarado6 vektor parhuzamos.

r(H) =2

1 vektorbdl all6 linearisan 6sszefiiggd részhalmaz nincsen, mivel H-nak
egyetlen eleme sem nullvektor.

2 vektorbdl all6 linearisan 0sszefliggd részhalmaz: {az, a4}, mivel a két vektor
parhuzamos.

3 vektorbdl all6 linearisan 0sszefliggd részhalmaz: pl.: {a1, a2, a3}. Barmelyik
3 vektor linearisan 6sszefligg0, hiszen a vektorhalmaz rangja 2.

Az R* vektortér elemei.

bazis a ada a3 as Gas
a 0 1 1 0 -3
ez 0 O 0 O
as 0o 0 2 1 4
ai 1 0 3 0

r(H)=3
Egy maximadlis linearisan fiiggetlen részhalmaz: {ai, az, as+}.
a2 =1az +0as, a4=0az2+1a4, as=-3az+4as,

© Leitold Adrien, PE www.tankonyvtar. hu




132 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

23.a, Az R*vektortér elemei.

b,
bazis ar a a3 as Gas
el 3 0 0 2
az 2 1 0o -2 0
as 3 0 1 0 -2
e4 0 0 0 0 0

¢, r(H) =3, mertazai vektort mégbe lehet vonni a bazisba.
Egy maximadlis linedrisan fiiggetlen részhalmaz: {ai, az, az}.
e, az=1a2+0a3, a3=0az2+1a3, as=0az+ (-2)as,

24.a, Az R*vektortér elemei.

b,
bazis a a a3 a4 3as
el 0 0 0 0
@ 1 1 3 0 -2
as -2 0 0 1 0
e4 0 0 0 0 0
¢, r(Hiy)=2
d, r(H2)=1
e, lIgen, a1 =1az+ (-2)aa.
f, A tablazatbol lathato, hogy az as vektor az gz skalarszorosa, igy az az és asvek-

torokbdl linearis kombinaciéval el6allithaté vektorok eldallithatéak az a3 és
a4 vektorok linearis kombinacidjaként is. Mivel az a1 vektor el6all az a2 és as
vektorokbdl linearis kombinacioval, igy eléallithaté az az és as vektorokbdl is.
g, Mivel az a3 vektor az a2 skaldrszorosa, igy az az és a3 vektorokbdl linearis
kombinacidval elallithatd vektorok eldallithatéak csak az a» vektor linearis
kombinacidjaként is. Az g1 vektor viszont nem allithat6 el6 csak az a2 vektor
linearis kombinaci6jaként, igy nem allithato el6 az az és a3 vektorokboél sem.

25. a,

e Hiaz x-y koordinatasik vektorait tartalmazza, altér, dim(H1) = 2, egy bazis
Hi-ben: B1={(1,0,0), (0, 1,0)};

e H:vektoraiaz (1, 2, -5) iranyvektoru, origébdl indulé félegyenesre esnek,
H> zart az 6sszeadasra, de nem zart a skalarral val6 szorzasra, igy nem
altér;

e Hsvektoraiaz (1, 2, -5) irAnyvektord, origon &tmend egyenesre esnek,
altér, dim(H3) = 1, egy bazis Hz-ban: B3 = {(1, 2,-5)};

e Hsvektorai a térbeli koordinata-rendszerben egy tér-nyolcadban
helyezkednek el, az 6sszeadasra zartak, de a skalarral valé szorzasra nem,
nem altér.

e Hsvektoraia (3, -4, 2) iranyvektoru, origon atmené egyenesre esnek,
altér, dim(Hs) = 1, egy bazis Hs-ban: Bs = {(3, -4, 2)};
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

e Hg vektorai nem zartak sem az 6sszeadasra, sem a skalarral valé
szorzasra, nem altér;

e H7vektoraia(3,4,-2)ésaz (1, 1,1) vektorok altal kifeszitett sikra esnek,
altér, dim(H7) = 2, egy bazis H7-ben: B7 = {(3, -4, 2),(1, 1, 1)};

e Hgvektorai az x tengelyre esnek, Hg altér, dim(Hsg) = 1, egy bazis Hg-ban:
Bs={(1,0,0)};

R3 = Hi®H3, R3 = Hi®Hs, R3 = H/®H3, R3 = H7®Hs, R3 = H3®Hs®Hs.

Utmutatas: Mutassa meg bazistranszformaciéval, hogy a Vi és V alterek
bazisainak uniéja bazis R3-ban.
vi=(5,0,-4)ésvz2=(-2,10,0).

Utmutatas: Mutassa meg bazistranszformaciéval, hogy a V1 és Vz alterek
bazisainak uniéja bazis R3-ban.
vi=(4,4,4)ésv2=(-3,6,-2).

Utmutatas: Mutassa meg bazistranszformaciéval, hogy a V1 és V> alterek
bazisainak uni6ja bazis R3-ban.
vi=(3,3,-6)ésv2=(7,2,0).

B1={(1,0,2)}, B2={(2,1,-3),(1,1,1)}, B3=1{(4,5,-2),(2,0,5)}.

R3 = V1®V2, mert a V1 és V2 alterek bazisainak uni6ja bazis R3-ban. Az x vektor
felbontasa: v1 = (3, 0,6) ésyvz2 = (5, 3, -5).

R3 # V2®V3, mert dim(V2) + dim(V3) # dim(R3).

dim (V1) =1, B1={(2,-1,1,0)}; dim (V2)=2, Bz=1{(1,1,1,1),(0,1,0,0)};
dim (V3) =1, B3={(1,3,-1,4)}.

R* = V1®V>2, mert dim(V1) + dim(V2) # dim(R*). R* = V1®V2®V3, merta Vi, V2 és
/3 alterek bazisainak uni6ja bazis R*-ben. Az x vektor felbontasa: vi=(2,-1,1,0),
v2=(3,5,3,3)ésv3=(2,6,-2,8).

Egy lehet6ség, hogy az R* vektortér kanonikus bazisabdl kiindulva konstrualjuk
meg a kivant altereket.

2 altér, melyek direkt 6sszege az R*vektortér:
Vi ={41(1,0,0,0) + A2 (0, 1,0, 0) | A1, 22€ R},
V2 = {1110,0, 1, 0) + A2- (0, 0,0, 1) | A1, 22€ R}
3 altér, melyek direkt 6sszege az R*vektortér:
Vi ={41(1,0,0,0) + A2 (0, 1,0, 0) | A1, 22€ R},
V2={2(0,0,1,0) | A€ R},
Vs={1(0,0,0,1) | A€ R}.
4 altér, melyek direkt 6sszege az R*vektortér:
Vi=1{1(1,0,0,0) | 1eR,
V2=1{2(0,1,0,0) | 1R},
Vs={1(0,0,1,0) | 1eR},
Va={1(0,0,0,1) | 1< R
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Elméleti kérdések

igaz
hamis
igaz
hamis
hamis
hamis
igaz

hamis

© © N ok w N
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33. hamis
34. igaz
35. igaz
36. igaz
37. hamis
38. hamis
39. hamis
40. igaz
41. hamis
42. igaz
43. hamis
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Matrixok
3 57
A:{4 6 8}

2 3 4
2. A=
0 45

4 -2 0 2 -2 6 -2 -2 3 6 -3 0
3. A+B=|5 5 2 4], A-B={ 3 -5 2 -2}, 3A=(12 10 6 3],
4 -7 4 1 0 -3 -2 3 6 -15 3 6
-3 4 -1 -2 19 -12 1 10
-B=|-1 -5 0 -3}, 4A+5B=|21 25 8 19
-2 2 -3 1 18 -30 19 3
4 -3 -1
8 0 -2
4, A-B= , B-Anem létezik.
-4 -1 1
0 -2 0

5. Utmutatas: az egyenléség mindkét oldalan elvégezve a szorzasokat, eredményiil
az alabbi 1x1-es matrixot kapjuk: [-179].

6. Utmutatas: a megadott szorzasok elvégzésével ellendrizhetek az egyenlfségek.

7. Utmutatas: az egyenléség mindkét oldalan elvégezve a kijelolt miiveleteket,

4 2 -6
eredményiil az alabbi 2x3-as matrixot kapjuk: {6 ) ] :
1

8. Utmutatas: mindkét esetben a matrixszorzas azon tulajdonsagat kell felhasznalni,
hogy a matrixszorzas nem kommutativ. Az egyenl6ség olyan A és B matrixokra
teljestilne, ahol A-B =B A.

-5 0 7 6 2 1 0 22
2A-C = , 3C+Dnem létezik, C+D' = , 4B+2E = ,
7 -1 -2 3 10 8 8 14

0
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-3 20 0 13 -2 4
AB nem létezik, A< nem létezik, A~D=[ ], E-Bz[ J, B~E={ J,

13 22 2 3 4 5
11 10 8 7 i 1 2 8
B2 = , E°= , AFE nem létezik, E-A= ,
4 19 0 1 320
5 20 11 6 7
15 0 7 4 9 18
C-F= , DC=|1 25 12|, C-D= , D-E=|4 7].
29 25 0 -4 7 33
-6 30 12
1 12
7 = _2 7 7 . 7 0
10. A+B nem létezik, C+B= , C+D nem létezik, E+F nem létezik,
2 11
2 5

, 5 10 -5 -15
E+FT:[ J 5A=| 0 5 15 10 |, 3F=[15 6], B<{ nem létezik,

20 25 0 30
32 41 50 59

8 7 6 5 T -6 -18
B-C™ = , B'.C= ,  BAnem létezik,
20 25 30 35 6 58

-8 -11 -14 -17

13
-2 13 -12
13
A-B=| -5 13|, BDnemlétezik, B-E= , A.-D=| 16 |, DE nem létezik,
10
-17 30 28
-1
-15 -6
EE nem létezik, E-F= , F-E=[11],
10 4

11. A-A=A teljesil, ha
— a=3ésb=-2 vagy a=-2ésb=3;
— nincs ilyen a és b valds paraméter.

12.1r(4) =2, r(B)=3, r(C)=2, r(D)=2, r(E)=2, r(F)=3

10

01
13. Példaul: A:[ J és Bz[o 0] eseténr(AB)=1ésr(BA) =0.

00

14. Utmutatas: Ellenérizze az A-B = E és BA = E egyenléségeket!

15. Igen, a = -34 és b = 34.
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2 3
16. A :{ A J, B nem invertalhatd, C1=C, D nem invertalhatd, Fnem

2 0 - 2
_%3 _1013 %3 _/Z f _/2

1
invertalhat, G*=|-3/, 1 , H1t=
13 /13 /13 49 o -2y -2y

17. Utmutatas: Matrixszorzassal ellendrizze az A3 = E egyenldséget. Ennek alapjan

AL_AZ = _% \/54
_\/% -y

18.a, Az AB =E egyenl6ség a =-5 és b =4 paraméterértékek esetén teljestil.
b, Utmutats: A matrix-egyenletet rendezve: X = ( D- ZE)_1 .C=A".C.
19. det (A) =-32, det(B)=0, det(C)=5, det(D)=0, det(E)=-1, det(F)=-42,
det (G) = -4, det(H) =10, det (/) =62, det(J) =-174, det(K) =72, det (L) =0.
A matrixokra jellemzd tulajdonsagok:
— ha adetermindans értéke nullatél kiilonb6z6 = a matrix invertalhato, teljes
ranguy, oszlop- és sorvektorai linearisan fliggetlenek

— ha a determinans értéke nulla = a matrix nem invertalhatd, nem teljes rangu,
oszlop- és sorvektorai linearisan 6sszefiigg6ek.

20. Utmutatas: adjuk hozza a matrix elsé sorahoz rendre a masodik, harmadik, negye-
dik és 6todik sort!

21. C# _1%3

czl é Cc#-3

c=-5Ys

22.€=0

c=1 wvagy c=-3

23.a, Az adjungalt matrixok:

4 -3 9 3 2 -5 -3 1
adj(A){—l 2} adj(B):[s J' adj(c){l OJ' adj(D){‘G 2}
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Matrixok
6 1 -5 2 10 -5
_ 4 -2 _ _
adj(F)= , adj(G)=|-2 -5 4 |, adj(H)=|3 -11 -1],
3 1
3 3 -1 3 2 1
8 12 -4 10 0 5

adj(1)=|-16 -8 8 |, adj(3)=|26 0 13
2 -7 1 22 0 11

b, Az inverz matrixok:

4 _3 2 _
Al =[ A 2AJ , B neminvertalhato, ¢ = [A J, D nem invertalhato,
_% A 5 0
o SN %) (% Y% %
¥ % ¥ s Az Ma
/N
I7t=|-1 —% % , Jnem invertalhatd,

% M He

24.axb=(-19,-10,2), bxa=(19,10,-2), axc=(28,5), axd= (-4 -16,-10),

cxd=(0,0,0),

Elméleti kérdések

1. igaz
2. hamis
3. igaz
4. igaz
5. hamis
6. igaz
7. igaz
8. hamis
9. hamis
10. igaz
11. igaz
12. igaz
13. igaz
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14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
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igaz
igaz
hamis
igaz
hamis
igaz
igaz
hamis
igaz
hamis
hamis
igaz
hamis
igaz
igaz
hamis
hamis
igaz
hamis
hamis
igaz
hamis
hamis

hamis
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Linearis egyenletrendszerek

1. a, a1 és azbazisba vonasa utan:
_ 4 _ _
M —{)_(e R ‘x3,x4 eR, X, =-24+2X, +8X,,X, =21 X, —7x4}
b, a1 és azbazisba vonisa utan:
3
M ={)_(e R ‘xa eR,x, =-8-5X,,X, =1+3x3}
¢, ai,az és az bazisba vonasa utan:

=05 1)

d, a1 és az bazisba vonasa utan:

-2 o)

e, a1 és g4 bazisba vonasa utan:
M=
f, a1 és g4 bazisba vonasa utan:

M, :{)_(e R“‘xz,x3 eR,x, =X, —5%,,X, =2X, —6x3}

g, 4ai, az és gz bazisba vonasa utan:

w,-{(0.0. 0]

2. a,
M :{)_(ERS‘XZ,XB,XS eR,x, =3-3x,—X, —5X,X, :2+2x2—2x3}
'V|0={>_<€ RS‘XZ,XyXSeR,xl=—3x2—x3—5x5,x4=2x2—2x3}
b,
M=g
M0={)_(e RS‘xl,x4,x5eR,xZ=2x1—5x4—6x5,x3=_X1_4X4+X5}
G
M ={>_<eR5‘x1,x2,x4,x5 eR,X, =5+2x1—4x2—2x4—3x5}
M0={>_<6R5‘x1,x2,x4,xseR,x3=2x1—4x2—2x4—3x5}
d,

M :{)_(e Rs‘x4 eR,X, =-3X,,X, =1+2X,,X, =4—4X,, X :2}

© Leitold Adrien, PE www.tankonyvtar. hu




142 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

MO :{)_(ERS‘X4 = R,X1 :—3X4,X2 :2X4,X3 :_4)(4’)(5 :0}

3. a,
M, :{)_(e R* X, % € R, X, ==1-3X —2X,,X, =4+2X, —X3}
M, =0
M, :{)_(eR4 X, X, € R, X, ==3X —2X,,X, :2x1—x3}
b,
M, =0
M, ={>_<e R*[x,,X,,X, R, X, =1+X, —3x2—5x4}
M, ={>_(ER4 X, X, X, €R, X, =X, —3x2—5x4}
)
M =0
M, :{)—(E RY|x, €R,X =3-5x,,X, =-2+X,,X, =4_2X3}
M, ={>_<€R4‘X3 eR, X, =-5X,,X, =X,,X, :—2x3}
d,

M,={(0, 0, 0, 0)}

4. Legyen az as vektor hidanyzo6 koordinataja c1 és a b vektor hianyzé koordinataja c2!
e Nincs megoldas: c1=0,c2#0,
e Pontosan egy megoldasvektor: c1#0, c2 € R,
e Végtelen sok megoldasvektor: c1 =0, c2= 0.

5. a2, M ={(1, 0, 2)}

o m={(2. -1 %)

¢, Nem oldhaté meg Cramer szaballyal.
d M=¢

6. a, c#lésc#-3

_5y
b, C# 16
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7. a, c=1vagyc=-3
c=1esetén: M :{(x,y,z)eR3‘ZER,x:—z,y:—ZZ}

c=-3 esetén: M ={(x,y,z)eR3‘XeR,y=0,z=x}
b, c:l% esetén: M:{(X,y,Z)ERB‘ZER,X:—1%4Z,y:—%4Z}

8. a, bazistranszformacidval
_ 4 _ _ _
M —{)_(e R ‘x4 eR,x, =3-6X,,X, =1+3X,,X, _—x4}
b, bazistranszformaciéval

M ={>_<eR4

X, X, €ERX =2—X,—X,, X, =1-X, —2x4}
¢, bazistranszformacioval

M=J
d, bazistranszformacioval, Cramer szaballyal

{2 0)

e, bazistranszformacioval, a Cramer szabaly nem hasznalhat6é (D=D1= D= D3=0)
M ={)_(e R3‘x3 eR,x, =3-2x,,X, =—2+3x3}

f, bazistranszformacioval, Cramer szaballyal
M=

{1 1)

g, bazistranszformacidval

Elméleti kérdések

hamis
igaz

hamis
hamis
hamis
igaz

hamis

igaz

© 00 N o 1o W

hamis

10. hamis
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24,
25.
26.
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hamis
igaz
igaz
igaz
hamis
igaz
hamis
hamis
igaz
hamis
hamis
hamis
igaz
igaz
hamis

igaz
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Linearis leképezések

1. a, A:R*SR, (X, %)X, —X)
10
linedris, ker(A)={o}, im(A)=R?, M(A):[ J
0 -1
b, A:R*>R%, (X, %)(-X , —X)

linedris, ker(A)= o}, im(A)=R?, M(A):(_l 0]

0 -1
o A:R*SRY, (X, X)H(A-X , 4-X)

A 0
— ha A% 0: lineéris, ker(A)={o}, im(A)=R?, M(A):[ J
0 1

0 0

— ha A= 0: lineéris, ker(A)=R?, im(A)={o}, M(A):[ J

0 0

d, A:R*>R%, (X,%)—(X +v,, X,+v,) nem linearis
e, A:RP—>R%, (X, %)H—(0, X))

linedris, ker(A)={(x,,%;)| x, =0}, im(A)={(x, x;)| x =0, M(A):[Z (3

2. Utmutatas: a linearitas ellendrzéséhez az additivitas és homogenitas teljesiilését
kell vizsgalni.

a, AR SR, (X%, %)X, —X, X)

100
ker(A)=1{o}, im(A)=R*, M(A)=[0 -1 0
00 1

b, AR R, (6%, X)) (=X, %, = %)
10 0
ker(A)={o}, im(A)=R*, M(A)=| 0 1 ©
0 0 -1

¢ A:RSR, (X,%,x)—(0, X, X)
000
ker(A)={ (%20 ) [%=%=0, im(A)={ (x.%.%) [x =0}, m(a)=|0 1 o
001

d, A:R°>R’, (x,%,x)—(0, 0, x,)
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0 0O

ker(A)={ (x3.%,) [ =0}, im(A)={ (4, 6.%) [, =%, =0}, m(a)-|0 0 o

3.
A:R® 5 R%, (X, Xp,X3 ) (2% +3X, , X +X, —3Xg) linearis, M(A)
A:R? 5> R?, (X, %) (X2 +2X, , 4X,) nem linedris
A:R?Z 5R?Z, (X,X)) > (X Xy, 4X; +X3)  nem linedris
A:R—>R* x> (2x+1 3x?, x+5, 4X) nem linearis
A:R* 5 R, (X X) > (3% +5X; ,0, X, +Xp) lincaris, M(A)
A:R? 5 R?, (X,%Xp) > (5% +2X, , X +4xX,) linearis, M(A)=
4.
A:R* 5 R2, (X,Xp,X3,X,) > (2% — Xz +4x, , 3%, +5X, +X,)
B:R? 5 R?, (X{,Xp) > (2X, +3X, , - X; +6X,)
C:R®* 5 R?, (X],Xp,X3) > (X, + Xy , 2% —3X, +4x3)
D:R—R?, x> (-2x, 5x)
E:R? 5 R?, (X,Xp) > (=% +3X, ,2X,, 4%, +5X,)
F:R®>>R3, (X1, X2,X3) > (3% +4X, , - X + Xy +2X3, 5X; +X3)
G:R* >R, (X,Xp,X3,X,) > 2% +5X, +3%,
H:R—>R, x> 4x
103
2 -1 4
5. a M(A)= , M(B)=|0 4 0|,
1 3 2
051
b, A(x)=(17.5), B(x)=(11,-4,-2),
o 2 16 10
C, AoB létezik, M(A-B)= ,
122 5

6. rA)=2, r(B)=2,r(C) =2,

2 3 4 6
7. a, M(A)=[_1 4}, |\/|(B):[_2 —3}'

www.tankonyvtar.hu
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b,

6 9
A+B:R% 5 R?, (X.,Xy) > (6X, +9X, , -3X +Xy), M(A+B):( J
-3 1

, , 10 15
5A:R% >R, (X;,Xp) > (10%, +15X, , -5%; —20X,), M(5A)= ,
-5 20

2 3
-12 -18

BoA:R? 5> R?, (X,X,) > (2%, +36X, , -X; —18x,) M (B A)—[2 36]
. v (A2 1 2N 2)s °A)= ’
-1 -18

¢, Az Alinearis transzformaci6 invertalhato, az inverze:

AR SR (x, 2)*_)(/1 1 /1 2 /1 %1’(2

A Blinearis transzformacié nem invertalhato.

13 4 6
8. a, |\/|(A):[2 J, M(B):(Z ?J,

b, ker(A): {(_)}, ker(B): {(Xl ,Xz)e R? ‘ X, €R, X :—%Xz },
Az A linedris transzformacié invertalhatd, inverze:

Al:R? 5 R?, (xl,xz)r—>(-15x1+%x2, yxl—yxz)

¢, beim(4) = M={12)

b ¢ im(B)
9. a,

— ker(A)= : X, %X, ‘x3eR =8/, x2:-136X3} — A nem injektiv

—  ker(A)= { X,%,% ) | %, €R, X, =5x,, x3:-3x2} = A nem injektiv

—  ker(A)={o} A injektiv

— ker(A)={ (x,%%) | % €R, x, =-2x,, x,=3x, | = Anem injektiv

— ker(A)={ (x,%,%) | %, €R, x =-2x,, x,=3x, | = Anem injektiv

— ker(A)={ (x,,,%,) [ %%, €R X, =%, X, x,==x,-2x, | = Anem injektiv

- ker(A):{( DX %%, ) [ X, €R, X =—6x,, x2=3x4,x3=—x4} = A nem injektiv

— ker(A {(x X, X, X, ‘X3X€RX /x +Ax X—AX3—%X4} = Anem
injektiv

© Leitold Adrien, PE www.tankonyvtar. hu




148 Linearis algebra példatar mérnék informatikusoknak

b,
~ beimd)= M

{(xl,xz,x3) x3eR,x1:% X, X= 1_1% >§}

{(xl,xz,xg) | X,eR, Xx=3+5x, x=F 325}

{(1,0,2)}

- beim(d)= M
—~ beimd)= M
— b ¢im(4)

— beim(d) >

{(xl,xz,x3) | X, €R, X =3-2x, x=—2+ 32§}
{(XI,XZ,XS,X4) | XX, € R, X = 2- X=X, X= F X- x&}
{(xl,xz,><3,x4) | X, €R, x=36X, x=H X, ,%;:—x}

M
~ beim@)= M
M

- beim(4) =

— b ¢im(4)
10. A transzformdciok determinansa:

— det(4A) =0 = az A linearis transzformacio nem invertalhato

— det(4) =-11 = az A linearis transzformacié invertalhato

— det(A) =-32 = az A linedris transzformacié invertalhaté
— det(4) =0 = az A linearis transzformacioé nem invertalhaté

11.a, H(1)={>_<eR2 X €R, xzzo}., H(—1)={>_<eR2 X, €R, x1=0}.
b, H(-1)=R’
¢ H(2)=R’
d, H(l)z{l(eR3 ‘xzeR, x1=x3=0}., H(—1)={1(eR3 ‘xl,xseR, xzzo}.
e, H(O)={>_<eR3 ‘x3€R, xlzxzzo}., H(1)={>_(eR3 ‘xl,xzeR, x3=0}.
Sajatvektorok a fenti sajatalterek nullvektortél kiilonb6z6 elemei.

12.a, w1 sajatvektor, v, v3, v4 nem sajatvektor
b, v1,v3 sajatvektor, vz, v4 nem sajatvektor

13.a, w2,v4 sajatvektor, vi, v3 nem sajatvektor
b, v2,va sajatvektor, vi, v3 nem sajatvektor
C, w2,v3sajatvektor, vi, v4 nem sajatvektor

14.a, A =3,algebrai multiplicitas: 2
H (3) = {)_( eR? X,eR, X = —Xz}., geometriai multiplicitds: 1, sajatvektor: pl..y=(1,-1)
b, Ai=1, algebrai multiplicitas: 1, A2= 2, algebrai multiplicitas: 1,
H (1) = {)_( eR’ X, €R, X, = 0}. , geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor: pl.:.y = (1, 0)

H (2) = {)_( eR? X, €R, X =3X2}., geometriai multiplicitds: 1, sajatvektor: pl..y=(3,1)
¢, A =4, algebrai multiplicitas: 2
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H (4) = {)_( eR’ ‘Xl eR, x,= X1}" geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor: pl.:.v=(1,1)
d, Ai1=1, algebrai multiplicitas: 1, A2=5, algebrai multiplicitas: 1,
H (1) = {)_( eR? ‘XZ eR, X, = —3X2}.,geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor: pl.yv=(3,-1)

H (5) = {)_( eR’ ‘XZ eR, X, = XZ}., geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor: pl.:.v=(1,1)
e, Ai=-2,algebrai multiplicitds: 1, A2= 8, algebrai multiplicitas: 1,
H (—2) = {)_( e R? ‘Xz eR, X, = —Xz}.,geomeﬂ‘iaimultiplicités: 1, sajatvektor: pl:v=(1,-1)

H (8) = {)_( eR’? ‘X1 eR, X, = 9X1}. ,geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor: pl.v=(1, 9)

f, nincs valds sajatérték, nincs sajatvektor
g, A1=0, algebrai multiplicitas: 1, A2= 2, algebrai multiplicitas: 1, A3= 3, algebrai
multiplicitas: 1,

H (0) = {)_( eR? ‘X3 eR, X, =X, = 0}., geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor:
pl:v=(0,0,1)
H (2) :{>_( eR? ‘Xl eR, x, =X, X, = %Xl}., geometriai multiplicitas: 1,
sajatvektor: pl.v = (2, 2, 3)
H (3):{)_(6 R3 ‘Xl eR, x,=2x, X, :%X1}" geometriai multiplicitas: 1,
sajatvektor: pl.y = (3, 6, 5)

h, A =2,algebrai multiplicitas: 1
H (2) = {)_( eR’ ‘Xg eR, x, =X = XB}., geometriai multiplicitas: 1, sajatvektor:

pl:v=(1,1,1)
i, A1=4, algebrai multiplicitas: 2, A2=1, algebrai multiplicitas: 1,

H (4) = {)_( eR’ ‘XZ,X3 eR, X, =—X,— Xa}., geometriai multiplicitas: 2,
sajatvektor: pl.v=(-2,1, 1)
H (1) = {)_( eR’ ‘X3 eR, x, =X, X, = Xg}., geometriai multiplicitas: 1,
sajatvektor: pl.y= (1,1, 1)
15. Utmutatas: hasznélja fel az inverz fiiggvény, illetve a sajatérték, sajatvektor
definicigjat!
16. Utmutatas: a transzformaciék matrixaval is elvégezhetd az ellenérzés, 1asd 9.

minta feladat.

17. Utmutatas: lasd 9. minta feladat.

Elméleti kérdések

1. hamis
2. igaz
3. igaz
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4. igaz
5. igaz
6. hamis
7. igaz
8. hamis
9. hamis
10. igaz
11. igaz
12. hamis
13. hamis
14. igaz
15. hamis
16. hamis
17. hamis
18. igaz
19. igaz
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Skalaris szorzat az R" vektortérben

3. A

5. a,
b,
6. a,
b,

© Leitold Adrien, PE

oo (e (e
=5, |6, -0

13
')

x és yszoge: ¢=0,71rad, xészszoge: p=101rad, yés_zszoge: p=0,68rad,

¢, d, thmutatés helyettesitsen be a megfelel6 azonossagokba, képletekbe!

Jaf =21, [o|=+/10, " [e|-V6

a és b szoge: p=2,68 rad, bésc szége: ¢=1,44 rad,

skalaris szorzat értéke alapjan:
(-4,2) és (1,2) = ortogonalis
(2,0,-3)és(3,5,-1) = nemortogonalis
(0,4,-5)és(6,10,8) = ortogonalis
(1,-1,0,1)és(1,0,6,-1) = ortogonalis
(2,4,-3,0)és(1,-5,1,1) = nem ortogonalis

skalaris szorzat értéke alapjan:
(x,0,-3,2x) és (4, 5, 2,1) vektorokra: x =1
(x, 4, 1) és (x, -x, 3) vektorokra: x =3 vagyx =1
(2, 3x, 2) és (5, -2, 3x) vektorokra: nincs ilyen x

5
Az x vektor v-re vonatkozd Fourier-egyiitthatéja: o = ek

. ) 5

Az x vektor v vektorral parhuzamos 0sszetevéje: o -V —( 1
27
Az x vektor v vektorra merdleges dsszetevéje: X—a-V= 1

Az x vektor v-re vonatkoz6 Fourier-egyiitthatéja: o =—

1
2’
Az x vektor v vektorral parhuzamos 6sszetevéje: a-V= (0, -1,—-

Az x vektor v vektorra merdleges 6sszetevije: X—a-V= (3,0,

l\JIb—\

15 5
’11 11

5439
11 11

Nlr—\
~—

Nlb—\ Nlb—\
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7. a, Utmutatds: mutassa meg, hogy b1 és bz ortogonalis, tovabba mindkét vektor
egységre normalt.

b, A =-3és A =-2

8. a, Utmutatis: mutassa meg, hogy b1 és b2 ortogonalis, tovdbba mindkét vektor
egységre normalt.

b, 4, = - és A==
V2

R

9. a, Utmutatis: mutassa meg, hogy b1 és b2 ortogonalis, tovabba mindkét vektor
egysegre normalt.

SR U PR B
2 2 2 2

10.a, H={A1(1,1,0)+42(2,0,-1) | A1, AzeR}
b, H={4-0,1,5)+42(1,1,5) | A1, 22eR}

11.a, H'={A1(1,0,-1) +22(1,1,-1) | A1, AzeR}
b, H'={(x1,0,0) | x1eR}
¢ H'-={A(3,-1,1) | LeR}

d, H' ={0}

12.a, h=(-5,4,0), h*=(0,0,2)
b, h=(3,2,2), h"=(0,0,0)
¢, h=(0,0,2), i =(0,5,0)

13. a, ﬂ()_()z(—%,&—%],

b, ﬂ()_():[%,—l,%j,

Elméleti kérdések

1. hamis
2. hamis
3. hamis
4

igaz
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5. hamis
6. igaz
7. igaz
8. igaz
9. igaz
10. hamis
11. igaz
12. igaz

© Leitold Adrien, PE
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A digitalis melléklet leirasa

A digitalis melléklet elsd része a Linedris algebra tantargy el6adasain hasznalt ppt
file-okat tartalmazza. Ezekben megtaldlhat6ak az adott anyagrész fogalmai, allitasai,
az alkalmazott jelolések. A példatarban mind a minta feladatok megoldasai, mind a
gyakorl6 feladatok megfogalmazasai az itt bemutatott jeloléseket hasznaljak és az
osszeallitott elméleti ismeretekre tAmaszkodnak. Az m1, ..., mé6 sorszamu ppt file-ok a
példatar fejezeteinek megfelel6en az alabbi anyagrészeket tartalmazzak:

m1l: Az R3 tér geometriaja

m2: Az R" vektortér

m3: Matrixok

m4: Linedaris egyenletrendszerek

mb5: Linearis leképezések

mé6: Skalaris szorzataz R* vektortérben

Az m7, m8 és m9 sorszamu mellékletek - az elméleti anyagbdl kiemelve - néhany
linearis algebrai fogalom geometriai szemléltetését mutatjak az R3 térben:

m7: A linedris kombinacié szemléltetése az R3 térben
m38: A linedris fiiggetlenség, 6sszefliggdség geometriai szemléltetése
m9: Vektorhalmazok §sszege; alterek 6sszege, direkt 6sszege

A digitalis melléklet masodik része néhany alapvetd linearis algebrai feladat rész-
letes, 1épésrol 1épésre torténé megoldasat mutatja be animalt valtozatban. A megolda-
sok részletes magyarazatokat, Utmutatasokat tartalmaznak. Az animaciok a kovet-
kezd feladattipusok megoldasat mutatjak be:

m10: Bazistranszformdacié alkalmazasa vektorhalmaz rangjanak
meghatarozasara

m1l1: MAatrix inverzének meghatirozasa bazistranszformacidval

m12: Linearis egyenletrendszerek megoldasa bazistranszformaciéval

m13: MaAatrixszorzas a Falk elrendezés alkalmazasaval
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