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Bevezetés

Az Irdnyitastechnika tdrgy a mérndk informatikus és a villamosmérnok alapszakos
hallgatoknak egyarant kotelezd szakmai alapoz6 targyként szerepel a tantervben. E jegyzet
célja elsdsorban nem a tantervben eldirt teljes anyag attekintése, hiszen erre a kdzelmult
szamos kivalo jegyzet késziilt. Példaként elsdsorban Keviczky Léaszl6 — Bars Ruth —
Hetthéssy Jend — Barta Andras — Bdanyasz Csilla Szabalyozastechnika jegyzetét.
(Miegyetemi Kiadd megjelentetésében) és (Akadémia Kiadé gondozésidban) Lantos Béla
Iranyitasi rendszerek elmélete és tervezése cimii harom kdotetes konyvét illetve Szakonyi
Lajos és munkatarai altal a szamitogépes folyamatiranyitas témakorében Osszedllitott és a
Pécsi Tudoméanyegyetemen megjelentett jegyzetsorozatot szeretnénk kiemelni, szdmos mas
kivalé konyv mellett.

Az elmult években szerzett oktatasi tapasztalataink alapjan ugy latjuk, hogy a hallgatok
jelentds részének gondot okoz az elméleti anyag mélyebb elsajatitasa. A gyakorlati foglal-
kozésok célja ennek segitése szimulacios példak és szamolasi feladatok megoldasaval. E
folyamat tdmogatasara késziilt ez a jegyzet, mely a legfontosabb anyagrészek rovid
elméleti attekintése mellett jelentds szami kidolgozott példat is tartalmaz.

A jegyzet elsésorban a Pannon Egyetem Mérndk informatikus BSc szak tantervében
szerepld Irdnyitastechnika targy tanmenetét koveti, illetve annak sajatossagaira épiil, figye-
lembe véve a Szegedi Tudoméanyegyetem ugyanezen szakan oktatott targy jellegzetes-
ségeit. Ennek megfelelden elsdsorban az irdnyitastechnika megértéséhez és alkalmaza-
sdhoz sziikséges alapok kerililnek targyaldsra. Az attekintett témakorok “az
iranyitastechnikai rendszerek leirdsa és vizsgalatanak modszerei; a kiilonb6zd dinamikus
tagok ismertetése; a stabilitds fogalma és vizsgdlata; a rendszerek leirdsa szakaszos

iddtartomanyban” cimil teriileteket dlelik fel.

A jegyzet a TAMOP — 4.1.2-08/1/A program keretében késziilt, a szerz8k koszonik a
jegyzet elkészitéséhez nyujtott tdmogatist. Bar a kézirat leaddsakor a jegyzetiras
folyamatéanak egy 1épése lezarul, de a szerzdk eldre is koszonik a jegyzet hasznaldinak, az
oktatd kollégéknak ¢és a hallgatoknak egyarant a visszajelzést, hogy egy jabb kiaddsban a
bevezetében megfogalmazott célt, tehat az irdnyitastechnika alapjainak készség szintii
elsajatitasat még inkabb segithessiik.

Veszprém — Szeged, 2011. januar 31.

Gerzson Miklos Pletl Szilveszter
Pannon Egyetem Szegedi Tudomanyegyetem
Miiszaki Informatikai Kar Természettudomanyi és Informatikai Kar
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6 Iranyitastechnika

1. Rendszerek attekintése

1.1. Rendszertechnikai alapfogalmak

A tananyag megértésének érdekében mindenképp tisztazni kell néhany, a rendszerrel
kapcsolatos alapfogalmat. A rendszer fogalmanak meghatarozasa tobbféle szempontbol
lehetséges. Szadovszkij professzor ,,Altalanos rendszerelmélet alapjai” c. miivében tobb,
meghataroz6 jelentdségii definiciot ad meg. Az elsé csoportba tartoznak a matematikai
modellek iranyabol megkozelitd definiciok, a masodik csoport definicidi a rendszert, mint
relaciok altal osszekapcsolt elemek halmazat tekintik, mig a harmadik csoportba sorolhatd
meghatarozasok a ,,bemenet, kimenet, informaciofeldolgozas”, fogalmaval operdlnak. A
tovabbiakban a mérnokok szamara két egyenértékii, kiemelésre érdemes definicio keriil
megadasra:

1. A valésagnak minden térben elhatarolt részét, ahol a kiilonbozé anyag- és
mozgasformak elemeit kdlcsonhatasok és kolesonds Osszefliggések kapesoljak
0ssze, rendszernek nevezziik.

2. A rendszer, valosagos vagy elképzelt objektumok viszonylag jo1 koriilhatarolhato
olyan halmaza, melyeket kdlcsonhatdsok és kolesonds Osszefliggések kapcsolnak
egybe.

Elméleti szempontbdl rendszernek tekinthetd minden olyan transzformécid, amely
adottnak tekintett gerjesztésekhez meghatarozott valaszokat rendel.

A rendszer elemének tekintjiik azt az objektumot, amelyet a rendszer vizsgalatdhoz mar
tovabbi részekre nem sziikséges felbontani. A rendszer elemei kozotti, valamint a
kornyezethez fiz0d6 Gsszefliggések és kapcsolatok kifejezhetnek egyszerli vagy bonyolult;
fizikai, kémiai, biologiai, illetve informacios jellegli kolcsonhatdsokat. A rendszerrel
kapcsolatos ismereteink leirasat, az Osszefliggések matematikai formalizmussal valo
megadasat matematikai modellnek, modellrendszernek nevezziik.

Mivel minden természetben eléforduld, vagy ember altal 1étrehozott rendszer, folyamat,
jelenség kolcsonhatdsban van egyméassal, ha barmilyen rendszert tanulmanyozunk is,
figyelembe kell venniink a kornyezet hatdsat a rendszerre, illetve a rendszer hatasat a
kornyezetre. Ezek a hatdsok Ilehetnek olyanok, amelyek a rendszer meghatarozott
pontjaiban Osszpontosulnak, példaul a rendszer egy elemére hatdo erd formdjaban. A
hatdsok azonban lehetnek elosztottak is, ekkor példaul az egész rendszer, vagy annak
eleme feliiletére, esetleg minden egyes pontjara hatnak. Ilyen elosztott jellegliek az anyag-,
energia-, ¢és impulzusaramok hatasai, amelyek egy rendszer (rendszerelem) bizonyos
feliiletén értelmezhetdk, tovabba a gravitacids és magneses terek hatéasai, stb. A rendszer és
kornyezete 0Osszetartozo, dialektikus egységet képezd fogalmak. Szétvalasztasuk, a
rendszer hatarvonalainak kijelolése, a rendszer koriilhatdrolasa a feladattol, a vizsgalat
szempontjaitol, a beavatkozast igényld szituaciotol fligg. Az 1.1. abra vazlatosan tiinteti fel
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1. Rendszerek attekintése 7

a rendszert a tér olyan részeként, amelyben a rendszer Gsszes eleme és a kornyezethez
fliz6d6 Osszes kapcsolatai 0sszpontositva (koncentralva) vannak. A kapcsolatokat abrazold
nyilak a hatdsok terjedésének iranyat mutatjdk. Minden rendszer jellemezhetd az azt
felépitd elemek tulajdonsdgaival és azokkal a kapcsolatokkal, amelyek az adott rendszer és
a kornyezet kolesonhatasat jellemzik. Meg kell jegyezni, hogy akarmilyen részletesen és
alaposan is tanulmanyozzuk a rendszer tulajdonséagat illetve viselkedését, sohasem tudjuk
figyelembe venni mind azt a végtelen sok tényezdt, amely a rendszert kozvetve, vagy
kozvetleniil befolydsolja. Ezért minden tanulmanyozéas, kisérlet eredményét csakis
megfeleld fenntartassal fogadhatjuk el és alkalmazhatjuk a gyakorlatban. A rendszerekben
keringd ¢és athalad6 hatasokat - amelyek informacios kapcsolatokat valdsitanak meg-
jeleknek nevezziik, tovabbd a jelnek legfontosabb sajatossdga az informacidtartalom.
Elmondhat6, hogy a jel a jelhordozé (kiilonbozd fizikai, kémiai stb. mennyiség) mindazon
értéke (értékvaltozasa), mely alkalmas a hozzarendelt informacid megszerzésére,
tovabbitasara, tarolasara.

Univerzum

h Rendszer

1.1. abra. A rendszer és kornyezete

1.2. Rendszerek osztalyozasa

A rendszereket viselkedésiik és az Oket leird6 matematikai modell alapjan osztalyozzuk.
Egy rendszer tobb osztalyba is tartozhat. Az osztalyok gyakran ellentétparokbol allnak.

Az aldbbiakban réviden bemutatdsra keriilnek az osztalyok. A rendszer szimbolikus
jelolését az 1.2. abra. mutatja.

© Gerzson Miklds, PE; Plet! Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




8 Iranyitastechnika

u(t) z

y(t)

1.2. abra. A rendszer szimbolikus jelolése

A X-val jelolt rendszer bemend és kimend jeleinek értékét a ¢ pillanatban értelem-
szerlien u(t) és y(t) jeloli, mig u() és y() jeloli a teljes megfigyelhet6 jelet. Ervényes

tovabbd a visszahatas-mentesség : u(t)—=— y(t).

Az osztalyok

Folytonos vagy diszkrét (a jelek id6beli lefolyasa szerint)

Amennyiben a rendszer bemenetén vagy kimenetén talalhato jel adott id6tartomanyban
megszakitds nélkiil fennall, akkor folytonos rendszerrél beszélink, de ha a jerl csak
meghatarozott idépillanatokban értelmezett, akkor diszkrét rendszerrdl beszéliink. Tehat a
folytonos ¢és diszkrét meghatarozas az iddbeli folyamatossagra illetve szaggatott jellegre

vonatkozik. Folytonos idejli rendszer esetében az id6 intervalluma [a,b] vagy R',

diszkrétidejii rendszernél pedig kitiintetett iddpillanatokat jelzé valds szdmsorozat,
tipikusan {O,T 2T 3T,....nT. ,...}, ahol T a mintavételi id6.

Példa folytonos idejii rendszerre: y(t)=3u(t—t,), t,>0.

Példa diszkrét idejii rendszerre: y[n] = 2u[n]+ 3u[n —1], ahol y[n] az n -edik mintavételi
idében a kimenet értéke. Az elébbivel egyenértéki leiras: y[n T ] = Zu[n T ] + 3u[(n - 1)T ] .

Kauzéalis vagy nem kauzalis

A kauzalis (ok-okozati) rendszernél ok-okozati kapcsolat all fenn annak bemend és
kimend jelei kozott. Jellemzd, hogy rendszer valasza egy ¢, idépontban csak az idépontot
megel6zd gerjesztésektdl fiigg (¢ <t,). Mas szdval a kauzalis rendszereknek nincs eldre-

latd képességiik. A valos fizikai rendszerek kauzalisak. A nem kauzalis rendszerek fizikai-
lag nem redlisak. Ilyenek a joslasok és mas prognosztikai, gondolati rendszerek. A mérnoki
gyakorlat azonban alkalmazza a nem kauzalis rendszereket is. A folytonos idejii rendszerek
vizsgalatanal gyakran egyszerlibb matematikai targyalast biztositanak. A diszkrétidejli
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1. Rendszerek attekintése 9

rendszerek esetében a jelek memorizalhatok és valosidon kiviil feldolgozhatok. Itt megem-
lithetd a képfeldolgozas, a hangfeldolgozés, a meteorologia vagy mas hasonlo teriilet.

A kauzalitas fogalma kiterjeszthetd a jelekre is. A kauzdlis jelek értéke 7 <0 esetén
nullaval egyenlé. Ezek a belépd jelek.

Példak kauzalis rendszerekre:
Folytonos idejti: y(t)=u(t—¢,), z, >0, diszkrét ideji: y[n] = u[n] + u[n - 1] .

Példak nem kauzalis rendszerekre:

M
Folytonos idejti: y(t)=u(t+1¢,), ¢, >0, diszkrét idejii: y[n =1 Z
k=—

Az utobbi rendszert gyakran hasznaljak atlagképzésre.

Statikus vagy dinamikus

A statikus rendszer kimenete egy ¢, iddpontban csakis kizarolag az abban a pillanatban

jelentkezd gerjesztéstdl (bemenettdl) fligg. A statikus rendszereknek nincs memoridjuk. A
statikus rendszerek viselkedése nem fiigg az id6t6l. A statikus rendszer algebrai vagy id6
szerinti derivaltakat nem tartalmaz6 kozonséges vagy parcialis differencidlegyenletekkel
irhato le. A dinamikus rendszerek esetében egy adott id6ben gerjesztett kimenet értéke
fligg a multbeli gerjesztésektdl is. A dinamikus rendszerek energiatarolot(kat) tartalmazéd
rendszerek, vagyis memoriaval rendelkezd rendszerek. Matematikai modelljiik olyan
kozonséges vagy parcidlis differencidlegyenletekkel adhatdé meg, amelyekben szerepel id6
szerinti derivalt.

Koncentralt paraméterii vagy elosztott paraméterii

Koncentralt paraméterli rendszer esetében az elemeket paramétereik tekintetében
idealizaltnak, kiterjedés nélkiilinek tekintjiik. Ilyen idealizalt elem a tomegpont, amely
bizonyos esetekben alkalmas egy bolyg6 figyelembevételére egy koncentralt paraméterti
rendszeren beliill. Az elosztott paraméterli rendszerben a paraméterek altalaban térben
folytonos eloszlasban hatnak. Az elosztott paraméterii rendszerek matematikai modellje
parcialis differencidlegyenletekkel adhaté meg.

Homogén vagy nem homogén

Homogén rendszerre érvényes: u(t)—=— y(t)=> Au(t)—=— Ay(t), vagyis amennyiben

a bemenetet megnoveljiik A -szorosara, akkor a kimenet is 4 -szorosra novekszik.

Példa homogén rendszerre: y(t) = Su(t) .

Példa nem homogén rendszerre: y(t) = 5u(t)+ 2.
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10 Iranyitastechnika

Additiv vagy nem additiv

Legyen u, (Z) gerjesztésre egy rendszer valasza y, (Z) , €s U, (Z) gerjesztésre y, (Z) , akkor
a két bemenet Osszegére (ul(t)+ u, (t)) a valasz a két kimenet Osszege (y1 (t)+ & (t)) Tehat

additiv rendszerre érvényes:
u, (t)L> M (t)’ U, (t)L> Y2 (t) = (ul (t) Tu, (t))—z>(3’1 (t) Ty, (t))

Az additivitast igen jol szemlélteti a 1.3. dbran lathatéd jelleggorbe. Ha egy fliggvény
leképezés az:

(1) = Fu(?))
torvényszerliség szerint torténik, akkor a modell additiv, ha
Fluti) = F(u) + F(i);

¢és nem additiv, ha

Fluti) # F(u) + F(@).
yA y A
—
2
Futity=F(u)+F(if) - Fluti)#F(u)+F(i)
F(u)
\ F(ﬁ) \ \ > A A A\ 4 #
< utiu > u+a
additiv nem additiv

1.3. abra. Additiv és nem additiv jelleggérbék

Linearis vagy nemlinearis

A linedris rendszer egyszerre homogén ¢s additiv is.
Ezt a tulajdonsagot szuperpozicidonak nevezziik. Vagyis
u, (‘[)L> M (t)’ U, (‘[)L> Y2 (t) = (Aul (t) +Bu, (t))—z>(AY1 (t) +By, (t))

Az egyenletek akkor linedrisak, ha a fliggetlen valtozok (vagy annak derivéltjai) csak
elsd hatvanyon ¢€s transzcendens fliggvények altal torténd leképezések nélkiil fordulnak eld
benne, egyébként nemlinedrisak. Ha a linearitds valoban fenndll, akkor jelentésen
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1. Rendszerek attekintése 11

leegyszertsiti a rendszer viselkedésének elemzését. A valddi vildg szamos rendszere igen
sz¢les tartomanyban, legalabbis elsd kozelitésben, linedris.

. : d’ d
Példa linedris rendszerre: a, 732 +a, ?J; +a,y=bu

2 2
Példa nemlinedris rendszerre: a, d 2} +a1(c:;_yj +a,y’ =bu
t t

A folytonos rendszerekhez hasonléan, amennyiben a diszkrét rendszer egyszerre
homogén és additiv is, akkor az linedris diszkrétidejii rendszer.

Id6invaridns vagy iddvaridns

Ha a rendszer kapcsolatai és paraméterei idofliggetlenek, akkor a rendszer idéinvarians
(autoném). Iddinvarians rendszerek esetén egy adott gerjesztésre ugyanaz a valasz,
fiiggetlentil attol, hogy az mikor lett alkalmazva.

Vagyis u(t)—=— y(t)= ult —1,)—=> y(t - ¢,).

Diszkrét rendszerek esetén pedig ha x[n] bemenetre a valasz y[n], akkor az

id6invarians rendszer valasza x[n —n,| bemenetre y[n—n,].

Invertalhatd rendszer

A rendszer invertdlhatdo, ha annak kimenetébdl egyértelmiien meghatidrozhatd a
bemenete. Més szoval a rendszernek 1étezik inverze, amennyiben kiilonbdzd gerjesztések
kiilonboz6 valaszokat generalnak.

_ule)yr ] o) P ult)

Ez igaz diszkrét rendszerek esetében is. Példaul az y[no]z Zx[n] akkumulatorként is

Nn=—00

ismert rendszer inverze az x[no] = y[n ]— y[no —1] rendszer.

M’ p J’[”o] p x[no] >
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12 Iranyitastechnika

Determinisztikus vagy sztochasztikus

A determinisztikus rendszer fliggetlen véltozoi fliiggvényekkel adhatok meg térben és
idében. A sztochasztikus rendszer egyes fiiggetlen valtozoi csak valdsziniiségszamitasi
Osszefliggésekkel irhatok le.

1.3. Példak kiilonbo6zo rendszerekre

1. Példa

Memoriaval rendelkezd diszkrét rendszer

Diszkrét rendszerre akkor mondjuk, hogy memoriaval rendelkezik, ha egy adott
pillanatban jelentkezd kimeneti érték nemcsak az akkor hatdé bemeneti értéktdl fiigg,
hanem az azt megel6z6 értékektdl is.

Példa memoriaval nem rendelkez6 rendszerre: y[n]= x*[n].

"o
Példa memoriaval rendelkezd rendszerre: y[no]z Zx[n], amely rendszert akkumula-

Nn=—00

tornak is szoktak nevezni.

2. Példa

A kovetkezd differencidlegyenletek mindegyike egy rendszer miikodését irja le:

a) y(t) = 4u(t)+ ZdZ—gt)
b yO)=u’®

_ dult)
c) y(t)=3tu(t)+ 4 7

d) y(t) = tu’ (1)

Végezziik el a rendszerek osztalyozasat, ha y(t) a rendszerek bemenete és u(t) pedig a

kimenete.
Megoldas:
a) A rendszer linearis és allandé paraméterii
b) A rendszer nem linedris és alland6 paraméterti.
C) A rendszer linedris €s valtozo paraméterti.
d) A rendszer nem linedris és valtoz6 paraméterti.
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3. Példa

Az alabbiakban adott harom rendszer egyenlete, ahol y(t) a folytonos idejii rendszerek
bemenete ¢és u(t) pedig a kimenete, y[kT,] a diszkrétidejii rendszerek bemenete és u[kT, |

pedig a kimenete:

a) b{d;);z(t)f +b, dzy(t) + (b, +b, cost) d)c}i(tt) + bsy(t) = u(t)

b b+ 2]V + b, + b,y kT, 1+ by sinkT, ) kT, | = ulkT,
b
o) Ty J=—ulk Ty J-ulle 17 ] + 26,
0
Hatéarozzuk meg a b1, by, b3, bs és bs paraméterek értékeit tigy, hogy a rendszer:
— linearis,

—  valtoz6 paramétertii legyen.

Megoldas:
a)

A rendszer akkor lesz linearis, amennyiben a b;=0 és b4=0. Ekkor a rendszer
differencialegyenlete:

d’y(t)
b
> dr

dy(t)
d

+ b, ” + bsy(t) = u(t)

A rendszer akkor lesz valtoz6 paraméterti, ha bs=0.

b)
A rendszer akkor lesz linearis, ha b;=0, b3=0 ¢és by=0. Ekkor a rendszer
differenciaegyenlete:
b,y[kT,|= ulkT,]
A rendszer akkor lesz valtozoé paraméterti, ha b4 # 0.
c)

A rendszer linearis, ha b,= 0.

A rendszer alland6 paraméteri fiiggetlentil b; és b, paraméterek értékétdl.
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4. Példa

Vizsgaljuk ki az aldbbi rendszer linearitasat:

y[kTy )= = (u[kT;]- u[(k —1)T;]): ahola T, a mintavételezési idéallando és k = 0,1,2...

oﬂ|’_‘

Megoldas:

Amennyiben u = ul[kTo] akkor a rendszert leir6 egyenlet szerint a kimenet:

T )= ] - 17D,

0

Ha u = uz[kTO] , akkor a rendszer kimenete az aldbbiak szerint alakul:

m]:Ti()(uz[km—uz[(k—lm]).

Most vegyiik a két bemenet linedris kombindciojat: u = alul[kTo]+ a,u, [kTO], ekkor:

T )= - T+ e [0, - gl = D8]+ e [ <1, D).

0

A R O A RSV Re={CA ZA R A (R VA

0 0
Belathato, hogy y; [kTo] =a) [kTo] T4, [kTo]’

igy bizonyitott, hogy a feladatban megadott matematikai modellel leirhaté rendszer
linearis.

5. Példa

Vizsgaljuk ki az alabbi egyenlettel megadott rendszer linearitasat:

() =u?(e)

Megoldas:
Legyen u =u,(t), akkor az egyenlet: y,(t)=u’(r).
Most figyeljik az u =u, (Z) bemenet hatasat, ekkor y, (t) =u; (t)

Majd vizsgaljuk az u = au, (Z)+ au, (Z) bemenet hatésat, ekkor:
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1. Rendszerek attekintése 15

y3(t)= (alul(t)+ az”z(t))z y3(t)= a12”12(t)+ 2a1a2u1(t)u2(t)+ a;u;(t).

Elmondhato, hogy y, (t);é a,y, (t)+ a,y, (t) , igy az adott rendszer nem homogén, nem

additiv, nem érvényes ra a szuperpozicio elve, tehat nemlinedris.

1.4. Allapotegyenletek

A dinamikus rendszerek definicidja soran Kalman, Falb és Arbib modszerét hasznaljuk.
Feltételezziik, hogy a rendszer teljes eldélete barmilyen ¢ esetén leirhatd az x(r)
allapottal egészen r id6pontig. A rendszer bemend jelének értéke egy ¢ iddpillanatban

u(t) , a kimend jel ugyanakkor y(t).

u(t) z )

1.4. abra. A dinamikus rendszer szimbolikus abrazoldsa.

Altaldnosan az 1.4. abra szerint megadott dinamikus rendszer felirhat6 egy tobbkompo-
nensi strukturaval az aldbbiak szerint:

2=(3,X,U,QY.Ip,g) (1.1)
A struktira egyes elemei a kdvetkezok:

3 az idépontok halmaza,

X az éllapotok halmaza,

U a bemenet értékeinek halmaza,

Q a megengedett bemend jelek halmaza, 2 {u U },
Y a kimenet értékeinek halmaza,

[ alehetséges kimend jelek halmaza, I’ < {y ToY } ,

@ az allapotatmenet fliggvény, @ TXTxXx0Q—>X,

g a kimenet leképezés fliggvény, g:7xXxU Y.

Ha a rendszer a ¢ pillanatban az x allapotban van és a bemend jel u(), akkor az allapot
¢s a kimenet a ¢ pillanatban x(t)z(p(t,f,x,u(-)) €s y(t)zg(t,x(t),u(t)) modon adhato
meg.

Tehat 4ltalanosan egy rendszer allapota egy ¢ pillanatban megadhato:

x(t)=olt, 7, x,u(")). (1.2)
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16 Iranyitastechnika

Specidlis esetben, ha a rendszer linearis, akkor

x{e)=olt.7.xul)) = (. 7)x+ O, ol ), (13)

az allapot megadhato a kezdeti feltétel hatdsabdl és a bemend jel hatasabol.

Egy masik specidlis eset a sima rendszer. Sima rendszer esetében az allapotokat
leképezd leképezés: x(-)=<p(-,f,x,u(-)) folytonos, x(-)e C", tehat legaldbb egyszer
differencialhato és igy felirhato a

B0 (a0l 14

" v )

).C:f(f,x,U) ~ > I _‘i: y:g(taxau) —

1.5. abra. Sima nemlinedris rendszer hatdasvazlata

Tehat gyakorlati megkdzelitésbdl kijelenthetjiik, hogy az egy- és tobb- bemenettl, illetve
kimenetli dinamikus rendszer leirdsara nemcsak a bemendjelek és kimendjelek alkalmasak,
hanem a belsd allapotvaltozok és azok valtozasai is. Az dllapotvaltozokon az 1d6td] fiiggd
valtozoknak azt a legkisebb elemszdmu halmazat értjiik, amely a rendszer allapotanak
teljes és pontos leirasahoz sziikséges ¢és elegendd.

Tegyiik fel, hogy egy villamos rezgdkor bemend jele a kapocsfesziiltség, kimend jele az
aram. Két energia felhalmoz6 elemet, a kondenzatort és az induktivitdst tartalmazza. Ezért
két fliggetlen allapotvaltozdja lehet, példaul a kondenzator fesziiltsége és az ellenallés
fesziiltsége, vagy a kondenzator toltése és arama. Hasonloképpen egy mechanikai rezgékor
bemend jele az erd, kimend jele a sebesség, két allapotvaltozdja lehet, példaul a rugderd €s
a csillapitoerd, vagy az elmozdulds ¢és a sebesség. (Egyes allapotvaltozok meg is
egyezhetnek a kimendjellel.) Az eddigiekbdl vildgosan kitlinik, hogy egy vizsgalt
rendszernek tobbféle allapotvaltozdja és igy tobbféle egyenletrendszere képzelhetd el, még
akkor is, ha a bemendjelek ¢s a kimendjelek adottak.

Az allapotvaltozokbdl alkalmas modon egy vektort képeziink; az allapotvektort. Az
atmeneti folyamatot egy elsérendli vektor-differencidlegyenlet segitségével irjuk le. A
bemendjelbdl ugyancsak vektort képziink, a bemendjelek vektorat. Hasonloképpen
képezhetd a kimend jelek vektora, vagy roviden a kimendvektor. Az 1.5. dbran megadott

rendszerre 4ltalanosan érvényes, hogy xe€R", ueR’, yeR”; n az allapotvaltozok

szdma, r a bemenetek szdma €s m a kimenetek szdma. Specidlisan, ha m = r =1, akkor a
rendszer egy bemenetii-egy kimenetii (angolul single input — single output system SISO),
maskiilonben tobb bemenetii-tobb kimenetli (angolul multiple input — multiple output
system MIMO) rendszerrdl beszéliink.
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A harmadik specidlis rendszer legyen a sima linedris rendszer. A rendszert leird

egyenletek a kdvetkezoképp alakulnak:
x(t)=olt, 7, x,u(-) = d(t,7)x + O(t, 7 Ju(-) =

dx_(t) _lim go(t + At,t,x(t), Uy s AI])— go(t, t,x(t), . N])
dt Ar—0 At >

dx(t) _ i D(t + At,t)— (D(t,t)x(t)

T fim Ot + At,t)-0(t,¢)

dt At—0 At At—0 At Uy rea)-

Az allapotegyenlet: d);—gt) = A )x(¢)+ B ulz),
{e)=x,

és a kimenet y(t)= C(¢)x(¢)+ D(t)ult),

xeR", ueR, yeR”.

(1.5)

(1.6)

> D(t)
. . ] J )
B(t) | ] cle) 20—
u(t) *

1.6. abra. Sima linearis rendszer hatasvazlata

A 1.6. abra altal meghatarozott rendszer folytonos idejii iddben valtozo lineéris
rendszer. Az abran hasznalt jelolések: A(Z), B(Z) , C(Z) és D(Z) rendre nxn, nxr, mxn,

m x r méretl, idoben valtozo elemeket tartalmazo matrixok.

A (1.5) éallapotegyenlet megoldasa (I)(Z,T) allapotmatrix segitségével adhatd meg:

K(0)= 0(t )x-+ [0, )B0 )

(1.7)

Végiil negyedik specidlis esetként a folytonosidejii, iddinvarians, linearis rendszerek
(linear time invariant system LTI) leir6 egyenletei a kovetkez6kben adottak.
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Az 4llapotegyenlet: d);—(tt) = x(t) = Ax(t)+ Bu(t) , (1.8)
{e)=x,
és a kimenet y(¢)= Cx(¢)+ Dul(r). (1.9)
» D
+
B SO | — C ' Oy_(t)’
+
u(t) "
A

1.7. abra. Linearis idéinvarians rendszer hatasvazlata

Ebben az esetben a @(Z,T) alapmatrix az exponencialis matrixbdl szadmithato:

0 Antn
@(t,r) =77 Az exponencialis matrix definicidja: e* = Z '
=
A (1.8) allapotegyenlet megoldasa:
x(t) ="+ [ Buly )y . (1.10)

T

Az Osszes lehetséges allapotvektornak halmaza az 4llapottér, az Osszes lehetséges
bemend vektorok halmaza a bemeneti tér, az 6sszes lehetséges kimendvektorok halmaza a
kimeneti tér. Altalaban ezek a terek tobbdimenzios, valés EUKLIDESZI-i terek.

Az allapotvaltozokat egy-egy koordindtatengelyre felmérve absztrakt allapottér all eld.
Haromnal tobb allapotvaltozéra a szokasos hdromdimenzids euklideszi tér altalano-
sitdsaként a tobb-dimenzids, un. hipertér all eldé, mig a kétdimenzios allapotsik és az
egydimenzios allapotegyenes az allapottér specidlis esetének tekinthetd. Az allapottérnek
az a része, amelyben a rendszer allapotat meghatdrozo6 pont eléfordulhat, az a megengedett
allapotok tartomanya. A dinamikus rendszerek vizsgalata és méretezése ebben az
allapottérben végezhetd el.

A rendszer allapota azt az egy adott id6épontban megadott informaciot jelenti, amely
ettdl az idéponttol kezdve a rendszer viselkedésének meghatarozasahoz sziikséges. Minden
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rendszer nagyszamu ¢és egymastol megkiilonboztethetd allapotba keriilhet. A rendszer
allapotat bizonyos pontossadggal meghatirozhatjuk azoknak a belsé jellemzOknek és
kolesonhatasoknak mértékrendszerben kifejezett értékeivel, amelyek a rendszer helyzetét
(pl. tavolsag, szint), energia- és anyagjellemz6it (pl. hdmérséklet, nyomas, dsszetétel) és az
egyéb informdcidjellegli (pl. szdmldld allapota, megtett fordulatok szadma) mutatdit
hatdrozzdk meg. Az allapotvaltozok értékeit a ¢ idépontban az xl(t), x2(t),... xn(t)

idofliggvényekkel és az

xl(t)

allapotvektor felhasznalasaval rendszerezziik. Az allapotvektor egy tetszdleges ¢ idépontra
meghatarozza a rendszer pillanatnyi allapotat. Ha az allapotvektor elemeinek értékeit két
egymastol kiilonbozd idépontban vizsgaljuk (¢, #¢,), akkor az allapotvektor értékeinek

megvaltozasabol meghatarozhatjuk a rendszer altal elvégzett ,mozgas” mértékét és
jellegét.

A mozgas fogalmat a mechanikdban a szd szoros értelmében hasznaljdk, és ez azt
jelenti, hogy a test idOben valtoztatja helyzetét. A tovabbiakban mozgéasnak nevezziik az
elem allapotjellemzdinek mindenfajta idébeli valtozasat. Mozgéasnak nevezziik példaul a
test hdmérsékletének, a kondenzator toltésének, egy bankszdmla végosszegének, a raktaron
lévé nyersanyagnak a valtozasat, s6t a mozgds meghatarozott, bar igen bonyolult
formainak kell tekinteniink az olyan folyamatokat is, mint példaul az élet és a
gondolkodas.

A rendszer mozgésa — allapotvaltozasa — torténhet kiilsé hatasokra vagy a rendszeren
beliil lejatsz6dd folyamatok hatdsara is. A rendszerrel vald minden kdlcsonhatas,
érintkezés a rendszer bizonyos tulajdonsdgainak, allapotdnak megvaltozasat vonja maga
utan. A tulajdonsagok valtozasait az allapotjellemzdk valtozasai révén figyeljiik meg.

Szigoruan véve, minden rendszert végtelen szamu kiils6 hatas ér, de korantsem lényeges
mindegyikiik. gy nyilvanvalé, hogy a Hold vonzasa nem lényeges egy autonak a Foldhoz
viszonyitott mozgasara, bar elvben ez a hatas Iétezik. A kiilsé hatasok halmazabol csak
azokat valasztjuk ki, amelyek a feladat adott koriilményei kozott 1ényegesek a rendszer
allapotara. Ezt nevezziik 1ényegkiemelésnek. Ezen kiils6 hatdsokat bemend jellemzdknek
(vagy bemend hatdsoknak), a rendszer bemend valtozasanak, mig a rendszernek azon
elemeit, amelyekre a bemend hat4sok hatnak, a rendszer bemenetének nevezik.

A bemend hatasok két csoportjat kiilonboztetjiik meg: az irdnyitd és a zavard hatasokat.
Az iranyité hatdsok értékeit a rendszer mitkkddése kozben modositani tudjuk (pl. egy
tartalyba vezetd szelep allitdsa, a motor taplalasanak atkapcsoldsa,...). Ez a modositas
annak érdekében torténik, hogy a rendszerben elinditsunk bizonyos folyamatokat,
megvaldsithassuk annak legeldnydsebb lefolyasat és leallitsuk az elinditott folyamatot. A
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zavard bemend hatdsok az irdnyitd altal nem modosithatok. A zavard hatdsok nemcsak
kiilsd eredetiick lehetnek, hanem létrejohetnek a rendszeren beliil is, példaul az elemek
tulajdonsagainak hosszabb miikddés utin bekovetkezd valtozdsa miatt (Oregedés,
szigetelési tulajdonsagok vesztése stb.).

A rendszernek a kdrnyezetére gyakorolt hatasat a kimend mennyiségek (vagy kimend
hatasok), leegyszeriisitve kimenetek hatdrozzak meg. A kimeneti hatds valtozasat a
modositd vagy zavar6 hatasok hozzék 1étre. Az 1.8. dbran lathatok vazlatosan egy rendszer

¢s a hozza tartoz6 modosité bemend u(t), zavar6 Z(Z), allapot x(t) valamint kimend y(t)

jellemzék vektorai.

z(t)

™M

u(t) y(t)

x(t)

1.8. abra. A rendszer és jellemzdi

Az éallapotok, kimenetek, irdnyitd és zavard hatdsok kozotti Osszefiiggések a valos
rendszereknél gyakran igen bonyolultak. Ha ezen Osszefliggéseket megfosztjuk a fizikai
mivoltuktol, absztrakt rendszereket kapunk. Az igy kapott Osszefliggések nem mindig
egyértelmiiek, ezért a rendszer matematikai leirasa egy relaciod és nem egy fliggvény vagy
operator.

Mivel a legkiilonb6zdbb rendszerek mozgasi torvényszerliségeiben sok kdzds vonas van
— kiilonodsen a benniik lezajlo valtozasok iranyitdsa szempontjabdl — nem mindig célszerti
konkrét rendszerek mozgasanak torvényszerliségeit tanulmanyozni, hanem attérhetiink
elvont és altalanositott, vagyis absztrakt iranyitasi rendszerek tanulmanyozasara is. Az igy
szerzett eredményeket ezutan sikeresen alkalmazhatjuk a valds irdnyitasi feladatok
megoldéasaban.

Azok a rendszerek, amelyeknek a bemenetei kozott irdnyitott bemenetek is talalhatok,
irdnyitott rendszerek. Az irdnyitott rendszer egyik jellegzetes tulajdonsdga az, hogy
kiilonbozd iranyitdé hatdsok kovetkeztében, képes mozgasat megvaltoztatni. Ha iranyitott
rendszerrdl van szo, mindig megtalalhato a cselekvések olyan 0sszessége, amelyek koziil
az adott esetben kivalaszthato a legeldnydsebb (optimalis). Ahol erre a vélasztdsra nincs
mod, ott nincs és nem is lehet sz6 iranyitasrol.

Egy rendszer mozgésat tekinthetjiik Gigy is, mint allapotai atalakuldsdnak kapcsolatat.
Bérmely rendszer allapotanak valtozasa azonban nem valdsithatdo meg az alkotdelemeiben
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végbemend anyag, energia vagy informacié atalakulasi vagy atviteli folyamatai nélkiil. igy
egy test homérsékletének valtozéasa kapcsolatban van belsdé energidjanak valtozasaval, egy
tartdlyban a folyadékszint megvéltozasahoz sziikkség van a benne levd folyadék
mennyiségének megvaltoztatasara.

Ha a rendszer allapotanak valtozéasa egy pillanat alatt lefolyhatna, ez azt jelentené, hogy
a benne levé anyag ¢és energia mennyisége végteleniil kis id6 alatt, véges mennyiséggel
valtozna. Ehhez arra lenne sziikség, hogy az anyag- vagy energiadramlds intenzitdsa a
rendszer egyes elemein keresztiil végtelenill nagy értéket vegyen fel, ami lehetetlen. Egy
valos rendszer allapota tehdt nem valtozhat pillanatszerlien, hanem véges id6 alatt, az
ugynevezett atmeneti folyamat eredményeképpen.

Azok a rendszerek, melyeknek allapotvaltozasai nem egy pillanat alatt zajlanak le,
hanem egy atmeneti folyamat eredményei, dinamikus rendszerek. Az eddigiekbdl kitlinik,
hogy szigoru értelemben véve minden valds rendszer, dinamikus rendszer. Azokban az
esetekben, amikor az 4tmeneti folyamat tartalma Iényegteleniil kicsi a vizsgélt jelenség
iddtartamahoz képest, és az atmeneti jelenség lefolydsanak jellege nem gyakorol 1ényeges
befolyast a rendszer viselkedésére, elhanyagolhatjuk a vizsgalt rendszer dinamikus
tulajdonsagat, és ugy tekinthetjiik, hogy allapotvaltozasai egy pillanat alatt kovetik az Oket
kivaltoé okokat.

Egy dinamikus rendszer miikodésének harom alapvetd mddja van: egyensulyi vagy
allandosult, atmeneti és periodikus.

Azt mondjuk, hogy a rendszer egyenstlyi vagy dallandosult iizemmodban van, ha
allapota nem valtozik az idében.

Atmeneti iizemmodnak nevezziik a dinamikus rendszer mozgasanak azt az iizemmodjat,
amikor egy bizonyos kiinduld helyzetbdl, egy allandosult egyensulyi vagy periodikus
lizemmodba torekszik. Atmeneti iizemmod jelenhet meg a rendszerben a kiilsd hatésok
valtozasanak vagy a rendszer bels6 tulajdonsagainak megvaltozasa kovetkeztében.

Periodikus lizemmod esetén, a rendszer egyenlé idokozonként, ugyanabba az allapotba
kertil.

Az 1.9. dbran egy hdmérsékletvaltozas egyenstlyi, atmeneti és periodikus tizemmodjat
tiintettiik fel.
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AO[C]
0 | Egyensulyi Atmeneti Periodikus
uzemmaod uzemmod uzemmaod

1.9. abra. A dinamikus rendszer iizemmodjai

A rendszer iizemmodjainak meghatirozasaval és megalkotasaval kapcsolatosan igen
sok kérdés meriil fel, amelyekre felelet csak a rendszer alapos vizsgélata utan, a kapott
adatok részletes mindségi és mennyiségi elemzésével adhatunk.

Osszefoglalasul elmondhaté, hogy az iranyitasi rendszerek matematikai modelljeinek
allapottéri megfogalmazasa igen eldnydsen felhasznalhatdo a korszerli irdnyitastechnika
legfontosabb feladatainak megoldasdban (példaul az optimalis rendszerek elmélete,
stabilitdsvizsgalatok, adaptiv iranyit6 rendszerek elmélete stb.).

Az allapotvektoros szamitdsi mod nagy eldnye, hogy altalanosan felhasznalhat6, és a
rendszeregyenleteket a digitalis szamitogépen vald szdmitasokhoz a legalkalmasabb
alakban adja meg.

1.5. Példak allapotegyenletekre

1. Példa

Hatéarozzuk meg az 1.10. dbran lathaté rendszer allapotegyenletét:

0€¢E— T —»
<
N
<
B
<
a

1.10. abra. Illusztracio a példahoz
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Az éabran lathato jelolések mellett jelolje ¢ a kondenzator tdltését. A rendszernek

legyen egy bemenete: u=u(t) ¢s Ot kimenete, melyek rendre: yl(t)zq(t), yz(t)zi(t),
y3(t):uc(t):%t), y4(t)=Ri(Z) ¢s y(t)=u,(r). A rendszer két energiataroloval

_ dQ(f):l-(t)_

rendelkezik, legyenek az allapotvaltozok a kovetkezdk: x, (Z) = q(t); X, (t) =
t

Megoldas:

A soros rezgdkor viselkedését a kovetkezd differencidlegyenlet irja le:

L d;fz(f)m dgfhlq(t):u(t)

Az allapotvaltozok bevezetése utan a kdvetkezd két elsérendii differencidlegyenletet

kapjuk:
D ()=,
(=L xR )+ 1),

ugyanez vektor differencidlegyenlet alakban:

L S

A kimend jelet megadé kiegészitd vektoregyenlethez a kdvetkezé modon jutunk el:
nle)=qle)=x(0),
»(t)=il)=x,(0).
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=<

0] | 0 0]
1

I 0

yz(t) (1) 0
D)= = © 6 (0 +1 0 [ulr).

i (t) gl R ch (t J 0

BAGI it 1]

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban jeloljiik a kovetkezd idéfliggd vektorokat a
kovetkezOképpen:

u=ult), y=yt), x=x(),
w=[u(@)], y=[10) 3,0, 95(0) 3. () v, x=[x,(0) x, ()] . A métrixos alak:

%=Ax + Bu, y=Cx+Du,

1 0 _0_
0 1
0 1 0 1 0
ahol: 4,,=| 1 R|, B =|1]|,C,,= C 0 | g D,,=0].
LC L L 0 R 0
LI 1
L C _ o

2. Példa

Egy villanydrammal fiitott kemence (1.11. dbra) matematikai modelljét kivanjuk meg-
hatarozni. A termikus rendszer lényegében két hdkapacitasbol all. Legyen a kiilsd
kornyezeti homérséklet 6, a falazat hdmérséklete 6, a kemence belsé hdmérséklete 6.
Jelolje w a villamos flités altal eldidézett hételjesitményt. Az egyszeriiség kedvéért fel-
tételezziik, hogy a hdmérsékletek egyenletesen €s pillanatszeriien oszlanak meg az egyes
kozegekben. Legyen A4, és Ay a fal belsé és kiils feliilete. Jelolje ¢, és ¢, a kemence
belsejének ¢és falanak hdkapacitasat. Legyen a falazat hdleaddsi allanddja befelé, illetve
kifelé Ay, illetve hy.

A4, 0, h
4, 0, 4
—>
w G
Cb

1.11. abra. Illusztracio a példahoz
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Megoldas:

A falazat héegyensulyanak differencialegyenlete kozvetlen fizikai megfontolasok alapjan:

40, ()

C_/ 7 = Akhk (@k (t)_@f(t))_ Abhb (@b (t)_@f (t))+ w(t) >

hiszen a falban felhalmozott hdmennyiség id6beni valtozasa egyenld a fiitdtest altal szol-
galtatott hételjesitménnyel, az utdbbibdl levonva a falazat altal a kiilsd, ill. a belsé kdrnye-
zetnek leadott hoteljesitményt. Hasonloképpen irhato fel a kemence belsejének differen-
cidlegyenlete:

Vezessiink be 4llapotvaltozokat. Legyenek a hdmérséklet kiilonbségek az allapot-
valtozok:

xl(t)ZQf(t)_@k(t)’
x,(6)=0,()-0,().

Legyen az iranyit6 jellemzd u(t)za)(t). Végiil legyen a kimeneti jellemzd a kemence
homérsékletének és a kiilsé kornyezet homérsékletének kiilonbsége: y(¢)=0,(¢)-0,(t).
Feltételezziik, hogy a kiilsé hémérséklet allando. Igy:

i ()= dxi (1) _ do, ()

b

: dt dt
()= dx,(1) _ d@b(t)'
dt dt

Bevezetve az allapotozdkra vonatkozd jeloléseket, rendezés utan a kovetkezd
differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

_x2(t)+xl(t)z@f(t)_@k(t)_(@h(t)_@k(t))z@f(t)_@h(t)’
Cfx1(t)= _Akhkxl(t)+ Ahhh(x2(t)_ xl(t))+ ”(t)’
Cx, (t): A,h, (xl(t)_xz (t))’

We)=x,(t).

Kis atalakitas utan az allapotegyenletek vektoregyenlet alakjaban is megadhatdk:
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1 1 1
o1 [T A A Ak, i
HE N I M &
X X
2 FbA,,h,, —FbA,,h,, 0

y=Do ”{Z}

x=Ax + Bu, y=Cx+Du,

1 1 1
__Akhk _C_Abhb _Abhb i
ahol: 4, ,= 4 | 4 ’1 , B =[C, |, C
— Ah, —— Ah, 0
b Cb

3. Példa

1x2 —

0 1] & Dy, =[o].

Az 1.12. abran egy személyautd leegyszerlisitett dinamikai modellje lathato. A
modellbe m; a vaz és tartozékainak tomege, c; és fa vaz és a kerekek kozott elhelyezett
rugd torzids allandoja és surldodasi egylitthatdja, m, a kerekek tomege, ¢, pedig a kerekek
torzios alland6ja. Az ut egyenetlensége u(f) egy zi(f) és zx(f) elmozdulast okoz az
egyensilyi allapothoz viszonyitva a személyautd haladasa kozben. Irjuk fel a rendszer
allapotegyenleteit, ha z;(7) a kimenet. Az allapotvaltozok szabadon vélaszthatok.

t
m, 1 z (D)

:
m, s Z(0)

% s u(t)

1.12. abra. Illusztracio a példahoz

Megoldas:

Az egyszerUsitett rendszer differencidlegyenletei:

cﬂwo—aan=m;xo+qpxn—aaﬂ+foo—zaﬂ,
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o [z,(0) -z O]+ fl6 0 - 2,0 = mz, ).
Bevezetve az allapotvaltozokat:
x(t)=2(),
x(t)=2(r),
x,(1)=2,(t),
x,(t)=2,(t),
és a kimend jelet: (1) =z,(¢)=x,(¢),

a rendezés utan a kovetkezo differencidlegyenleteket kapjuk:

xl(t):xz(t)’
(1) == 0L o) - )4 L, ),

0= Lx 0 - L (- )L )+ L),

yle(t).

Az é4llapotegyenletek vektoregyenlet alakjaban a kovetkezok:

0 1 0 0 0]
X c f < L X 0
X, m m m m X,
= 1 1 1 1 + u
iy 0 0 0 [ I R A U
wl | Lo_ara S |2
! | m, m, m, m, | m,
xl
x
y=[t 0 0 0]
X3
x4
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4. Példa

A 1.13 abran vézolt hidraulikus rendszer két Al és A2 keresztmetszet tartalybol all. A
tartalyokban a folyadék szintmagassdga hl(t) és h2(t). A csdvezetékek hidraulikus
ellenallasat elhanyagoljuk, a két tolozar hidraulikus ellenallasa lineéris kozelitéssel legyen
R1 és R2. Legyen a bemeneti jellemzd a q(t) hozzafolyas, a kimeneti jellemzd a ql(t)
aramlas.

—>
q(t)

AN
h. (1) R, y R,
AR e e BRGNS
v (1) (2) v ¢
ALY BERY
q, q,

1.13. abra. Egy két tarolos hidraulikus rendszer vazlata

A tartalyokban tarolt tomeg valtozasait a kovetkezd egyenletek hatarozzak meg:

h() _
4, i =q(t)—q,(1) ,
4,0 _ 0 -g,0) .

A hozzéafolyast és a kimeneti aramlast a kdvetkez6 egyenletek hatdrozzak meg:

0 (=220,
(=20

Behelyettesitéssel a kovetkezd allapotegyenleteket kapjuk :

PRLGE.
dt

—E(hl(r)—@(r))w(t)

L@ _ 1

1
o E(@(r)—@a))—g@a)

Ha bevezetjiik a alabbi allapot-, bemend- és kimend-vektort:
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n=2
x| _| @)
x(r)=[ ‘ H | u0=[a]. yo=[a,0 ], r=1,
NOIMEX0 -
m=1
akkor az egyenletek az éltalanositott jelolési formaval a kovetkezd alakuak:
X, =- 1 (XI_X2)+Lua
RlAl Al
. 1 1
X, = X, —X,)— X,,
2 R1A2 ( 1 2) R2A2 2
= L(x -X,)
y R TR

1

A rendszer allapotegyenlete ezekkel az elemekkel a mar adott altalanos allapotegyenleti

alakot veszi fel:

X = Ax + Bu,
y=Cx+Du,
! 1 1
"R A RA Ay
A: 11 1 1 171 1 , AESRZXZ,B: , BemZXI’
L RlAz B RlAz B RzAz 0
_1 1 1x2 1x1
C=|— -—| CeR™, D=[0], DeR™.
_Rl Rl
5. Példa

Az 1.14. abran egy forgorész-fesziiltség valtoztatasaval iranyitott egyendrami motor
pozicidszabalyozasi rendszerének véazlata lathato.

1.14. abra. Illusztracio a példahoz
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Az egyendrami motor nyomatéka aranyos a forgorész ir(t) aramaval, legyen &k, a
motor nyomaték-aram allandoja. R, a forgorész ellenallasa, L, pedig az induktivitasa, &,
a motor fesziiltség-szogsebesség allandoja. A mechanikai elemeket J tehetetlenségi
nyomaték és [ csillapitdsi allandé jellemzi, K a szabéalyozé erdsité erésitése. Az
idealisnak tekinthetd 4llitd fesziiltség osztd, a tachogenerator és az amperméter atviteli
tényez6i rendre &, k, és k,.

Allapotvaltozoként valasszuk a motor tengelyének szogelfordulasat (q(t)), a szog-
elfordulas sebességét (q(t)) és a forgorész aramat (i (t)). Aa kimeneti jellemz6 a forgorész
szogelforduldsa (q(t)), a bemeneti jellemzd pedig az alapjeliil megadott, eldirt szogelfor-

dulas (qd (t)) frjuk fel a rendszer allapotegyenletét.

Megoldas:

A motor miikodését a kdvetkezd egyenlettel irhatjuk le.
A szabélyoz6 kimenete: u(t)=K|q,(¢)—kq(t)— k,q(t) - k. (t)],
az elektromos egyenlet: u(t)= R (¢)+ L, dl;'—gt) +k,q(t),
a forgorészre haté elektromos nyomaték: M (¢t)=k, i (¢),

a forgdrész mechanikus egyenlete: M (Z) = Jéj(t)+ fq(t)

Rendezés utan:

= i) ) Kla ) kale) k() ki ()]

Jeloljiik meg az allapotvaltozokat, a bemenetet €s kimenetet:

3(0)=4(0) %,(0)=4(). x,()=0,() ul)=q,() »)=4ql).

Az egyenletekbe helyettesitve kapjuk:
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xz(t):_sz(t)"‘ . x3(t),
: kK k, kK R kK
U el OS C
We)=x(0)
Rendezés utan felirhaté az allapotegyenlet:
X, 0 1 0 X, 0
X |=| 0 S L X |+ 0 |-u,
: J J K
Bl KKk, kK R KK LS
L L L L L | '
X
y=[l 0 0]|x, |[+[0]-«.
X3
6. Példa

Egy irdnyitas rendszer atviteli fliggvénye:

Y(s)_ 2

Gls)=—4%= :
) U(s) s +6s>+11s+6

Hatarozzuk meg az egybemenetli és egykimenetii linedris, id6invarians rendszer allapot-
egyenletét.

Megoldas:

Az atviteli fliggvény alapjan felirhatjuk a kovetkezd egyenleteket:

(s° + 657 +11s+6)¥(s)=2U(s),

s°Y(s)+652Y (s)+11sY (s)+ 6Y(s)=2U(s).
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Inverz Laplace-transzformaci6 utan:
$(£)+635(¢) + 115(¢) + 6(¢) = 2ufz).
Amennyiben az allapotvaltozokat a kdvetkezok szerint valasszuk: x, =y, Xx,=y=X,,
Xn=y=Xx,,

akkor az utobbi egyenletbe torténd helyettesités utdn a kdvetkezd egyenletet kapjuk

X, +6x;, +11x, +6x, =2u.
Az éllapotegyenletes felirdshoz fejezziik ki az allapotok elsé derivaltjait:
X, =—6x, —1lx, —6x; +2u,
y=Xx.

Rendezés utan az allapotegyenlet vektorialis alakja:

0 1 0 0
x=|0 0 1 |*x+|0|-u,
-6 —-11 -6 2

y=[1 0 0]-x.

A feladat megoldasa a Matlab programcsomag alkalmazasaval

www.tankonyvtar.hu
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» n=[2];
»d=[16116];
» [a,b,c,d]|=tf2ss(n,d)

a=
-6 -11 -6
1 0 O
0 1 O
b=
1
0
0
c=
0 0 2
d=
0

Az allapotvaltozok sorszdmanak felcserélése ne zavarjon meg senkit. A Matlabbal
kiszamitott megoldas teljes mértékben megegyezik az el6z6 szamitas alapjan kapottakkal.

7. Példa

Egy iranyitasi rendszer allapotegyenlete a kdvetkezd:
X =X,
X, =—2x, +2u.

Hatarozzuk meg a rendszer alapmatrixat Laplace-transzformacioval.

Megoldas:
Az alapmatrix a kovetkez0 kifejezés alkalmazasaval hatarozhaté meg:

Laplace

i=dAx+Bu, (t=Ax+Bu) - sIX(s)=AX(s)+BU(s), SIX(S)—AX(S)zBU(s),
X(s)z [sI—A]_lBU(s),

@ (s)=[sI - 4]".
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A rendszer és az egységmatrix behelyettesitése utan:

s -1
@ =
(S) 10 s+2] ’
s+2 1]
0

Rendezés utan az alapmatrix Laplace-transzformaltja:

s+2 1 1 1
@(s): S(S+2) S(S:-2) _ s S(S1+2) '
S(S+2) s+2

Az alapmatrix meghatarozhat6 inverz Laplace-transzformaci6 alkalmazasaval:

(Laplace)fl
@(s) - =¢()
11 111 1 1
¢(t):L’1 s S(s1-|-2) s 2s 12s+2 ’
0 0
s+2 s+2
11 Ly)— Lo
s)=|" 2 2 _| M) =3
O e—2t O e—2t

8. Példa
Egy tobbvaltozds rendszer viselkedését a kovetkezd egyenletrendszer irja le:
2 (t)+42,(0)-32,(t)=u(t).

2, (t)+2,(¢)+ 2, (t)+ 22, () = u,(¢).
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Vialasszuk az allapotvaltozokat a kovetkezOk szerint: Zl(l), Zl(t), ZZ(Z), a kimenetek
adottak a kovetkezdk szerint: z (Z) z, (Z) Feladat meghatéarozni:
a) arendszer allapotegyenletét.

b) arendszer atviteli fliggvény matrixat.

Megoldas:

a)
u (t)

a bemenetek vektora: u(t):{ : (t)}’ valamint a
U

x(2)=z,(¢
s -1 4114
Az allapotegyenletek:

X, =—4x,+3x; +u,,
Xy ==X — X, —2x;+u,.
Az allapotegyenletek matrixos felirdsban:

X, 0 1 O0][x] o O

u
x2=0—43-x2+10-{‘},
% [-1 -1 =2||x]| [0 1

X
1 0 0 0 Of|u
y= | x, [+ : :
0 0 1 0 Of |u,
X3

A rendszer atviteli fliggvény matrixa a kovetkezOképpen hatdrozhaté meg:
Laplace
i=dAx+Bu, (t=Ax+Bu) — sIX(s)=AX(s)+ BU(s), SIX(S)— AX(S)z BU(S),
Laplace
X(s)=[sf — 4]'BU(s), y=Cx+Du, (y =Cx+ Du) p—) Y(s)z CX(S)+ DU(S),
Y(s)=C[sI — A]'BU(s)+ DU(s),

végiil az atviteli figgvény matrix:

G(S)ZC[SI—A]_IB-‘FD:
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s 0 0 0 1 0 0 0
1 0 O 0 0
= 410 s 0|—-| 0 -4 3 41 0|+ =
0 0 1 0 0
0 0 s -1 -1 -2 0 1
s - 0T [o 0
1 0
0 s+4 -3 1 0f,
0 0
1 1 s+2 0 1
. . sS+6s+11  s+2 3
[SI_A],lzad][SI—A]

0 0

_ J =3 s(s+2) 3 |-[1 0=
J— 3 2

detls 4] s*+65" +11s+3 ~(s+4)  —(s+1) s(s+4)| |0 1

. L0 o s+ 2 3
== 3 : . s(s+2) s |=
s +6s +11s+3 |0 0 1
—(S+l) s(s+4)
S+2 3
_ ! | SH2 3 ] Sres 543 S 46 +11s+3 |
s +6s+11s+3 —(s+1) S(s+4) s+1 sls+4

P 46s +11s+3 S +652+11s+3

A rendszer atviteli fliggvény matrixa a kdvetkezd:

s+2 3
G(s)=| " +65" +11s+43  s°+65" +1ls+3 |
s+1 sls+4

S +65 411543 S +652+11s5+3

9. Példa

Egy iranyitasi rendszer allapotteres leirasa:

L
y=[0 1k

Hatarozzuk meg az allapotvaltozok idéfliggvényét zérus kezdeti feltételekre ¢és
egységugras bemenetre.
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Megoldas:

A bemenet Laplace-transzformaltja: U (s) = L{h( t )} = l
S

) , 0
A kezdeti feltételek: x(0)= {0} :

Az allapotvektor Laplace-transzformaltja:

X(s)=@(s)-B-U(s)+D(s)-x(0),

—_—
—_—
Y | =
—_—

X(s): s S(S+2) ) 0 _l+ s(s+2) 0
0 1 2] s |, 1 0|
s+2 s+2
2 2
| s(s+2) [ 1 _ s*(s+2)
X(S)_ 2 S_ 2 9
s+2 s(s+2)
11 1 1 1
e 2 2
X(s)— l_ 1 ,
s s+2
LR S S
()= {x(s) =] 2 s1 s’ 12 s+2
;_s+2

Az allapotvektor id6fliggvénye tehat:
1 1 —2¢ 1 1 -2t
——+t+—-e ——hlt)+t+—-e
)= 27" "2 |=| 2 (O+1+5 :
1—e™ h(t)-e™
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A kimenetre érvényes, hogy:

Y(s)=C-X(s)+D-Ul(s).

Mivelhogy D=[0], igy a kimenet Laplace-transzformaltja:

Y(s)zC-X(s),
2

r)=lo 17D |2t
S(s+2)

A kimenet id6fliggvényét inverz Laplace-transzformacio alkalmazéasaval hatarozzuk meg:

A megoldas a Matlab program csomag alkalmazdsdval a kovetkezo:

»a=[01;0-2];
» b=[02]";
»c=[01];
»d=[0];

» step(a,b,c,d)

10. Példa

Adott egy iranyitasi rendszer matematikai modellje:

b 0 0

x{a I}HHM, y=[l 1+u.

Hatarozzuk meg az a, b ,c paramétert ugy, hogy a rendszer teljes mértékben iranyithato,
majd teljes mértékben megfigyelhetd legyen.
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Megoldas:

Az iranyithatosadg matrixa:

0-ln asl-; o)

Ha az alabbi feltételek teljesiilnek, a rendszer teljes mértékben iranyithaté:

det Q. =bc*#0,

b#0nc#0;VaeR = rangQ. =2.

A megfigyelhetdség matrixa:

0. = cl 1 1
°lca| |a+b 1|
detQ, =1#0,

rangQ, =2.

Amennyiben az aldbbi feltételek beteljesiilnek, a rendszer teljes mértékben meg-

figyelhet6:
detQ,=1-a-b=#0,

a+b#1;Vce R= rangQ, =2.

11. Példa

Adott egy iranyitasi rendszer matematikai modellje:

01 O 1
x={0 0 1 |x+|0|u,
2 1 =2 0

y=[1 0 0]x.

Vizsgaljuk ki az adott rendszer irdnyithatdsagat és megfigyelhetdségét.

Megoldas:

Iranyithatosag: O, :[B AB ABZ]:

oS o =

detQ, =—4#0.
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A rendszer teljes mértekben iranyithato.

C 1 00
Megfigyelhetdség: O,=1C4 |=/0 1 0],
c4>| |0 0 1

detQ, =1#0.

A rendszer teljes mértékben megfigyelheto.

1.6. Sima, nemlinearis rendszer linearizalasa

A sima rendszer esetében az allapotatmenet fliggvény legalabb egyszer differencidlhat6 €s
igy felirhato a kovetkezd vektoregyenletekkel:

x =f(x,u,t),

y=gkxut).

altalanos esetben legyen a rendszer MIMO, és akkor a jelolésmoddok:
x - allapotvektor x =[x, %0 x, [,
u - bemeneti vektor u =[u,,u,,..,u,[",
y - kimeneti vektor y =[y,,y,,... v, ||

és t a figgetlen valtozo.

A kis Au vektorral meghatarozott valtozasokra, az u, és x, vektorokkal megadott

munkapont bizonyos kornyezetében, az allapotvektor valtozdsai sorfejtéssel
meghatarozhatok. A Taylor — sorfejtést végezziik el az els6 taggal bezarva:

)'C+A)'czf(x0,u0,t)+g Ax+2—f Au,
Xl u Xo 5t
ahol
o o | e 9 |
ox, 0Ox, ox, Ou, Ou, ou,
o %
g =| Ox, ) g =| Ou, )
ox Ou
L /% A Y
| Ox, ox, | | Ou, . ou, |
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y+Ayzg(x0,u0,t)+g—g -Ax+8—g

ou

Miutén elvégeztiik a kdvetkezd helyettesitést:

-Au .

XU X >4

z=Ax , A:ﬁ , B:ﬁ , V=Au,
axxo,uo Xg,Ug

W:Ay’ Cza_g , D:% ,
ox oul, .,

Xp,Ug

az uj valtozokkal meghatarozott allapotteres modellt kapjuk:

z=A-z+B-v,
w=C-z+D-v.

1. Példa

A 1.15. abran vazolt inga tomege 1 kg, a zsineg hossza 1 m. A strlédas elhanya-

golasaval ¢és a T kimozdité nyomaték figyelembevételével az inga mozgasa a kovetkezd
2

egyenlettel irhato le: j—t? =-9.81sin (6)+ T.

1 kg

1.15. abra. A matematikai inga leegyszerisitett vazlata

Végezziik el a modell linearizalasat.
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A megoldas menete:

Ha az inga allapotvaltozoi x, =0 , x,

az inga allapotegyenlete:

=0, abemenet u=T és akimenet y =86, akkor

X f t
X:{Xl}:{ I(X7u7 )j|:{ )‘(2 j| ; y:g(x,u,t):xl,
X, f,(x,u,t) —9.81s1n(x1)+u

®
egyensulyi helyzet és x, = {xw } = { Od} munkapont hatarozza meg.

X0

(.53 .51
@ — 8x1 8X2 _ 0 1
ox|, .. | 0(=9.81sin(x,)+u) O(-9.81sin(x,)+u) ~9.81cos(x,,) 0/
L 0x, X, Xq5 U,
[ 0X,
of £ o
. | 9(=9.81sinx, +u) RERk
- ou Xp,>Uo
% _on_ o8 _ 0% _
ox, |xg,uy Ox, ox, Ox, ’
(o4 B
ou|x,,u, Ou

A nemlinearis rendszer linearizalt allapotegyenletei:

: 0 1 0
Ax = Ax+| |Au,
-9.8Icosx,, O 1

Ay

www.tankonyvtar.hu

=1

JAx.
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2. Rendszerelemek matematikai leirasa és
vizsgalata

Az 1. fejezetben targyaltaknak megfelelden az iranyitastechnikai rendszerek vizsgalata
soran a leirasukhoz differencidlegyenlet alapti modelleket alkalmazunk. Ezek a modellek a
rendelkezésre allo és figyelembe vett ismeretek alapjan két f6 csoportra oszthatdk.

Az éllapottér modellek esetében a felirt modell a rendszer bels6 tulajdonségait leird tn.
allapotvaltozok valtozasait vizsgalja a pillanatnyi allapot és a bemenet fliggvényében, majd
ennek alapjan hatdrozza meg a kimenet értékének alakuldsat. Az allapottér modellek
felirasa alapos ismereteket kdvetel meg a rendszer belsd felépitésérdl, dsszefliggéseirdl,
valamint a rendszer és a kornyezet kozotti kapcsolatokrol. Modellezési szempontbol ezeket
az un. fehér doboz modellek koz¢é sorolhatjuk. Ilyen modellekre és alapvetd tulaj-
donséagaikra lathatunk példékat a 1. fejezetben.

A modellek mésik csoportjandl nincs informacionk a rendszer belsé szerkezetérdl, vagy
nem kivanjuk azokat figyelembe venni, igy csak a bemenetek és a kimenetek kozti
Osszefliggések alapjan irjuk fel a modellt. Ezek az Un. fekete doboz modellek elsdsorban
kisérleti megfigyeléseken, teszteléseken alapulnak, ezért alkalmazhatésaguk sokszor
korlatozottabb, mint az allapottér modelleké. Miutdn a tovabbiakban az irdnyitastechnikai
rendszerek targyaldsat ezeken az Gn. bemenet-kimenet (vagy 1/0) modelleken alapulva
végezzik el, ezért ezek tulajdonsagait, operator tartomanybeli hasznélatukat, és a para-
métereik megallapitdsdhoz kapcsolodo vizsgalati modszereket tekintjiik at részletesebben
ebben a fejezetben.

2.1. A bemenet-kimenet modell

A bemenet-kimenet modellt a kdvetkezd egyszeriisitett alakban irjuk fel:
Y™ () + a1y V@) + -+ ay P (@) + agy(t) = bpu™(E) + - + bou(t) , (2.1)
ahol y(t) —a kimend jel,

u(t) —a bemeno jel,

X(i)(t) = %, x = {y'u}' i=1..n,

ai, bj — konstans egylitthatok.

Mint lathatd, egy nemlinearis, id6tdl vagy mas paraméterek értékétdl fiiggd egyiitt-
hatokat tartalmazé modellhez képest a kovetkezdkben hasznalt (2.1) bemenet-kimenet
modell joval egyszeriibb alaku. Legfontosabb tulajdonsagai a kdvetkezok:
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— Linearis modell, mivel a (2.1) egyenlet bal oldaldn a kimenet és derivaltjainak
linearis kombinacidja, a jobb oldaldn pedig a bemenet ¢s derivaltjainak linedris
kombin4cidja szerepel.

— Iddinvarians vagy allandé egylitthatés modell, vagyis a;, b egyiitthatok konstans
értékiiek.

— Folytonos idejii modell, a kimenet és a bemenet az id6 folytonos fliggvényei a
t > 0 iddintervallumon (tovabbiakban az idé argumentumként vald jelolésétol
eltekintiink és a kimenetre az y, a bemenetre az u valtozoval hivatkozunk).

— n-ed rendii differencialegyenlet a modell. A kimenet és a bemenet derivalasi
fokszdmaira teljesiil a fizikai rendszerek mikodésére érvényes oksagi szabaly,
azaz n > m. Ennek megfeleléen a kimenet alakuldsa fliigg a bemenettdl és nem
forditva.

— SISO modell, azaz a leirt rendszernek egy bemenete ¢és egy kimenete kozott irjuk
fel az Osszefliggést.

A felirt modellhez természetesen tartozik n darab kezdeti feltétel is, rendre y(to), ...,
yi(tg). A kezdeti feltételeket altalaban nullanak tekintjiik az egyszerusitett vizsgalatok
sordn, kifejezve ezzel azt, hogy a rendszernek egy adott indulé allapothoz viszonyitott
viselkedését vizsgaljuk. Néhany esetben, - igy példaul bizonyos stabilitds vizsgalatoknal -
lényeges szerepe van a nem nulla kezdeti feltételeknek, ott ezt kiilon jelezziik.

A felsorolt tulajdonsagokbol lathatd, hogy ez a modelltipus a valos fizikai rend-
szereknek csak sziik korére alkalmazhatd, vagy csak a miikodési tartomanyuknak egy jol
meghatarozott, szliik tartomanyara igaz. Ez a modell viszont alkalmas, hogy ebben a
bevezetd kurzusban a rendszerek alapvetd tulajdonsagait megismerjiik, illetve egyszeriibb
Osszetett rendszerek vizsgalatat elvégezziik.

2.2. Vizsgalo jelek

A rendszerek tulajdonsagainak, jellemz6 paramétereinek megfigyelésen alapuld vizsgalatat
alapvetden két fo csoportba sorolhatjuk. Az elsé csoportban az Un. aktiv kisérletek
tartoznak, ahol kiilonb6zd, eldre meghatarozott jellegli és nagysagu tesztjeleket alkal-
mazunk és ezeknek a kimeneten megjelend hatasaibol kovetkeztetiink a vizsgalt jellem-
zdre. A kisérletek ilyen modon torténd elvégzése nyilvanvaldoan megkdnnyiti a vizsgalatot
végz0 feladatat, hiszen az adott idOpontban és bemeneten alkalmazott bemend jel
kimenetre gyakorolt hatdsdnak vizsgalata a linedris, id6invarians modellek esetében altala-
ban egyszerti. Ilyen vizsgélatokat altalaban tesztrendszereken vagy egyszeriibb techno-
logiai rendszereken lehet és szabad elvégezni. A valds fizikai rendszerek tobbségénél ezek
a vizsgalatok komoly technoldgiai problémakat és veszélyhelyzeteket okozhatnak, ezért az
ilyen rendszereken Un. passziv kisérleteket végeznek. A passziv kisérletek azt jelentik,
hogy a rendszer normalis ilizemmenetli miikodése soran felmeriild zajok, zavarisok
kimenetre gyakorolt hatdsat hasznaljuk fel a rendszer megismerésére. Természetesen ez
mind méréstechnikai, mind modellezési szempontbdl dsszetettebb feladatot jelent, hiszen a
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zajok, zavarasok mind a jel forméja és nagysdga, mind az idébeli lefolyasa szempontjabol
véletlenszerli. A tovabbiakban az aktiv kisérleteknél hasznalt jeleket, és azok legfontosabb
tulajdonsagait ismertetjiik.

2.2.1. Egységimpulzus fiiggvény

Az egységimpulzus fliggvény, vagy Dirac-delta fiiggvény definicioja a kovetkezo:

o, t=0

() = {o, t+0
A Dirac delta fiiggvényt elsésorban a rendszert ért impulzus jellegli zavarasok model-
lezésére alkalmazzuk. Bar, mint a definiciobol latszik, a jel fizikailag nem valosithaté meg,
azonban konnyen adhatunk meg olyan jelenségeket, amelyek jo kozelitéssel igy jatszodnak
le. Ilyen példaul két biliardgolyo iitkdzése, tenisziitd és labda talalkozasa, vagy egy kon-
denzétor adott allandd aramerdséggel valo feltoltése. Ezeknél a folyamatoknal az energia-
atadas igen rovid id6 alatt jatszodik le, ezért alkalmasak az impulzusfliiggvény megjele-

nitésére.

Az egységimpulzus fliggvénynek szdmos fontos tulajdonsaga van.

Integraljanak értéke:

0]

f&(t)zl.

— Laplace transzformaltja:
0+

L{6(t)} = f S(t)eStdt =1.

0~

— Barmely t = 0-ban folytonos f{t) fliggvény esetén:

[ roswae =

vagyis az egységimpulzus fliggvény segitségével meghatarozhatjuk egy
folytonos jelnek adott id6ponthoz tartozo értékét.

— Az egységimpulzus fliggvény derivaltjat a kovetkez6 modon értelmezhet;jiik:

6(t)—6(t—¢)

d
D) =— = li
oW () dt5 (t) £1_r}r(}
A Dirac fliggvény derivaltjat tehat Ggy képzelhetjiik el, mint két egymastol &

tavolsagban 1évo, 1/¢ amplitudoja, ellentétes irdnyl impulzus. Elfogadva ennek
az altalanositott derivaltnak a 1étezését, és feltételezve, hogy az f(t) fliggvénynek
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létezik az elsod, ..., n-dik derivaltja a t = 0 id6pontban, ekkor az egységimpulzus
fliggvény segitségével ezek a derivalt-fliggvényértékek is meghatarozhatok:

f fOSD@dt 2 - FD(0), f FOE™(D)dt 2 (—1)"fF™(0)

— Az egységimpulzus fliggvényre adott valasz a sulyfiiggvény, h(t). A dinamikus
tagok kisérleti vagy szimulacios vizsgalata soran a sulyfliggvény viselkedése
fontos informéaciot ad a rendszer tulajdonsagairol.

2.2.2. A négyszog-impulzus fiiggvény

A négyszog-impulzus fliggvény elsdsorban elektronikai rendszerekben alkalmazott vizs-
g4lo jel, de mas technologiai rendszerek esetében is konnyen megvalosithatd és hasznal-
hat6. Definicidja:

0, t<o0
1

pe(t): E, 0<t<e.
0, t>¢

A négyszog-impulzus ilyen modon torténd megadasa egységnyi fliggvény alatti teriiletet
jelent, és ha az impulzus idétartamanak ¢ értékét minden hataron tal csékkentjiik, akkor az
egységimpulzus fliggvényt kapjuk meg.

Laplace transzformaltja:

L{ps (t)} =

1 1—e75¢
£

S
2.2.3. Egységugras fiiggvény

Az egységugras fiiggvény szintén a leggyakrabban alkalmazott vizsgalod jelek kozé
tartozik. Definicidja:

1, t=0
1(t)_{0, t<0’

Az egységugras fliggvényt elsdsorban a szabdlyozasi korben megvalositott ugrasszerti
alapjel-valtasok, illetve hasonloan ugrasszeri médon fellépd zavardsok modellezésére
hasznalhatjuk. Szigortian matematikai szempontbol vizsgalva a jelet szakadasos fliggvény-
6l van szo, melynek a t = 0 idépontban nem egyezik meg a jobb és bal oldali hatarértéke.
A fizikai értelmezés soran olyan folytonos jelnek tekintjiik az egységugras jelet, melynél a
két jelértek kozotti felfutds a rendszer mitkodése szempontjabdl elhanyagolhatéan rovid
1d0 alatt jatszodik le.

Az egységugras fliggvény tulajdonsagai a kovetkezok:
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— Az egységugras fliggvény derivaltja a Dirac delta, illetve a négyszog impulzus
fiiggvények segitségével értelmezhetd. A négyszog impulzus fliggvényt felbont-
hatjuk, mint egy ¢t = 0 idépontban felfuto, 1/& amplitdddju, majd t = ¢ idépont-
ban lefutd, -1/¢ amplitadéju egységugras fliggvények egyiittese, igy:

8(6) = limp,(0) = lim =2 =D _ Ly

— Laplace transzformaltja:
1
L{1()} =—.

S

— Az egységugras fliggvényre adott valasz az dtmeneti fiiggvény. Szerepe a suly-
fiiggvényhez hasonldan fontos a jelformald tagok dinamikus vizsgélata soran.

2.2.4. Egységsebesség-ugras fiiggvény

Az egységsebesség-ugras fliggvényt a kovetkezd médon definialhatjuk:

tl t 2 O
v(t)_{o, t<0"

A gyakorlatban altalaban programozott, azaz eldirt ideig tartd alapjel-valtasok, illetve
novekvo jellegli zavarasok modellezésére hasznaljuk. Mint az a definiciobodl is lathatd, az
egység jelzot a felfutds meredeksége miatt kapta. Miutan az alapjel-valtas egy eldirt értékig
torténik, ezért az elébbi definicidt — megtartva egységnyi meredekséget — a kovetkezd-

képpen mddosithatjuk:
0, t<o0
v(t) =3{t, 0<t<T,
T, t>T

ahol T a felfutés eldirt idStartama. Laplace transzformaltja:

L) = .

S

2.2.5. Egységgyorsulas-ugras fiiggvény

Ez a vizsgalo jel a hagyomanyos technologia rendszerekben ritkan hasznalatos, de példaul
mechanikai mozgést leird6 rendszerekben (pl. robotkarok mozgasa) nagy jelentdségi.
Definicioja:

t?/2, t=0
t) = .
a(t) { 0, t<0

Laplace transzformaltja:
1
L{a(t)} = = .

S
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Belathato, hogy az egységimpulzus, az egységugras, az egységsebesség-ugras €s az
egységgyorsulas fiiggvények kozott iddtartomanyban az alabbi kapcsolat van:

d d d
§@=—-10, 1O=—_v®), v©)=_a®),

f&(t)dt =1(t), fl(t)dt =v(t), fv(t)dt =a(t),

t=>0.

Az egységsebesség-ugrds ¢€s az egységgyorsulas fliggvény esetén is értelmezhetd a
megfeleld valasz fliggvény, de azokra nem alkalmaznak kiilon elnevezést.

2.2.6. Szinuszos bemend jel

A szinusz fliggvényt, mint vizsgald jelet a kdvetkezé modon adhatjuk meg:

sint, t=20,w=1

sma)tz{ 0, t<0

Ezt a vizsgélo jelet elsésorban periodikus bemenetii halozatok esetében hasznaljuk a
gyakorlatban, illetve frekvenciatartomanybeli rendszervizsgalatok soran alkalmazzuk
tipikus bemenetként. Laplace transzformaltja:

Lisinwt} = —5——— .
{ J 52 + w?

A szinuszos bemend jellel és az arra adott valasszal a frekvenciatartomanyban elvégzett

rendszervizsgalatok soran foglalkozunk részletesen.

2.3. Valaszfiiggvény meghatarozasa idotartomanyban a
sulyfuggvény ismeretében

Legyen adott egy dinamikus tag h(t) sulyfiiggvénye. Hatdrozzuk meg ennek ismeretében
egy tetszéleges u(t) bemenetre adott y(t) valaszt. Bontsuk fel az u(f) fliggvényt
elegendden kicsiny idétartamil négyszogimpulzusok sorozatara. Vizsgaljuk meg, hogy a 7;
idéponthoz tartoz6 u(z;) bemend jelértéknek milyen hatasa lesz egy tetszdleges T > 1
idopontban a kimenetre. Feltételezve, hogy A7 elegendden kicsi id6tartam, az u(z;) beme-
netre adott valasz kdzelithetd a sulyfliggvény segitségével, mint ahogy ez a 2.1. abran
latszik. Természetesen a kimenet y(7T) értéke valamennyi 7< T idOpontbeli bemeneti jel-
Osszetevotol fligg:

y(T) = z h(T — t)u(t;) At .

Feltételezve, hogy a bemend jel felbontdsdhoz hasznalt négyszogimpulzusok iddtar-
tamat minden hataron tul lehetséges csokkenteni, azaz At—0, akkor a bemend jelet, mint
impulzusok sorozatat lehet értelmezni. igy a kimenet értéke egy tetszdleges T idépontban a
kovetkezé modon hatdrozhatd meg:
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y(T) = f h(T —u(r) dt .

A kapott 0sszefliggés konvolucios integralként ismert. Megjegyezziik, hogy altalanos-
sagban az integralas alsé hataraként a -oo is megadhatd, de a koradbban targyaltak megfele-
16en feltételezziik, hogy a bemend jel értéke a 7 < 0 id6tartomanyon 0.

M(f) A
W)

u(7) hWT-nu(t)At

/

\j

A
\ A

Yy

A

ﬂ

2.1. abra. A konvolucios integral értelmezése

2.4. Valaszfiiggvény meghatarozasa idotartomanyban
altalanos esetben

Egy tetszlleges bemenetre adott valaszfliggvény altalanos esetben torténd meghataro-
zasahoz induljunk ki az dltalanos bemenet-kimenet modellbdl:

any ™ () + Aoy V() + o+ agy P () + agy(t) = bpu™ () + -+ bou(t) .

Egy ilyen tipust differencidlegyenlettel jellemzett rendszer valasza, vagyis az y(t)
kimenet idébeli lefolyasa egyrészt fligg a rendszer bemenetére adott u(t) jeltdl, valamint
yi(ty), i=1,..,n-1 kezdeti feltételektél. A differencidlegyenletek megoldasa kapcsan
tanultakbol ismert, hogy az inhomogén differencidlegyenletek megolddsa a homogén
differencidlegyenlet altalanos megoldasabol és az inhomogén differencidlegyenlet egy
partikularis megoldasabal all ossze:

y(t) = yno(®) + Yino(t) .

Tételezziik fel, hogy a bemend jel ugras jellegii fliggvény. Ekkor az yino(t) partikuléris
megoldads adja meg a kimend jelet az dllandosult (stacionarius) dllapotban (ha 1étezik az

© Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




50 Iranyitastechnika

allandosult allapot), mig yro(t) homogén megoldas irja a kimenet alakulasat az atmeneti
(tranziens) allapotban.

Vizsgaljuk meg eldszor a homogén egyenlet megoldasat.
any ™ () + apy @I + -+ ey OO + agy(®) = 0 .

Keressiik a homogén egyenlet megoldasat a kdvetkezd alakban:

n
Yno(t) = z CiePit .
i=1

Helyettesitsiik ezt vissza a homogén egyenletbe, és végezziik el a kijelolt derivalasi
miiveleteket:

(anp + -+ @y + @) et =

n
=1

L

Az egyenldség teljesiiléséhez minden p=p; i=1,..,n-re teljesiilnie kell az alabbi
egyenldségnek:

a,p*+-+ap+a,=0.

Erre az egyenletre szokés karakterisztikus egyenletként, a polinomra pedig karakterisz-
tikus polinomként hivatkozni.

2.5. Az atviteli fiiggvény

Az atviteli fliggvény a dinamikus tag operator tartomanybeli modellje. Meghatdrozasahoz
Laplace transzformaljuk a bemenet-kimenet modell altalanos alakjat zérus kezdeti felté-
telek mellett, majd fejezziik ki ebbdl a kimenetek és a bemenetek kozotti kapcsolatot. A
levezetéshez induljunk ki az altalanos bemenet-kimenet modellbdl:

A, y™ (@) + ap 1y O + -+ ayD(E) + agy(t) = bu™(t) + -+ + bou(t) .
Legyenek a kezdeti feltételek zérusok:
y(tO) = 0' y(l)(to) = 0' "'ry(n_l)(to) = 0 .

Laplace transzformaljuk mindkét oldalt tanult transzformalasi szabalyok figyelembe
vételével:

L{a,y™ (@) + ap_y @ V@) + -+ ay P (@) + agy ()} = L{bpru™ () + -+ + byu(t)},
a,s"Y(s) + a,_1s"Y(s) + -+ a;sY(s) + agY(s) = b,,s™U(s) + -+ bU(s) ,
(aps™+a,_1s" 1+ +a;s+ag)Y(s) = (b,s™+ -+ by)U(s) .

Atrendezve a kovetkezd alakot kapjuk:
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Y(s) bypns™+by_1s™ 1 + -+ by
U(s) aps"+a,_1s"1+-+as+a,’

A kapott kifejezés alapjan az atviteli fliggvényt a kovetkezd modon definialjuk. A kimend
jel Laplace transzformaltja és a bemend jel Laplace transzformaltjanak hanyadosa, zérus
kezdeti feltételek mellett az atviteli fliggvényt hatdrozza meg az alabbi képletnek meg-
felelden:

_Lo®)
@), ,

G(s)

Az atviteli fliggvény szokasos jelolései:

B Y(s) B b(s) B z(s)
U@ als) ps)’

A felsorolads masodik alakja a bemenet-kimenet modell egylitthatoival felirt racionalis tort-

G(s)

fiiggvényre, mig a harmadik a szamlalo illetve nevezdbeli polinomok gyoktényezds

alakban torténd megadasara utal. Irdnyitdstechnikdban a nevezdé polinomjanak gyokeit

poélusoknak, a szamlald polinomjanak gyokeit zérushelyeknek nevezziik. Ha a modell

kimeneti oldalan a legnagyobb derivalasi fokszdm n, a bementi oldalan m, akkor természe-

tesen n darab polusa és m darab zérushelye van az atviteli fliggvénnyel jellemzett tagnak:
by s™+by,_1s™ 1+ -+ b, (s—=2zp) - (s—2)(s —z)

G = = )
(s) ApSt+ ap 1S4+ ags+a; (s—pp)c e (s—p)(s—p1)

Az atviteli fliggvény a kdvetkez6 fontosabb tulajdonsagokkal rendelkezik:

—  Atviteli fiiggvénnyel linearis, idéinvarians rendszereket jellemziink.

— Az atviteli fliggvényt a bemenet és a kimenet kozti kapcsolat alapjan vezetjiik le
operatortartomanyban, igy a modellezett rendszer belsd dsszefliggéseirél nem ad
informaciot. Igy szerkezetileg kiilonboz6, de viselkedésiikben hasonld
rendszereknek lehet azonos atviteli fliggvénye.

— Egy dinamikus tag atviteli fliggvénye vagy egy tagcsoport eredd atviteli
fliggvénye a tag vagy tagcsoport operator tartomanybeli modellje, fliggetlen a
konkrét bemenet nagysagatol, formajatol. Az atviteli fiiggvény a modellezett
rendszer tulajdonsagainak hordozdja.

— Ismert atviteli fiiggvény esetén, ha bemenetnek adott a Laplace transzformaltja,
akkor a kimenetet a kdvetkez6 Osszefliggés alapjan hatarozhatjuk meg:

Y(s) =G(U(s) = y(®) =L7HY ()} .
— Az atviteli fliggvény nevezdjében szerepld polinom alakilag megegyezik a

karakterisztikus polinommal:

bmS™+by_1s™ 1 + -+ by

G(s) =
(s) ApS™ + ap_1S™ 1+ -+ as+ag

n
D @+ arpi + a0)GeP = 0.

=1
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Ezen polinomok segitségével fontos rendszertulajdonsagok hatarozhatok meg.

— Az atviteli fiiggvény teremt kapcsolatot a bemenet-kimenet tipusi modellek és
az allapottér modellek kozott. Belathatd, hogy ha ugyanannak a rendszernek
irjuk fel mindkét tipusu modelljét, akkor a beldliik levezethetd atviteli fliggvény
megegyezik.

— Ha az atviteli fliggvény alakja ismert (a szamlaloban és a nevezdben szerepld
polinomok fokszama adott), de az egyiitthatok értéke nem, akkor azokat
paraméter identifikdciés modszerekkel kisérleti (szimuldcids) uton meghataroz-
hatjuk. Ha az atviteli fiiggvény alakja nem teljesen ismert (nem ismerjiik a
polinomok fokszamat), akkor azokat struktira identifikacios feladatok segitsé-
gével allapithatjuk meg.

Az atviteli fliggvény, a sulyfliggvény és az atmeneti fliggvény kozott a kovetkezd
kapcsolat értelmezhetd. Legyen egy dinamikus tag atviteli fliggvénye G(s). Sulyfliggvény
esetén a bemend jel a Dirac delta (egységimpulzus), igy u(t) =9(t), melynek Laplace
transzformaltja U(s) = 1. Ekkor a kimenet:

Y(s)=G(s)U(G)=G6(s)-1 = ht)=LHG(G) & G(s) =L{h@®)},

ahol a h(t) sulyfiiggvény szokésos jelolése. Ezen Osszefiiggésbdl addddan szokas a
sulyfliggvényre, mint a jelformdld tag id6tartomanybeli modelljére hivatkozni. Ha a
bemenet az egységugras fliggvény, azaz u(t) = 1(t), akkor a kimenet:

t
Y(s) = G(s)U(s) = G(s) % = y)=L"1 {%S)} = fh(r)dr :
0
A megadott Osszefliggések ismeretében is fontos még egyszer kiemelni, hogy az atviteli
fiiggvény a tag operator tartomanybeli modellje, a stulyfiiggvény és az dtmeneti fliggvény a
jelformald tagnak, egy-egy specialis bemenetre (egységimpulzusra, illetve egységugrasra)
adott idotartomanybeli valaszfiiggvényei.
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3. Laplace transzformacio

Az irdnyitastechnikai leirdsokban el6forduld differencidlegyenletek megoldasanak egyik
kézenfekvd eszkdoze a Laplace transzformaci6. Intuitiv modon értelmezve, a Laplace
transzformacioé olyan szerepet jatszik a differencidlegyenletek megoldasdban, mint a loga-
ritmus alkalmazédsa a szorzashoz, osztdshoz vagy hatvanyozashoz kapcsolodo felada-
tokban: segitségével a szamitasi feladatok egyszeriibben lesznek elvégezhetdk. A szamitas
lépései a kdvetkezOk lesznek:

— akiindulési adatok (modellek, bemend jelek) Laplace transzformacidja;
— operator tartomanyban a megfeleld miiveletek szabalyok szerinti elvégzése;
— akapott eredmények visszatranszformalasa idétartomanyba.

A Laplace transzformaciot a kovetkezd modon vezethetjilk be. Legyen f(t) egy valos
értekll fliggvény. Ekkor az f(t) fliiggvény Laplace transzformaltja alatt azt az F(s) fligg-
vényt értjiik, amit az alabbi médon hatdrozunk meg:

F(s) = L{F(©)} = f F(Oe-stdt |

ahol az s = o+ jw komplex szdm, az Ggynevezett Laplace operator. Vizsgalataink sordn az
f(t) fuggvényrdl feltételezziik, hogy f(t) = 0, ha t <0, illetve legyen értelmezve, ha t > 0.
Ez a két feltétel a valosagos folyamatok esetében viszonylag konnyen teljesithetd. A ¢ =0
idOépont el6tti torténéseket Osszefoglalhatjuk a differencidlegyenlet kezdeti feltételeiben,
masrészt az indulo allapotot véve viszonyitasi alapnak, vagyis az ehhez viszonyitott valto-
zasokat vizsgalva, koordinata-transzformacioval tekinthetjilk a ¢=0 idéponthoz tartozé
érteket f(¢t) = 0 értéknek.

Az igy bevezetett Laplace transzformacid, tulajdonképpen egyoldalas transzformacio,

¢s az also hatart a t = 0~ id6pontként értelmezziik, vagyis az id6 balrél tart nulldhoz. Ennek
a kitételnek akkor van jelentdsége, ha az f(t) fliggvénynek a t =0 idépontban szakadasa
van (pl. egységugras fiiggvény), vagy impulzus (Dirac impulzus) jellegli dsszetevivel
rendelkezik.

A Laplace transzformécié alkalmazasa soran figyelembe kell venniink a transzforma-
cidhoz kapcsolddo szabalyokat és tételeket. Ezeket a tételeket a 3.1. tablazatban foglaltuk
Ossze.

A transzformacio elvégzése soran az Uin. operator tartomanyban az ott érvényes miive-
leti szabalyoknak megfeleléen elvégezziik a kijelolt miiveleteket. A kapott eredmény id6-
tartomanybeli értelmezéséhez elvégezziik az inverz Laplace transzformaciot a kdvetkezd
képlet alapjan:

c+joo
) = i f F(s)etds
f 2mj '

c—joo
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ahol ¢ az F(s) fliggvény legnagyobb valosrészii polusdnal nagyobb érték. A Laplace
transzformdaciot és az inverz Laplace transzformaciot altalaban a 3.2. tablazatban bemuta-
tott egyszerlibb tagokra visszavezetve végezziik el. Ehhez, kiillondsen az inverz Laplace
transzformacid elvégzéséhez, a visszatranszformalandé kifejezést parcidlis tortekre kell
bontanunk, majd a miiveleti szabalyok figyelembe vételével kell elvégezniink a kivant
transzformaciot.

3.1. tablazat. A Laplace transzformaciora vonatkozo fobb osszefiiggések

Osszefiiggés Idofiiggvény Laplace transzformalt

Laplace transzformacio _ 7 st

; : 1) F(s)=f(t)e™dr

értelmezése 0

Inverz Laplace IR BN

transzformacio f(t)= % _jOOF(S)e ds F(s)

Linearitas, cf (f ) cF (S )

szuperpozicio o (t) +cy /5 (t) cf (S) eyl (S)

70() sF(s)-/(0)
Differencialhanyados Py s*F(s)-s/(0)- /'(0)
Laplace t formaltj 0l
aplace transzformaltja f(”)(t) S”F(s)—Zs”_p’lf(”)(O)

p=0

Integralas Laplace t J 1

transzformacioja ;'; f(T) i s F(S)

Eltolasi tétel 1(Z — T) f (Z — T) e F (S)

Csillapitasi tétel f(t)eia" F(sta)

Konvolucio-tétel £i(0)* £,() E(s)F,(s)

Kezdetiérték-tétel lim / (c)= lim sF ()

Végérték-tétel lim fle)= lim sF(s)
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3.2. tablazat Néhany fontosabb fiiggvény Laplace transzformaltja

Idéfliggvény f(¢) Laplace transzformalt F(s)
Egységimpulzus 5(t) 1
. , 1
Egységugras 1(t) -
s
: . , 1
Egységsebesség-ugras ¢ J2
; n!
t Sn+1
1
—at
¢ s+a
1
—at
e (s +af
n!
t"e™ ™" (npozitiv egész) (s+a)”
1 -at _ —pt —1
ﬂ—a(e ¢ ) (2 5) (s+a(s+,8)
1 Bt —at )
e R (rals<p)
e !
ge ss5+a)
1 1
B
a2( ¢ ate ) s(s+a)
. a)”l
sinfo, 1 .
s
cos(o,1) o
On_gont sin[(on 1—g2zj (¢<1) ®,
1-¢* s+ 2w, s+ o]
;ze_g @t sin(wn\/ 1-¢ %t +cos™ gj (¢ <1) o,
V1=¢ s(sz+2§a)ns+a),f)
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A kovetkezékben néhany gyakorlo feladat talalhato a Laplace és inverz Laplace transz-
formacio elvégzésére.

3.1. Feladatok Laplace transzformacio alkalmazasara

Készitsiik el a kovetkezd fliggvények Laplace transzformaltjait!

1. fi(t)=4
Fi(s) = f fi(t)e~stdt =f 4e~Stdt = de

—st|®

4 4
=0——=-, Re(s)>0.
-s s

—S
0

2. fo(t) = 4e75¢

F,(s) = f f,(t)e stdt =f 4eSte=stdt = 4[ e~ (5Htgt =
0 0 0

0]

48—(s+5)t 4 4
—G+9)|, “GG+5) 5485 Re(s)> =5
3. f3(t) = 236t
Fi(s) = f (e stdt =f 2e0te~stdt = 2] e~ (5-0)tgr =
0 0 0
2e~(s-0)t|% 2 2
-0, ~5-6) 5-86" Re(s) > 6

4. f,(t) = et

Ha f(¢t) egy komplexértékii fliggvény, akkor a Laplace transzformacio elvégzésé-
hez bontsuk fel valos és képzetes részére és a transzformacidt végezziik el tagonként:

f@) =£0® +jfi (),
L{f ()} = L{f,(®O} + jL{fi, (B},

F(s) = B,(s) + jFi(s) .
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F,(s) = f (e stdt =f e/Ste=stdt = f e~ (5Dtgt =
0 0 0

_emmsit OO_O 1 1 s+5j
T —G-5D|,  —(s-5) s-5 s2+25
S 5
Re(s) > 0.

52+25+]sz+25 ’

5. fs(t) = cos 5t

A megoldashoz induljunk ki a komplex szdmok kiilonbz6 formaban felirt alakjabol:
a +jB = o(cosg + jsing) = ge’? .

Ennek megfeleléen, ha az e/t akarjuk Laplace-transzformalni, akkor az
elézéekben felirt altalanos alakoknak megfeleléen egy olyan komplex kifejezést
kapunk, melynek az elsd tagja a cos(¢) Laplace-transzformaltjanak, mig a masodik

tagja a sin(¢) transzformaltjanak felel meg.

igy

L{cos 5t} = —— Re(s) > 0
ST =0
L{sin5t} = T Re(s) >0 .

d _
6. fo(8) = (4e7°1(0)
A megoldéashoz elsé 1épésként végezziik el a derivalast:

%(4e—5f1(t)) = 4755 (t) + 4(=5)e5t1(t) = 46(t) — 20e5¢1(t) .

Az atalakitds masodik 1épésénél kihasznaltuk, hogy a &) fliggvény a =10
idépont kivételével mindenhol 0, itt viszont az exponencialis fiiggvény értéke 1 lesz.

gy

Fe(s) = L{45(t)} — L{20e751()} = 4L{5(t)} — 20L{e >} =

20 4s
Re(s) > =5 .

- )

s+5 s+5
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7. f () = (4e75)

Az el6zd feladathoz képest annyi a kiilonbség, hogy nem szerepel az 1(t)
fiiggvény a megadott kifejezésben. Miutan az 1(t) fliggvény értéke t > 0 idépontokra
1, igy a 6. feladatban a derivalds elvégzése utan a transzformacié masodik tagjanal
figyelmen kiviil hagyhattuk. Ennél a feladatnal viszont mar a derivaldsnal sem
szerepel, ezért kapunk mas eredményt.

d
7 (4e750) = 4(=5)e1(t) = —20e51(0) .
fgy
20

— [ 90e-5t — _ -5ty _ _
F,(s) = L{—20e7>t} 20L{e >t} -

, Re(s) > -5 .

Hatéarozzuk meg a kovetkezd kifejezések iddtartomanybeli megfeleldjét!

4545
55+4

1. F1 (S) =
Az inverz transzformacio elvégzéséhez hozzuk az aldbbi alakra a kifejezést:

4s+5 08(55+4) 5-32 18 0,36

F.(s) = - ~0 ~08
=5 1= 5514 T Ssra tosra HEETY:

A kapott kifejezésben szerepld tagokat a II. tablazat alapjan az invertalas
elvégezhetd:

0,36
— r-1 -1 ’ — —-0,8t
i) =L£7{08}+ L {S 0, 8} 0,86(t) + 0,36e .

2. F,(s) =

4s+5
SZ
Az inverz transzformaciot az 1. példahoz hasonloan végezhetjiik el:

4s+5_4 5

F,(s) =

)

+_
s2 s s2

f2(6) =£‘1{§}+L—1{§2} =4-1(t)+5-t.
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45+5
5249

3. F3(s) =

Az inverz transzformaciot ebben az esetben is az 1. példanak megfelelden
végezzik el:
4s+5  4s N 5 3
s2+9 s24+9 35249’

F3(s) =

S 5 5
fi(t) = 4£71{ }+—L—1{ }=4cos3t+§sin3t.

s2+4+9 3 s2+9

5242542

4. B0 = neoem

Az inverz Laplace-transzformacio elvégzéséhez elsd 1épésként bontsuk parcialis
tortekre a kifejezést:

s+ 2s+2 A B C
GIDG+20G+3) G+ G+ G+3)

s2+25s+2=A(G6+2)(s+3)+B(s+1D(s+3)+C(s+1)(s+2) ,
s?+2s+2=(A+B+C)s?+ (5A+4B+3C)s+6A+3B+2C,
A+B+0C)=1 (5A+4B+3C)=2 6A+3B+2C=2.

A kapott harom ismeretlenes egyenletrendszert megoldva az egytitthatok:
A=05, B=-2, (C=25.
gy
s2+2s+2 05 N -2 N 2,5
(s+D(s+2)(s+3) (+1) (s+2) (s+3)°

A kapott kifejezést mar tagonként visszatranszformalhatjuk id6tartomanyra:

fo(®) =0,5L7" {H%} -2 {s +2

= (0,5e t —2e7%t +2,5e73 .

_1 —
frase(5)

5524+3s+1
(s+2)2(s+4)

5. Fs(s) =

Az inverz Laplace-transzformacioé elvégzéséhez eldszor ebben az esetben is
végezziik el a kifejezés parcialis tortekre bontasat:

5s°+3s+1 A N B N C
(s+2)2(s+4) (s+4) (s+2) (s+2)?’
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5s2+35s+1=A(s+2)>?+B(s+2)(s+4)+C(s+4).

Az egylitthatok meghatarozasat ebben az esetben végezziik el ugy, hogy a kapott
egyenletnek teljesiilnie kell s tetszéleges értékére, igy a poélusokra is. Ezt

felhasznalva:
5s2+3s+1 5-16+3-(—4)+1
= = =19,75 ,
(s+2)* [__, (—4 +2)?
552+ 3s+1 5-4+3-(-2)+1
= = =75 .
s+4 | __, -2 +4

A B egyiitthatdo esetében ez a megoldas kozvetleniil nem hasznalhat6, de ha
beirjuk az A-ra és C-re kapott értékeket:

552 +3s+1 _19,75+ B N 7,5
(s+2)2(s+4) s+4 s+2 (s+2)2°

akkor a kapott egyenletnek tovabbra is tetszdleges s-re igaznak kell lennie, de
most legyen s = 0:

1 1975 N B N 7,5

16 4 2 4

Tehat a felbontéds eredményeként a kdvetkezd alakot kapjuk:

552 +3s+1 _1975 -12 75
(s+2)2(s+4) s+4 s+2 (s+2)2°

B=-12.

melyet a II. tablazat segitségével invertalhatunk.

fo(t) = 19,751 {SL} —12£1 {SL} +7,507 {(5:—2)2} _

+4 + 2
= 19,75e 4 — 12¢~2t 4+ 7,5te™?t .

35+4
(s+2)(s%2+16)

6. F,(s) =

A megoldast ebben az esetben is a parcialis tortekre bontassal kezdjiik, majd az
egyenlet két oldaldn szerepld polinomok egyiitthatoit dsszehasonlitva kapjuk meg az
egylitthatok értékeit:

3s+4 _ A +Bs+C
(s+2)(s2+16) (s+2) (s2+16)"

3s+4=A4(s*+16)+ (Bs+C)(s +2) ,
3s+4=(A+B)s*+ (2B+C)s+16A+2C ,
A=-01 B =01 c=28.
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3s+ 4 _ -01 N 0,1s + 2,8
(s+2)(s2+16) (s+2) (sz2+16)

Innen:

fo() = -0 1L—1{L}+o 17 }+07L—1{ }z
6 ’ s+ 2 ’ s2 +16 ’ s2 + 16

= —0,1e 2t + 0,1 cos 4t + 0,7 sin 4t .
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4. Iranyitastechnikai rendszerek leirasa

Az iranyitastechnikai rendszerekben taladlhatd alrendszereket alapvetden két 6 csoportra
oszthatjuk: az iranyitd rendszerre és az irdnyitott rendszerre. Az iranyitd rendszerre
roviden, mint szabdlyozora, az irdnyitott rendszerre, mint iranyitott objektumra vagy
szakaszra hivatkozunk. Természetesen részletesebb bontas esetén megkiilonboztethetiink
tovabbi alrendszereket, igy példdul a szakasz kimend jelének meghatarozasat elvégzd
mérdeszkozt, vagy az anyag-, energiadramok modositasat biztositd beavatkozo szervet.

A leiras céljanak megfelelden az iranyitasi rendszert kdvetkezd formakban jelenithetjiik
meg:
— szerkezeti vazlat,
— mikodési vazlat,
— hatasvazlat.

A szerkezeti vazlat esetében az adott szakteriileten hasznalatos szimbdlumok
segitségével jelenitjiilk meg az iranyitott rendszer technoldgia szempontbdl fontos elemeit,
beleértve az iranyitd rendszer részeit is. Az egyes objektumokat Osszekotd nyilak a
szerkezeti vazlaton a technologiai miikodés jellegének megfelelden jelképezhetnek anyag-,
energia- ¢s informacio-aramokat. Példaként a 4.1. dbran lathatd egyszerti technologia

)

—

rendszer szerkezeti vazlata.

S

tartaly

szintmérd

folyamatiranyité
szamitégép

szabalyozo
szelep

4.1. abra. Az iranyitott technologiai rendszer szerkezeti vazlat formaju megjelenitése
A miikddési vazlat esetén a cél mar egy formalizaltabb leirds, ezért geometria elemeket

(téglalap, kor, stb.) haszndlunk szimbolumokként, de tovabbra is a technologiai és az
iranyitasi struktira egyforman kiemelt szerepet kap, mint az a 4.2. dbran lathato.
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Y
Mérbeszkéz | Irényité rendszer |
(szintmérd) (folyamatiranyité szg.) -;
A |
| |
| A J
— lIranyitott szakasz (tartaly) - Beavatkoz¢ -
(szelep)
anyagaram —_—
informaciéaram  — —

4.2. abra. Az iranyitott technologiai rendszer miitkodesi vazlat formaju megjelenitése

A hatasvazlat esetében is geometria elemeket alkalmazunk, de ezeknél mar az irdnyitési
struktira megjelenitésére tessziik a hangsulyt. Ellentétben a szerkezeti és a miikodési
vazlattal, a hatasvazlat esetében mar nincsenek feltiintetve a technologiai &ramok, az dssze-
koté nyilak jeleket (jellemzdket) szimbolizdlnak. Az ok-okozati kapcsolatok figyelembe
vételével a szabalyozott szakasz bemend jele nem a belépd anyag- vagy energiadram lesz,
hanem a szabalyozo6tdl jové beavatkozo jel. Osszehasonlitasként a 4.3. dbrdn lathatjuk a
korabban szerkezeti vézlat és miikddési vazlat formdjaban bemutatott technologiai rend-
szer hatasvazlatat.

w(f) + e() .| u® | Szabalyozottszakasz | y() _
Szabalyozo (+beavatkozo) >
Ym(®) L
Mérbeszkoz (=

w(¥) — alapjel vagy eldirt érték

u(?) — beavatkozo jel (szelep pozicid)
() — kimenet (szint)

Vm(?) — kimenet (szint) mért értéke

4.3. abra. Az iranyitott technologiai rendszer megjelenitése hatasvazlat formajaban

Az iranyitasi rendszerek targyalasanal els6sorban a hatdsvazlatnak van kiemelt szerepe,
ezért a kovetkezdkben ezzel foglalkozunk részletesebben.

A hatasvazlat fontosabb részei és jellemzoi:

— tag: az iranyitdsi rendszer elemeinek jelatviteli tulajdonsagat képviseld fogalom;
— irdnyitott szakasz: az irdnyitott objektum jelatvitelét leir6 tag;
— szabalyoz6: az irdnyitdsi miivelet soran a jelformalas feladatat ellato tag;
— a tagokat a hatdsvazlaton altalaban az atviteli fliggvénylik szimbdluma-
val jeloljiik;
— jelek
— bemend jel: a tagot miikddésre késztetd, téle fliggetlen hatés;
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— kimend jel: a tag jelformaldsa, vagyis miikodése eredményeként kialaku-
16 hatas;

— hatasirdny: a jelnek a tagon valé dathaladasi irdnya, a jelekrdl
feltételezziik, hogy egy irdnyban haladnak at a tagokon, igy visszahatas-
mentesek, azaz a kimenetnek a bemenetre nincs kdzvetlen hatasa.

A hatasvazlatot szokas tombvazlat és jel-folyam graf formajaban megadni. A 4.4. dbran
lathatd egy egyszerli szabalyozasi kornek a tombvazlat és a jel-folyam graf tipust
abrazolasa. A két abrazoldsi mod egymasnak konnyen megfeleltethetd, igy ebben a
jegyzetben a hatdsvazlat alatt a tdmbvazlat formdjaban torténd abrazolast értjiik.

MOy o0 g | U0 g | MO, M () o o

4.4. abra. A szabalyozasi kor tombvazlat és jel-folyam graf tipusu abrazoldasa

A hatasvazlatok elkészitésével tulajdonképpen az irdnyitott rendszernek egy funkcio-
nalis modelljét kapjuk meg. Szamos szimulacios szoftver esetében a hatasvazlat elkészitése
nekiink kellene meghatarozni. Abban az esetben, ha a rendszer tulajdonsagait magunk
akarjuk meghatarozni, vagy a valaszfiiggvényeket akarjuk analitikusan kiszadmolni, el kell
készitenlink az eredd atviteli fliggvényt. Ehhez at kell tudnunk alakitani a hatasvazlatot,
eléallitva azokat az egyszerlibb formakat, amelyeknek mar kozvetleniil fel tudjuk irni az
eredo atviteli fliggvényét. A kovetkezOkben eldszor ezeknek az alapkapcsolasoknak
vezetjiik le az eredd atviteli fliggvényét, majd az un. egyenértékii atalakitasokat tekintjiik
at. Befejezésként néhany példa segitségével tekintjiik at az eredd atviteli fliggvény
meghatarozasanak menetét.

4.1. Alapkapcsolasok eredo atviteli fiiggvénye

1. Egytag
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2. Sorba kapcsolt tagok

LU L G LXOL g e,
| |
2 G(s)
G (s) = E% x)—yE;,

¥(s)  Gy()x(s)
G(5) = 205 =ty = G9Ga(s) |
G1(5)

3. Parhuzamosan kapcsolt tagok kdzos bemenettel

¥(&) () £x,(5)  Gy()uls) & Go(s)uls)
u(s) u(s) B u(s)

Ge(s) =

4. Pérhuzamosan kapcsolt tagok kiilon bemenettel

U1(S) » G1(S) X1(S)
T y(s)
T
U2(S) GZ(S) X2(S)
_x(s) _ 1)
G1(s) 0s) G (s) 50s)

y(s) = x1(s) £ x5(5) = G1(S)uy (s) £ G, (s)uy(s) .

= G,1(s)xG,(s) .
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5. Egy tag visszacsatolasa

W) e o) | gy LA,
| |
| |
o _____1Ges)
_y(s)
Go(s) —m )
e(s) =w(s) = y(s),  Go(s) =2
W T E
V() + Go(s)y(s) = Gy (Hw(s) ,
IO N A0

w(s) 1+4G,(s) "

6. Visszacsatolas — tag az eléremend és a visszatérd agban

Gm(S) =
e ___. Ge(S)
60 =25 =222 e(s) = W) = () = W) = G (I(S)
YO GO

w(s) 1+ Go(s)Gp(s)

7. Zart szabalyozasi kor eredd atviteli figgvénye
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Go(s) = % , G(s) = % ,
y(s)

uls) _ Go(s)
Ge(s) — Ge(s)

y(s) + Gc(5)Go()y(s) = Ge(s)Go (s)w(s) ,

¥(5)  Go(5)G,(s)
NONEEIACIACK

e(s) =w(s) —y(s) =

Ge(s) =

8. Zart szabalyozasi kor zavarassal

S s 2O
_l’_
w(s) + T e(s) Gu(s) u(s) Go(s) y(s)+ yz(_S)>
Ge(s) = uls) Go(s) = ys) G (s) 2(s) e(s) =w(s)—y,(s) ,

e(s)’ u(s) ’ T 4,(s)
¥,(5) = y(s) + 2(5) = Go(SDuls) + G, (), (s) = G.()Go(s)e(s) + G,()u,(s) ,
Y2(5) = Go()Go () (W(s) = y,(8)) + G,()u,(s) ,

G.(s)G,(s) G,(s)

1+ G.(s)G,(s) w(s) + 1 C.006) u,(s) .

yz(s) =

4.2. Helyettesito kapcsolasok

Az aldbbiakban bemutatott Un. helyettesitd kapcsoldsok alkalmazisa esetén olyan
miveletek hajtunk végre a hatasvazlaton, amelyek nincs hatdsa az eredd atviteli
fiiggvényre, de jelentésen megkonnyithetik annak meghatarozasat. Ezeket leggyakrabban
atlapolodo eldre- és visszacsatolasok szétbontdsanal tudjuk alkalmazni. Az atalakitas
egyenértéklisége akkor lesz igaz, ha az atalakitas el6tt és utan az atalakitott tagcsoport
bemenete(i) €s kimenete(i) megegyezik(nek).
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1. Osszegzdk felcserélése, Gsszevonasa, szétbontasa

US) o US)YS)E o USY(S)H2(S)

u(s) + u(s)rz(s)+

z(s)

+
Uskylerz(s) U + L USYSIQ)

¥(s) z(s) z(s) ¥(s) ¥(s)
2. Tagok felcserélése, 6sszevondsa
_ue) ] g L1006 [ o o | 496106
) | g [UOGO) | ¢ o | UGG
u(s) G1(8)Gals) u(s)Gi(s)Ga(s) .
3. Tagok parhuzamos kapcsolasanak atalakitasa
u(s) | Gils) U(S)Gi(s) + o, US)G1(8)+Ga(s))
> G > >
u(s)Ga(s)
Go(s)
0
u(s) G1(8)+Gas) U(s)(Gi(s)*+Gaf(s)) .
0
us) ,l Gye) Us)Gi(s) u(s)(Gi(s)+Ga(s))
1 >
Gy(s)
Gi(s) u(s)Ga(s)
4. Tag és Osszegzo felcserélése
&» G6) Us)G(s) + T u(s)G(s)-y(s)= us) b USYS) o U(8)G(S)Y(5)G(S)
¥(s) o
0 0
e ]
us) i/(S) Y(Sm u(s)G(s)-(s) u(s) u(s)G(s) + _u(s)G(s)-¥(s)G(s)
Gs) ——mmm G(s) > >
]
O, &5 Hreoss 99 [ e [ H95O)
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5. Tag és elagazas felcserélése

u(s)

G(s)

us)G(s)

u(s)

G(s)

G(s)

u(s)G(s)

0

u(s)G(s)
>

u(s)G(s)

6. Osszegzo és elagazas felcserélése

us) +_

u(s)-y(s)
— >

u(s)(s)

Y o

u(s)

+ u(s)-y(s

¥(s)

+ T u(s)-y(sL

7. Visszacsatolt kor atalakitasa

u(s) o G us)G(s)
us)
0
us) | ot Us)G(s)
u(s)
u(s) + u(s)1y(s)
¥s) )
0

u(s)

¥(s)

¥(s) .

u(s) P CY Ol CIN
¥($)Gx(s) e
u(s) u(s)
u) [ 1| Gils) Gas) "
— Ga(s)
Ga(s)
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4.3. Feladatok hatasvazlatok atalakitasara

1. példa

Legyen a feladat a 4.5. dbran lathato rendszer eredd atviteli figgvényének meghatarozasa!

> Gy(s)

us)+ o+ ; L Y s
Gi(s) o Gafs) Gsls) -

Y

A

Ho(s)

A

Hq(s)

4.5. abra. Az 1. példa hatasvazlata

A megoldas menete

Jol lathatd, hogy a feladat nehézségét az egymasba atlapolodod két visszacsatolas és az
elérecsatolds okozza. A megoldds menete — nevezetesen, hogy mely lépésekkel milyen
sorrendben csatoljuk szét a koroket — tetszéleges. A végeredménykén jelentd eredd atviteli
fiiggvénynek minden esetben ugyanannak kell lennie. Az attekinthet6bb jelolés érdekében
az atalakitast magyarazo 1épéseknél az s argumentum nem keriilt feltiintetésre.

Vilasszuk elsd lépésként a harmadik 6sszegzd athelyezését a Gi(s) jell tag elé, mint ez
a 4.6. abran lathato.

> Gy(s)

aGy-bH- +
B Gols) o Gu(s)|-reo—

Y

Ho(s)

A

Hq(s)

A

4.6. abra. Az atalakitas elso lépése

Az atalakitando tagcsoport meghatarozasat az athelyezendd elemhez kapcsolodo tagok
figyelembe vételével hatarozzuk meg. Ennek megfelelden, itt a bemend jelek az a és b
szimbolumokkal jeloltek lesznek, mig a kimenet az aGi-bH; lesz. Az atalakitds utan
ugyanezeket a bemeneteket ¢és kimenetet kell kapnunk. Kiindulva ebbdl a ténybdl —
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visszafelé kovetkeztetve a kimeneti jelb6l — kdnnyen beldthatjuk, hogy az 4talakitas eldtt a

H> atviteli fliggvénnyel jellemzett tagot kell Hz/G1-re modositni. A kapott rendszer a 4.7.

abran lathat6.

Gi(s)

Y

Ga(s)

aG1 -sz‘

bH,/Gy

Gao(s)

Y

Gs(s)

%)

Ha(s)/Gi(s) =

A

Hi(s)

4.7. abra. Az atalakitas elsd lépése utan kapott rendszer

Kovetkezd 1épésként cseréljiik meg a masodik és harmadik 0sszegzdt, ahogy ez a 4.8.

abran lathat6.

Gy(s)

Y
0
=
N

Ga(s)

I
D
(%]
=
o
0
A

Hi(s)

A

4.8. abra Az atalakitas masodik lépése

Ez a 1épés — az 0sszegzOk felcserélésére vonatkozd éltalanos szabalyoknak megfelelden
— a tobbi tagot érintd kiilondsebb atalakitds nélkiil megtehetd, az eredmény a 4.9. dbran

lathato.

Y

Ga(s)

Gi(s)

Y

Ga(s)

Hi(s) =

Ha(s)IG1(s)

Y

Ga(s)

y(s)
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Az atlapolasok szétcsatolasanak utolsd lépéseként bontsuk szét a Hp tagot tartalmazd
legbelsd visszacsatolast és a Gs tagot tartalmazd eldrecsatolast. Ebben az esetben is
szabadon megvalaszthatd, hogy melyik elagazast helyezziik at. Helyezzik at a
visszacsatolds hataspontjat az elérecsatolds hataspontja elé, ahogy ez a 4.10. dbran lathato.
Az 4talakitando tagcsoport bemenete az a jel, kimenetei pedig az aG: és az aG:H1 jelek.

> Gy(s)
G )
u(s a ao + s
(s) + + + Gi(s) Qz(s)j) > Ga(s) >
aGyH aG
2174 Hi(s) |« 2

H(s)/Gi(s) [«

4.10. abra. Az atalakitas harmadik lépése

A mbdositand6 atviteli fiiggvényt ebben az esetben is a valtozatlan kimenetekbdl
vezethetjiik le. Konnyen belathatd, hogy a visszacsatolasban 1évo tag atviteli fliggvényét
kell H1Gz-re modositani, a 4.11. dbranak megfelelden.

Y

Ga(s)

I e RN Py 0 S

Y

Gy(s)

Hi(s)Gxs)

Ha(s)IG1(s) (=

4.11. abra. Az atalakitas harmadik lépése utan
Az igy kapott hatdsvazlat mar nem tartalmaz atlapolasokat, igy a visszacsatolasokra és

az el6recsatolasra alkalmazhatjuk az ereddjiik meghatarozaséara levezetett képleteket. frjuk
fel a legbelsd visszacsatolas €s az eldrecsatolas ereddjét (4.12. ébra).
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Gi(s)

Hi(s)Gs) =

Ha(s)/Gx(s)

A

4.12. abra. A belsé visszacsatolas és az elorecsatolas ereddjénck meghatarozasa

A visszacsatolas ereddje:

G1(s)

G = 6O

Az elbrecsatolas ereddje:

Ge(s) = G2(5)G3(s) + Ga(s) .

Gi(s) ¥(s)
T+ GO (F165) CAIG*CAS g

L/

Ha(S)/G(s) | 1G'(S)

4.13. abra. A belsé visszacsatolas és az elorecsatolds ereddje

Az utolsé két 1épés a két visszacsatolas ereddjének meghatarozasa. Legyen G’(s) a belsd
visszacsatolas ereddje (4.13. abra):

G1(5)(G5(5)G3(s) + Gu(s))
(EIAGIAGLAG) _
Gl(s)(Gz(s)G3(s) + 64(5)) ) H,(s)
1+ G1()G(s)H.(s)  G4(s)
_ G1(5)G2(s)G3(s) + G1(5)G4(s)
14 G1(5)G(s)H,(s) + G2(5)G3(s)Hy(s) + G4(s)Hp(s)

G'(s) =
1+

A teljes rendszer ered¢ atviteli fiiggvénye:
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G1(5)G,(s)G3(s) + G1(5)G4(s)

Ge(s) =

1+ G1(5)G,(s)H,(s) + G,(5)G3(s)H,(s) + G4(s)H,(s)

G1(5)G,(5)G3(s) + G1(5)G4(s)

1+

1+ G1(5)G,(s)H,(s) + Go(s)G3(s)Hy(s) + G4(s)Hy(s)

G1(5)G(s)G3(s) + G1(5)G4(s)

1+ G1(s)G2(s)H (8) + G1(5)G2(5)G3(s) + G1(5)G4(s) + G(s)G3(s)Hy(5)+G4(s)Hy(s)

Ha jol megfigyeljiik az eredményiil kapott atviteli fiiggvényt, akkor ,,leellendrizhetjiik”,
hogy j6 eredményt kaptunk. A szdmldléban az eléremend agak ereddje szerepel, mig a
nevezdben az egyes eldremend agak és visszatérd agak eredd atviteli fliggvényeinek

Osszegei.

2. példa

Hatéarozzuk meg a 4.14. abran lathat rendszer ered6 atviteli fliggvényét!

» G4(S)

Ga(s)

%)

Fh(s)

Ha(s) [

4.14. abra. A 2. példa hatasvazlata

A megoldas menete

Els6 Iépésként végezziik el a visszacsatolt dgbeli 0sszegzést:

Gi(s)

v

Gafs) >

\ 4

Majd cseréljiik meg az dsszegzdket:

Gi(s)

%)

Ga(s)

Hi(8)-Ha(s)

A
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\4

Gi(s)

Go(s) »

»| Ga(S) >

A

Hi(s)-HxAs)

Hi(s)-Ha(s) =

gy megsziintettiik az elérecsatolds és a visszacsatolas atlapolasat, és felirhatjuk eldbb
ezek ereddjét, majd a teljes tagcsoport eredd atviteli fliggvényét:

= X9 6o —» Gals) NS,
T+ Go(s)(Hr(8)1-Ha(s))

u(s) Ga(s)(G1(s)+1) y(s)
— ——»
1+Go(S)(H1(s)-HaA(s))

3. példa

Hatéarozzuk meg a 4.15. abran lathatd rendszer ered6 atviteli fliggvényét!

us) 3 G(s) i»é—» Ga(s) Gi(s) > Gu(s) L)

Hi(s) = Ha(s)

v

4.15. abra. A 3. példa hatasvazlata

A megoldds menete

Els6 Iépésként helyezziik at a G3(s) jelii tag utani visszacsatolds eldgazasat a legvégére:

a
u(s) + + + m y(s)
Gi(s) 4>(£—> GAS) Gy(s) [ Gu(s) >

aG4

v

Hi(s) = Has)

Mint lathatd, az athelyezés hatdsara a visszacsatolds Osszegzéséhez érkezd jel
megvaltozna, ezért a visszatérd agba be kell tenni egy 1/Ga(s) jelformald tagot:
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ACHN
+ . + ¥(s)
H(T}—» Gi(s) G(s) T}—» G1(s) G4(S) >
Hi(s) = Ha(s)

Kovetkezd 1épésként helyezziik at ugyanennek a visszacsatoldsnak az Osszegzdjét a

Y

Y

tagcsoport legelejére:

G4(s)

T . —>i Gx(9) [T> Gy(s)
, )
Hr(s) (= Hols)

Kihasznalva azt, hogy az OsszegzOk felcserélésének nincs hatdsa az eredd atviteli

¥(s)

Y

Gy(s)

fiiggvényre, csak a masodik Osszegzonek Gi(s) tag elé helyezését kell vizsgalni. Az
atalakitassal érintett tagcsoport-résznek harom bemenete (legyenek ezek rendre a, b, és ¢
jelek), és egy kimenete van, ami a levezetés eredményeként Gi(a-b)-c. Ennek kell
valtozatlanul maradnia az 4talakitas utdn is. A kimenetbdl visszafel¢ kovetkeztetve — a
kovetkezé abra segitségével — belathatd, hogy ez akkor teljesiil, ha a visszacsatolasba
beépitiink egy 1/G1(s) tagot.

A
A

c/G; Gy(s) |~ Gu(s) |~

(a-b)-c/G
+

¥(s)

o
D
\
%
D
v’

G3(s) > Gy(s)

Hi(s) 1= Ha(s)

Az igy kapott tagcsoportban mar nincsenek atlapolasok, igy az eredd atviteli fiiggvény a
kovetkez6 1épések alapjan felirhato:

Gl(S)Gz(S)
Gi(s) =17 + G1(s)G,(s)H,(s) ’
63(5)64(5)
R Y A OIAOLAGK
Ge(s) _ GI(S)GII(S) T =
1+ Gi)6an(s) ryao)
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G1(5)G,(s) G3(5)G4(s)
1+ G1(s)G,(s)H,(s) 1+ G3(5)G4(s)H,(s)
G1(5)G,(s) G3(5)G4(s) 1
1+ G1(s)G,(s)H,(s) 1+ G3(5)G4(s)Hy(s) . G1(5)G4(s)

1+

G1(5)G,(5)G5(5)Ga(s)
(1 + 61(5)62(5)1'11(5))(1 + 63(5)64(5)1'12(5))

4 G,(5)Ga(s)
(1 + 61(5)62(5)1'11(5))(1 + 63(5)64(5)1'12(5))

_ G1(5)G2(s)G3(s)G4(s) B
- (1 + 61(5)62(5)1'11(5))(1 + 63(5)64(5)1'12(5)) + 62(5)63(5) Bl

_ G1(5)G2(s)G35(s)G4(s)
14 G1(5)G,(s)H1(S) + G3(5)G4(s)H,(s) + G1(5)G,(5)G3(s)Gy(s)H,(S)H,(s) + G,(s)G3(s)

Ha Osszehasonlitjuk a kapott eredd atviteli fliggvényt a kiindulasi abraval, akkor a
lehetséges visszacsatolasokat sorra vételével ellendrizhetd a levezetés helyessége.
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5. Dinamikus tagok leirasa

Kiindulva a bemenetek és a kimenetek kozotti kapcsolatot leiro altalanos alaku bemenet —
kimenet modellbdl, a legmagasabb derivalasi fokszam alapjan kiilonbozd tulajdonsaga
modelleket kiillonboztethetiink meg. A modellek szimulacids vizsgélatakor altaldban
kiilonbozé bemenetekre adott valaszaikat vizsgaljuk meg, ezekbdl kdvetkeztetiink jellemzd
paramétereikre. Egyszerlibb modellek esetében azonban lehetdség van az analitikus meg-
oldasra is, igy lehetdség van a kisérleti eredmények eldrejelzésére, illetve ellendrzésére.

A kovetkezdkben attekintjiik a legfontosabb dinamikus tag-tipusokat, majd szadmoldsi
példakon keresztiil mutatjuk be a paramétereik, illetve a valaszfliggvények meghata-
rozésénak menetét.

Az egyes tag-tipusok vizsgéalatdhoz induljunk az altalanos bemenet — kimenet modell
egyszerusitett formajabol:

any(n) ) + an—ly(n_l) @&+ + a1y(1) (t)-}-aoy(t) = bou(t) .

A felirt modellnek megfelelden tételezziik fel, hogy a bemend jel esetében nem kell
figyelembe venni a derivaltakat. Ennek megfelelden a tag atviteli fliggvénye a kovetkezd
lesz:

by
a,s"+a,_1s" 1+ +a;s+ag

G(s) =

A tagok, illetve a beldliik kiilonbozd kapcsolassal kialakitott tagesoportok jellemzdinek
vizsgalatara az egységimpulzust, az egységugras és az egységsebesség-ugrds tesztjelet
alkalmazzuk bemenetként, igy a kimeneten kapott sulyfliggvény, atmeneti fliggvény ¢és
sebességugras valaszfliggvény meghatarozasat és vizsgalatat végezziik el.

5.1. Nulladrendii tag

Ha a figyelembe vett legmagasabb derivalt fokszdma nulla, akkor az eredeti modelliink az
alabbi algebrai egyenletre egyszeriisodik:

aopy(t) = bou(t) .

Az igy kapott tagot a legmagasabb derivalasi fokszdm alapjan nulladrendii,
tulajdonsaga alapjan ardnyos tagnak nevezziik. Tételezziik fel, hogy sem az ao, sem a bo
egyiitthatdé nem nulla. Ennek a trividlis megkdtésnek az oka az, hogy amennyiben ao nulla,
akkor a rendszerb6l nem ,jon ki’ informacié, mig ha bo nulla, akkor semmilyen
bemenetnek nincs hatdsa a tagra. Laplace transzformalva és atrendezve a modellt,
megkapjuk az atviteli fliggvényét:

agY(s) = boU(s) ,
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Y(s) _ by

U(s) ag

G(s) =

Hatérozzuk meg a tag atmeneti fliggvényét, vagyis az egységugrds bemenetre adott
valaszat:

=10 = UE =1,

by 1 by
Y(s) = G(s)U(s) = s = y(t) = a—01(t) .

A valaszfliiggvény alapjan, a kimeneten szintén ugras jellegl jelet kapunk, aminek az
amplitadojat az atviteli fliggvényben szerepld hanyados értéke hatdrozza meg. Ezt a bo/ao
hanyadost jeloljiik tovabbiakban K-val. Miutdn ez az érték megadja, hogy a tag a
bemenetére kapott ugrasjelet hanyszorosara valtoztatja meg, ezért ezt a paramétert
erositésnek, vagy ardanyossagi atviteli téenyezonek nevezziik.

Egységimpulzus bemenetet alkalmazva, a kimeneten a tag sulyfiiggvényét kapjuk meg:
u(t)=6(t) = U(i)=1,
Y()=Gs)U(s)=K-1 = y(t) =K5() .

A valaszfiiggvény ebben az esetben is megdrzi a bemend jel impulzus jellegét, csak a
fiiggvény alatti teriilet valtozik meg K értékének megfelelden.

Hasonl6 figyelhetd meg a sebességugrasra adott valasz esetében is:

u® =v(®) = U =,

Y(s) =G(s)U(s) = 1’(%2 = y(t) = Kv(t) .

Az er0sités hatasa itt a valaszfliggvény meredekségében jelentkezik.

Osszefoglalva megéllapithatjuk, hogy a nulladrendii rendszerek valtozatlanul hagyjék a
bemenetiikre érkez6 jel alakjat, csak annak valamely jellemzd paraméterét modositjak. A
nulladrendii rendszereket egy paraméterrel, az erdsitéssel (K) jellemezziik. Ilyen
rendszerekre fizikai példaként a fogaskerék attételeket, a szij-, lanchajtast, vagy a
potenciométereket emlithetjiik.

5.2. Elsorendi tag

Legyen a kdvetkez6 eset az, amikor a kimeneti oldalon a legmagasabb derivalasi fokszam
egy. Ekkor a bemenet — kimenet modelliink a kdvetkezd alaku lesz:

a;y V(O +ay(®) = bou(t), y(t) =0.
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A kozonséges elsérendii differencidlegyenlet modell alapjan az igy kapott rendszert
elsorendii tagnak, vagy a tulajdonsagai alapjan ardnyos, egyidéallandos, illetve aranyos,
egytarolos tagnak nevezziik.

Tételezziik fel, hogy ebben az esetben sem lesz egyik egylitthaté sem nulla. Ennek az a1
és a bo esetében trividlis oka van, az ap = 0 esetre késObb visszatériink. Rendezziik az
egyenletet a kdvetkezo 1) valtozok bevezetésével:

a b
—yO () +y(t) =—u(®), =17, 2=k,
Qo Qo

ty® () +y(8) = Ku(t) ,
ebbdl az atviteli figgvény:

G(s) =

s+1°

A bo/ao hanyados helyett bevezetett K paraméter megfelel a nulladrendii rendszernél
bevezetett erdsitésnek, illetve aranyossagi tényezOnek. Ennek oka az, hogy ha
ugrasszerlien megvaltozott bemenet kdvetkeztében a kimenet beall egy 0j allando értékre,
akkor a jel véltozasat leird derivalo tag értéke nulla lesz. igy visszakapjuk a nulladrendii
rendszereknél targyalt egyszerti algebrai egyenlet formaju modellt. A masik paraméter
értelmezéséhez vizsgaljuk meg a tag dtmeneti fliggvényét:

w0 =10 = UE =1,

Ts+1% = y(t):K<1(t)_e_£)'

Y(s) =G(s)U(s) =

A kapott valaszfiiggvénybdl lathato, hogy a kérdéses 7 paraméter az exponencialis tag
weltinésének™ a gyorsasagat szabalyozza, vagyis azt, hogy milyen gyorsan all be a tag az
erdsités altal meghatarozott végallapotra. Ennek alapjan ezt a paramétert idéallandonak
nevezziik. Belathato, hogy minél nagyobb az iddallando értéke, a tag anndl lassabban all be
az er6sités altal meghatarozott végértékre. Bar ez a bedllds formalisan a végtelenben
kovetkezik be, de ha

t=1 = y(t)=K-0.632,
t=4t = y(t)=K-0982,

tehat, az idéallandonak megfeleld 1d6 eltelte utan a jel a végértékének 63,2%-at éri el, mig
az id6allando négyszeresének megfeleld ido eltelte utan a jel eltérése a végértékétdl 2%-nal
kisebb. Ez utobbit, a legtobb esetben mar allandosult allapotnak tekinthetjiik.

Egységimpulzust alkalmazva bemenetként, ebben az esetben is a tag sulyfiiggvényét
kapjuk meg:

u(®) =6@) = U(s)=1,
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Y(s) = G(s)U(s) = 1 = y(t)=§e_£.

s+1

A valaszfliggvényt elemezve lathato, hogy a t = 0 id6épontban egy K/ 7 mértékii ugrassal
indul a rendszer, majd a 7 paraméter 4ltal meghatarozott sebességgel visszaall az eredeti
értékére. Amennyiben az idéallandd tervezési paraméter lehet, akkor adott rendszer
esetében eldonthetd, hogy melyik a rendszer mitkddése szempontjabol kedvezébb eset:

— kis idéallandd esetén gyors a visszaallds, de nagyobb a kezddé idépontbeli
elfutas;

— nagy id6éallandd esetén kisebb a kezddidéponthoz tartozd ugras, de lassabb a
visszaallas.

A sebességugrasra adott valasz levezetése:

u® =v(®) = U=,

Y(s) =G(s)U(s) =

= = =K <v(t) — 1) + Te—é) .

A kapott valaszfiiggvény alapvetéen az erdsités altal meghatarozott meredekségli
sebességugras fiiggvény lesz, melyet két tényezd befolydsol. Az egységugras jellegli tag
hatdsa folyamatosan érvényesiil, az exponencidlis tag viszont koriilbelil 47 ideig
befolyasolja a kimenet értékét. Legyen az erdsités értéke 1, €s vezessiink be egy 1) valtozot
a bemend jel és a kimend jel kozotti kiilonbségre:

K=1, e(t) = (u(t) —y(t)) )
Behelyettesitve a bemend és kimend jelet:

t

e(t) = v(t) — (v(t) — 7100 + Te—é) — () — e |

t=0 = e(t)=0,
too0 = e(t) >,

tehat a rendszer kimenete, az exponencialis tag hatdsanak megszi{inése utan, a bemenetett
idOnyi késleltetéssel koveti.

Az 4ltalanositas érdekében megjegyezziik, hogy az elsdrendii tagoknal az oksagi
szabaly megengedi, hogy a bemeneti oldalon is figyelembe vegyiik az elsé derivaltat. Az
ilyen tipusu tagok idtartomanybeli modellje és atviteli fliggvénye a kdvetkezd lesz:

a;y O (O+aoy(t) = byu® () + bou ,  y(to) =0,

K(Ts+1 b
G(s) =(—), ahol T =—
TS b,
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Ezeknél a tagokndl tehat a szdmlalohoz is tartozik egy idéallando. Viselkedésiik kissé
mas, mint az eddig targyalt elsérendli tagoké. Jellemzésiikre példa a kidolgozott feladatok
kozott talalhato.

Osszefoglalva, az elsérendii, ardnyos rendszereket két paraméterrel jellemezhetjiik, az
erdsitéssel és az idéallandoval. Az erdsitésnek hasonld a szerepe, mint a nulladrendii
rendszereknél, az iddalland6 pedig az 4llandosult allapot elérésének a gyorsasagat
szabalyozza. Fizikai példaként az RC-tagokat, vagy a hokozlés kozvetlen hdatvitellel
torténd folyamatat lehet megemliteni.

5.3. Integralo tagok

Az elsOrendli rendszerek vizsgélatanal feltételeztiik, hogy a bemenet — kimenet modellben
szerepld egyiitthatok koziil egyik sem nulla. Legyen most a kimeneti oldalon a derivélas
nélkiili tag egyiitthatdja, vagyis az ao értéke nulla. Ekkor a kdvetkezé modellt kapjuk:

a;y P () = byu(t)
melyet atrendezve
a b
b—ly(l)(t) =u(t), vagy yO@) = =u(?)
0 a;

egyenletet kapjuk. Vizsgaljuk meg a szokasos tesztjelek segitségével, hogy mi a szerepe
ebben az esetben az egyiitthatok hanyadosaként megadott paraméternek. Ehhez adjuk meg
elészor a tag atviteli fliggvényét:

b
G(s) = —
a;s
Az atmeneti fliggvény:
1
u®) =1(6) = U(s) =,
by 1 b, 1 b
Y(s) = GU() =—-—=—-= = y(t)=—v(t).
as S aq; S aq

A levezetésnek megfelelden a tag kimenetén az egységugras bemenet integralja, vagyis
a sebességugras jel jelenik meg, és a bo/a1 hanyados ennek meredekségét hatdrozza meg.
Ennek megfelelden e hanyados jelolésére bevezetjiik a K integralasi erdsités paraméter
vagy ennek reciprokat, a Ti integralasi id6allandot:

by a
KI =—, ;= b_
a; 0

igy az atviteli fliggvényt a kdvetkezd alakban adhatjuk meg:
K 1

G = = —
(s) s T;s
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Az integralasi id6allandot ismétlési idéallandonak is szokas nevezni, mivel ennyi 1d6
eltelte utan az atmeneti fliggvény értéke megegyezik az egységugras bemenettel:

1
y(t) = Flv(t), t=T, =ylt)=1.

Hasonlo kovetkeztetést vonhatunk le a sulyfliggvény vizsgalata esetén:

u() =6@) = Us)=1,

Y(s)=G(s)U(s)=%-1 - y(t)=%1(t),

tehat itt a paraméter a valaszként kapott ugrasfliggvény amplitudojat hatarozza meg.

A sebességugras bemenetre adott valasz:

u® =v(®) = U=,

1 1 1
Y$)=G6()UGB) == = y(t) ==al(t),
()= 6OUE =725 = YO =7 al®
pedig a bementnek az integralja, vagyis gyorsulas fiiggvény jellegli lesz.

Az integrald tagok tehat a bemenetiikre érkezd jelnek iddkésleltetés nélkiili integraljat
adjak ki a kimenetiikon. Jellemz6 paraméteriik az integralasi idéallando. Fizikai rendszerek
esetében ilyen jellegli viselkedést mutatnak a folyadéktarolasi rendszerek, ha a bemend jel
a belépd folyadék, a kimend jel pedig a folyadék szintje a tartilyban, illetve a tiszta
kapacitiv tagok.

5.4. Masodrendu tagok

Kovetkez6 1épésként legyen a kimeneti oldalon a legnagyobb derivalasi fokszdm 2. Ekkor
a bemenet — kimenet modell a kovetkezd lesz:

azy(Z)(t) + aly(l)(t)_}_aoy(t) = bou(t) , y(to) =0, y(l)(to) =0

Kiindulasként ebben az esetben is tételezziik fel, hogy az egyenlet egyik egyiitthatdja
sem nulla. Ennek az az és bo egyiitthatok esetében trividlis oka van, mig az ai és ao
egyiitthatokra késébb visszatériink.

Rendezziik az egyenletet a kovetkez6 mdodon:
a a b
Zy@@) + =y (@) +y(6) = —u(e) .
0 Qo Qo

A bo/ao hanyados mar ismerds a nullad- és elsérendli aranyos tagok targyaldsabdl, ez
volt a tag erdsitése, mig a ai/ao hanyados az elsérendli tag esetében az idéallando tag
szerepét toltotte be. Feltehetd, hogy a masodik derivalt eldtt allo az/ao hanyados is ilyen
jellegli mennyiség lesz, igy irjuk at az egyenletet ennek megfelelen:

© Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




84 Iranyitastechnika

T3y @ () + Toy D (©) +y(8) = Ku(®) .
Ebbdl a kdvetkezo atviteli figgvényt kapjuk:

K

G(s) = .
(s) Tis?2 +Tys+1

A gyakorlatban azonban a két idéallando helyett mas paramétereket hasznalnak a
masodrendi tagok jellemzésére. Legyen

T:TZ ,
1T,

{=5r,
2T,

vagyis a T1,T2 id6allandok helyett alkalmazzuk a T id6allandot és a & csillapitasi tényezot.
A modern szabalyozastechnikai szakirodalomban a T idéallandé helyett gyakran annak
reciprokat, az ligy nevezett természetes frekvenciat hasznéljak. Igy az atviteli fliiggvény a
kovetkezd alaku lesz:
1
Wn =7
K B Kw?
T,s2 +2{Ts+1 2+ 20w,s + w2

G(s) =

A paraméterek szerepének a vizsgéalatat ennél a tagnal is a kiilonbozd tesztjelekre adott
valasza alapjan vizsgaljuk. Els6ként nézziik meg az atmeneti fliggvényt:

=10 = UE =1,
Kw? 1

Y(s) = G(s)U(s) = s2 + 20w, s + w? s

A megoldashoz bontsuk fel a kdvetkezd parcialis tort alakra ezt a kifejezést:

Y(s) =K<1+ A A ) ,
S STP1 S—DP2
ahol p1 és p2 a masodrendi tag polusai, vagyis a nevezdjének a gyokei, A1 €s Az a parcidlis
tortté torténd atalakitas soran kapott egylitthatok. A polusok, a kiindulasi bemenet/kimenet
modell paramétereitdl fliggden, — matematikai szempontbdl altalanositva — lehetnek pozitiv
vagy negativ valosak vagy nulla értékiiek, illetve pozitiv, negativ vagy nulla valos részii
komplexek a karakterisztikus polinom gyokeinek a meghatarozésa alapjan:

s?2+2{w,s+w2 =0,

—2{wp +/(2¢w,)? — 4w}
51'2 == 2 .
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Miutdn az @, mint frekvencia jellegi mennyiség, csak pozitiv értékii lehet, ezért a
kifejezést a kovetkezd, egyszerlibb alakra irhatjuk at:

S12 = —Cwp T wp/{2—1.

Mar most megjegyezziik, hogy természetesen az idéallandok is csak pozitivak lehetnek,
ennek megfeleléen a beldliik szdrmaztatott csillapitasi tényezd is csak pozitiv lehet a
masodrendli rendszerek esetében. Annak érdekében azonban, hogy a masodrendii
rendszerek viselkedésébdl kovetkeztessiink a magasabb rendli tagok mitkddésére, ettdl a
fizikai megkotéstdl atmenetileg eltekintliink. Mindezek figyelembe vételével az atmeneti
fliggvényre a kdvetkezd altalanos alakot kapjuk:

y(t) = K(1(t) + A ePrt + A,eP2t) |
ahol

1 1
A1:—— L , A2:__+ (

2 2 /771 2" 2JP -1

A kapott altalanos megoldas alapjan vizsgdljuk meg a paraméterek hatasat. Kdnnyen
belathatd, hogy ha a pdlusok negativ valds értékiiek, negativ valds részii konjugalt
komplex gyokpart alkotnak, akkor tetszOlegesen nagy idd eltelte utan a kimenet a K
paraméter altal meghatarozott értékhez tart:

Vp;: Re(p;)) <0 < tlim y(t) =K .

Tehat az eldzetes feltételezésiinknek megfelelden, a bo/ao hanyados helyére bevezetett
K paraméter a masodrendll aranyos tagoknal is az erdsités szerepét tolti be.

Kovetkez6 1épésként vizsgaljuk meg a csillapitasi tényezd szerepét. A vizsgalat sordn a
korabbi megjegyzéseknek megfelelden a természetes frekvencia legyen tetszdleges pozitiv
mennyiség, mig a csillapitasi tényezd értékének meghatarozasa soran tekintsiink el a fizikai
megfontolasoktol. Legyen & értéke nagyobb, mint 1, ekkor az

S12 = _(wn + Wp/ (2 -1

eredményeként két negativ valds gyokot kapunk. Ekkor az 4ltalinos megoldédst a
kovetkezd alakban irhatjuk fel:

y(@©) =K (1(1:) + Ale‘“’n(f’fm)f + Aze_wn((—m)t) ,

1 ¢ 1 ¢
A= =5 -, Ay=—-c+—.
2 2./72-1 2 2/2-1
Vizsgaljuk meg, hogyan alakul az atmeneti fliggvény lefutdsa. A fliggvény a t=0
idépontban a nulla értéket veszi fel:

t=0 = y()=KA(@t)+A4,e°+4,e%) =0
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mivel 4; + A, = —1. A t — oo hatarértéket vizsgalva, a korabbiaknak megfelelen a tag az
erdsitése altal meghatarozott értékhez tart:

tooo = y(t)=KA(@t)+A,e ™ +A4,e ) =K .

Ha a csillapitdsi tényez6t minden hatdron tul ndveljik, ami az eredeti rendszer
szempontjabol az elsé derivalt idéallanddjanak a masodik idéallandohoz viszonyitott
jelentds megndvekedését jelenti, akkor a kdvetkezdt kapjuk:

mert
= Ay=——-F——e——0.
¢ > o0 2 2+2 {2_1—>

Tehat a kimenet ebben az esetben is az erdsités altal meghatarozott értékhez tart, csak a
beallasi id6 jelentdsen megndvekedik a masodik exponencialis tag lassu eltiinése miatt.

Belathatd, hogy az ilyen paraméterrel rendelkezd tagok aszimptotikusan simulva allnak
be az erdsités altal meghatarozott végértékhez, ezért ezeket tulcsillapitott tagoknak szokas
nevezni.

Kovetkezd esetként legyen a csillapitasi tényezd értéke 1, vagy az elsé derivalthoz
tartozo idéallandd értéke legyen a masodik derivalthoz tartozonak kétszerese. Ekkor a
kovetkezd eredményeket kapjuk:

(=1 = Sl,zz_zwniwnvgz_lz_wn-
A kétszeres gyokok kovetkeztében az atmeneti fliggvény

y(@®) = K1) —e )

alaka lesz, melyrdl belathato, hogy lefutdsa nagyon hasonld lesz, mint az el6zd, £>1
vizsgalat esetében, de ebben az esetben kapjuk a leggyorsabb, aszimptotikusan simuld
bedllast. Az ilyen paraméterrel rendelkezd tagot szokds kritikus csillapitasti tagnak
nevezni.

Ha a csillapitasi tényezd értékére igaz, hogy > 1, azaz a karakterisztikus polinomnak
negativ valos gyokei vannak, akkor az atviteli fiiggvény atirhat6 a kovetkezd alakra:

Kw? Ay A,

G = = .
(s) s24+2{w,s+wE s—p; S—py

tehat az ilyen masodrendii tag két sorba kapcsolt elsérendli aranyos tag ereddjeként is
felfoghato.

Folytatva a megkezdett vizsgalatot, valasszuk most a csillapitasi tényezd értékét egynél
kisebbre, tehat az elsé derivalthoz tartozo6 idéallando értéke legyen kisebb, mint a masodik
derivalthoz tartoz6 id6allando kétszerese. Ekkor a karakterisztikus polinom megoldaséara
negativ valosrészii komplex konjugalt gyokpart kapunk:
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0<{<1 = 51,=-(wyTwy/{?—1=—Cw, *jw,/1-?,

és A1 és Az értéke is komplex lesz az altalanos alaknak megfeleléen. Az atmeneti
fiiggvényt ekkor a kovetkezd alakban kapjuk meg:

—Jwnt
i@

A megoldast elemezve lathatjuk, hogy a vélaszban szinuszos lengés jelenik meg,
aminek frekvencidjat és kezddfazisat is befolyasolja a csillapitasi tényezd. A lengések

y@®O=K|{1-

sin(wnwll—(2t+(p) ,  @=cos"1C.

amplitadojat meghatarozo tortkifejezés szadmlaloja viszont az idé eldrehaladtaval
exponencialisan csdkkenve tart nulldhoz. A csokkenés gyorsasagat ebben az esetben is —
adott természetes frekvencia mellett — a csillapitasi tényezé hatarozza meg. igy, ha ennek
értéke 1-hez kozeli, akkor a lengések gyorsan megsziinnek, és a kimenet beall az erdsités
altal meghatarozott végértékre, mig ha 0-hoz kozeli, akkor ez a beallas 1ényegesen lassabb.
Az ilyen viselkedésii tagot alulcsillapitott tagnak nevezziik.

A kovetkezd lépésként legyen a csillapitési tényezd 0. Ez a fizikai rendszer esetében azt
jelentené, hogy az elsd derivalt egyiitthatojanak, vagyis a derivalthoz tartozo idéallandonak
az értéke 0. Miutan az ennek megfeleld viselkedés elképzelhetd magasabb rendi
rendszerek esetében, ezért vizsgaljuk meg, hogy mi jellemzi az ilyen rendszerek
miikodését.

A polusokra ekkor a kovetkezd megoldast kapjuk:

Si2 = —Cwy, £ wpy /(2 =1, (=0 = s, ="%jw,,

azaz tisztan képzetes pélusokat kapunk. Igy az atviteli fiiggvény a kovetkezd alakban
kaphato meg:

y(t) = K(1(t) — e 7¥nt) = K(1 — coswyt),

tehat a kimeneten egy . frekvencidjii lengés jelenik meg, melynek amplitudojat az
erdsités hatdrozza meg. Ebbdl az esetbdl lathato, hogy a természetes frekvencia az ekkor
bekovetkezd lengések frekvenciajabol kapta a megnevezését. Ertékét igy hatarozhatjuk,
meg, ha szimuldcié sordn ilyen koriilményeket allitunk be. Az ilyen viselkedésii tagot a
csillapitas hataran 1évo tagnak nevezziik.

Végiil legyen a csillapitasi tényezd értéke negativ. Ez az eset a fizikai rendszerek
korében mar nem értelmezhetd, mivel ez egyik vagy masik derivald taghoz tartozod
id6allandd negativ értékét jelentené. Elvileg itt is megkiilonboztethetink a >0
tartomanyhoz hasonl6 eseteket, de egyszeriisitésként itt ezeket 6sszevonva targyaljuk. Ha a
csillapitasi tényezd értéke 0 és -1 kozé esik, akkor a polusok értéke és az atmeneti
fiiggvény a kovetkezd lesz:

-1<{<0 = 51, ={w, tjop1—-72,
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Jwnt
J1-22

tehat pozitiv valosrészii konjugalt komplex gyokpart jelentenek a pdlusok, és a kimeneten

y(t)=K|1-

sin (wnwll —-{2t+ <p) , @ =cos71,

megjelend szinuszos lengések amplituddja folyamatosan, elméletileg minden hatéron tul
novekszik. Ha a csillapitasi tényezd értéke -1 vagy annal kisebb, akkor

S12 = —(wy, T wy/{2 -1,
y@t) =K (1(t) + Alew“(G‘/ -1t + Azewn((—\/(z—l)t) '
tehat két, pozitiv valos értékili a polust kapunk, és az atmeneti fliggvény exponencialisan

novekedve a végtelenbe tart. Miutan a két utobbi esetben a kimenet értéke valamilyen
formaban a végtelenbe tart, ezért az ilyen viselkedésii tagot csillapitatlan tagnak nevezziik.

Ugyanezt a vizsgalatsorozatot elvégezhetjiik a stlyfiiggvény esetében is. Ekkor a
kovetkezd eredményeket kapjuk. Kiindulasként az altalanos megoldas:

u() =6) = Us)=1,

Y(s) =G(s)U(s) =

Kw? C, C,

1= < + ),
s?2 + 2{w,s + w3 S—p1 S—Dp,
wn

ie

ahol C1 és C2 a parcialis tortté alakitds soran meghatarozott egytitthatok.

y(t) = K(Cleplt + Czepzt) , Cl — _CZ —

Ha a csillapitési tényez6 értéke egynél nagyobb, akkor a sulyfliggvény
1) = 1 (G ENE gl

alaka lesz. Miutan a két egyiitthatd értéke egymasnak -1-szerese, igy belathato, hogy a
t=0 idopontban a kimenet 0-bdl indul ki, és ha t— oo-be, akkor oda is all vissza
aszimptotikusan simulva. Részletesebb fliggvényanalizissel megallapithato, hogy a kezdeti
idOpont utani elfutas mértéke, valamint a visszaallas ideje a csillapitasi tényezd értékétdl
fiigg a kovetkez6 modon. Minél nagyobb a csillapitési tényezd értéke, anndl kisebb lesz az
elfutds, de a tag anndl lassabban 4ll vissza az eredeti értékére. Ha a csillapitasi tényez6
értéke 1-hez tart, akkor gyors visszadllas mellett nagy kezdeti elfutdst tapasztalhatunk.
Amennyiben csillapitasi tényezot tervezési paraméternek lehet tekinteni, akkor a rendszer
egyéb tulajdonsagai alapjan eldonthetjiik, hogy melyik viselkedés kedvezébb az iranyitott
technologiai rendszer mitkddése szempontjabol.

Ha a csillapitasi tényez6 értékét 0 és 1 kozott valasztjuk meg, akkor a sulyfiiggvény
lefutasaban is megjelenik az atmeneti fliggvénynél tapasztalt szinuszos lengés:
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—{wnt
0<¢<1, h()=K %sin(wmh—(z t)

A lengések a sulyfiiggvény esetében a kezdeti érték koriil alakulnak ki, €s a csillapitasi
tényez6 értékének fliggvényében gyorsabban, vagy lassabban csillapodnak az amplitidot
meghataroz6 exponencialis tag hatasara.

A csillapitds hatdran, azaz =0 esetén, a sulyfiiggvényben is allanddsult lengések
alakulnak ki:

h(t) = Kw,sinw,t

A csillapitatlan tagok esetében pedig a pdlusok komplex, vagy valos jellegének
megfelelden az elfutas vagy periodikusan ndvekvd, vagy exponencidlis jellegii lesz:

—{wnt
1<(<0 h®)=K %sin(wm/l—(zt) ,

{<-1 h@®)=K (Cle‘“’n(“ﬁz—‘l)f n Cze—wn(f—ﬁz——l)f) _

A sebességugras bemenetre adott valasz altalanos alakja a kovetkezé lesz:

u® =v(®) = U=,

Kw? 1 <81 N B, Ay A, )

V() = G(s)U(s) = s2 +2{w,s + w,zls_z =k +

s2 s Ts—p s—p
ahol

2 202 -1
Blzl, BZZ__{, 141,142:i (

W Wn " 2wp/77—1

Iddtartomanyban a valaszfiiggvény alakja kovetkezd lesz:

-+

2
y(t) =K (t - w—( + AjePit + Azepzt) :

n

A viélaszfliggvény analitikus alakjabol és a sebességugras bemenet jellegébdl
kovetkeztethetiink a fliggvény lefutaséra:

— Ha a pdlusok negativ valdsak, azaz a csillapitasi tényezd értéke 1, vagy annal
nagyobb, akkor egy atmeneti exponencidlis felfutds utdn a kimenet bedll az
erdsités altal meghatarozott meredekségli sebességugrasra. Ha az erdsités értéke
1, akkor a kimenet 2¢ / @, idOnyi késéssel kdveti a bemenetet.

— Ha polusok negativ valdsrészi komplex értékek, azaz a csillapitdsi tényezd
érteke 0 és 1 kozé esik, akkor az atmeneti szakaszban csillapodd szinuszos
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lengések jelentkeznek. Ennek lecsengése utdan a kimenet az el6z6 ponthoz
hasonldan koveti az erdsités altal meghatarozott sebességugrast.

— Ha a polusok nulla valds részii komplex gyokpart alkotnak, azaz a csillapitasi
tényez0 értéke 0, akkor a kimenet folyamatosan leng egy, az erdsités altal
meghatarozott meredekségli egyenes kortil.

— Pozitiv valds részli komplex gyokpar polus, illetve pozitiv valos polus esetén,
azaz ha a csillapitasi tényezd értéke negativ, akkor a kimenet novekvd
amplitadoji lengéssel, illetve exponencidlis elfutdssal tart a végtelenbe.

Osszefoglalva a mdsodrendii arinyos tagokat megallapithatjuk, hogy amennyiben a
kiinduldsi bemenet — kimenet modellben egyik egyiitthatd sem nulla, akkor ezeket a
rendszerek harom paraméterrel jellemezhetdk: az erdsitéssel (mas néven aranyossagi
atviteli tényezdvel) (K), a csillapitasi tényezdvel (&) és a természetes frekvenciaval (wn). A
természetes frekvencia helyett lehet annak reciprokat, az idéallandot (T) is hasznalni. A
kiilonb6z6 tesztjelekre adott valasz tranziens (4tmeneti) részét a kovetkezd kifejezés
hatarozza meg:

AjePit + A,eP2t |

ahol p1 és p2 az atviteli fliggvény pdlusai:

S12 = —(wp T wp /{2 — 1.

A valaszfiiggvény atmeneti periodusanak viselkedését alapvetden a csillapitasi tényezd
hatdrozza meg. Ha az értéke 1 vagy anndl nagyobb, akkor a tranziens szakaszban az
exponencialis tagok hatdsa aszimptotikusan csokkenve eltiinik, mig ha az értéke 0 és 1
kozé esik, akkor a tranziens szakaszt csillapodd amplitadoji lengések jellemzik. Fizikai
rendszerek esetében nem értelmezhetd, de szimulacioval vizsgalhato a csillapitas hataran
¢s a csillapitatlan tagnak a viselkedése. A polusok helyének alakulasa a csillapitasi tényezd
fiiggvényében dbrazolva 5.1. dbran lathato:

Im
?flfj/ ¢=0
LN\ s
g=1 :
i P
Cow ~on s Re
{n;\ =0

5.1. abra. A polusok helyének alakulasa a csillapitasi tenyezo fiiggvényében

ahol az w = w,+/1 — {2 a csillapitott természetes frekvencia, és a ¢ = cos™1{.
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A tag paramétereit szimuldcios Uton ugy hatarozhatjuk meg, hogy a csillapitas hataran
1évo tag lengéseinek maximuma (Amax) €s minimuma (Amin) kozti kiilonbség az erdsitést,
mig a lengések periddusidejébdl (T;) a természetes frekvencidt szamoljuk ki:

_27‘[

1
K = _(Amax - Amin) wy = T
l

2

Masodrendii aranyos tagra példat a miiszaki rendszerek széles korben szolgaltatnak. Igy
ilyen modellel jellemezheté a soros RLC kor, a rugobol és munkahengerbdl 4llo
lengéscsillapito, a falon keresztiili hdatadas, csak néhanyat emlitve.

5.5. Masodrendi modellek zérus egyiitthatoval

A masodrendii rendszerek targyaldsa sordn kiindulasként feltételeztiik, hogy az

azy@ () + ey P () +aoy(®) = bou(t),  y(t) =0, yP(t) =0,

modell egyik egyiitthatdja sem zérus. Ennek az az és bo egyiitthatok esetében trivialis oka
van, viszont vizsgaljuk meg, hogy az a1 €és ao egyiitthatd esetében milyen hatisa van a 0
értéknek.

Ha az a: egyiitthatd zérus, akkor a kovetkezd egyenletet, illetve atviteli fliggvényt
kapjuk:
@ =b G(s) = —0
ay (t)+a0y(t) = Ou(t) ) (S) = m .

Mint lathatd, a kapott atviteli fiiggvény megfelel a csillapitds hataran levd tag atviteli
fliggvényének, igy annak viselkedését és jellemzd tulajdonsagait a masodrendii rendszerek
altalanos bemutatasanal mar targyaltuk.

Legyen kovetkezd esetként az ao egyiitthato értéke nulla. Ekkor a kdvetkezd modellt
kapjuk:
ay @ () + a,y V() = bou(t), y(ty)) =0, yP(t,) =0.

Feltételezve, hogy a tobbi egyiitthatd nem nulla, irjuk fel az atviteli fiiggvényt a
kovetkezd 1 valtozok bevezetésével:

a, a, 1
TZ =_= T, =— , G =
2 b, 17 b, (s) T?s2 +Tys
Alakitsuk at az atviteli fliggvényt a kovetkezé mddon:
G(s) = 1 1 1 1 1 T T T
YT T2+ Tys Ths TP “Ts Ts+1’ A
T—1$ +1
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Mint lathatd, a tagot felbontottuk egy 77 id6allandoval rendelkezd integrald tag és egy T
id6allandoju elsérendli ardnyos tag szorzatara, ami a két tag kozotti soros kapcsoldsnak
felel meg.

Hatarozzuk meg a kapott atviteli fiiggvény segitségével a tagcsoport jellemzd
valaszfliggvényeit. Az dtmeneti fliggvény:

1 1 1 1
Y = 6V = (7 )::m'ml-

T;s Ts+1

A kapott kifejezést visszatranszformalva

() = %(v(t) -7 (1 - e—%)> .

A valaszfliggvényben egyrészt jelentkezik az integrald hatds, hiszen az egységugras
bemenetre a kimeneten 1/T; meredekségili sebességugrast kapunk, amit modosit az
elsérendii tag hatésa.

A sulyfiiggvény esetében hasonld kovetkeztetésre juthatunk:

1 1 1 1
Y(s)=G(s)U(s)=<— )'1:ﬁ'Ts—+1'

T,s'Ts+1
1 t

h(t =—<1— ‘f),
3] T e

tehat az atmeneti fliggvényhez hasonloan itt is megjelenik az integrald hatéas az allandosult
allapotban, melyet az elsérendli, aranyos Osszetevd az atmeneti szakaszban modosit.
Hasonlo megfigyelést végezhetiink el a sebességugrasra adott valaszfliggvény esetében is.

Osszefoglalva megallapithatjuk, hogy ha csak derivald tagok szerepelnek a masodrendii
tag bemenet — kimenet modelljének baloldalan, akkor integrald jellegli viselkedést kapunk,
melyet az elsérendii ardnyos Gsszetevd hatdsa modosit.

Specialis esetként vizsgaljuk meg, ha mind az ao, mind az a; egyiitthaté nulla. Ekkor a
kovetkezé modellt kapjuk:

Gy @ () = bou(®),  ¥(ty) =0, yD(t) =0.

A tag atviteli fiiggvénye a kdvetkezd alaka

b, 1 1
a,s Z2¢2 Tfs
0
A kapott alakbol konnyen belathato, hogy ez a tag tigy viselkedik, mint két, egymasutan
sorosan kapcsolt, egyarant T; paraméterrel rendelkezd integrald tag. Ennek megfelelden az

atmeneti fliggvénye gyorsulas jellegii lesz, mig a sulyfliggvénye sebességugras jellegii.
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5.6. Magasabb rendii tagok

A harom, vagy annal nagyobb derivaldsi fokszammal rendelkezd tagokat Osszevonva
targyaljuk a kovetkezékben. Induljunk ki az altalanos bemenet — kimenet modellbdl:

@,y ™) + a1y V@) + -+ a,y D () +agy(t) = boult) ,
ahol
n>3, y@ D (ty) = =y(t,) =0 .

Tegyiik fel, hogy az ao egylitthatd biztosan nem zérus, €s altalaban tételezziik ezt fel a
tobbi egylitthatora is részben trivialis okok miatt, részben pedig egyszeriisitésként. Ekkor a
kovetkezd alakra irhatjuk 4t a rendszert:

ap-1

a a b
B0 (6) 4 L1y (1) 1k Dy D) 4 y(0) = ()
ao Ao Qo

0

mely egyenlet a masodrendii rendszerek esetében bevezetett idéallandok altalanositasaval
az alabbi lesz:

Try™(6) + Tty @D () + -+ + Ty @ () + y(£) = Ku(t) .
Ebbdl az atviteli fliggvény:

K
Tpst+ Trtsn 14+ Tys+1°

G(s) =

Mint lathato, az altalanos n-ed rendi tag karakterisztikus polinomja is n-ed rendd, igy
annak megoldédsa sordn n darab polust kapunk, melyek lehetnek egyarant valosak, illetve
komplex konjugélt gydkparak. Ha meg tudjuk hatdrozni a polusokat, akkor konnyen
belathatd, hogy a polusok jellegének filiggvényében a tag felbonthatd elsérendii (valds
poélusok) és masodrendli (komplex polusok) tagok szorzatira. Ennek alapjan az
altalanositott vizsgéalatnal figyelembe vehetjiik az elsé és masodrendii rendszerek
bemutatasanal leirtakat.

A magasabb rendii tagok atmeneti figgvénye a kdvetkez6 modon irhato fel:

1 4 A A
Y(s) = G(s)U(s) =K<—+ b —" ) ,
S STPp1 S—D2 S~™DPn

y() = K(1(t) + AjePrt + AyeP2t + - + A, ePnt) |

ahol p1,.., pn a tag poOlusai, Ay,..., An pedig a parcidlis tortté torténd atalakitaskor kapott
egyiitthatok. A valaszt tehat két részre bonthatjuk fel:

n
y@t) =K+ KZAiepit ,
i=1

ahol az els6 tag az 4llandosult allapotat adja meg a tagnak, a masodik kifejezés pedig az
induld allapotbol az allandosult allapotba atvezetd szakasz viselkedését irja le. A
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masodrendl rendszerek altalanositott vizsgalatanal belattuk, hogy az allandosult allapot
csak akkor alakul ki, ha valamennyi polusra igaz, hogy azok vagy negativ valos, vagy
negativ valosrészli komplex értékii szamok. Ha ez teljesiil az adott n-ed rendli rendszerre,
akkor az atmeneti fiiggvény vagy aszimptotikusan simulva (valamennyi gyok negativ
valos), vagy csokkend amplitidoji lengésekkel (van a gyokok kozott negativ valds részii
komplex gyokpar) all be az erdsités altal meghatarozott értékre. Ha a polusok kozott van
olyan, amelyik nulldval egyenld, akkor a tag viselkedése arra a masodrendii tag
viselkedésére hasonlit, melynél csak a két derivalo tag szerepelt a kimeneti oldalon, vagyis
az ao egyiitthatd értéke 0. Az ilyen tagokat, mint tobb tarolds integraldé tagokat
vizsgalhatjuk. Ha a polusok kozott van nulla valdsrészii gyokpar, akkor a kimeneten egy
allando szinuszos jellegli lengés alakul ki, mint azt a zérus csillapitasi tényezdji
masodrendt tagokndl lattuk. Végiil, ha a polusok kozott van pozitiv valds vagy pozitiv
valos részii gyokpar, akkor a tag a masodrendii rendszereknél leirt csillapitatlan kimenettel
valaszol az egységugras bemenetre.

Hasonlé kovetkeztetésre jutunk a sulyfliggvény vizsgalata esetén is. A megfeleld
Osszefliggések itt a kovetkezok:

C C C
Y(s)=G(s)U(s)=K< T B )
S—P1 S—D2 S —Dn

y(t) = K(CiePrt + CyeP2t + - + CePnt) .

A kapott valaszfliggvénynek megfelelden a sulyfliggvény is csak akkor all vissza a
kiindulasi értékére, ha valamennyi p6lus negativ valdés vagy negativ valosrészii komplex
értekll szam. Az egyes esetek az atmeneti fliggvénynél leirt modon szarmaztathatok a
masodrendl rendszerek altalanositasaval.

5.7. Differencialo tagok

A dinamikus tagok kozott kiilonleges helyett foglalnak el azok tagok, ahol a kimenet
tisztan a bemenet megvaltozasatol, vagyis derivaltjatol fligg. A legegyszerlibb ilyen tag a
kovetkezd modellel jellemezhetd:

agy = byu®

A felirt modell nem felel meg az oksagi szabalynak, tehat ilyen miikodésnek megfeleld
fizikai rendszert nem lehet alkotni. A késObbi altalanositashoz vizsgaljuk meg ennek a
tagnak a tulajdonsagait.

Tételezziik fel, hogy egyik egyiitthaté sem nulla, és alakitsuk at a modellt a kdvetkezd
modon:

ahol a Tp paraméter a differencidlési idéallando. A tag atviteli fiiggvénye:
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G(s) =Tps.

Az atmeneti fliggvény:
1
Y(s) =G(s)U(s) = TDSE =Tp = y(t) =Tpé(t) ,

tehat a kimeneten a bemenet derivaltja, egy Tp teriiletti impulzus jelenik meg. Ugyanezt a
levezetést elvégezve a sulyfliggvény esetében is, a kimeneten a Dirac-impulzus derivaltjat
kapjuk, mig a sebességugras esetében ugrasfliggvény jelenik meg.

Modositsuk a differencidld tag modelljét gy, hogy az a gyakorlatban elvileg
kivitelezhetd legyen:

a,y® +ayy = bju® |
Feltételezve itt is, hogy egyik egylitthatd sem nulla, alakitsuk at az egyenletet:
ﬂy(l) +y = ﬁu(l) )
ao ao
Ty® +y = Tou® |

Az atviteli fliggvény:

Tps
T;s+1°

G(s) =

vagyis a tag egy tiszta differencidlo és egy elsérendli aranyos tag ereddjeként foghato fel.
Az atmeneti fliggvény segitségével vizsgaljuk meg a tag miikodését:

Tps 1 Ty

V) =66 =5 775 T+ 1

T, _t
- y(t) =T—e LET
1

Mint lathato, a t = 0 id6pontban van egy impulzusszerii elfutast tapasztalunk, majd a tag
visszadll a kiindulési értékre. Ha a T paraméter értékét elegendden kicsinek valasztjuk,
akkor a tag viselkedése jO kozelitéssel emlékeztet a tiszta differencidld tag miikodésére,
hiszen a kezdd id6pontbeli elfutds nagy, a lecsengés pedig gyors lesz.

A sulyfiiggvény esetében a kovetkezd 0sszefliggéseket kapjuk:
Tps . Tp Tp 1

1= D
Tis+1 T, T,Tys+1

T, T, _t
= t)==6(t)——=e T
y(t) T15(t) lee 1,

Y(s) =G(s)U(s) =
tehat a t=0 id6pontban az impulzus tag miatt van egy pozitiv iranyu elfutds, amit

kozvetleniil utdna az exponencidlis tag negativ eldjele miatt egy ellenkezd iranya elfutds
kovet, igy kozelitve az egységimpulzus derivaltjat.
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5.8. Feladatok dinamikus tagok vizsgalatanak
témakorébol

1. Elsorendii tag atmeneti fiiggvénye
Hatdrozza meg az aldbbi bemenet — kimenet modellel jellemzett tag atmeneti

fliggvényét!
6y (t) + 2y(t) = 4u(t) .

A megoldas menete:

Atviteli fiiggvény: G(s) = =2

65+2  3s+1

Paraméterek: erdsités K = 2, idoalland6 7= 3s
Bemend jel: u(t) = 1(t) = U(s) = i

Kimenet meghatarozéasa az operator tartomanyban:

2 1 2

YE) =66 =37 537D

Kimenet meghatarozasa az idétartomanyban:

2 __4A, B
s3s+1) s 3s+1

2=ABs+1)+Bs = A=2, B=-6
Y(s) = 2 6 5 1 1
VTS T3+l “\s s+1
t
y(®) =2(1(0) - e7)
Az atmeneti fliggvény viselkedésének vizsgélata:

t=0  y(0)=1-1=0
t - oo y(0) =2(1-0)=2 (=K)

oG = S, ()

Y(s) =

3

2. Elsorendii tag atmeneti fiiggvénye, ha bemend jelnek a derivaltja is szerepel

Hatdrozza meg az aldbbi bemenet — kimenet modellel jellemzett tag atmeneti
fliggvényét!
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6y D (t) + 2y(t) = 2u®(t) + 4u(t)

A megoldas menete:

25+4  s+2
65+2 3s+1

Atviteli fiiggvény: G(s) =
Paraméterek: erosités K = 2, id6allandd 7= 3s, szamlalébeli idoallando: Ts, = 0,5s
Bemend jel: u(t) = 1(t) = U(s) = =

Kimenet meghatarozéasa az operator tartomanyban:

s+2 1 s+ 2

V() =G6UG) =5 -7 7= s(3s+1)

Kimenet meghatarozasa az idétartomanyban:

s+ 2 A B

Y e ————
(s) s(3s+1) s+35+1

s+2=A(Bs+1)+Bs = A=2, B=-5
2 5 1 5 1
=t S el E 1)

3s+1 s 6s+%

y(®) =2(1(t) - 273)

Az atmeneti fliggvény viselkedésének vizsgalata:

5\ 1 T,,
t=20 y(O)—2<1—€)—§ = KT

t - oo y(0) =2(1-0)=2 (=K)

3. Visszacsatolt elsorendii tag atmeneti fiiggvénye

Legyen az elsérendii tag atviteli fliggvénye: G(s) = i Csatolja vissza negativan a

tagot, és hatarozza meg a visszacsatolt rendszer atmeneti fliggvényét!
A megoldas menete:

A tag paraméterek: erdsités K = 1, id6alland6 7= 1s

A visszacsatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:

G(s) L1

s+1

G = s s
e(s) 1+G() 145 s+2

0,5

A visszacsatolt rendszer paraméterei: G, (s) = Teerl

K,=05 7,=0,5
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Atmeneti figgvény:

0,5 1 0,5
s

Y(s)=Ge(U(S) =777 5=

~ 5(0,55 + 1)

y(®) = 05 (1(8) - e7%) = 0,5(1(t) — e™*)

4. Parhuzamosan csatolt elsorendii tagok dtmeneti fiiggvénye

Legyen adott két elsérendii tag az alabbi atviteli fliggvénnyel

Gi(s) = Gi(s) =

s+1"° 4s +1°

Csatolja parhuzamosan a két tagot és adja meg a kapott tagcsoport bemenet —
kimenet modelljét és atmeneti fliggvényét!

A megoldas menete:
A parhuzamosan csatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:

N 2 6543
s+1 4s+1 4s2+5s+1

Ge(s) = G1(s)+Ga(s) =

A tagcsoport eredé bemenet — kimenet modellje:

Y(s)_ 6s + 3
" U(s) 4s2+5s+1"°

4s2Y(s) + 5sY(s) + Y(s) = 6sU(s) + 3U(s) ,
4y@ () + 5yD(t) + y(t) = 6u®(t) + 3u(t) .

A parhuzamosan csatolt elsdrendii rendszerek ereddjeként tehat olyan masodrendii
rendszer alakul ki, melynek a szadmlalojaban els6fokti polinom szerepel. A

: Y _3(2s+1) _ _ _
visszacsatolt rendszer paraméterei: G,(s) = I K,=3, T,=2, { =
1,25, T,, = 2

(A masodrendii rendszerek paramétereinek értelmezése az azokat bemutatd
fejezetben talalhato.)

Atmeneti figgvény:

Y(s) = G.(s)U(s) = 6s+3 1_ 6s+3
8= b SIS = e T ss 1 1 s s(4s2+5s+1)
6s+3 A B c

Y)=———=———+——
() s(4s+1D(s+1) s s+1 4s+1
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6s + 3 6s +3 6s + 3

A=@wroenl, > Pl T TS ADl g 0
Y()—3+ -1 -8 _3<1 11 2 1 )
T T+ "Tas+1 °\& 3541 354025

y(t)=3 (1(t) - %e‘t - 29_0'2“) =3 —et—2e7025t >0

Az atmenti fliggvény diagramja:

3

bemend jel

exp(-t)

1 / exp(-0,25t)

= jtmeneti
0 T e fuggvény

5. Sorosan csatolt elsorendii tagok dtmeneti fiiggvénye

Legyen adott két elsérendi tag az alabbi atviteli fliggvénnyel:

Gi(s) = Gy(s) =

4s+1°

Csatolja sorosan a két tagot és adja meg a kapott tagcsoport bemenet — kimenet
modelljét és atmeneti fliggvényét!

s+1’

A megoldas menete:

A sorosan csatolt rendszer eredd atviteli figgvénye:

1 2 2

Cels) =l 08 = T T T i s 4 1

A sorosan csatolt elsdrendii rendszerek ereddjeként tehat olyan masodrendii
rendszer alakul ki, melynek a szamléal6jaban nulladfokd polinom, azaz konstans
szerepel.

A tagcsoport eredé bemenet — kimenet modellje:

Y(s) B 2
U(s) 4s2+5s+1"’

4y@ () + 5yD(t) + y(t) = 2u(t) .

Ge(s) =

A visszacsatolt rendszer paraméterei: K, =2, T,=2, {(=1,25.
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(A masodrendii rendszerek paramétereinek értelmezése az azokat bemutatd

fejezetben talalhato.)

Atmeneti figgvény:
2 1 2
Y(s) = G,(s)U(s) = =
(s) (DU(s) 4s24+5s+1 s s(4s2+5s+1)
vio) = 0,5 A B C
= GT025967D s st1T5+025
. 0,5 _, o 05 _2 . __05 __,2
T (s+025)(G+ DI, Ts(s+029)l__, 3 7 T sGs+DI g, 3
Vi) =2+ 2 N —22 _2<1+1 1 4 1 )
ST s +1 7 5+025 “\s"3s5+1 3s5+025

2 8
y(t) =2 (1(t) + %e‘t — ;e_O'ZSt) =2 +§e—t _§e—0,25t t>0

Az atmenti fliggvény diagramja:

2
bemend jel
exp(-t)
1
exp(-0,25t)
0 r T 7 i atmeneti
0 5 10 15 20 fuggveny

6. Elsorendii tag sulyfiiggvénye
Hatarozza meg az aldbbi bemenet — kimenet modellel jellemzett tag atmeneti
fliggvényét!
6y (t) + 2y(t) = 4u(t)

A megoldas menete:
4 2

65+2  3s+1

Atviteli fiiggvény: G(s) =
Paraméterek: erosités K = 2, idéallando 7= 3s
Bemend jel: u(t) =8(t) => U(s) =1

Kimenet meghatarozéasa operator tartomanyban:
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2 1
1_

Y(s) =G(s)U(s) = =351

3s+1

W=

Kimenet meghatérozéasa idétartomanyban:

2
y(t) = §€_§
A sulyfiiggvény viselkedésének vizsgalata:
2 2 K
= : = — 0 = — = —
t=0 y(0) 3¢ =3 = ( T)

2
t—> oo y(oo):ge—oo:()

7. Elsorendii tag sulyfiiggvénye, ha a bemend jelnek a derivaltja is szerepel
Hatarozza meg az aldbbi bemenet — kimenet modellel jellemzett tag atmeneti

fliggvényét!
6y D () + 2y(t) = 2u®(t) + 4u(t)

A megoldas menete:

2s+4 _ s+2
6s+2  3s+1

Atviteli fiiggvény: G(s) =
Paraméterek: erosités K = 2, id6allandd 7= 3s, szamlalobeli idoallando: Ts; = 1s
Bemend jel: u(t) =8(t) => U(s) =1

Kimenet meghatarozéasa operator tartomanyban:

s+2 s+ 2
Y(s)=G)U(s) =3 =7 1=3"7

Kimenet meghatérozésa idétartomanyban:

1
s+

s+2_§(3s+1)Jr >
3s+1 3s+1 3s+1

1 5
Y(s) = _§+€.

W=

W[+

YO = 360 + e
Az atmeneti figgvény viselkedésének vizsgélata:

t=0 y(0) = o

to>o  y(e)=0
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8. Visszacsatolt elsorendii tag sulyfiiggvénye

Legyen els6 rendii tag atviteli fliggvénye: G(s) = i Csatolja vissza negativan a
tagot, és hatarozza meg a visszacsatolt rendszer sulyfiiggvényét!
A megoldas menete:

A tag atviteli fuggvénye: G(s) = i

Paraméterek: erdsités K = 1, idéallando 7= 1s

A visszacsatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:

G(s 1 1
Ge(s) = 1 (G) = S+11 = 2
+G6(s) 1+ s+
A visszacsatolt rendszer paraméterei: G,(s) = 5 &(;);5+1 K,=05 7,=05
Atmeneti figgvény:
0,5 1
Y(s) =G,(s)U(s) = 1=

055+1 = s+05

y(t) = e0s

9. Parhuzamosan csatolt elsorendii tagok sulyfiiggvénye
Legyen G1(S) és Gz(s) két elsérendii tag az alabbi atviteli fliggvénnyel

2
4s + 1

Csatolja parhuzamosan a két tagot és adja meg a kapott tagcsoport sulyfiiggvényét!

Gi(s) = Gi(s) =

s+1’

A megoldas menete:

Az elsd tag atviteli fliggvénye: G,(s) = — K=1t=1

s+1

A masodik tag atviteli figgvénye: G,(s) = 452+1 K=21=4

A parhuzamosan csatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:

1 2 6s + 3
Ge(s) = G()+G() = 7+ g T = a2 15541
K,=3, T,=2 (=125, T,=6
Sulyfiiggvény:
6s + 3
V)= 6OV =g g1
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6s +3 A N B
(4s+1)(s+1) s+1 4s+1

Y(s) =

6s +3 6s+3
= =1 B= =2

T 4s+ 1, s+ 112 _g2s

Y(s) = ! + 0,5 1
1T 55025

y(t)=e*t—05e%* t=>0

A stlyfiiggvény diagramja:

1,6 A
1,4
1,2

2\

0,8 exp(-t)

0.6 1 exp(-0,5*t)
0,4 -

0.2 —sllyfliggvény
0 I¥\¥I T ;

1d6 (s)

Jelérték

10. Sorosan csatolt elsorendii tagok sulyfiiggvénye
Legyen G1(s) és Gz(s) két elsérendii tag az alabbi atviteli fliggvénnyel

Gi(s) = Gy(s) =

4s+1
Csatolja sorosan a két tagot ¢és adja meg a kapott tagcsoport stlyfiiggvényét!

s+1’

A megoldas menete:

Az elsé tag atviteli fliggvénye: G,(s) = i Ki=11=1

A masodik tag atviteli figgvénye: G,(s) = “Zi K,=2,1,=4

A sorosan csatolt rendszer eredd atviteli figgvénye:

2 2

G.(s) = G,(s) - G, (s) = : -
e(s) =G.(8)-G(8) = 9 T T = 1o s 7 1
K,=2, T,=2 (=125

Sulyfiiggvény:
2

Y(S) = Ge(S)U(S) = m -1
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v(s) = 0,5 _ A, B
VT +025G+1) s+1 5+0.25
0,5 2 0,5 2
A= =—- B=——"__ =
s+025l_, 3 s(s+025I,_, 3
_2 2
YS — 3 + 3
(s) s+1 s+4+0,25

y(t) = ge“"z“ — ge‘t, t>0.

A sulyfiiggvény diagramja:

Jelérték
=

\ exp(-Y
0,4 exp(-0,25*t)

k\\ —sulyfliggvény
0,2

11. Elsorendii tag sebességugras valaszfiiggvénye
Hatérozza meg az alabbi bemenet — kimenet modellel jellemzett tag sebességugras

valaszfiiggvényét!

1/0 modell: 6y () + 2y(t) = 4u(t)

A megoldas menete:

Atviteli fiiggvény: G(s) = S K=2,7=3s

65+2  3s+1

Bemend jel: u(t) =v(t) = U(s) = Slz

Kimenet meghatarozésa operator tartomanyban:

2 1 2

Y(s) =G(s)U(s) = 3s+1 s2 - 353 + 52

Kimenet meghatarozéasa idétartomanyban:
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Y(s) = 2 _A+B+ C

s T s2(B3s+1) sz s 3s+1

A= 2 =2 C—z =18
T 3s+ 1l _szsz_%_

2=23s+1)+Bs(3s+1)+18s2 = B=—-6
V() =2 — 2418 =2~ 23
5275 3s+1 “\s2 s s+%
t

y(®©) =2(v(t)—3-1(t) +3e75) = 2t — 6+ 67 t>0

A sebességugras valaszfiiggvény viselkedésének vizsgalata:
t=0 y0)=0-6:-1+6-1=0
t>o  y(0)=2(0—3+0)= o

dy(t) _t dy(t)
= _2(1—0—e s) = — g

dy(t)
dt

=2 (=K)

t=10(t>»7)

Jelérték

t

/ / —1(t)
1 / / exp(-t/3)

seb.valaszfv.

\
AN

Id6 (s)

12. Elsorendii tag sebességugras valaszfiiggvenye, ha a bemend jelnek a derivaltja is
szerepel

Hatérozza meg az alabbi bemenet — kimenet modellel jellemzett tag sebességugras
valaszfliggvényét!

/0 modell: 6y () + 2y(t) = 2uMD(t) + 4u(t)
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A megoldas menete:

Atviteli fiiggvény: G(s) = A K=2,7t=3s,Tsz=1s

65+2  3s+1
Bemend jel: u(t) =v(t) = U(s) = Slz
Kimenet meghatarozésa operator tartomanyban:

s+2 1 s+ 2

Vi) =666 =377 =337

Kimenet meghatarozésa idétartomanyban:

s+2 A B C

Y($) =—m——=—+—+
(s) s2(3s+1) s s 3s+1
_s+2 _y C_s+2 _ 15
T 3s+ 1l T 82 Sz_%_

s+2=23Bs+1)+Bs(3s+1)+ 1552 = B=-5

seb.valaszfv.

Y()_Z 5+ 15 _21 51_}_5 1
VT2 T T 3541 O s s+%
y(t) = 20(t) = 5-1(t) +5e 5 =2t —5+5e75 , t>0.
A sebességugras valaszfiiggvény viselkedésének vizsgalata:
t=0 y(0)=0-5-1+5-1=0,
t > y(o0) =2(c0—2,54+0) = 0 .
= 6 A
2
4 //
—t
3
/ —1(t)
2
exp(-t/3)
1
0

1d6 (s)

13. Visszacsatolt elsorendii tag sebességugras valaszfiiggvénye
1

Legyen els6 rendii tag atviteli fiiggvénye: G(s) = —7- Csatolja vissza negativan a

+1°

tagot, és hatarozza meg a visszacsatolt rendszer atmeneti fliggvényét!
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A megoldas menete:

A tag atviteli fuggvénye: G(s) = — K=1,7=1s

s+1

A visszacsatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:

1
Ge(S) = S+—2 Ke = 0,5 Te = 0,5

Sebességugras valaszfiiggvény:
1 1 1
M) =6V = w =i
0,5 0,25+0,25_1 1 1 1+1 1
52 S s+2 2 s 4 s 4 s+2

y(t) = 0,5v(t) — 0,25 - 1(¢t) + 0,252t = 0,5t — 0,25 + 0,25¢7%¢ t>0

Y(s) =

Jelérték
(03]

4

3 / t

2 / — —1(t)
/ exp(-2t)

1
<~ seb.valaszfv.
0 . T T |4)
0 1 2 3 4 5
1d6 (s)

14. Parhuzamosan csatolt elsorendii tagok sebességugras valaszfiiggvénye

Legyen adott két elsérendii tag az alabbi atviteli fliggvénnyel

2
G =51 G955
Csatolja parhuzamosan a két tagot, és adja meg a kapott tagcsoport sebességugras

valaszfliggvényét!

A megoldas menete:
Az elsd tag atviteli fliggvénye: G,(s) = i K=17t=1

2
4s+1

K=2,1=4

A masodik tag atviteli figgvénye: G,(s) =

A parhuzamosan csatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye:
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2 6s+3
Ge(s) = G()+G() = 7+ g T = 2 15541
K, =3, T,=2, (=125, T,=6
Sebességugras valaszfiiggvény:
6s + 3 1 6s+ 3
Y(s) = G,(HU(G) = —5——— =
(s) (UG 452 + 55+ 1 s2 4s*+ 553 + 52
v _ 6s +3 _A B c D
O = Zm+nerD 25 Tsrit Tl
A= 6s +3 _3 c= 6s +3 —1 p= 6s+3 _ 3y
T (As+D(s+ 1) s=0 - S s2(4s+1) =1 B s2(s+1) 5=-0,25 -

6s+3=3(s+1)(4s+1)+Bs(s+1)(4s+1) +s%(s+1)(4s + 1) + 32s%?(s + 1)(4s + 1)

= B=-9
Y()—3 9+ 1 N 32
S_sz s s+1 4s+1

y@)=3v(t)—9-1(t)+e *+8e > =3t—9+e " +8e %%, t=>0.

A sebességugras valaszfliggvény diagramja:

% 9 A
5 8 /
N /
6 / SE—
5 /
4 /S —1(t)
3 S exp(-t)
i
2 exp(-0,25*t)
1 4 .
0 - 7. : : : - o seb.vélaszfv.
0 1 2 3 4 1d6 (s)
15. Sorosan csatolt elsorendii tagok sebességugras valaszfiiggvénye
Legyen adott két elsérendii tag az alabbi atviteli fliggvénnyel
G =—, G = .
(=7 GO =5
Csatolja sorosan a két tagot, és adja meg a kapott tagcsoport sebességugras

valaszfiiggvényét!
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A megoldas menete:

Az elsé tag atviteli fliggvénye: G,(s) = — K =11=1

s+1

A masodik tag atviteli figgvénye: G,(s) = 2 Ky=2t1,=4

4s5+1
A sorosan csatolt rendszer eredd atviteli figgvénye:

2 2
s+1 4s+1 4s2+5s+1

Ge(s) = G1(s) - G2(s) =

Sebességugras valaszfiiggvény:

2 1 2

Y(s) =G, (s)U(s) = 452 155+ 1 52  s2(4s2 +5s+ 1)

2 A B C D
Zas+DGHD) 2 s ts¥1 am+1
A= 2 | g =t | -2 p__Z%
4s+ D+ DI, s?(4s+ Dl __, 3 s2(s+1) e==025

Y(s) =

—422
73

2=2(s+1DMAs+1)+Bs(s+D@s+1) — gsz(s +1D)4s+ 1) + 42§s2(s +1)(4s + 1)

= B=-10

2 2
y(t) = 2v(t) —10-1(t) — §e_f + 1059—0,251: _

2 2
=2t—-10 —§e_t + 1058_0'2“, t=0

A sebességugras valaszfliggvény diagramja:

Jelérték
(0]

—t

3 / ,
/ / —1()
/ exp(-)

exp(-0,25*t)

seb.valaszfv.

0 1 2 3 4 5 1dé(s)
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6. Stabilitasvizsgalat

Az iranyitastechnikai rendszerek miikodésének egyik legfontosabb kritériuma a stabilités.
Bar a stabilitast, mint fogalmat a hétkoznapi életben is haszndljuk, de a miiszaki
szempontbol torténd vizsgalatahoz célszerli pontos definiciokat megfogalmazni a pontos
értelmezéshez és az ezeken alapuld vizsgalatok elvégzéséhez. A kovetkezokben — maradva
a bemenet-kimenet modellek vizsgélatanal — eldszor a folytonos idejii rendszerekre
vonatkoz6 legfontosabb stabilitds definiciokat adjuk meg, majd a stabilitds elvi
értelmezésével és a vizsgalatara vonatkozd legfontosabb modszerekkel foglalkozunk. A
fejezet végén itt is példakkal segitjiik a feladatok megoldasanak elsajatitasat.

A stabilitas szemléltetésére alljon itt a kovetkezd egyszerii példa. Helyeziink egy golyot
egy tokéletesen félgdmb alakt edény aljdba, majd egy tetszéleges irdnyban, adott mértékig
téritsiik ki golyot. Elengedés utan, a golyd néhany oda-vissza gurulds utan visszatér az
eredeti helyzetébe. Forditsuk meg ezt az edényt, és helyezziik rd igy a golyot. Ekkor,
feltéve, hogy megtalaltuk az egyensulyi pontot, ha ebbdl eltavolitjuk, az elgurul. Végiil, ha
ezt a golyot egy asztalra helyezziik, majd itt azt elmozditjuk, akkor a golyd nem tér ugyan
vissza az eredeti helyzetébe, de nem is tavolodik el attdol. Az elsd helyzetet konnyen
azonosithatjuk a stabil allapottal, mig a méasodikat az instabilitassal vagy labilis helyzettel.
Ugyanakkor a fizikai példa azt is megmutatja, hogy a stabilitasnak is vannak korlatai (itt az
edény széle), és az instabil allapotban sem a végtelenbe tart a kimenet, mint azt az elvi
vizsgalatoknal jelezziik. A harmadik eset azonban egy koztes allapot, melyet stabilnak
biztosan nem tekinthetiink, hiszen a rendszer nem tért vissza a zavaras utan az eredeti
allapotaba, de azt a fajta labilitdst sem mutatta, amikor a kiindulési helyzetétdl tetszdleges
mértékben eltavolodott.

6.1. Stabilitasdefiniciok

6.1.1. Korlatos bemenet — korlatos kimenet (BIBO) stabilitas definicidoja

Egy rendszert korlatos bemenet — korlatos kimenet (rtoviden BIBO) stabilnak neveziink, ha
korlatos bemendjelet alkalmazunk egy tetszdleges vizsgélati iddintervallumban:

lu(t)| <M;, —o<ty<t<o,
akkor a tag kimenetén megjelend jel is korlatos:
ly(®)| <M, toy<t<o,

ahol M1, M, < oo tetszbleges pozitiv értékek és to a kezdeti iddpont. A BIBO rovidités a
bounded input, bounded output angol kifejezésbodl szarmazik.

A definicionak megfelelden tehat, ha a tagot véges nagysagli bemenet éri, és a ra adott
valasza is egy korlaton beliil marad, akkor azt mar, legalabbis BIBO értelemben stabilnak
nevezhetjiik.
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Belathato, hogy egy rendszer akkor és csak akkor BIBO stabil, ha
flh(t)dtl <M< oo,

0

tehat a stlyfliggvényének abszolit integralja korlatos.

Ennek a tételnek az alkalmazdsdval mar elméletileg van lehetdségiink a stabilitds
vizsgalatara, azonban a gyakorlatban ennél egyszeriibb modszerekkel is eldonthetjiik azt.

A BIBO stabilitds viszonylag gyenge stabilitast definial, hiszen csak annyit var el a
rendszert6l, hogy véges mértékii zavards esetén a kimenete is korlatok kdzott maradjon.
Ennél szigorubb stabilitas definiciora is sziikkség van a rendszerek mikodésének
vizsgalatahoz, ez az aszimptotikus stabilitas.

Az aszimptotikus stabilitds értelmezésé¢hez eldszor is értelmezzikk a nulla bemeneti
dllapotot. Legyen egy n-ed rendii, lineéris iddinvarians rendszer bemenete zérus, (u(t) = 0,
to < t< w0), a kimenete pedig a to idOponthoz tartozd kezdeti feltételek miatt valamilyen y(t)
idoéfliggvény. Ekkor a kimenetet a kovetkez6 modon adhatjuk meg a kezdeti feltételek
fliggvényében:

y(©) = ) gy P (),
k=0

ahol gi(t) jeloli az y(M(to) kezdeti feltételektdl fliggd, a nulla bemenet melletti valasz
(k+1)-edik komponensét.

Ezt a nulla bemeneti allapotot legkdnnyebben, mint a magara hagyott rendszer esetét
értelmezhetjiik. Olyan rendszert vizsgalunk, ami valamilyen meghibdsodéas miatt kikertilt
az iranyitas alol, és igy miikddik tovabb az irdnyitds megsziinésének pillanataban érvényes
jellemzdinek fliggvényében.

6.1.2. Az aszimptotikus stabilitas definicioja

Egy linearis, iddinvarians rendszert tetszdleges, nem minden esetben zérus kezdeti
feltételek esetén aszimptotikusan stabilnak neveziink, ha megvalaszthat6 a kezdeti értékek
fliggvényében egy olyan M korlat, hogy a kimenet abszolut értéke ezt ne 1épje at:

IM (y(to), yD(ty), ., y<n—1>(t0)) >0 = |y(|<M<ow, VE=t,,
és
tlim y()=0.

A stabilitas nyilvanvalo feltétele, hogy a gk(t) valaszkomponensek Osszege véges
legyen, hiszen a kezdeti feltételek végesek:

© Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




112 Iranyitastechnika

YOl = > 9@ yP )] < ) 1901 [y P ()] < maxlyO(eo)] - D lgi(®)]
k=0 k=0 k=0

Vizsgaljuk meg a stabilitast a kiinduldsi bemenet — kimenet modell alapjan. Induljuk ki
ehhez a modell altalanos alakjabol:

any™ () + -+ a y D () + aoy(t) = bpu™ () + -+ + bou(t) .
Az igy felirt modell matematikai szempontbdl egy inhomogén differencidlegyenlet,
amit a matematikai analizisben tanultaknak megfeleléen tgy oldunk meg, hogy a homogén
differencialegyenlet daltalanos megoldasahoz hozzdadjuk az inhomogén egyenlet egy

partikularis megoldasat. A homogén differencidlegyenlet esetén az egyenlet jobb oldala
nullaval egyenld, igy a modell a kovetkezd alaku lesz:

apy ™ (6) + -+ a,y®(t) + agy(t) = 0.

Ez viszont fizikai szempontb6l megegyezik az aszimptotikus stabilitasvizsgalat nulla
bemeneti esetének. Az inhomogén rész megoldasaval pedig, ha létezik, akkor az uj
egyensulyi allapot jellemzdit hatarozzuk meg. A homogén egyenlet altaldnos megoldasat a
kovetkezd alakban keressiik:

y(t) = c,ePrt + ¢ eP2t + -+ cpePrt |
ahol py, ..., pn @ homogén egyenlethez tartozo karakterisztikus egyenlet gyokei, a c; értékek
pedig konstansok. Az aszimptotikus stabilitas feltétele, hogy a kimenet zérushoz tartson:
tlim y()=0.

Ez feltétel a megoldas altaldnos alakja szerint akkor fog teljesiilni, ha az exponencialis
tag kitevdje a -co-be tart. Miutan az id6 megéllapodas szerint nem vesz fel negativ értéket,
ezért ez akkor fog teljesiilni, ha p1, .., pn értékek mindegyike vagy negativ valds, vagy
negativ valos részii komplex konjugélt gyokpar:

Re{p;} <0 Vp;, i=1,..,n.
Belathatdo az is, hogy a homogén egyenlet altalinos megoldésa tulajdonképpen a
rendszer sulyfiiggvénye, hiszen
Y(s) = G(s)U(s),
ha
u(t) =6() = U(s)=1,
akkor
Y(s)=G(s) = y(®)=h®)=L(G(),

azaz a stabilitas a stlyfliggvény segitségével is megfogalmazhato:

tlim h(t) =0 .
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Ennek megfeleléen, ha a stabilitdst az atviteli fiiggvény segitségével operator
tartomanyban akarjuk vizsgalni, akkor ehhez az alabbi atviteli fliggvény nevezdjének a
gyokeit, vagyis a polusokat kell ellendrizni:

Y(s) _bps™+--+by by (s=2z) i (s—2y)

G(s):U(S)_ a,s™ + -+ a, :a_o'(s—pl)-...-(S—Pn) '

ahol a py, ..., pn értékek a nevezd polinomjanak a gyokei, vagyis a polusok, mig a zi, ..., Zm
értékek a szamlald polinomjanak a gydkei, vagyis a zérushelyek. Mivel az atviteli
fiiggvény polusai megfelelnek a homogén differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus
egyenlet gyokeinek, igy a stabilitds vizsgalat elvégezhetd ezek segitségével is. A magara
hagyott rendszer tehat aszimptotikusan stabil, ha a pdélusai a komplex szamsik baloldalan
helyezkednek el, vagyis mindegyik polus vagy negativ valds, vagy negativ valds részii
komplex gyok.

6.1.3. Aszimptotikusan stabil rendszer viselkedése egységimpulzus
bemenet esetén

Egységimpulzus bemenet hatdsdra a rendszer kimenetén a sulyfiiggvény jelenik meg
valaszként. Az el6zd pontban levezetetteknek megfelelden a sulyfiiggvényt a kdvetkezd
levezetés eredményeként kaphatjuk meg. Legyen a tag bemenet — kimenet modellje a
kovetkezo:

any ™ () + -+ ay D () + aoy(t) = bou(t) .
Ekkor az atviteli fliggvénye:

Y(s) _ by _ by 1
U(s) apst+-+ay ay (s=p)-o-(s—py)

G(s) =

A sulyfiiggvény
Y(s) =G(s)U(s),
u(t)=6() = U(s)=1,
Y(s)=G(s) = y()=h()=L7(G(),

y(6) = £ (Z_Z ETNE 1 = Pn)) =Lt (1( : (s flpl ok Enm)) -

= K(C,eP1t + C,eP?t + .- + CpePnt) .

Az éltalanos megoldas alapjan, ha valamennyi p; pdlus negativ valos gyok, akkor a
sulyfiiggvény egy kezdeti elfutds utdn aszimptotikusan simulva all vissza az eredeti
értékére. Ha a polusok kozott van negativ valos részii gyokpar, akkor a beéllas csokkend
amplitadoji lengésekkel jatszodik le. Az ilyen viselkedésli tagokat aszimptotikusan
stabilnak tekintjiik. Ha a pdlusok kozott van olyan, amelynek értéke nullaval egyenld,
akkor a stlyfiiggvény a paraméterek altal meghatarozott értékre all be, ha a pélusok kozott
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nulla valos részii komplex gydkpar van, akkor a kimeneten egy 4llandoé amplitudoja lengés
jelenik meg. Ebben a két esetben csak a BIBO stabilitas feltétele teljesiil, hiszen a tag
kimenete nem 4all vissza a kiinduldsi értékre, de nem is tdvolodik attdl tetszdleges
mértékben. Végiil, ha a polusok kozott akarcsak egy pozitiv valos, vagy pozitiv valos részii
komplex gyokpar van, akkor a kimenet vagy exponencidlis elfutdssal, vagy ndvekvo
amplitadoji lengésekkel a végtelenbe tart, és igy természetesen a tagot instabilnak
tekintjiik.

6.1.4. Aszimptotikusan stabil rendszer viselkedése egységugras bemenet
esetén

Egységugras bemenet hatasara a rendszer kimenetén az atmeneti fiiggvény jelenik meg
valaszként. A sulyfliggvény levezetése alapjan az atmeneti fliggvény a kdvetkezdk alapjan
irhato fel. A tag modellje és atviteli fliggvénye:

any(n)(t) 4ot aly(l)(t) + apy(t) = bou(t), G(s) = I;_Z' (s—p)- 1 (s—pu)’

Az atmeneti fliggvény

u(t) =1(t) = U(s) =

)

W | =

Y(s)=G(s)U(s) = Y(s

v =L <Z_z's(s—p1) e )"

1 C C
—r-1 K'<—+ LT ) =
S S™h S~ Pn

= K(1(t) + CieP1t + CyeP2t + -+ CpePnt) .

—/

is) =
S

Az atmeneti fliggvény lefutdsara hasonld vizsgalat végezhetd el a polusok eldjelének
fliggvényében, mint a sulyfliggvény esetében. A két fliggvény menete kozti 1ényegi
kiilonbség, hogy mig a sulyfliggvény aszimptotikusan stabil esetben a kiindulési értékre all
vissza, addig az 4atmeneti fliggvény az erdsités, azaz az ardnyossagi tényezd altal
meghatarozott értékre all be:

lim y(t) =K, ha Vp;:Re{p;}<0.
A bedllés jellegét ebben az esetben is az hatarozza meg, hogy a gyokok mindegyike
negativ valos-e, vagy van-e koztiik komplex gyodkpar is. Nulla vagy nulla valos részii

gyokpar esetén az atmeneti fliggvény viselkedése nagyon hasonlo lesz a sulyfliggvényéhez.
Instabil tag esetén pedig szintén hasonlo lesz a két valaszfliggvény lefutésa.
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Osszefoglalva:
BIBO stabil rendszerek esetében korlatos bemenetre a kimenet is korlatos.

Aszimptotikusan stabil rendszer esetében a kimenet nulldhoz tart, ha a rendszert nem
zérus kezdeti feltételek mellett magara hagyjuk, vagy egységimpulzusra adott véalaszat
vizsgaljuk. Egységugras bemenet esetén a kimenet az erdsités altal meghatarozott
végértékhez tart.

A két stabilitas 0sszehasonlitasabdl lathato, hogy az aszimptotikus stabilitds az erésebb
fogalom. Ha egy jelformald tagra vagy tagcsoportra igazolhatd, hogy az aszimptotikusan
stabil rendszer, akkor ebbdl kovetkezden BIBO stabilitds is teljesiil. Ugyanakkor egy
rendszer BIBO stabilitasabol nem kdvetkezik az aszimptotikusan stabilitésa.

6.2. Stabilitasvizsgalati modszerek

Béar a stabilitasdefiniciokbol kovetkezéen az atviteli fliggvény polusai alapjan
egyértelmiien eldonthetd egy tag vagy tagcsoport stabilitdsa, a pdlusok meghatdrozésa
gyakorlatilag csak els6 vagy mdasodrendii rendszer, illetve ezek tiszta soros kapcsolata
esetén végezhetd el kozvetleniil. Magasabb rendli rendszerek esetében vagy a polusok
meghatarozasat kell valamilyen numerikus modszer segitségével megoldani, vagy mas
modszerek segitségével kell a kozvetleniil a stabilitds tényére kovetkeztetni. A
kovetkezokben ezekbdl a médszerekbdl mutatunk be néhanyat.

6.2.1. Routh-Hurwitz Kritérium

A Routh-Hurwitz stabilitasvizsgalati eljaras egy modszer csalad, ami hasonld jellegii
megoldasokat foglal Ossze. K6z0s jellemzdjiik, hogy alkalmazasukhoz fel kell irni a
vizsgalandé rendszer (tag vagy tagcsoport) eredo atviteli fiiggvényét, és ennek a
nevezdjében taldlhatd polinom egyiitthatoi alapjan donthetiink a stabilitasrol. Itt a Hurwitz

determinanson alapulé méddszert mutatjuk be.

Els6 Iépésként irjuk fel a vizsgalandé rendszer eredd atviteli fiiggvényét! Legyen ez
altalanos esetben a kovetkez6:
by,s™ + -+ b,
ApS™ + ap_S" 1+t astag

G(s) =

Az aszimptotikus stabilitdshoz a kovetkezd két feltételnek kell teljesiilnie:
1. feltétel: Legyen a nevezd valamennyi egyiitthatdja pozitiv:
Va; >0, i=012..,n.

2. feltétel: A nevezd egyiitthatonak felhasznalasaval irjuk fel a kovetkezd determinanst:
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ap-1 ap-3 ap-s 0

an an—» Ap-4 0

Hn xn — 0 ap-1 Ap-3 0
0 0 . Qg

A rendszer stabilitdsdnak masik feltétele, hogy az igy kapott determinans
foatlojara tdmaszkodo aldetermindnsok mindegyikére pozitiv értéket kell
kapni. A vizsgaland6 aldeterminansok a kovetkezdk lesznek:

Alz Ian_1| > O,

ap-1 Qp-3

Bo= | an an—2| >0,
ap-1 ap-3 ap-s
A= | an Apn-2 QApn—4| >0,
0 Ap-1 Qn-3
ap-1 ap-3 ap-s 0
an an—» Ap—4 0
An: O an_l an_3 O > O
0 0 . Qg

Ha az aldetermindnsok valamelyike negativ, akkor a vizsgéalatot nem kell
tovabb végezni, mert a rendszer instabil lesz. Elvégezhetd a vizsgélat
paraméteresen is. Ekkor valamennyi 1épésre meghatarozzuk, hogy a kérdéses
paraméter milyen értékei mellett lesz a vizsgalt rendszer stabil, majd ezeket a
tartomanyokat Osszevetve dontiink arr6l a legsziikebb tartomanyrol, melyrél
véve a paraméter értékeit a rendszer biztosan aszimptotikusan stabil lesz.

6.2.2. Nyquist-, illetve Bode-féle stabilitasi kritérium

A rendszerek stabilitdsanak vizsgilata elvégezhetd frekvenciatartomanyban is. A
vizsgalatot ekkor a visszacsatolt rendszerek stabilitasara nézve vizsgaljuk. Mindkét
modszer esetében az alapelv, hogy a visszacsatolt rendszer stabilitdsarol dontiink az
alkalmas helyen felvagott kor frekvenciatartomanybeli vizsgalata alapjan. A két eljaras a
tagok frekvenciatartomanybeli dbrazolasi modjaibol adoddan tér el.

Induljunk ki a 6.1. dbran lathato zart korbol:

Lt®—> Go(s ) .

Gu(S)

6.1. abra. Zart kor
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A visszacsatolt rendszer eredd atviteli fliggvénye a kovetkezo lesz:

Go(s) Go(s)

GeS) = TG 596G 146,05

Gy(s) = Go($)Gm(s) .

A karakterisztikus egyenlet, melybdl a polusokat meghatdrozhatjuk:
1+G,(s)=0.
Attérve frekvenciatartoményba
1+6,(jw) =0.

Ezt a kifejezést a kovetkezé mddon értelmezhetjiik: megvizsgalandd, hogy 1étezik-e a
zart rendszernek csillapitatlan szinuszos rezgési allapota, vagyis:

30)0: Gv(jwo) = _1 .

Amennyiben létezik ilyen frekvencia, akkor ilyen ay frekvenciaja w(t) jellel gerjesztve
a rendszert a y(t) kimeneten csillapitatlan lengéseket kapunk.

Ennek alapjan a Nyquist-kritérium a kdvetkezd lesz:

— Ha a felnyitott kor amplitado-fazis gorbéje — mikdzben a frekvencia 0 < w< oo
tartomanyban valtozik — éppen athalad a komplex szamsik valos tengelyének a -1
pontjan, azaz 1étezik olyan ay frekvencia, melyre G(jan) = -1, akkor a visszacsatolt
kor a stabilitas hataran van.

— Ha a felnyitott kér amplitudo-fazis gorbéje nem metszi a valds tengelyt, vagy ez a
metszéspont a -1 és 0 kdzott van, akkor a visszacsatolt kér aszimptotikusan stabil.

— Ha a felnyitott kor amplitidé-fazis gorbéje a valds tengelyt a -1 ponttdl balra
metszi, akkor a visszacsatolt kor instabil.

A Nyquist-kritérium szemléltetése a 6.2. dbran lathato:

A
Im

R
I

stabilitas hataran lévé tag

instabil tag

6.2. abra. A stabilitas vizsgalat Nyquist-digarmon
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A frekvenciatartomanybeli stabilitas kritériumok vazlatos magyarazata a kovetkezo:

Induljunk ki a visszacsatolt korbdl, melyet a B-K pontok k6zott felvagunk (6.3. ébra), és
tételezziik fel, hogy az igy kapott felnyitott kor Nyquist-diagramja éppen a -1 ponton megy

at.
w f? Gols) Y,
B
K
-|-— Gm(s)

6.3. abra. A Nyquist-féle stabilitas értelmezése

Legyen a w(t) = 0, és gerjessziik a rendszer a B pontban an frekvenciaju szinuszos y»
jellel. Ekkor a kiilonbségképzd utan az e = -y, jelet kapjuk, majd a K ponton ismét az yy jel
jelenik meg, hiszen Go(jw)Gm(jo) =-1. A jelekkel kiegészitett hatasvazlat a 6.4. abran
latszik.

e:W-yb
) +% = Go(s) Y
BLNU v

Kr'\}

Gm(s) |«

6.4. abra. A Nyquist-féle stabilitas értelmezése (folyt.)

Ha ismét 6sszekotjiik a rendszert, akkor ez a rezgés (elvileg) is fennmarad. Ha a vizsgalt
jel nem periodikus, mint példaul az egységugras jel, akkor is felbonthaté a Fourier
sorbafejtéssel olyan szinuszos ¢és koszinuszos 9sszetevore, melyek kozott ott van a kritikus

crer

Vezessiik be a fazistartalék fogalmat a kovetkezd modon. Vizsgaljuk meg, hogy az
amplitado-fazis jelleggorbe hol metszi az egység sugara kort, illetve, hogy az ebbe a
pontba mutatd irdnyvektornak mekkora lesz a valos tengellyel bezart szoge (6.5. abra).
Vegyiik a 180° és a kapott szog kozotti kiillonbséget. Az igy kapott értéket fazistartaléknak
nevezzilk. Ha a fazistartalék pozitiv, akkor a rendszer aszimptotikusan stabil, ha nulla,
akkor a stabilitds hatdran van, ha negativ a fazistartalék, akkor instabil a zart kor.
Gyakorlati szabalyként a fazistartalékot célszer{i 30°-nak valasztani.
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6.5. abra. A fazistartalék értelmezése

A rendszer mikodésének egy masik jellemzdje az erdsitési tartalék. A x erdsitési
tartalék alatt a jelleggdrbe €és a valos tengely metszéspontja, valamint az origd kozotti
tavolsagot értjiik a 6.6. abranak megfelelden:

6.6. abra. Az erdsitesi tartalék értelmezése

Ha ez tavolsag 1-nél kisebb, akkor a rendszer aszimptotikusan stabil, ha egyenld 1-gyel,
akkor a stabilitas hatardn van, ha nagyobb 1-nél, akkor instabil.

A rendszerek frekvenciatartomdnyban torténd vizsgalatat a Nyquist diagramban torténd
abrazolas mellett elényei miatt gyakran Bode diagramban végezziik el. A Nyquist-féle
abrazolassal szemben a Bode diagramban az amplitidot és a fazisszoget kiilon dbrazoljuk a
frekvencia fliggvényében. A Nyquist diagramhoz kotédo stabilitasi kritérium konnyen
értelmezheté a Bode diagramban is, megkapva igy a stabilitds Bode-féle kritériumat. Az
értelmezéshez induljunk ki abbdl, hogy a Nyquist kritériumot esetében azt vizsgaljuk, hogy
a jelleggorbe és az egységsugari kor metszéspontjahoz huzott vektornak mekkora az
iranyszoge. Ha ez pontosan 180°, akkor a vizsgalt visszacsatolt rendszer a stabilitas
hatardn van, ha anndl kisebb, akkor stabil, ha nagyobb, akkor instabil. Az ehhez a
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metszésponthoz huzott irdnyvektor hossza 1, igy az ehhez a ponthoz tartozé amplitido-
viszony is egységnyi. A Bode-féle abrazolasnal alkalmazott logaritmizalas miatt, az
egységnyi amplitidoviszonynak a 0 dB-es érték felel meg, vagyis a stabilitdsvizsgélat elsd
lépéseként meghatarozzuk, hogy milyen frekvenciaértéknél metszi a jelleggdrbe a
frekvenciatengelyt. Amennyiben a tagcsoport erdsitése 1, és ezért a gérbe simul a 0 dB
értékhez, akkor a metszéspontot az aszimptotak metszéspontja alapjan hatarozzuk meg, ez
lesz a sarokfrekvencia. Mésodik Iépésként megnézziik, hogy ehhez a frekvenciaértékhez
milyen fazisszog érték tartozik. Ennek alapjan a stabilitdst a Bode-diagram segitségével a
kovetkezd kritérium alapjan allapithatjuk meg.

Bode-kritérium

Hatarozzuk meg, hogy az amplitudoviszony lefutdsa milyen frekvenciaértéknél lesz
pontosan 0 dB. Allapitsuk meg, hogy ehhez a frekvenciaértékhez milyen fazisszog tartozik.
A kapott fazisszog értéke alapjan a visszacsatolt rendszer stabilitdsardl a kovetkezd
megallapitasokat tehetjiik:

— ha a fazisszdg értéke nagyobb, mint -180°, akkor a visszacsatolt rendszer stabil;
— ha pontosan egyenld -180°-kal, akkor a stabilitdshatdran van;
— ha kisebb, mint -180°, akkor instabil lesz a rendszer viselkedése.

A [dB] A
B
o \
\ instabil

ey

stabilitas hataran

2 Y

-90°

-180° —

o700 4o ____= e————

6.7. abra. A Bode-féle stabilitasi kritérium

A 6.7. abra egyrészt bemutatja a stabilitds meghatarozdsanak menetét, masrészt példat
lathatunk stabil, stabilitds hataran és instabil rendszerek jelleggdrbéire. Abban az esetben,
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ha a visszacsatolt kor eredd erdsitése 1, és az amplitado jelleggorbéje nem metszi a
frekvencia tengelyt, akkor a mar emlitett sarokfrekvencia meghatarozasaval kapjuk meg a
frekvencia kritikus értékét.

Al[dB]

0dB K

S

2 ¥

-90°

-180°

2700 — ———

6.8. abra. A fazis- és erdsitési tartalék értelmezése Bode diagramon

A Bode diagramban torténd stabilitds meghatarozasnal is értelmezhetjiik az erdsitési,
illetve a fazistartalék fogalmat. Az dbranak megfelelden a k erdsitési tartalék megadja azt
maximalis értékét dB-ben kifejezve, amivel ndvelve a visszacsatolt kor erdsitését, a
rendszer éppen a stabilitds hatarara jut. Meghatarozasahoz eldszor nézziik meg, hogy a
fazisgdrbe milyen frekvencia értéknél lesz pontosan -180°-kal egyenld, majd nézziik meg,
hogy ehhez a frekvenciaértékhez milyen amplitiddviszony tartozik. Az erdsitési tartalék a
kapott amplituidéviszony és a 0 dB-es érték kozti tavolsag lesz. A fazistartalékot a
stabilitdsvizsgalatnal kapott fazisszog érték ¢és a -180° kozti tavolsdg meghatarozasaval
kapjuk meg.

6.2.3. Gyokhelygorbe

A stabilitasvizsgalatnak egy kiilonleges esete a gyokhelygdrbe mddszer. A cél ebben az
esetben is alapvetden a visszacsatolt kor stabilitdsanak eldontése, de ezt a rendszer
valamely paraméterének egy adott tartomanyrdl felvett értékei fliggvényében végezziik el.
Tovabbi elénye a mdédszernek, hogy a pdlusok adott paraméterértékhez tartozd komplex
sikbeli helye alapjan kdvetkeztethetiink a tranziens viselkedésre. A modszer alkalmazhat6
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egy bemenetli — egy kimenetli és tobb menetli — tobb kimenetli rendszerekre. A
gyokhelygorbe definicidja a kdvetkezd:

A gydkhelygdrbe a zdrt rendszer polusainak mértani helye a komplex sikon, mikdzben
a rendszer valamely paraméterét nulla és végtelen kozott valtoztatjuk.

A gydkhelygorbe értelmezéséhez és tulajdonsagainak levezetéséhez induljunk ki a 6.9.
abrabol:

Go(s)

6.9. abra. A gyokhelygorbe levezetési abraja

Legyen a Go(s) tag atviteli fliggvénye:

_K(s—zl) st (s —2z)
S e EPY (R B

ahol K a tag erdsitése, z1,..., Zm a tag zérushelyei, pedig a p1,..., pn polusai. A visszacsatolt
kor eredd atviteli fiiggvénye:

G,(s) B K(s—2z)+..-(s—2z,)
14+G,(s) (s5—p) - (s—p)+K(s—2) - (5—2,)°

amelybdl a karakterisztikus egyenlet:
s—p): v (s—p)+K(Gs—2) - (s—2,)=0.

A gyokhelygorbe tehat a zart kor polusainak helye a komplex sikon, mikdzben az erdsitést

G(s) =

valtoztatjuk 0 és oo kozott. Az oksagi szabalynak megfeleld fizikai rendszerek esetében a
karakterisztikus polinom fokszdma megegyezik a felnyitott kor karakterisztikus
polinomjanak a fokszdmaval, azaz mindkettd n-ed fokd polinom lesz, melynek az erdsités
fiiggvényében torténd megoldasa szolgaltatja a gyokhelygorbét. A polusok meghatdrozésa
magasabb fokszamu rendszerek esetében csak numerikus algoritmus segitségével
lehetséges, de elsé és masodfoku rendszerekre konnyen meghatarozhato. A gyokhelygorbe
felvazolasat és értelmezését a kovetkezo tulajdonsagok segitik:

1. A gyokhelygdrbének annyi dga van, mint amennyi a zart rendszer pdlusainak
szama.
2. A gyokhelygorbe mindig szimmetrikus a valds tengelyre nézve.
3. Legyen a polusok szama n, a zérushelyek szdma m a felnyitott kdrben, ekkor
— ha n>m, akkor a gydkhelygdrbe a felnyitott kor polusaibol indul ki, és m
szamu ag a felnyitott kor zérushelyeibe, n - m szamu ag a végtelenbe tart;
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— ha n=m, akkor valamennyi ag a felnyitott kor zérushelyeibe tart (a
gyokhelygdrbe teljesen véges tartomamyban van);

— a gyokhelygorbe matematikailag alkalmazhatd a fizikailag nem redlis n <m
esetre is, ekkor zart kor pélusainak szama m, és m - n szamu ag a végtelenbdl
indul ki.

4. A valds tengelyen akkor és csak akkor lehetnek gyokhelygorbe szakaszok, ha a
vizsgalt ponttol jobbra a polusok és a zérushelyek egyiittes szdma paratlan.
5. A gyokhelygorbe aszimptotdinak irdnyszogét a kovetkezd kifejezés segitségével
lehet meghatarozni:
+1-180°
a=———, [=135...
n—m
6. A gyokhelygorbe aszimptotdi a valds tengelyt az alabbi Osszefliggés altal
meghatédrozott in. sulypontban metszik. Jeldlje p; a felnyitott kor i-edik polusat, z; a

felnyitott kor j-edik zérushelyét. Ekkor a sulypont értéke:

n m
i=1Pi — Lj=1%j

n—m

7. A gyokhelygorbe és a képzetes tengely metszéspontja, vagyis a stabilitds hatarat
jelentd erdsitési értékhez tartozd pdlusok a kordbban ismertetett Hurwitz
determindns segitségével hatarozhatok meg.

8. A gyOkhelygorbe kilépése a valos tengelybdl — vagyis a valos tengelynek az az x
pontja, ahol tobbszords gyokoket kapunk — a kovetkezd egyenlet segitségével

hatarozhat6 meg:
n m
1 1
Qip 25"
= X — DPi bd X — Zj

j=1

Ezek a tulajdonsagok, bar némelyik pont esetében heurisztikusnak tiinnek, azonban
tételként is megfogalmazhatok és igy bizonyithatoak is.

A kovetkezokben néhdny egyszerli példaval mutatjuk be az elsd és masodfoku
rendszerek esetében szamoldssal, egy harmadrendli rendszer esetében becsléssel a
gyokhelygorbe meghatarozasat, illetve szemléltetjiik a felsorolt tulajdonségait.

Legyen a vizsgaland6 rendszer 6.10. dbranak megfeleld.

w +

=
v
v <

Go(s)

Ge(s)

6.10. abra. A gyokhelygorbe példainak kiindulo hatasvazlata
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A visszacsatolt korben a K erdsités értékét valtoztatjuk 0 és oo kozott, a Go(s) atviteli
fiiggvény altalanos alakja pedig a kdvetkezo:

bps™+--+b
Go(s) = = n ° )
aps™+ -+ ag
aholn=1,2,3ém=0,1.

Az eredd atviteli fliggvény:

KG,(s) K(b,,s™ + ---+ by) B
1+ KG,(s)  aps™+ -+ ag+ K(byps™+ -+ by)
B Kby, s™ + -+ Kby
"~ aps™ + - (am + Kbp)s™ + -+ (ag + Kbg)

Ge(s) =

igy a rendszer eredd erdsitése
Kb,

K,=—2
¢ ay+ Kb,

Megjegyzés: a példaknal az altalanos a; b; egyiitthatok helyett a tagra jellemzd
paramétereket alkalmazzuk.

I. Legyenn=1,m=0¢ésao=0.
Ekkor a felnyitott kor atviteli fliggvénye a 7; idéallandoji idedlis integrald tag

modellje lesz, melyet visszacsatolva a kdvetkezdt kapjuk:

1 KGy(s) K
G =— = G = = .
o(8) =73 e = T KGos) ~Ts+K

Belathato, hogy
K=0 = s=0,
K—>0 = s-5 -0,

tehat a gyokhelygorbe képe 6.11. abran lathato.

Re

6.11. abra. Integrdlo tag gyckhelygorbéje
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2.

Legyenn=1,m=0¢é ao#=0.

Ekkor az atviteli fliggvény az egységnyi erdsitésii, 7 idéallandoju aranyos elsérendii
rendszerek miikddését modellezi, és a visszacsatolt kor eredd atviteli fiiggvénye a
kovetkezo:

Go(s) o) = —Gols) K
= e = = .
o8 = e elS 14+ KGy(s) ts+1+K
Belathato, hogy
1
K=0 = s=——,
T

K—>0 = §s->—

)

tehat a gyokhelygorbe képe az alabbi lesz:

1 Re

6.11. abra. Az elsorendii tag gyokhelygérbéje

Legyenn=1,m=1¢és ao#0

Ekkor az atviteli fliggvény nevezdjében és szamlalojaban is egy elséfoku polinom
szerepel, €és igy a visszacsatolt korben az erdsités a nevezdben a polinom mindkét
egyiitthatojanak értékét befolyasolja:

Go(s) Ts+1 6.(5) KGy(s) K(Ts + 1)
= - = = .
o) =T e\s 14+ KGy(s) (t+KTs+1+K
Belathato, hogy
1
K=0 = s=——,
T

K = _Z _=
- STTT Koo T+ KT T

1 {1. -(1+K) 1}
tehat a gyokhelygorbe, az el6z6 két esethez hasonléan a felnyitott kor pdlusdbodl indul
ki, de a felnyitott kor zérushelyébe tart. A gydkhelygorbe grafikonja a kovetkezd

(z>T):
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g

1 Re

6.11. abra. Az elsorendii tag gyokhelygorbéje, ha a szamlalo fokszama 1

4. Legyenn=2,m=0¢éao=0C>1.

Ekkor a méasodrendii tag két els6foku sorba kapcsolasanak ereddjeként irhatd fel (az
egyszerusités kedvéért tegyiik fel, hogy a bo/ao = 1):

Gols) = b, _ 1
oA} = a,s2+a;s+a, (145 + 1) (5 +1)
KGy(s K
6o (s) = —90'S)

1+ KGo(s) T1Tos2+(+1)s+1+K "

Belathato, hogy

K =0 1 1
= e S1=——} Sy = ——,
1 T1 2 TZ
T+ 7, .
K—->o0 = s5,->-— i]oo,
1273
—(r+1) £ \/(T1 +1,)% — 41,7,(1 + K))
S12 = ) )
T2T,

tehat a gyokhelygorbe képe a 6.3. abran lathato.

1 1 Re

6.13. abra. Masodrendii tag gyokhelygorbéje (5> 1)
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Mint a gyokhelygorbe menetébdl 1athatod, az 4gak parhuzamosak a képzetes tengellyel,
igy az erdsités barmilyen mértékii novelése esetén sem lesz a tag instabil.

5. Legyenn=2,m=0¢ésa0#=0C_<1.

Ekkor a masodrendii tag polusa negativ valds részii konjugalt komplex gyokpar lesz
(az egyszertsités kedvéért itt is tegyiik fel, hogy a bo/ao = 1):

Go(s) = by _ W}
0L3 st ta;stay %+ 2{w,s + w?
KGy(s Kw?

1+ KGy(s) R 20wps + (1 +K)w? -
Belathato, hogy
K:O = 51,2:_(0)-”_ ijwn-\ll_(z )

K->0 = 51,2—>=—(wnijoo,

( —20w, +/(2{w,)? — 4wZ(1 + K))
S12 = ) ,

tehat a gyokhelygorbe képe 6.13. dbran lathato.

6.13. abra. Masodrendii tag gyokhelygorbéje (0 < {< 1)

azaz a tag stabilitdsa ebben az esetben sem valtozik.

6. Legyenn=2,m=1éao#=0C>1.

Ekkor a masodrendii tag ismét két elsdrendli tag sorba kapcsolasanak ereddjeként
irhato fel és a szdmldloban is megjelenik egy elsé fokt polinom (az egyszeriisités
kedvéért itt is tegyiik fel, hogy a bo/ao = 1):
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Go(s) b;s + b, Ts+1
= = e
0L3 as?+a;s+a;, (1;s+ 1D)(1s+ 1)
KGy(s K(Ts+1
.5y = KGo) (Ts+1)

T 1+ KGy(5) T8t + (i +T, +KT)s+1+K "

1 1
K:O = 51:__, 52:__,
T1 T2

1

K—>00 = s — —o; 52—>—?,

=1 + 1 +KT) £/ (1; + 7, + KT)? — 47,7,(1 + K))
12 = 27,7, '

A gydkhelygorbe tényleges menete jelentds mértékben attol fligg, hogy a nevezdben
¢és a szdmlaloban szerepld idéallandok értékei hogyan ardnylanak egymashoz.

— Ha a harom iddéalland6 kozotti arany 7; > T > 1o, akkor a gydkhelygdrbe képe a
6.13. abran lathato.

Am
——x—0O« >
B 1 Re
T2 YA T1

6.13. dbra. Masodrendi tag gyokhelygorbéje (7; > T > 1o, a szamlalo elsé foku
polinom)

tehat az erdsités értékének tetszéleges novelése mellett is valos polusokat
kapunk, azaz a tag ttlcsillapitott marad és miikodése elsérendii tagéhoz lesz
hasonlo.

— Ha a harom iddéalland6 kozotti ardany 7; > 7» > T, akkor a gydkhelygdrbe képe a
6.13 abranak megfeleld lesz:
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6.13. abra. Masodrendii tag gyokhelygorbéje (7, > v, > T, a szamlalo elsd foku polinom)

Ebben az esetben az erdsités ndvelésének hatasara a tag elébb alulcsillapitott
lesz (a polusok komplexek lesznek), majd ujra valds polusokat kapunk és a tag
mitkodése ebben az esetben is az elsérendil tagéra hasonlit.

Legyenn=2m=1¢sao=0,<1.

Ekkor a masodrendii tag polusa ismét negativ valds részii konjugélt komplex gydkpar
lesz (az egyszeriisités kedvéért itt is tegyiik fel, hogy a bo/ao = 1):

w2(Ts + 1)
GO(S) = 2 = 2
s+ 2¢wy,s + wg
KG,(s Kw?(Ts + 1

1+ KGo(s) 52+ (2w, + KTwD)s + (1 + K)w?
Belathato, hogy

K:() = 51,2:_(0)-”_ ijwn-\ll_(z
1

K—>0 = s — —o; 52—>—?

6.14. abra. Masodrendii tag gyokhelygorbéje (0 < { < 1, a szamlalo elsd foku polinom)
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8. Legyenn=3,m=0¢ésao=0.
Legyen a feladat egy harmadrendli tag gydkhelygorbéjének felvazolasa. Tegyiik fel,
hogy a harmadrendii tag hdrom elsérendii tag sorbakapcsolasabol szarmazik:
1
(tys + D(ts+ 1) (135 + 1)
KGy(s) B K
1+KGy(s) (tys+D(rs+1)(13s+1)+K

Go(s) =

Ge(s) =

Belathato, hogy

K-> = 55, 0%jo; s3> —00

hiszen az aszimptotak irdnyszoge:

[-180°
a== =
n—m
80° 3-180°
l=1: a=+ = +60° [=3: a= = 180°

az aszimptotak metszéspontja:

= (-z)
n m P— —_
i=1Pi —2j=1% I\ g

n—m 3

a gyokhelygorbe kilépési pontja a valos tengelybdl:

fgy a gyokhelygorbe vazlatos képe, ha 7, > 7, > 73

6.15. abra. Harmadrendii tag gyokhelygorbéje (t; > 7, > 13)
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Példaként legyen a tag (Go(s)) és a visszacsatolt kor (Ge(s)) atviteli fiiggvénye:
1
(s+1D(s+2)(s+3)
KGy(s) B K B K
14+ KGy(s) (s+D(s+2)(s+3)+K s3+65s2+11s+6+K "’

Go(s) =

Ge(s) =

tehat a felnyitott kor polusai rendre a p1=-1, p2=-2, p1=-3 pontokban vannak.

A gydkhelygorbének tehat harom aga lesz, melyek a felnyitott kor polusaibol indulnak
ki. Miutan az eredd atviteli fliggvény szamldlojaban egy konstans szerepel, igy a
zérushelyek szama nulla, ezért valamennyi 4g a végtelenbe fog tartani. Az 4gak
aszimptotainak iranyszoge:

[-180° 180° 3.180°
—

=1 a=+ = +60°; l=3:a=

a==
“n—m 3

A valos tengelyen -0, -3] és [-2, -1] tartomanyon lesznek gyokhelygorbe szakaszok.

A képzetes tengely metszéspontja, vagyis az erdsités értéke a stabilitds hataran a
Hurwitz kritérium alapjan:

1. feltétel: a nevezé minden egylitthatdja legyen pozitiv: Va; > 0, i =1,2,3 teljesiil,
ao-ra K > -6 esetén teljestil.

2. feltétel: a Hurwitz determinéns ellenOrzése:

A Hurwitz determinans:

a, ay 0 6 6+K 0
H3X3 = a3 a1 O - 1 11 0
0 a, ag 0 6 6+ K

A f64tlohoz tartozo aldeterminansok ellendrzése
A=la,| = 12| >0,
A= |Z§ Z‘” - |i 6;’( —6-11-1-(6+K) = K<60,
6 6+K 0
1 11 0

0 6 6+K
=(6+K) (66— (6+K)=(6+K)(60-K) = —-6<K<60 .

A; = :6|161 6J(:K|_(6+K)|(1) 6-EK|:

A kapott feltételek alapjan K= 60 esetén lesz a visszacsatolt kor a stabilitas
hatéaran.

Az aszimptotak metszéspontja:

Lap_ D+ (D +(=3) _

-2
3 3
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a valos tengely -2 pontjaban lesz.

A gyokhelygorbe kilépési pontja a valds tengelybdl:

Z 1 1 N 1 N 1 _0
x—p; x+1 x+2 x+3

=1
3x2+12x+11=0
X1 = _2,58 Xy = _1,42 .

A korabbi megallapitdsunknak megfeleléen csak x» lehet a megoldas, igy a
gyokhelygorbe a 6.16. 4 :

Alm

~K=60

6.16. abra. A példa harmadrendii tagjanak gyokhelygorbéje (t; > 1, > 13)

6.3. Feladatok stabilitasvizsgalat t¢émakorébol

1. Polusok kozvetlen meghatarozasa

a) Dontse el az alabbi tagokrol, hogy stabilak-e aszimptotikus, illetve BIBO értelemben!

A megoldas menete:
Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a polusok:
P12 = +V2 .
Miutén az egyik p6lus nagyobb nulldndl, igy a tag instabil.

G, (s) = 2s+1
28 T a2y 25+ 6

www.tankonyvtar.hu © Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE




6. Stabilitasvizsgalat 133

A megoldas menete:
Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a polusok:

__1 vz
p1,2_ 4—] 4 *

Miutan a polusok valos része negativ, igy a tag stabil.

(s+1)3
~ GO =TT

A megoldas menete:

Miutén az atviteli fliggvény szamlaldjanak a fokszama nagyobb, mint a nevezdé,
igy a tag nem realizalhatd (nem felel meg valos fizikai rendszer atviteli

fliggvényének).
4s
-G ==
4(s) s?2 + 6s

A megoldas menete:
Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a polusok:
b1 = 0, b2 = —6 .

Miutén az egyik pélus az origdban van, de a masik kisebb nulldnal, igy a tag a
stabilitds hataran van.

b) Dontse el az alabbi tagcsoportokrdl, hogy stabilak-e aszimptotikus, illetve BIBO
értelemben!

d Gi(s) Gas) S

Y

1
G =147 G =5

A megoldas menete:

A visszacsatolt kor ered6 atviteli fliggvénye:
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s+1

Gl = 725 ¥1
Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a polusok:

_ 1.1
p1,2_ 2—]2'

Miutén a polusok valos része negativ, igy a visszacsatolt kor stabil.

i Gi(s) 2.
Gz(S) -t
1 1
D=1+ G =5

A megoldas menete:

A visszacsatolt kor eredd atviteli fliggvénye:

Gl = o251
Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a polusok:

_ 1.1
p1,2_ 2—]2'

Miutén a polusok valos része negativ, igy a visszacsatolt kor stabil.

2. Stabilitds meghatarozasa Routh-Hurwitz kritérium (Hurwitz determindns) alapjan

a) Dontse el az alabbi tagrol, hogy aszimptotikus stabil-e!

4
s3+2s24+3s+4 "

G(s) =

A megoldas menete:
Hurwitz kritérium alapjan:
1. feltétel: a nevezé minden egyiitthatdja pozitiv: Va; > 0, i = 0,1,2,3 teljesiil.
2. feltétel: a Hurwitz determindns ellendrzése:

A Hurwitz determinéns:

www.tankonyvtar.hu © Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE




6. Stabilitasvizsgalat 135

a ay 0 2 4 0
Hsyyz =|as a; O=1 3 0f.
0 a, ag 0 2 4

A f6atlohoz tartozd aldeterminansok ellendrzése

Alz IaZI = IZI >0 )

_ |92 Qo] _ 12 4| _ 5 4 44 _
A2—|a3 a1|_|1 J=2-3-4-1=2>0,
a, a, O
a 0 az; 0 a a
A3: a3 a1 0 :az 1 |_a0 +0 0 —
0 a, a a, ap 0 ag | a|

= ay(a,a9 — a,0) — ag(azay, — 0) + 0(aza, — a,0)
= apa,a9 — a5a3 )

A;=2-3-4—42.1=8>0.
Tehat a Hurwitz kritérium mindkét feltétele teljesiilt, azaz minden egyiitthatd

pozitiv és a f6atlohoz tartozd valamennyi aldetermindns (beleértve a teljes matrix

determinansat) pozitiv, igy a tag aszimptotikusan stabil és ebbdl kovetkezden
BIBO értelemben is stabil.

b) Csatolja vissza negativan az aldbbi tagot és dontse el, hogy a kapott rendszer
aszimptotikus stabil-e!

4
s3+2s24+3s+4 "

G(s) =

A megoldas menete:

A visszacsatolas utan kapott zart kor eredd atviteli fiiggvénye:

4
G.(s) = G(s) __s3+2s2+3s+4 _ 4
€ 1+ G(s) 14 4 s3+2s24+3s+8°
s3+2s°+3s+4

Hurwitz kritérium alapjan:
1. feltétel: a nevezé minden egyiitthatoja pozitiv: Va; > 0, i = 0,1,2,3 teljesiil.
2. feltétel: a Hurwitz determinéns ellendrzése:

A Hurwitz determinéns:

a a 0 2 8 0
Hyz=laz ap O0f=|1 3 0.
0 a, ag 0 2 8

A f6atlohoz tartozd aldeterminansok ellendrzése
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A1: |a2|:|2|>0J
_ |92 Q| _ 12 8| _ 5 40 4.4 _ _
A2—|a3 a1|_|1 S=2-3-4-1=-220.

Miutdn a Az aldetermindnsra nem teljesiil az eldirt feltétel, ezért a As
aldetermindns ellendrzése nélkiil belathatd, hogy a visszacsatolt kor nem lesz
aszimptotikusan stabil.

c) Dontse el az alabbi tagrol, hogy milyen k érték esetén lesz aszimptotikus stabil!

4

G = )
(s) s*+5s3+2s2+3s+k

A megoldas menete:
Hurwitz kritérium alapjan:

1. feltétel: a nevezd minden egyiitthatdja pozitiv: Va; > 0, i = 1,2,3,4 esetén
teljesiil, az ao egylitthatd esetén a k > 0 feltételt kell eldirni.

2. feltétel: a Hurwitz determinans ellenOrzése:

A Hurwitz determinéns:

az a; 0 0 5 3 0 0
H _ |3 G2 Qo 0 _ 1 2 kK O
Ax4 0 a3 a; O 05 3 0
0 a, a, aqg 0 1 2 k

A f6atlohoz tartozd aldeterminansok ellenOrzése

Alz |a3| = ISI >0 )

b=y al=l ol=7>0.

a; a; O
A3: a4_ az a() = (13((12(11 - a0a3)_a%a4 == 5(2 . 3 - k * 5) - 32 * 1
0 a3 a

21
=21-25k>0 = k<-—==084,

25
az; a; 0 0
a3 al o 0 a, a, O a, a, O
A4: 4 2 0 = a3 a3 a1 0 —a1 0 a1 0 =
0 a3z a O
a, a, ag 0 a, aq

0 a, a, aqg
= azaya,a, — asai —a*a,a,=5-2-3-k—k?-52-32.1-k =

= k(21—-25k) >0,
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innen vagy a k>0 ¢és k < % vagy a k<0 ¢és k > % lehet matematikai

szempontbol megoldas. Osszevetve az 1. feltételben és a 2. feltételben
meghatarozott valamennyi megszoritast, csak a 0 < k <0,84 tartomanyban
felvett értékekre lesz stabil a rendszer.

d) Tekintse az alabbi rendszert!

w(t) + e(t

O+ 4 = Ke® u(t) YD+ 3D+ y=y iU

\

Adja meg, hogy milyen K értékre lesz a rendszer aszimptotikusan stabil!

A megoldas menete:

A két atviteli fliggvény:
U(s) Ks Y(s) 1
G = —= , G = == .
1(5) E(s) s+1 2(s) U(s) s?2+s+1

Az zart kor eredd atviteli fiiggvénye:

G1(s)Gy(s) Ks
14+ G6,(5)Gy(s) s3+4+2s2+Q+K)s+1°

Ge(s) =

A zart kor stabilitdsanak vizsgalata a Hurwitz determinans segitségével:

1. feltétel: a nevezd egyiitthatdja pozitiv: Va; > 0, i = 0,2,3 esetén teljesiil, az
ai egyiitthat6 esetén a K > -2 feltételt kell eldirni.

2. feltétel: a Hurwitz determinans ellenOrzése:

A Hurwitz determinans:

a a, 0 2 1 0
Hi;ys =las a3 O|=[1 2+K 0f.
0 a, ag 0 2 1

A f6atlohoz tartozd aldeterminansok ellendrzése

Alz |a2| = |2| >0 )

_ |92 Qo] _ |2 1 . 1.4
A2—|a3 a1|_ . 2+K|_2 2+K)—1-1=3+2K>0
= K>-1,5,
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a, ay, O
A3: a3 al O =a2a1a0—a(2)a3 :2(2+K)_1>0
0 a, ag
= K>-15.

Osszevetve a feltételeket azt kapjuk, hogy a rendszer stabil, ha K> -1,5 feltétel
teljesiil, ebbdl fizikai értelmezést figyelembe véve arra kovetkezhetiink, hogy
tetszleges pozitiv K értékre a rendszer stabil marad.

3. Stabilitasvizsgalat gyokhelygodrbe segitségével

a) Hatarozza meg az alabbi visszacsatolt kor gyokhelygorbéjét!

+

L>®—> K > G(s) Y

2
G(s)_52+55+4'

A megoldas menete:

A visszacsatolt kor eredd atviteli fliggvénye:

2K

G = .
() s2+5s+4+ 2K

Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a felnyitott kor polusai:

plz_l) p2:_4'

A gyOkhelygorbének tehat két aga lesz, melyek a felnyitott kor polusaibol
indulnak ki. Az erdsités novelésével mind a két ag a végtelenbe tart.

A gyokhelygorbének a valos tengelyen a [-4, -1] tartomanyban van szakasza.

Az agak aszimptotainak irdnyszoge:

o

I=1:a=% = +90° .

A gyOkhelygorbe agai tehat parhuzamosak a képzetes tengellyel, igy a tag
tetszOleges erdsités mellett megdrzi a stabilitasat.
Hatarozzuk meg a kritikus csillapitashoz tartoz6 K erdsités értékét!

Kritikus csillapitasa ott lesz a rendszernek, ahol a visszacsatolt kor C. eredd
csillapitasi tényezdjének az értéke 1. A gydkhelygdrbén ez a pont ott talalhato,
ahol a két polus egybeesik, azaz kétszeres gyokot kapunk, vagyis ahol a
gyokhelygorbe kilép a wvalds tengelyb6l. Ebben a pontban a pdlusokat
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meghatarozd képletben a diszkriminans értéke 0 lesz, amibdl K értéke
meghatarozhato:

—5 4 /25 — 4(4 + 2K)
P12 = 2

25—4(4+2K)=0 = K=1,125.
Ekkor a visszacsatolt rendszer eredd erdsitése, vagyis a hurok atviteli tényezd
értéke:
2-1,125
s24+5s+4+2-1,125

G,(s) = = K,=0,36.

Milyen K értéknél lesz az eredd erdsités K. = 1? Belathatd, hogy ez csak K—o
esetén teljesiil.

Milyen K értéknél lesz az atmeneti fliggvény eltérése a bemenettdl 5%, vagy annal
kisebb? Ez azt jelenti, hogy az eredd erdsitésnek legalabb 0,95-nek kell lennie, igy

= = e = .
K, = 0,95 110K K = 38
Ekkor a visszacsatolt rendszer tovabbi paraméterei:
76
Ge(s) = s2+5s5+80"
K.w} . 0,95-80

G,(s) = =  w,. =894 {, =028,

§2+20,wpes + Wi, ~ 52+ 55+ 80

tehat a tag a kicsi eredd csillapitasi tényezd miatt jelentds tallendiiléssel, de a nagy
természetes frekvencia miatt viszonylag gyorsan bedll az erdsités altal
meghatarozott végértékre.

b) Hatarozza meg az alabbi visszacsatolt kor gyokhelygorbéjét!

+
i K Gi(s) Gls) >

v
v

1
1(5) + S’ 2(5) os + 1

A megoldas menete:
A visszacsatolt kor ered6 atviteli fliggvénye:

K(s+1)
224+ (K+1s+K

Ge(s) =
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Az atviteli fliggvény nevezdje alapjan a felnyitott kor polusai és zérushelye:
1
p1=0, p2=—§, z=-1.
A visszacsatolt kor polusai K fliggvényében:
~K+1)+JK+1)2-4-2kK —(K+1)+VKZ—6K+1
Pviz2 = ) = 4 .

A gyOkhelygorbének tehat két aga lesz, melyek a felnyitott kor polusaibol

indulnak ki. Az erdsités ndvelésével az egyik ag a -co-be, a masik a felnyitott kor
zérushelyébe tart.

A gyokhelygorbének a valos tengelyen a ]-oo, -1] és a [-0,5, 0] tartomanyokban
vannak szakaszai.

A gyokhelygorbe ott kilép a valos tengelybdl, ahol a pdlusokat meghatarozo
képlet diszkriminansa zérus:

K2—6K+1=0 = K, =017 és K, =583 .

A valos tengelyen meghatarozott gyokhelygdrbe szakaszok alapjan Ki kilépési
pont lesz, mig a K> visszatérési pont. A pontok koordinatai:

s, =-0,29 és s, =-1,71.

A levezetés alapjan belathato, hogy a visszacsatolt kor tetszéleges K érték mellett
stabil.

A gydkhelygorbe menete:

c) Hatdrozza meg az alabbi tag gyokhelygorbéjét!

K

G =G DGZr95725)

A megoldas menete:

A visszacsatolt kor eredd atviteli fliggvénye:
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K K

G = = .
e(s) (s+1)(s24+95s+25)+K s3+4+10s2+34s+25+K

Az atviteli fiiggvény nevezdje alapjan a felnyitott kor pdlusai:
p1=-1, p,3=—-45%j2,18.

A gyokhelygorbének tehat harom é4ga lesz, melyek a felnyitott kor pdlusaibdl
indulnak ki. Az erdsités novelésével mind a hdrom ag a végtelenbe tart.

A gyOkhelygorbének a valos tengelyen a ]-oo, -1] tartomdnyban van szakasza.
Az 4gak aszimptotainak irdnyszoge:

80° 3-180°
= 1+60°% =3 a= 3

A képzetes tengely metszéspontja vagyis az erdsités értéke a stabilitas hataran a
Hurwitz kritérium alapjan:

=l a=+ = 180°

1. feltétel: a nevezd minden egyiitthatdja legyen pozitiv: Va; > 0, i=1,2,3
teljesiil, ao-ra K > -25 esetén teljesiil.

2. feltétel: a Hurwitz determinans ellenOrzése:

A Hurwitz determindns:

a; ag 0| |10 254+K 0
H3X3 = a3 a1 O = 1 34 0
0 a, ag 0 10 25+ K

A f6atlohoz tartozd aldeterminansok ellenOrzése

A= lap| =110[ >0

a; A (10 254K
A2:|a§ a(1)|:|1 o [=10-34—1-25+K)
= K < 315
10 254K 0
A,=[1 34 0o |=
0 10 254K
a3 0 10 |
= 10174 25+K| (25+K)|0 25+K|
—(254+K)(315—K) = —25<K <315

A kapott feltételek alapjan K =315 esetén lesz a visszacsatolt kor a stabilitas
hatéran.

Az aszimptotak metszéspontja:

ap (1D + (—4,5+,2,18) + (—4,5 — j2,18)

=-3,33
3 3
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a valos tengely -3,33 pontjaban lesz.

A gydkhelygorbe kilépési pontja a valos tengelybdl: miutan egy valds gyok és egy
konjugalt komplex gydkpar felel meg a polusoknak, igy nincs tobbszords gyok,
nincs kilépési pont.

A gydkhelygorbe menete:

~
K=315
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7. Mintavételes rendszerek

Az informatikai eszk6zok fejlodése, megbizhatdosaguk novekedése lehetové tette az egyre
szélesebb korti alkalmazasukat a folyamatiranyitas teriiletén is. Ezek a rendszerek azonban
— a minél sz¢élesebb korli kihasznalasuk érdekében — mar nem folyamatosan feliigyelik az
iranyitott folyamatot, hanem csak a folyamat tulajdonsidgainak fliggvényében
meghatarozott id6kozonként kapnak informacidt az irdnyitandd jellemzordl, illetve
avatkoznak be a folyamat miitkodésébe.

E fejezet célja a mintavételes rendszerek leirdsi lehetdségeinek és legfontosabb
tulajdonsagainak rovid attekintése.

7.1. Jelek osztalyozasa

A folyamatiranyitasban szerepld jeleket kiilonbozé szempontok szerint osztalyozhatjuk. A
legfontosabb csoportok:

— értékkészlet szerint
— folytonos
— diszkrét (szakaszos)

iddbeli lefolyas szerint
— folyamatos
— diszkrét / mintazott

meghatarozottsag szerint
— determinisztikus (egyértelmiien meghatarozott)
— sztochasztikus (véletlenszerii)
— megjelenési forma szerint
— anal6g
— digitalis
A fizikai rendszerek legtobbjének jele a folytonos-folyamatos jelek osztalyaba tartozik.
Ugyanakkor a zajok és zavarasok hozzaadodéasa miatt, ezeket a jeleket sztochasztikusnak,
azaz véletlenszertinek tekinthetjiik. A szamitogépes folyamatirdnyitdsban a folyamatos
informéciébol a megadott idokdzonként elvégzett mintavételezés miatt diszkrét idejii jel
lesz. Masrészt, mig a fizikai jel az értelmezési tartomanyanak barmely értékét felveheti,
addig a szamitogépes szamabrazolds véges hosszusaga miatt, a feldolgozott jel mar csak
kitlintetett értékeknek felelhet meg.

7.2. Mintavételes rendszerek leirasa

Mint a bevezetOben is szé volt rola, a tovabbiakban mintavételes szabalyozas alatt
altaldban a szamitogép altal iranyitott rendszereket értjiikk. Ténylegesen azonban tagabb
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fogalomrdl van sz6: minden olyan rendszert mintavételes szabalyozéasnak tekintiink, ahol a
folyamat id6allandoi és a mintavételezés gyakorisaga 6sszemérhetdek.

A mintavételez6 eljarasokat a kovetkezd szempontok alapjan lehet csoportositani:

mintavételezési id6 szerint

— linearis, rogzitett lefolyasi mintavételezésrél beszéliink, ha a
mintavételezés azonos idokozonként torténik;

— nemlinedris, jeltdl fliggd mintavételezés esetében a mintavételezési
id6koz a jel wvalamely tulajdonsagatol, pl. amplitddojatol vagy
derivaltjatol fugg;

— veletlenszer(i vagy statisztikai mintavételezésnél a kovetkezd mintavétel
idépontja véletlenszerti;

a mintavételezés idGtartama alapjan

— véges idejli, vagyis maga a mintavételezés egy meghatdrozhatéd
idOtartamig torténik;

— pillanatszerti, azaz elméletileg 0 id6 alatt jatszodik le a mintavételezés.

A kovetkezOkben linedris, vagyis rogzitett lefolyast, &llandd6 mintavételezési
periddusiddvel rendelkezé mintavételes rendszereket targyalunk, és feltételezziik, hogy a

mintavételezés pillanatszerien jatszodik le. Ha ketté vagy tobb mintavételezd van a
vizsgalt rendszerben, akkor azok un. szinkron mdédban dolgoznak, vagyis a mintavételezés
azonos 1d6kozonként és azonos idépontban egyszerre torténik valamennyi mintavételezd

esetében.

A mintavételezés lefolyasat a matematikai leirhatdsag érdekében a kdvetkez6 moddon
értelmezhetjiik:

Legyen adott egy f(t) folytonos-folyamatos jel, melyet allando, To
peridodusidével mintavételeziink. Tételezziik fel, hogy maga a mintavételezés @
ideig tart. A mintavételezd egységbdl kijovo jel az un. fizikai mintavételezés
eredménye, mely a mintavételezés @ idbétartama alatt kdveti az eredeti
folytonos-folyamatos f{t) jelet, majd a kdvetkezé mintavételezés kezdetéig nulla
lesz az értéke.

Alakitsuk 4t a fizikai mintavételezés eredményeként kapott szabdlytalan
négyszog impulzusnak tekinthetd jelsorozatot tigy, hogy vegyiik allandénak a jel
értékét a mintavételezés idOtartama alatt. Ennek megfelelden tekintsiink el a jel
O id6tartam alatti valtozasatol, azaz legyen ez idGtartam alatt a jelértéke egyenld
a mintavételezés kezdetekor felvett értékkel. igy egy szabélyos, a mintavételezés
idépontjaban felvett jelértéktdl fliggd amplitidoju négyszdgimpulzus fliggvényt
kapunk.

Noha az egyes négyszogimpulzusok amplitiddja ardnyos a mintavételezési
idépontokhoz tartozo jelek értékével, de ez az ardnyossag megmarad akkor is, ha
a négyszogimpulzusok teriiletét vessziik figyelembe, hiszen a mintavételezés ©
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idétartama minden egyes esetben azonos. Ha azonban a jelet a matematikai
kezelhetdség érdekében impulzusszeri jellé alakitjuk at, tehat feltételezziik,
hogy a mintavételezés idOtartama minden hatdron til csokkenthetd, akkor a
terlilet csak Ugy maradhat allando, ha ennek az impulzusszerli jelnek az
amplitaddja viszont a végtelenbe tart. Ezt az eljardst matematikai
mintavételezésnek nevezziik.

s

tekinthetjiik. A mintavételezd egység egyik bemenetére a mintavételezendd jel keriil, a
masik bemenetre pedig az i"(t) egységimpulzus sorozat. A rendszer felépitése a 7.1. abran
lathato.

——  »  mintavételezd egység >
0 =R0i%0)

7.1. abra. A mintavételezés elvi folyamatabraja

A kimeneten olyan impulzusok jelennek meg, melyek teriilete ardnyos a bemend
folytonos jel mintavételezési idopontokban felvett értékeivel. (Miutan a teriiletet nehéz
abrazolni, ezért rajzban inkdbb a nyil magassagéaval utalunk a jelértékre.)

Az egyik bemend jel tehat a folytonos-folyamatos f(t) fliggvény, melyrdl feltessziik,
hogy a vizsgalat kezdete eldtt zérus volt az értéke:

f(@®, f®)=0, hat<o0,

a masik bemenet a modulalo jel, vagyis az egységimpulzus sorozat:
i*(t) = Z 5(t —nT,).
n=0

A mintavételezd egység kimenetén pedig a modulalt impulzussorozat jelenik meg:

ffe)=7f@®-i*) .

A mintavételezett jelre kapott dsszefliggés a kovetkezé modon irhatjuk 4t:
F1@© = f© ) 8t~ nT) =
n=0

= f()6(t —0Ty) + f()6(t — 1Ty) + -+ f(t)6(t — nTy) + -+ .

Miutédn az egységimpulzus a t - nTo id6pont kivételével mindenhol zérus, igy a kifejezés
a kovetkez6 alakra irhato at:

© Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




146 Iranyitastechnika

1O =) (T8 —nTy)

Kovetkez6 1épésként Laplace transzformaljuk a kapott kifejezést:

Fr(s) = ) f(nT)e™™s .

A kapott képlet az f(t) fliggvény un. diszkrét Laplace transzformaltjat meghatarozo
kifejezés.

Vezessiik be a komplex s valtozd helyett az ugyancsak komplex z valtozot, és igy
megkapjuk a mintavételezett fliggvény z-transzformaljat:

z=eT =  F(z)= Z F(nTy)z™ .

A transzformalhatosag feltétele:
|f(nTy)| < Me™®"To n>n, M,a,n,>0.

A levezetés eredményeként kapott képlet egyszerii alaku, de végtelen sort tartalmaz, és
az Osszegképlet felirdsa nem mindig konnyti. Léteznek mas transzformacios képletek is,
mint példaul a komplex fiiggvénytani levezetés eredményeként kapott altalanos képlet,
vagy az alabbi, csak egyszeres pdlusokat tartalmazo rendszerek esetében alkalmazhatd
Osszefliggés:

P
E,(p:) oz
— Ej(p) z—ePiTo’

F(z) =

ahol

F(s) = % a jel Laplace transzformaltja racionalis tort alakban,
D

P a p6lusok szama,
pi az i-dik polus (i=0, 1, 2,..., P),
F,(p;) = F,(s)|s=p, aszamlal6 polinomjanak értéke az s = p; helyen,

dFp(s)

E,(p;) = = a nevezd polinomja derivaltjanak értéke az s = p; helyen.
s=D;

Fontos megjegyezni, hogy a z-transzformacié elvégzéséhez felhasznalt definidld
képlettdl fliggetleniil, a kapott Osszefliggés csak a mintavételezési idopontokban van
kapcsolatban az eredeti fliggvénnyel. Ennek kovetkezményeként eléfordulhat, hogy a
mintavételezési idopontokban azonos értéket felvevd fliggvényeknek azonos lesz a z-
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transzformaltja, masrészt az inverz z-transzformacié csak a mintavételezési idépontokhoz
tartozo értékeket adja vissza.

Az inverz z-transzformaci6 képlete:

1 -1
f(nTy) = z—njlf F(z)z" Ydz .

A gyakorlatban az invertalast a kovetkezé modokon hajthatjuk végre:

Az egyik lehetdség, hogy az atalakitand6 atviteli figgvényt olyan egyszerii alakokra,
részlettortekre bontjuk fel, amelyeknek az inverzét mar megtalaljuk tablazatban. A
modszer eldnye, hogy zart alaka képletet szolgéltat, igy tetszOleges mintavételezési
idoponthoz tartozd érték azonnal meghatarozhaté. Hatranya, hogy a raciondlis
tortfliggvény alakra hozas nem mindig egyszert.

Egy masik lehetOséget kindl a negativ kitevds hatvanysorba fejtés. Ennek
értelmezéséhez hasznaljuk fel a kdvetkezdket:

1O =) fGTs(E —nTy) =
= f(0T()6(t — 0Ty) + f(1T)8(t — 1Tp) + -+ fF(nT)6(t — nTo) + -,
F(z) = 2 f(nTe)z™ = f(0Ty)z° + f(1Tp)z™ + -+ f(nTp)z™ + -

Az impulzussorozatnak és z-transzformaltjanak kifejtett alakjaibdl lathato, hogy a két
kifejezésben szerepld, az impulzusok nagysagara utald egyiitthatok megegyeznek, mig a z
negativ kitevds hatvanyai pedig az egységimpulzusok megfelelé mintavételi idépontokhoz
tartoz6 z-transzformaltjainak felelnek meg. Az eljarés eldnye, hogy amennyiben a vizsgalt
jel z-transzformaltja raciondlis tortfliggvény formajaban adott, akkor a negativ kitevds
hatvanysor — tetszéleges fokszamu polinomok esetében — polinomosztassal, akar
algoritmizalhatoan is eldallithat6. Hatranya, hogy ha egy adott mintavételezési idéponthoz
tartozo jelértéket akarjuk meghatarozni, akkor valamennyi, az adott id6pont eldtti értéket
ki kell szdmitani. Kimendjelek esetében a racionalis tortfliggvény forma eldallitasat
lehetdvé teszi, hogy a folytonos idétartomanyhoz hasonloéan, a diszkrét idétartomanyban is
értelmezhetd a tag vagy tagcsoport operator tartomanybeli modellje, és ennek, valamint a
bemend jel z-transzformaltjanak segitségével a kimend jel z-transzformaltja
meghatarozhato.

A z-transzformaci6 elvégzése sordn, a Laplace-transzformaciohoz hasonldan,
kiillonbozo tételeket kell figyelembe venni. Ezeket a szabdlyokat a 7.1. tablazatban
foglaltuk Ossze.
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7.1. tablazat. A z-transzformaciora vonatkozo fobb osszefiiggések

. Idofiiggvény /

Osszefiiggés Laplace transzformalt z-transzformalt
Ijaplace t’ranszforméci(') 7(nT) F(z)= Z f(n1)) 2"
értelmezése n=0

5 FoAp, z
egyszeres polusoknal F(z)=3 Zr(pl) : Tor
=l Fp (pz) z-e
Inverz Laplace f(nT)= L § F(z)-z"dz F(z)
transzformacio 27 5
Attérés az s és z-sik kozott S >—Inz RN
definici6 szerint 0
elérefelé vett PN -1 z—>1+sT,
differenciak 1
z—1 1
visszafelé vett differenciak §— z—=
zT, 1-s17;
o s—)z z-1 Z_>1+s75/2
Tustin modszer T, z+1 =T, /2
Linearitas, cf (nT;) cF(nT})
szuperpozicid af\(ny)+ e, /. (nT;) o F(nT)+e,F(nT; )
Differenciahanyados fnT)-f((n-1)73) z—1 F(z)
. , 1, zT,
visszafelé vett
Al +1)5)- f(nT;) 2=l p()
elérefelé vett T, T,
Eltolasi tétel f(kT, —nT,)) Z"F(z)
m—1
f(kT, +nT,) zm[F(z)— > fGr,) z’j
i=0
Kezdetiérték-tétel : — lim 21
z lim {(KT,) = lim = F (2)
gl e -1
Végérték-tétel lim f(kT,) =lim=— F(z)
k— z—>l z
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A Laplace transzforméci6hoz hasonléan a z-transzformacional is megadjuk a fontosabb
figgvények transzformaltjat. A 7.2. tdblazat tartalmazza a folytonos és diszkrét
idofliggvény alakot, a Laplace- és a z-transzformaltakat, igy egyarant alkalmas a folytonos
idOtartomanyhoz tartozo fliggvényalakbol a diszkrét operatortartomanyban alkalmazhato
alak eléallitdsara, vagy a z-transzformalt alakbdl kiindulva a diszkrét idétartomanyi alak

eléallitasara.
7.2. tablazat. Nevezetes fiiggvények z-transzformaltjai
f(t) F(S) f(n To) =f(t) F(z)
A1) 1 1 (n=0); 0 (n0) 1
1
Kt-kTh) e M 1 (n=k); 0 (n#k) o
1 z
1(7) - 1 vagy 1(n)
s z—1
1 T zT,
t R
52 e 1)
0,57 L (nT,) (2 +1)275
’ s’ 2 2(z-1)
A6 1 (nT,) T, 2|2 +4z+1)
st 6 6 (z-1)
e_m L e—anTo z
S+a z -aT,
z
a" vagy a"-1(n)
z—a
1 2T e T
t -at - T —anT, 0
¢ (S + a)2 o€ (Z _ e—aTo )2
e—m _ e—h[ 1 efanTﬂ _ e*bnTﬂ 1 . Z(e—aTU _ e—bTU )
b—a (s+a)(s+b) b—a b—a (Z—e_aT"XZ—e_bT")
a z\l—e
1 — -aT _ —anTy
¢ s(s+a) I-e (z—1)z—e"
. 0) ) zsin(a)TO)
sinwt IR sin onTy 22—2zcos(a)T0)+1
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» s . 2z~ cos(wl )
@ ze™ " sin(wT;)
—at - —anT, - 0
smaox 2 2 e sin onT, — —
¢ (s+a)’ +o° 0 2> —2e ”T(’zcos(a)To)wLe 2aTy
s+a z? —ze™" cos(oT)
-at —anT 0
cosawt e cos onT, — —
¢ (s+a)’ +o° 0 2> —2e ”T(’zcos(a)To)wLe 2a%

7.3. Folytonos bemenet — kimenet modell diszkretizalasa

Folytonos iddtartomanyban az alabbi bemenet — kimenet modellt alkalmaztuk a dinamikus
tagok illetve tagcsoportok jellemzésére:

YW () + apo y @ V() + -+ a;y D) + agy(t) = bp,u™(t) + -+ bou(t) ,
ahol y(t) —a kimend jel,

u(t) —a bemend jel,

x(i)(t) = %, x={yu}, i=1,..,n,
ai, bj — konstans egylitthatok.

Formailag ez a modell egy n-ed rendli differencidlegyenlet, amit a diszkrét
id6tartomanyban val6 alkalmazashoz differenciaegyenlet formara kell hozni. Az atalakitas
a differencidlhanyados differenciahdnyadossal valo kdzelitésén alapul:

dx Ax
—_— =
dt T,
Az analizisben tanultaknak megfeleléen a differencidlhanyadost kétféleképpen irhatjuk
fel:

dx o x(t+At) — x(t) ox(t) — x(t—At)
— = lim = lim .
dt At-0 At At—0 At

A kétféle felirdsi modon alapul a differencialhanyados eldrefelé, illetve visszafelé vett
kozelitésének modszere.

Az elorefelé vett differencidk modszere, vagy Euler médszer a kovetkezd moddon
vezethetd le:

dx _ x(t +Ty) — x(t) B x(kTy + Ty) — x(kT,) B x((k + 1)T0) — x(kT,)
dt T, a T, a T, ’

tehat a differencidlhdnyados értékét a (k+1)-edik és k-adik mintavételezési idépontokhoz
tartozo jelértékeknek a mintavételezési idokdzre vonatkoztatott kiillonbségével kozelitjiik.
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Ez a kozelités csak akkor lehetséges, ha a vizsgélt rendszer valamennyi mérési adata
rendelkezésre all, azaz a modellt a mérési adatok alapjan illesztjik a rendszer
viselkedésére.

A differencidlhdnyados Laplace-transzformaltjat és a kapott kozelitd alak z-
transzformaltjat felirva megkapjuk, hogy a kozelités kovetkeztében hogyan alakul az
attérés a két — folytonos és diszkrét — operatortartomany kozott:

dx(t) \ _
L( dt >=SX(S) IE s—>Z !
I

o x((k + 1)T0) — x(kT,) B zX(z) — X(2) z—1
( To ) - To T

X(2) J z->1+4+Tys

A levezetésnek megfelelden, az elérefelé vett differencidkon alapuld kozelités soran a

N TO

két operatortartomany kozotti attérés, az eredeti definicioban megadott z = e®'0, illetve

s = Tllnz képletekhez képest, jelentdsen modosul.
0

A mérnoki gyakorlatban 4ltalanosabb a visszafelé vett differencidk hasznalata, mivel ez
on line modon, a rendszer mikodése kozben is alkalmazhato. A kozelitésnek a levezetése a

kovetkezo:
dx x(t) —x(t—T,) B x(kTy) — x(kTy — T,) B x(kTy) — x((k — 1)T,)
dt T, B T, B T, ’

tehat a differencidlhanyados értékét a k-adik és (k-1)-edik mintavételezési idépontokhoz
tartozd jelértékeknek — az iddintervallum hosszanak figyelembe vételével vett —
kiilonbségével kozelitjiik. Ezek az értékek vizsgalat kozben is folyamatosan rendelkezésre
allnak.

A visszafelé vett differencidk esetében is meghatdrozhatjuk, hogy a kozelités milyen
torzulast okoz a két operatortartomany kozotti attérésben:

dx(t) _ \ z—1
L< 7t )—sX(s)| s = p

1
|
X(Z)}Z_)]_—TOS

5 x(kTo) —x((k+ DTp)\ X(@2)—z'X(2) z-1
< T, ) B T, 2T,

A kozelités tehat ebben az esetben is Iényeges eltérés okoz a definicid szerinti
transzformacids képletekhez képest, ami az atirt modell tulajdonsagainak moédosulasat
fogja okozni.

A szakirodalomban tovabbi kozelité képletek is taldlhatok a folytonos és a diszkrét
operatortartomanyok kozotti attérés kozelitésére. Ezek koziil itt az in. Tustin-modszert,
vagy bilinearis kozelitésen alapuld eljarast emlitjik meg. A numerikus integraldsnal
hasznalt trapéz modszert alkalmazva végeredményként a kovetkezd transzformacios
képleteket kapjuk:
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sT,

2z-1 1+=°
ﬁ_

ST T,z +1 27 ST,

2

A bemenet — kimenet modellek differenciaegyenlet forméajaban torténd felirasat kétféle
modon végezhetjiik el. A differencialhanyados kozelitéséhez hasonloan ebben az esetben is
a kiilonbség a két alak kozott az, hogy a modell felirdsandl a jelent szimbolizalo kTo
idOponti jelértékekhez képest a tobbi jelérték anndl Gjabb, vagy korabbi. Induljunk ki az
alabbi folytonos bemenet — kimenet modellbdl:

any () + @y V@) + -+ a;y P (©) + agy(t) = bpu™ (8) + -+ + bou(t)
Ennek a modellnek az eldrefelé vett differencidkon alapuléd kozelitése a kovetkezd lesz:
cny((k + n)TO) + cn_ly((k +n-— 1)T0) + -+ cly((k + 1)T0) + coy(kTy) =
= dpu((k + m)Ty) + - + dou(kT,)

Ez a modell off line médon alkalmazhatd, tehat a mérés elvégzése utan, az adatok
illesztésével hasznalhato.

A visszafelé vett differencidkon alapuld kozelités:
eoy(kTo) + eyy((k — DT,) + -+ en_1y((k — n+ 1DTy) + ey ((k — n)Tp) =
= fu((k = A)Ty) + - + fou((k — d — m)T,)

A modellben alkalmazott d érték a bemenet késleltetését adja meg a kimenethez képest
(d =n-m). A kapott modell on line modon, vagyis megfigyelés kozben is alkalmazhato,
hiszen itt a korabban kapott adatokbol kdvetkeztetiink a pillanatnyi értékre.

Mindkét modell esetében az egyiitthatok eltérd betiivel valo jelolése arra utal, hogy az
atiras sordn a konkrét értékiik megvaltozhat.

A kapott modellek hasonl6 tulajdonsagokkal rendelkeznek, mint a folytonos bemenet —
kimenet modell, azaz lineérisak, iddinvariansak, amennyiben az egyiitthatdik konstansok.
Az oksagi szabaly a diszkrét idejii modellnél is érvényes (n>m), és a differencia-
egyenletekhez is meg kell adni a megfeleld szamu kezdeti feltételt.

7.4. Differenciaegyenletek megoldasa

A diszkrét idétartomanyban alkalmazott bemenet —kimenet modellek lineéris, allando
egyiitthatos differenciaegyenletek, melyek megoldésara kiilonbozé lehetdségeink vannak.
Ebben a fejezetben egy egyszerli példa segitségével a kiilonb6zd lehetdségeket nézziik
végig, elsdsorban az alkalmazhatdsagot szem eldtt tartva, igy nem részletezve az elméleti
hatteret.
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7.4.1. Differenciaegyenletek analitikus megoldasa

A differenciaegyenletek analitikus megoldasa, — hasonléan a differencialegyenletekéhez, —
két 1épésbol all. Eldszor megkeressiik a homogén differenciaegyenlet yno(k) altalanos
megoldasat, majd hozzdadjuk az inhomogén egyenlet egy yino(k) partikularis megoldasat:

(k) = Yno(k) + yino (k) .
(Ebben a részben eltekintiink a To mintavételezési periddusidd feltiintetésétdl.)
Oldjuk meg példaként a kdvetkezd differenciaegyenletet:
y(k)+05y(k—1)=3, y(-1)=4.
1. Az yno(k) homogén megoldas meghatarozasa
A homogén differenciaegyenlet:
y(k) +0,5y(k—1)=0.

Keressiik ennek megoldasat egy alkalmas, y(k) = Ca* alakban, ahol a C és az «
meghatarozandoé értékek! Ekkor

y(k—1)=Cak1 .
Behelyettesitve a megoldéast a homogén egyenletbe:
Cak+0,5Cak1t=0,
Ca*(a+05)=0,
innen a C = 0 és az o = 0 trivialis megoldasokat kizarva:
a+05=0 = a=-05.
fgy a differenciaegyenlet homogén altalanos megoldésa:
Yno(k) = C(=0,5)"1 .
2. Az inhomogén egyenlet egy partikularis megoldadsanak megkeresése
A kiindulasi egyenletiink
y(k) +0,5y(k—1) =3

alaka volt, melynél a bemeneti oldalon egy konstans szerepelt. Probaljuk meg ezért a

megoldast
Yino(k) = A
alakban, vagyis konstans formdjaban keresni. Behelyettesitve a feltételezett
megoldast:
A+054=3,
A=2
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értéket kapunk, vagyis tetszéleges mintavételezési idépontban az inhomogén
partikularis megoldas:

Yino (k) = 2
lesz.
3. A teljes megoldas:
Y(k) = ypo(k) + Yino (k) = €(=0,5)* + 2
4. A C konstans meghatarozasa

A C konstans értékének meghatarozasahoz hasznaljuk fel az y(—1) = 4 kezdeti
feltételt. Legyen k = -1:

}I(_l) = C(_O'S)—l + 2 )
4=C(-05"1+2 = C=-1.
Tehat a teljes megoldas

y(k) =2 —(=0,5)k .

A modell az egyes mintavételi id6pontokban a kovetkezd értékeket veszi fel:

k y(k) 0,5y(k-1) Y(K) +0,5y(k-1)
0 1 2 3
1 2,5 0,5 3
2 1,75 1,25 3
3 2,125 0,875 3
5 2,031 0,969 3
10 1,999 1,001 3

Mint a tablazatbol lathatdo, a megoldas konvergdl a meghatirozott inhomogén
partikularis megoldas felé.

7.4.2. Differenciaegyenlet megoldasa z-transzformacio segitségével

Induljunk ki ebben az esetben is az analitikus megoldasnal alkalmazott példabol és
oldjuk meg a kovetkezd differenciaegyenletet z-transzformacio segitségével.

y(k) +05y(k—1)=3-1() , y(-1)=4.
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A bemenetrél most feltételeztiik, hogy az egy a vizsgalat kezdd idépontjaban
megjelend, 3 egységnyi amplitiddju ugrasfiiggvény. Végezziik el a z-transzformaciot
a megadott kezdeti feltételt figyelembe véve:

A
Y(Z) + O,S(Z_1Y(Z) +y(—1)) = 3; ,
A
Y(Z) + O,SZ_1Y(Z) + 0,5 ‘4 = 3; )
z+2
(14+05z7V)Y(2) = ,
z—1
zZ+2 7%+ 2z

Y(z) = (z—1)(1+05z1) 2z2—052—05"

Az invertalashoz alakitsuk at a kovetkezd alakra:

Y(2) B z+2
z  (z-1(z+05)’
z+2 A N B A=2 B 1
= - = = —
(z-1)(z+05) =z—-1 z+0,5 ’ ’
Y(2) _, 1 1
z z—1 z+05’
z z
Y() _zz—l_z+0,5 '
A kapott részlettortekhez tartozd inverz alakokat a z-transzformacids tablazatbol
kikeresve:
z z
— 2 1(k ——— 2 (-0,5)k,
Z_l(— () Z_(_O,S)(_( l)

y(k) =2-1(k) — (-0,5)"

megoldast kapjuk, ami megfelel az analitikus megoldas eredményének. Mindkét
megoldas kozos jellemzdje, hogy egy tetszdleges k mintavételezési idéponthoz
tartozo jelértéket egyszerii behelyettesitéssel egy 1épésben meghatarozhatjuk.

7.4.3. Differenciaegyenlet megoldasa iterativ uton

Magasabb fokszamu differenciaecgyenletek esetében sem az analitikus ut, sem a z-
transzformacié alkalmazisaval végzett megoldas nem lesz egyszerti. Ilyenkor
kiilonbozd iterativ megoldasokkal érdemes probalkozni. Az egyik ilyen lehetdség a
differenciaegyenlet 1€pésrél-1épésre torténd megoldasa. Példaként ebben az esetben
is a mar vizsgalt egyenletet oldjuk meg igy:

y(k)+05y(k—1)=3, y(-1)=4.

Rendezziik 4t az egyenletet:
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y(k) =-0,5y(k—1)+3 .

Ismerve a k = -1 id6éponthoz tartozé értéket, hatdrozzuk meg y(k) értékét az egymast
kovetd mintavételi idépontokban:

k=0 y(0) =-0,5y(-1)+3=-05-4+3=1,

k=1 y(1) =-0,5y(0) +3=-0,5-1+3=25,

k=2 y(2)=-0,5y(1)+3=-0,5-25+3=175,

k=3 y(3) =-0,5y(2) +3=-0,5-1,75+3 = 2,125 .
Osszevetve az analitikus, illetve a z-transzforméciét alkalmazoé megolddsokkal e
modszer feltétlen elénye az egyszerlisége, illetve konnyii algoritmizalhatosaga.
Hatranya viszont, hogy egy lépésben nem kapjuk meg az egy adott mintavételi

idéponthoz tartozé eredményt, hanem csak a korabbi értékek meghatarozasa utan
allithato eld.

7.4.4. Kimenet meghatarozasa polinom osztassal

Ugyancsak iterativ jellegli megoldast jelent, ha eldallitjuk a kimeneti jelet negativ
kitevds hatvanysoros alakban. Ebben az esetben induljunk ki a mar eddig hasznalt
példabol:

y(k)+05y(k—-1) =3, y(-1) =4

Végezziik el a z-transzformaciot ebben az esetben is a megadott kezdeti feltételt
figyelembe véve:
z
Y(Z) + 0,5(2_1Y(Z) + y(—l)) = 3; ,
z+2 z? + 2z

Y(z) = (z—1)(1+05z1) 2z2—052—05"

A kapott racionalis tortfliggvényt fejtsilk negativ kitevés hatvanysoros alakba
polinomosztas segitségével.

22 +22:22—0,52—0,5 =12+ 252"+ 1,75272 + 2,125273 + ---
—(z2-0,52—10,5)

2,52+ 0,5
—(252—1,25-1,25z"1)
1,75+ 1,25z71

—(1,75 — 0,875z~ — 0,875272)
2,125z71 4+ 0,875z 1
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Az eredményt, vagyis a kimenetnek az egyes mintavételi idépontokban felvett
értékeit, a kapott polinom egylitthatoi szolgaltatjak. Ennek magyarazata az inverz z-
transzformaciot bemutatd részben talalhato.

7.5. Az impulzus-atviteli fuggveény

A folytonos iddtartomanyban bevezetett atviteli fliggvény fogalom a vizsgalt rendszer
operator tartomanybeli modelljét szolgéltatta. Segitségével egyrészt adott bemenethez
meghatdrozhatd volt a kimeneti valaszfliggvény, masrészt az egyiitthatok megfeleld
rendezésével értelmezhetdk a rendszertulajdonsagokat hordozod paraméterek. Az atviteli
fliggvény definicid szerint a kimenet és a bemenet zérus kezdeti feltételek mellett vett
Laplace transzformaltjainak hanyadosa:

_Lir®)

G(s) = L(u(®)

zérus k.f.

Az atviteli fliggvényhez hasonld fogalom mintavételes rendszerek esetében is
értelmezhetd. Ennek levezetéséhez induljunk ki egy egyszerli mintavételezett tagbol,
melynél feltételezziik, hogy a tag folyamatos miikddésli, de a bemenet csak adott
mintavételezési idOpontokban hat a rendszerre, és a kimenetet is csak ezekben az
idépontokban hatarozzuk meg. A rendszer vazlata a 7.3. dbran lathato.

(1) } u*(1) o 0) } yH(0)

7.3. abra Mintavételezett bemenetii és kimenetii tag

A 7.3. abra jelolései a kovetkezok:

u(t) - afolyamatos idejii bemenet,

u*(t) - a mintavételezett bemenet,

h(t) - afolyamatos miikkddésii tag sulyfiiggvénye,
y(t) - atag folyamatos idejii kimenete,

V*(t) - a mintavételezett kimenet,
To - a mintavételezési periddusido.

A korabbiaknak megfelelden a két mintavételezd szinkronban dolgozik, azaz
megegyezik a mintavételezési periddusidejiik, és egyszerre torténik mind a bemend jel,
mind a kimenet mintavételezése. A tag miikodésének jellemzésére — a sulyfiiggvény ¢€s az
atviteli fiiggvény kozotti ismert kapesolat alapjan — itt a sulyfliggvényt alkalmaztuk.

A mintavételezett bemenet és kimenet értelmezését végezziik el a 7.4. dbra alapjan:
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u(o) | POl

-kTo)

S
§
2
N
S
g

{m

u(0Tp)X6)
u(1To)Xt-To)

u(kTo)X

I [
0Ty 17, 2Ty KTy nTy ! 0T, 17, 2T, kTo

3
3
-

7.4. abra. Mintavételezett bemenet és kimenet kozotti kapcsolat

A baloldali abran a bemenet mintavételezése lathato. A folytonos u(t) bemenetet To
1d6kozonként mintavételezve kapjuk meg az mintavételezett u*(t) bemend jelet, mely az
egyes mintavételi iddpontokban megjelend Dirac-szerli impulzusok sorozatabdl all. Az
egyes impulzusok teriilete a bemend jel adott mintavételezési idOpontjaban felvett
értékének felel meg. Az impulzusszerii bemenetek hatdsara a kimeneten megjelend jel
Osszetevokre bonthato fel. A jobb oldali abran lathatdak ezek a folytonos jelosszetevok, az
yiro(t) az iTo-dik mintavételezési idOpontban a bemenetet érd u(iTo)d(t-iTo) impulzusra
adott folytonos jelosszetevd. Ha a bemeneten impulzusszeri jeleket alkalmazunk a
matematikai mintavételezésnek megfelelden, akkor a kimeneten kapott valaszfiiggvények
sulyfiiggvénynek tekinthetdek. Igy ezeket a folytonos jelosszeteviket, —mint
sulyfliiggvényeket irhatjuk le az u(iTo)h(t-iTo) Osszefliggés segitségével. A kimenet értéke
egy adott mintavételezési idépontban e folytonos jelosszetevok adott idéponthoz tartozo
értékeinek az Osszege lesz. Egy jelosszetevd értéke egy tetszéleges n > i mintavételezési
idépontban u(iTo)h(nTo-iTo) lesz. Ha n =1, akkor ennek a jelosszetevonek az értéke az
egyideji mintavételezés miatt nulla lesz, ha n<i esetében egy késébbi iddpontban
jelentkezd bemenetrdl van szd, igy az ehhez tartozo jelosszetevdt szintén nullanak
tekinthetjiik.

Hatarozzuk a kimenet értékét egy tetszdleges nTo mintavételezési idépontban:
y(nT,) = Z h(nT, — kTo)u(kTy) .
k=0
frjuk fel az y*(t) mintavételezett kimenet id6fiiggvényt:

y'(© = ) YTt~ nTy) .

Helyettesitsiik be az nTo idéponthoz tartozo y(nTo) kimenetre vonatkozd dsszefliggést:
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y'(© = ZZ R(nTy — KTo (KT8 (e = nTo) |
n=0 k=0

Vezessiink be egy 10j, nk indexvaltozot a kdvetkezd modon: nk=n - k, tehdt n = ni + k,
igy
Y ©= D > hOuTulkTo)d( = nTo = kT) .

n=-k k=0

A kapott kifejezésnek allitsuk eld a diszkrét Laplace transzformaltjat:

[oe]

y*(s) = Z Zh(nkTo)u(kTO)e‘("k”‘)Tos .

n=-k k=0

Miutén h(nxTo) = 0, ha nk < 0, igy az egymasba agyazott két 6sszegzés szétbonthato:

[e]

Y*(s) = Z h(n,Ty)e "Tos . Z u(kTO)e—kTos _
n=0

k=0
Megvizsgalva az igy kapott kifejezéseket megallapithatjuk, hogy a szorzat elsd
tényezdje a sulyfiiggvény diszkrét Laplace transzformaltjanak, vagyis a diszkrét atviteli
fiiggvénynek, a masodik pedig a bemend jel diszkrét Laplace transzformaltjanak felel meg.
fgy az
Y*(s) =G"(s)- U(s)
Osszefliggést kapjuk. Elvégezve az z = esT0 behelyettesitést, akkor az alabbi:

[e]

Y(z) = Z h(n, Ty)z " - Z w(kTy)z* = G(2)U(z)

n=-k k=0

Osszefliggéshez jutunk, mely alapjan definidlhatjuk az impulzus-atviteli fliggvényt:

_zZ(y'®)
zérus k.f Z(u’ ( ))

Az impulzus-atviteli fliggvény tehat a mintavételezett kimenet ¢és bemenet z-
transzformaltjainak hdnyadosa zérus kezdeti feltételek mellett. Mint ahogy korabban is
megjegyeztiik, az impulzus-atviteli fliggvény csak a mintavételezési idépontokban lesz a
rendszer modellje, miutan csak ezekben a pontokban van kapcsolatban az eredeti folytonos
ideji modellel.

Y(2)

G()—U()

zérus k.f.

Hasonldéan az atviteli fliggvényhez, az impulzus-atviteli fliggvényt is racionalis
tortfliggvény alakban adhatjuk meg, de ahogy a bemenet — kimenet modellnél is felirtuk az
elére és visszafelé vett alakot, itt is hasznalhatunk pozitiv és negativ kitevds polinomokat:

Y(2)  bpz™ + by + 4+ bz + by

G(z) = = =
(2) U(z) apz™+a,_1z"t+-+a,z+a,
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boz_d + blz_d_l + b + bm_lz_m_d+1 + boz_m_d

ay+az7t ++ap_z7"+a,z7"

A negativ kitevés alaknak a differenciaegyenletek iterativ iton torténd megoldasanal
van fontos szerepe.

7.6. Eredo impulzus-atviteli fiiggveny meghatarozasa

Tagcsoportot tartalmazo mintavételes rendszerek eredd impulzus-atviteli fliggvényének
meghatarozasanal figyelembe kell venni, hogy a mintavételezd szervek mely tagok kdzott
helyezkednek el. Ennek figyelembe vételével a kovetkezOkben megvizsgéljuk, hogy a
jelformald tagok és a mintavételezok kiilonbozd sorrendii kapesolasanak milyen hatdsa van
az eredd impulzus-atviteli fliggvényre. Az egyes esetekben feltételezziik, hogy a tagok
folyamatos miikddéstiek, igy egyarant jellemezhetdek a G(s) atviteli figgvénnyel, illetve a
h(t) sulyfiggvénnyel, és a kimenetiikon kapott y(¢) jel is folyamatos.

— Mintavételezd el6tti és utani jelek:
u(?) }C u*()
U(s) U*(s) U(z)
U(s) =L{u@®}, U@ =2{u@®}.

— Kimend jel mintavételezése:

To .
u(?) H) Ges) ny v
U(s) Y(s) Y*(s) ¥(2)

Y(s) = G(s)U(s), Y(z) = Z{G(s)U(s)} 2 GU(z) .

(Megjegyezziik, hogy a szakirodalom széles korben hasznaljdk a GU(z) roviditést a
Laplace transzformaltak szorzata z-transzformaltjanak roviditésére, de GU(z)#

G(2)U(2)")

— Bemend jel mintavételezése:

To *
u(t) L u*(1) WD ) 1)
U(s) U*(s) (s)
U(z)

Y(s) =G(s)U*(s).
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— Bemend ¢és kimend jel egyidejli mintavételezése:

1 0 *, T 0 ES
wy Towol e o
U(s) U*(s) Y(s) Y*(s)
U(z) Y(z)

Y*(s) =G*(s)U*(s), Y(=2)=G6=U(2) .

— Sorba kapcsot tagok, minden tag eldtt s utan van mintavételezd:

u®) T w )] ey | X0 D20 my | 0 Do y¥0)

Uis)  Uxs) TG | xs) )| G20 | Hs) r¥(s)
U(z) X(2) 1(z)
X*(s) = Gi{()U(s) , Y*(s) = G;(s)X*(s) ,
X(2) = G,(2)U(2) , Y(2) = G,(2)X(2) ,

Y*(s) = Gi(s)Gz(s)U"(s) ,
Y(2) = G,(2)G,(2)U(2) ,
Ge(2) = G1(2)G2(2) .

A levezetésnek megfelelden, ha mindenegyes sorba kapcsolt tag el6tt és utan van
mintavételezd, akkor az eredd impulzus-atviteli fliggvény kiszamitasa nagyon
hasonl6 a folytonos idejii rendszerek operdtortartomanybeli ereddjének
meghatarozasadhoz: az eredd impulzus-atviteli fliggvényt az egyes tagok impulzus-
atviteli fiiggvényeinek szorzataként kapjuk meg.

— Sorba kapcsot tagok, de a tagok k6zott nincs mintavételezo:

u®) 1o w0 ey | X0 | ey | 20 Ty
Uis)  UXs)| G | xs) | G26) | 1) Y¥(s)
U(z) (z)
Y(s) = G2(5)X(s) = G1(5)G(s)U(s) ,
Y*(s) = L7{G1(s)G,(s)}U"(s) ,
Y(2) = 2{G,(5)G,(s)}U(2) 2 G1G,(2)U(2) ,
Ge(2) = Z{G1(5)G,(s)} £ G1G,(2) .

Ha sorba kapcsolt tagok kozott nincs mintavételezd, akkor az eredd impulzus-atviteli
fiiggvényt a tagok atviteli fliggvényeinek szorzatat z-transzformalva kapjuk meg.
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— Visszacsatolt kor tagok el6tt €s utan mintavételezdvel:

v, ) Loeo wn [0 Loy
ws) .1 ) EXs) | 99 | ¥(s) Y¥(s)
E(2) 1(2)
V) (1)
Y,(s) Gn($)

E(s) =W(s) = Yp(s) = W(s) — Gn(s)Y"(s),
Y(s) = G, ()E*(s), Y*(s) = Go()E*(s) ,
Y*(s) = Go($)E™(s) = G5 ()W (s) — G5 ()G (s)Y™(s) ,

Ge() = Y T TH 6 (G ()
6o () = 22 =

W@ 1+ 6, @@

Ha a visszacsatolt kor minden jelformalo tagja elétt és utan van mintavételezd, akkor
az eredd atviteli fliggvényt a folytonos esethez hasonldan hatdrozzuk meg. Tehat az
eléremend ag eredd impulzus-atviteli fliggvényét elosztjuk az eléremend ag eredd
impulzus-atviteli és a visszatérd ag eredé impulzus-atviteli fliggvénye szorzatanak 1-
gyel novelt értékével.

Visszacsatolt kor, de a visszacsatolasnal nincs mintavételezés:

MNP o} e* () | () 3(f) :
ws) 1 EE) EXs) | G | 1) Ly
E(2) Y*(s)
yil?) 0 ¥(2)
Ym(s) Gm(s)

E(s) =W(s) = Ypu(s) = W(s) = Gn(s)Y(s) = W(s) — Go(s)Grn(S)E™(s) .
Diszkrét Laplace transzformalva a kapott kifejezést, majd kifejezve E*(s)-t:

E*(s) = W*(s) — L{Go ()G ($)}E™(s) ,
B w(s)
T 1+ LG (8) G ()}

E*(s)

Fejezziik ki Y*(s)-t, a kimenet diszkrét Laplace-transzformaltjat, majd helyettesitsiik

be az E'(s)-re kapott kifejezést, és rendezziikk at az atviteli fliggvények kapcsan
megszokott alakra:

www.tankonyvtar.hu
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w(s)

V(s) = G (IE"(5) = 63 () T3 e (e ()

vi(s) G:(s)
W) 1+ LG () om(9)]

A z-transzformacio6 elvégzése utdn megkapjuk az eredé impulzus-atviteli fliggvényt:

W(z) 6@
14 2(6,()6n() 1+ 6ol

Y(2) = G,(2)E(2) = G,(2) w(z) ,

Y(z)  Gy(2)
W(z) 1+4+G,6,(2) "

Ge(2) =

7.7. Diszkrét ideji rendszerek erositésének meghatarozasa

A folytonos idejli rendszereknél az erdsités (aranyossagi tényez0) volt az a paraméter, ami
megadta, hogy ugras jellegli bemenet esetén egy stabil jelformald tag a bemend jelet
hanyszorosara (vagy hanyadrészére) valtoztatja meg a kimeneten. Az alabbi altalanos
bemenet-kimenet modellb6l levezettiik, hogy az erdsités a kimend €és a bemend jel
nulladrendii derivaltjainak egyiitthat6ibol szarmaztathato.

any ™ () + Aoy V() + -+ agy P () + agy(t) = bpu™ () + -+ bou(t) .

Ennek magyardzata az volt, hogy staciondrius allapotban a jelek valtozasat leird
derivaltak értéke zérus lesz, igy a két jel aranyat az egyiitthatok aranyaval lehet kifejezni:
Yss(t) _ by
ugs(t)  ag

agyss(t) = bougs(t) = K =

)

ahol az ss index a jel allanddsult allapotbeli (steady state) értékére utal. Az erdsités
ugyancsak meghatarozhatd az atviteli fliggvénybdl, ahol a polinomok konstans tagjainak
hanyadosaként kapjuk meg az értékét. Tovabbi lehetség volt a végérték-tétel alkalmazasa,
melynek eredményeként — stabil rendszerek egységugrasra adott valaszat vizsgalva — ismét
az erdsitést kaptuk.

Vizsgaljuk meg, hogy diszkrét idejli rendszerek esetében, hasonldé moédszereket
alkalmazva, milyen eredményt kapunk. Induljunk ki a diszkrét bemenet — kimenet modell
visszafelé vett differencidk segitségével felvett alakjabol:

aoy(kTy) + aly((k — 1)TO) + -+ an_ly((k —n+ 1)T0) + any((k — n)TO) =
= bpu((k = d)T,) + -+ bou((k —d —m)T,) .

Legyen a bemenet az egységugrds, igy ennek értéke tetszéleges mintavételezési
idépontban 1 lesz:

u((k — d)Ty) = -+ =u((k —d —m)T,) = 1(kT,) .
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Tételezziik fel, hogy a rendszer stabil, igy a kimenet a tranziens allapot megsziinte utan
allandosult értéket vesz fel:

y(kTo) = y((k = DTy) = -+ = y((k = n + DTy) = any(tk —)To) = yss -
fgy allandosult allapotban a modell a kovetkez6 alaki lesz:
AoYss T A1Yss T+ Ap_1Yss T AnYss = bml((k - d)TO) + et bol((k —d- m)TO) .
Miutédn az 1(kTo) fliggvény értéke minden mintavételezési idépontban 1, igy a kimenet:

_a0+a1+”‘+an_1+an

Vss 1(kT,) .

Innen 4ltaldnositva az erdsitést, mint a kimend jel és a bemend jel 4llandosult allapotbeli
viszonyat ugrasfliggvény bemenet esetére:

_ Vs _ 2iZo b

K =
n
u j=0 a;

)

tehat diszkrét idejii rendszerek esetében az erdsitést a bemenet-kimenet modellben szerepld
polinomok egyiitthatdi Osszegének hanyadosaként lehet meghatarozni. A szamlaloban a
bemeneti oldal egyiitthatdinak Gsszege, a nevezdben a kimeneti oldal egylitthatoinak
Osszege szerepel.

Hasonlé eredményre jutunk, ha a végérték-tételt alkalmazzuk. Legyen a bemenet az
egységugras fliggvény, ekkor:
z

uH =10 = U@ =-—,

z—1 z—1
lim y(kT,) = lim——Y(2) = lim——G(2)U(2) =limG(2) =
k—oo z-1 Z z-1 Z z—1

bpz™+ bpy_1z™ Y+ -+ bz + b,
= 1 =

z-1 Az + ap_1z" 1+ +az+ag

7.8. Tartoszervek

Az eddig targyalt esetekben a mintavételezés értelmezésénél leirtaknak megfelelden a
bemend jel impulzusok formajaban keriil a jelformalo tag bemenetére. Ez a gyakorlatban
azt jelenti, hogy példaul egy szabdlyzasi korben a szabdlyozd altal meghatarozott
beavatkozd jel, mint impulzus keriil kikiildésre az irdnyitott szakasz felé az adott
mintavételi idépontban. Ezutan, a kovetkezé mintavételi idépontig nincs Gjabb informacio
a beavatkozo jel értékére, azaz a kikiildott jel értéke nulla. A leirt rendszer hatdsvazlata a
7.5. abran lathato:
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i *(I)I
1o I/—\ l kT

|
t mintavételez6 szakasz
. — < >
WM
kT

7.5. abra. Mintavételezo tagcsoport hatasvazlata

A gyakorlatban léteznek olyan rendszerek, melyeket ilyen impulzusok segitségével
lehet iranyitani, de altaldban nem ez a jellemzd. Azokban az esetekben, ahol ez az
impulzusok kikiildésén alapuld eljards nem megfeleld, célszerii egy olyan egységet
beépiteni, amely az el6z6 mintavételi idoponthoz tartozd informéciét vagy megérzi a
kovetkezd mintavételezési iddintervallumon, vagy koréabbi jelértékeket is figyelembe véve
becslés alapjan hatdrozza meg a jel értékének esetleges valtozasat erre az intervallumra.
Ezeket az egységeket tartdszerveknek nevezzik.

A legegyszeriibb esetben a tartdszerv feladata, hogy Orizze meg az utolsé mintavételi
idéponthoz tartozo jel értékét mindaddig, amig jabb informacié nem érkezik. Egy ilyen,
un. nulladrendi tartoszervvel kiegészitett rendszer vazlata lathato a 7.6. dbran.

i*(l)[
f(t)%\ l kT o I:I -

I - o B kT
4 mintavételezé

egység

tarté P szakasz

7.6. abra. Tartoszervvel kiegészitett mintavételezo tagecsoport hatasvazlata

A nulladrendli tartoszerv leirdsdhoz tételezziik fel, hogy az egyes mintavételezési
idépontokhoz tartozo jelvaltozasokat négyszogimpulzusok segitségével irjuk le. Ennek
megfeleléen egy adott mintavételezési idépontban megjelend jelhez tartozik egy, a
jelértéknek megfeleld amplitidoji ugrasfiiggvény, mely a kovetkezd mintavételezési
idépontban egy ugyanolyan amplitadoja, de negativ eldjelli ugrassal zarul.

Jo®) Jo®

kT

iTy

Joi(e-ky — fo(R)i(t-(k+1))
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A nulladrendi tart6 leirasa ennek alapjan:

fo®) = ) FOT(1(e = nTy) = 1t = (n+ D)) .

Laplace transzformalva a kapott kifejezést:

o -nTyS _ e—(n+1)Tos

e 1— e Tos
Fo(s) = ) f(nTy) = Y Fnry) e
n=0 s s n=0
A kapott kifejezésben a Yor_, f(nT,) e 105 megfelel a F'(s)-nek, az f(t) fliggvény
diszkrét Laplace transzformaltjanak. igy

_ —Tos

e
Fo(s) =———F(s),
melybdl a nulladrendii tartdszerv atviteli fliggvénye meghatarozhato:

Fo(t) 1—eTos

Gho(s) = F*(s) = S

Ha a teljes tagcsoport — mintavételezd, nulladrendii tartd, objektum — eredd atviteli és
impulzus-atviteli fliggvényét irjuk fel, akkor a kovetkezot kapjuk:

u() _ u¥o) Grols) uolf) G,(5) Wy v

— atviteli fliggvény:
Gi(s) = L' (o ()G () ,

— impulzus-atviteli fiiggvény:

1 — e~Tos G G
Ge(Z) =Z (GhO(s)Gp(s)) =2 <+ Gp(5)> =27 <—pS(S) — e~ Tos _p§5)> -

=(1-z"YHZ <—G”(s)> .
S

Az eredd impulzus-atviteli fiiggvény felirdsanal figyelembe vettiik, hogy az e~ToS
tényez0 vald szorzas idtartomanyban egy mintavételi idéegységgel valo eltolasnak felel
meg.

7.9. Mintavételes rendszerek stabilitasa

A mintavételes rendszerek stabilitasvizsgalatat a folytonos idejli rendszerekhez hasonloan
végezhetjik el. Ennek megfeleléen a kovetkezékben bemutatjuk az ott bevezetett
stabilitdsdefiniciok, a korlatos bemenet — korlatos kimenet (BIBO) stabilitas, illetve az
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aszimptotikus stabilitds fogalmanak diszkrét idejii rendszerekre értelmezett definicidit,
illetve az ellendrzésiikre szolgalo tételeket.

7.9.1. Diszkrét BIBO stabilitas

Egy linedris mintavételezd rendszert korlatos bemenet —korlatos kimenet (BIBO)
stabilitdsunak neveziink, ha korlatos bemend impulzussorozat hatdsara keletkezd kimend
impulzussorozat is korlatos:

u(kTy) <M, ko<k<oo = y(kT)<M,, ky<k<oo, M;,M, <.

Legyen a vizsgalandd rendszer egy mintavételezett bemenettel és kimenettel miikodo
tag, az alabbi dbranak megfelelden:

(1) } u*(1) "o 0) } yH()

Az impulzus-atviteli fliggvény levezetésénél belattuk, hogy egy tetszbleges, nTo
mintavételi idOponthoz tartozo kimenet, az alabbi 0sszefliggéssel hatarozhaté meg:

y(nT,) = h(kTo) u(nT, — kT,) .

Legyen az lu(nTo - kTo)| < M, korlatos bemenet, és vegyilk mindkét oldal abszolut
értékét:

ly(nTo)| =

2 h(kTo) u(nTO - kTo) < Z”l(kToN |u(nT0 - kTo)| <M, Z|h(kTo)| ,
k=0 k=0 k=0

tehat y(nTo) (vagy y*(t)) korlatos, ha =

= ) IhKT)I < M, < oo

k=0

Osszefoglalva: A linearis mintavételezd rendszer BIBO stabilitdsanak elégséges
feltétele, hogy a zart rendszer sulyfliiggvényének mintavételezési idOpontokban vett
abszolut értékeibol alkotott végtelen sor korlatos legyen.

Belathatd, hogy a megadott feltétel nemcsak elégséges, hanem sziikséges feltétel is.
Ennek bizonyitdsa a kovetkezo:

Legyen a bemenet |u(nTo - kTo)|> 1, valamint u(nTo - kTo) és h(kTo) elSjelei
egyezzenek meg. igy

YT = ) [hKT) | [u(nTy = KTy)| = Y |AKT)]
k=0 k=0
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tehat, ha )7 ,|h(kTy)| nem korlatos, n tetszéleges értékére, akkor y(kTo) sem lesz
korlatos.

Ha megvizsgaljuk a diszkrét BIBO stabilitas teljesiilésére kapott tétel, és a folytonos
idejii rendszerekre vonatkozo tétel:

foolh(t)ldt <

kozotti hasonldsagot, akkor megallapithatjuk, hogy mind a két esetben a sulyfiiggvényre
vonatkoz6 korlatossag ellendrzésével igazolhatdo a BIBO stabilitds teljesiilése. Mig a
folytonos idétartomanyban a sulyfiiggvény abszolut integraljanak a korlatossaga a feltétel,
addig a mintavételes rendszerek esetében a BIBO stabilitds eldontéséhez végtelen sorok
konvergenciajat kell vizsgalni.

7.9.2. Aszimptotikus stabilitas

Az aszimptotikus stabilitds bevezetéséhez a folytonos idejii rendszerek esetében
értelmeztiik a magara hagyott rendszerek fogalmat, vagyis zérus bemenet és adott kezdeti
feltételek mellett vizsgaltuk a rendszerek viselkedését. Mintavételes rendszerek esetében
hasonlo feltételek mellett fogalmazhatjuk meg az aszimptotikus stabilitds definiciojat.

Egy linearis mintavételezd rendszert aszimptotikusan stabilnak neveziink, ha y(kTo) = 0
bemeneti sorozat és y(-1To),y(-2To), ..., y(-(n-1)To) #0 kezdeti feltételek esetén a
kimeneti sorozat zérushoz tart:

7111_{120 y(nTy) =0 .

Az aszimptotikus stabilitas vizsgalatat az atviteli fliggvény polusai alapjan végeztiik el a
folytonos idejli rendszerek esetében. A mintavételes rendszerek esetében is az impulzus-
atviteli fliggvény nevezdéjének a gyokeit, vagyis a polusokat meghatdrozva tudunk a
stabilitasrol donteni a kdvetkezo tételeknek megfelelden.

Egy mintavételes rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabil, ha az eredd
impulzus-atviteli fliggvényének valamennyi polusa abszolut értékben 1-nél kisebb:

a rendszer stabil < Vp;: |p;| <1, i=1,..,n,

tehat, a komplex sikon abrazolva a podlusokat, valamennyi polus az origd kdzéppontu,
egység sugaru koron beliil talalhato.

Egy mintavételes rendszer a stabilitas hatdran van, ha az eredd impulzus-atviteli
fiiggvényének van, vagy vannak olyan polusai, melyeknek az abszolut értéke egyenld 1-
gyel, de ha vannak tovabbi pdlusai, akkor azok abszolut értékben 1-nél kisebbek:

stabilitas hatara < 3p, : |pel =1, vp,(i #k): |pil <1, i=1,..,n.

Geometriai szempontbol ez a feltétel azt jelenti, hogy az impulzus-atviteli fliggvénynek
van legalabb egy olyan pdlusa, vagy polusparja, amely az egységsugaru kor ivén
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helyezkedik el, ¢és az esetleges tovabbi polusokra igaz, hogy azok az egység sugarti kor
belsejében talalhatok.

Egy mintavételes rendszer instabil, ha az eredd impulzus-atviteli fliggvényének van
legalabb egy olyan gyoke vagy gydkparja, melynek abszolit értéke nagyobb 1-nél:

a rendszer instabil & 3Ip; : |p;| > 1, i=1,..,n

Instabil rendszer esetén, a komplex sikon 4brazolva a polusokat, legalabb egy polus vagy
poluspér az egységsugart koron kiviil van.

Osszevetve a folytonos és a diszkrét idejii rendszerek aszimptotikus stabilitasara
vonatkozo tételeket belathatd, hogy a folytonos idejii rendszerek esetében a stabilitasi
tartomanynak megfeleld negativ valds részli polusokat tartalmazd baloldali félsikot az
origd kodzéppontu egységsugaru kor belsejére képezziik le diszkrét idejii rendszernél. A
folytonos idejli rendszereknél a stabilitds hatarat jelentd képzetes tengely a diszkrét ideji
esetben az egységsugaru kor ive lesz, illetve folytonos esetben az instabilitast jelentd jobb
oldali (pozitiv valds részii pdlusokat tartalmazo) félsik diszkrét idejii rendszereknél az
egységsugaru koron kiviili teriiletnek feleltethetd meg, ahogy ez a 7.7. &brén lathato.

Folytonos idejl rendszer Diszkrét idej rendszer

A Im y

\ \
& .

N

7.7. abra. Stabilitasi tartomanyok kézotti megfeleltetés

A folytonos idejli és a diszkrét idejli rendszer stabilitasi tartomanya kozotti leképezés a
mintavételi korfrekvencia fliggvényében meghatarozhat6 savokban egy-egy értelmii, ahogy
ez a 7.8. abran latszik.

Folytonos idejl rendszer Diszkrét idejl rendszer
//////' 3wy2 Im i]_
||||| i :
RT -1 Re
L -wy/2
L 30,2 J

7.8. abra. A stabilitasi tartomanyok kozotti leképezés
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A differencidlhanyados differenciahdnyadossal vald kozelitésének, igy a folytonos
idOtartomanybol diszkrét idétartomanyba vald attérésnek kiilonbozd lehetdségeit
bemutatva levezettiik, hogy a kozelitd attérés kovetkeztében az operatortartomanyok
kozotti  kapcsolat hogyan modosul. A z-transzformécié bevezetésekor definialt
Osszefliggés:

z=e5 & s=—Inz
Ty

kozelitd alakja a valasztott modszer — eldrefelé vett, illetve visszafel¢ vett differenciak
vagy a Tustin modszer — fliggvényében mas és mds lesz. Ennek kovetkeztében viszont
nemcsak a polusok helye valtozik meg, hanem a stabilitasi tartomany leképzése is torzul.

Az elorefelé vett differencidk (Euler modszer) esetében a kovetkezd kozelitd képletet
kaptuk:
z—1
To

z=1+sTy & s=

A modositott leképezés kovetkeztében a folytonos idejii rendszerek bal oldali félsikjat,
vagyis a stabilitasi tartomanyt a diszkrét idejii rendszerek esetében egy olyan félsikra
képezziik le, melynek hatarvonala parhuzamos a képzetes tengellyel és a +1 pontban
metszi a valds tengelyt. Ennek megfelelden a kozelitd leképezés miatt lesznek olyan
folytonos idejii modellek, amelyeknek diszkretizalds utdn a pdlusai az egységsugari kdrbe
esnek, tehat stabilak maradnak, lesznek olyanok, amelyeknek a polusai attérés utan az
egységsugaru koron kivillre keriilnek, igy instabilak lesznek. A folytonos idejli instabil
modellek esetében nincs valtozas: ami instabil volt, az instabil marad a diszkretizalas utan
is, mig a stabilitds hatdran 1év0 rendszereknél csak a +1 pont kozos, egyébként az ilyen
rendszerek instabilld valnak. A megvaltozott stabilitasi tartomanyok a 7.9. abran lathatok.
Fontos kiemelni, hogy itt is és a kovetkezdkben is a stabilitds megvaltozasa a rendszert
leir6 modellekre vonatkozik.

Eredetilegstabil
gyokok helye

.

7.9. abra. A stabilitasi tartomanyok leképezése az eldrefelé vett differenciak kozelitésnél

A visszafelé vett differencidknal az operatortartomanyok kozotti attérésre a kovetkezd
képleteket kaptuk:
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1 z—1
= = 4
z 1_STO 5 ZTO

Ez a kozelités azt okozza, hogy a folytonos idejli rendszerek bal oldali félsikjat egy +0,5
kozépponttt és 0,5 sugara korbe képezzikk le. Ennek megfeleléen, a folytonos
idOtartomanyban stabil rendszerek stabilak maradnak, viszont az eredetileg instabil
rendszerek esetében eléfordulhat, hogy a diszkretizalt rendszer polusai az egységsugaru

kor ezen kis koron kiviili részébe esnek, és igy az atirt modelljiik stabilla valik, ahogy ez a
7.10. abran latszik.

AN
MO
4,
OV
-

\\
N

7.10. abra. A stabilitasi tartomanyok leképezése a visszafelé vett differencidak kozelitésnél

A Tustin modszer esetében alkalmazott kozelitd képletek nem véltoztatjdk meg a
stabilitasi tartomanyok leképezését, tehat ebben az esetben nem kell szdmolni a modell
viselkedésének ilyen torzuldsaval (lasd 7.11. abra). A polusok helye azonban itt is eltérhet
a definicio szerinti attérésnél kapott pdlusokétol, igy a tranziens viselkedés jellemzdi
valtozhatnak.

ST,
1+=2 2 z—1
Z = = ~ —
_ STy zToz+ 1
2
A Im
3
N

AN+

7.11. abra. A stabilitasi tartomanyok leképezése a Tustin-modszeren alapulo kozelitésnél
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7.9.3. Stabilitasvizsgalati modszerek

A folytonos idejli rendszerekhez hasonldan, a diszkrét idejii rendszerek esetében is a
stabilitdsra vonatkozo tételek segitségével a pdlusok ismeretében egyértelmiien eldonthetd
a vizsgalt tag vagy tagcsoport modelljének stabilitasa. A problémat ebben az esetben is az
jelenti, hogy magasabb fokszamu rendszerek esetében, tehat ha az atviteli fiiggvény
nevezdjében 1évo polinom harmad- vagy anndl magasabb foku, akkor numerikus eszk6zok
sziikségesek a vizsgélathoz. Bar ezek az eszk6zok az informatika terjedésével altalaban
rendelkezésre allnak, a kovetkezOkben példak segitségével bemutatunk két, a diszkrét ideji
rendszerek stabilitdsanak ellendrzésére szolgald viszonylag egyszerii modszert.

Jury-teszt
A Jury-teszt a vizsgalandd rendszer eredd atviteli fliggvénye nevezdjének egyiitthatoi

alapjan hatdrozza meg a stabilitast.

Legyen az eredd atviteli fliggvény egy negyedrendli rendszer esetében a kovetkezd

altalanos alakt
1

a,z* + azz3 + ayz? + a1z + ay

G(z) =

A teszt menete a kovetkezd. Irjuk fel a nevezd egyiitthatéit, majd irjuk fel al4 jra, de

forditott sorrendben:
a, az 4, a; Qg
a, a; Qap az Qi °

Hat4drozzunk meg egy o4 korrekcios tényezdt, majd ezzel korrigdljuk az egyes

egyiitthatokat:
a4=@ a;=a; —a,a4_; 1=4,3,21.
Ay

Belathato, hogy a korrekcio eredményeként az a; egyiitthatora nullat kapunk, igy az
egyiitthatok szdma eggyel csokken. Folytassuk az eljarast az el6zd 1épéshez hasonloan,
tehat irjuk le forditott sorrendben az egyiitthatokat, majd hatarozzuk meg a kdvetkezd
korrekcids tényezdt, és végezzik el az egylitthatok modositasat. Az ismertetett eljarast

addig végezziik, mig végiil egy korrigalt egyiitthatdo marad:

! ! ! ! !
a a a a a, .
;oo az =—, a =aj—asa,_;, i=432,
a, a, a; a, a,
a’ a’ a’ alzl
A O=—, a"=a—amal,;, i=43,
a, as au a,
" " "
Qg as as " " " .
a’  a' Ay = —7 a, =a, —aau;, l= 4
3 4 a,
nr
4
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A diszkrét ideji rendszer akkor és csak akkor stabil, ha a korrigalt egyiitthatok koziil a
legnagyobb indext, tehat példankban az

ay Gy ay ay a”

mindegyike pozitiv.

w-teszt

A diszkrét idejli rendszer stabilitasanak ellendrzésére egy masik lehetdséget kinal az Gn.
w-teszt. Ennél a modszernél azt a tényt hasznaljuk ki, hogy mint azt a Tustin modszer
esetében is lattuk, a bilinearis transzformacidk nem torzitjak a stabilitasi tartomanyokat,
azaz a segitségiikkel végzett atirdsok utdn az eredetileg stabil folytonos idejii modellek
stabilak maradnak diszkretizalas utan is, és az instabil modellek esetében sincs valtozas.
Alkalmazva ezt az elvet, a modszer 1ényege az, hogy

_W+1
Z_W—l

egyszerl bilineéris képlet segitségével transzformaljuk az eredd atviteli fiiggvényt, majd a
kapott atviteli figgvényre alkalmazzuk a Hurwitz-kritériumot.

7.10. Gyakorlo feladatok — mintavételes rendszerek

Példak z- és inverz z-transzformdciora

16. Hatarozza meg a kovetkez6 fiiggvények z-transzformaltjait!

a) f1(t) =1(t)
1. megoldas

Mivel f,(t) = 1,hat > 0, ezért az f(t) fliggvény megegyezik az i*(t)
impulzussorozattal:

F@® =i =) 8—nT,) .

fgy a diszkrét Laplace transzformalt

[0¢]

Fi(s) =I'(s) = ) e,

n=0

a z-transzformalt:
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Fy(2) = 1(z) = Z z

A kapott geometriai sor 0sszegezhetd, ha
le™™] = |z7 <1

ekkor

1 1
I(S)zl—eTOS I(Z)zl—z_lzz

I
[uy

1. megoldas
Végezziik el a transzformaciot az egyszeres polusok esetén alkalmazhat6, zart alakt

kifejezést szolgaltatd képlet alapjan:

P
E,(p) oz
i Ej(p;) z—eTop

F(z) =

L

Az 1(¢t) fiiggvény Laplace transzformaltja

) =

A kifejezésnek

— egy polusa van, P =1, a p1 = 0 helyen,

— aszamlalo polinomja F,(s) = 1, igy Fx(p1) = 1,
dFp(s)

— anevez polinomja Fy(s) = s, derivaltja —— = 1, igy F.'(p1) = 1,

tehat

P
1 L Ej(p;) z—eToPi 1 z—elo® z-1

b) f,(t) =e
1. megoldas

A mintavételezett fliggvény:

0]

Fi@©) =) e 5t —nTy) .

n=0

Ebbdl a diszkrét Laplace transzformalt
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co
FZ*(S) — Z e—anTO . e—nTos ,
n=0

a z-transzformalt:

oo oo
FZ(Z) — Z e—anTO L Z(e—aTo . Z—l)n .
n=0 n=0

A kapott geometriai sor 0sszegezhetd, ha
le™™] = ]z7 <1
ekkor

1 1 z
F3(s) = 1 o-alogTos Fy(z) = 1

—eaToz-1 5 _ p—aly

1I. megoldas

Végezziik el a transzformaciot az egyszeres polusok esetén alkalmazhat6, zart alakt
kifejezést szolgaltatd képlet alapjan:

= E,(p)
pi z
F(z) = z .
= LEw) 7=

Az et fliggvény Laplace transzformaltja:

1
L{1(t)} = Tta
A kifejezésnek

— egy polusa van, P =1, a p1 = -a helyen,
— aszamlalo polinomja F;(s) = 1, igy Fz(p1) = 1,

~ anevezd polinomja Fy(s) = s+a, derivltja 22 = 1, igy F/(p1) = 1,

tehat
P
2 £ F(p;) z—elPi 1 z—elo-a)  z—e-alo
Fy(s) = ———
C) 3\S) = (s+a)(s+b)
1. megoldas

Tételezziik fel, hogy a # b, és végezziik el a transzformaciot az egyszeres polusok
esetén alkalmazhatd, zart alaku kifejezést szolgaltato képlet alapjan:
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A
_ z\Di . 4
F(Z) - ' F}),(pl) 7 — eTopi
=1

A kifejezésnek

— két polusa van, P =2, a p1 = -a és a p2 = -b helyen,
— aszamlalo polinomja F;(s) = 1, igy Fz(p1) = 1,
dFp(s)

— anevezd polinomja Fy(s) = s*+(a+b)s+ab, derivaltja =2s+a+b, gy
F/(p1)=b-a,F/(p2)=a-b,
tehat
CE®) 1z 1
F34(2) = = + _

Ej(p;)) z—eTPi b—a z—e o a—b z—e bl
i=1

1 z(e~bTo — g=aTo)

Ta—-b 72— (e=aTo 4 e~aTo)z 4 ¢~(at+b)To

A kozelité modszerek hatdsanak bemutatasara, irjuk at e fenti alakot az ott levezetett
képletekkel.

1. megoldas — Elorefelé vett differenciak modszere
Alkalmazzuk az eldrefelé vett differencidkon alapuld kozelitésnél levezetett képletet:
z—1
To

S —

Ekkor

1 1

F3(S):(s+a)(s+b):sz+(a+b)s+ab'

behelyettesitve a kozelitd képletet:

1
F3e(Z) =~ =

— 2 —
ZT—l) +(a+b)ZT L ab
0 0

T§
~ 22+ ((a+b)Ty — 2)z+abT? — (a+ b)T, + 1

1II. megoldas — Visszafele vett differenciak modszere
Alkalmazzuk a visszafelé vett differencidkon alapuld kozelitésnél levezetett képletet:
z—1
zT,

S —
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Ekkor

1 1
(s+a)(s+b) s24+(a+b)s+ab’

F3(s) =

behelyettesitve a kozelitd képletet:

1
F3U(Z) = 2 =
Z

-1 z—1
ZTO) + (a+ b) 2T, + ab

2
Tyz

B ((a + b)Ty + 1)Z2 + (abTy — (a+ b)Ty —2)z+ 1

1V. megoldas — Tustin modszer modszere
Alkalmazzuk a Tustin mddszer bilinearis helyettesitd képletet:

2 z—1
s> —: .
T, z+1

Ekkor

1 1
(s+a)(s+b) s2+(a+b)s+ab’

F3(s) =

behelyettesitve a kozelitd képletet:

1
F3T(Z)R’ 2 =
2 z—1 2 z—1
T—O-Z+1) +(a+b)T—O-Z+1+ab

B Téz% + 2T¢z + T¢
~ (abTZ +2(a+ b)Ty +4)z2 — (8 + (a + b — 2ab)T,)z + 4 — 2abT, + abT

Osszehasonlitva a definici6 alapjan elvégzett 4tiras és a kozelitd képletek
alkalmazasanak eredményeként kapott alakokat megallapithatjuk, hogy mig a
nevezd, az eredeti atviteli fliggvénynek megfelelden, valamennyi esetben masodfoku
polinom, addig a szamlalé fokszama az alkalmazott médszertdl fliggden eltérd.

d) f,(nT,) = 0,10

A mintavételezett fliggvény:
f.(nT,) = Z 0,170 - 5(t — nT,) .
n=0

Behelyettesitve z-transzformacio képletébe:
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_ 1 _ A
T 1-01z"!' z-0,1

F,(2) = Z 0,10 .z7"=1+4+0,1z"1+0,1%2272 + ---
n=0

10,1z71 < 1
e) fs(nTp) = (=4
A mintavételezett fliggvény:
fo(nTy) = ) (~4)" - 5(t = nT,) .
n=0
Behelyettesitve z-transzformacio képletébe:
1 VA

FS(Z) = 2(_4)71T0 zT =1+ (—4)2_1 + (_4)2Z—2 + o = T (_42_1) — —

|—4z71 < 1
f) fo(nTy) = 38(nTy) + 28((n —3)T,) — 528((n — DT,)

A z-transzformacio elvégzéséhez hasznaljuk fel az egységimpulzus fliggvénynek azt
a tulajdonsagéat, hogy az értéke csak az n = 0 idédpontban nem nulla, és alkalmazzuk
az eltolasi tételt:

3z +2z-5

F(z)=3+2z3-5z"%= Z
z

z tetszOleges értékére

g fr(nTy) =5+ 3(=4)"
A mintavételezett fliggvény:

FTy) = ) (5+3(=4)™) - 6(t = nTy) .
n=0
Behelyettesitve z-transzformacio képletébe:
Fo(2) = Z(s 4 3(—4)"T) . g1 = Z 5.2 4 Z 3(—4)nTo . ;7 =
n=0 n=0 n=0

_: z 3 z _8Z2+17Z
T Tz-1 Z+4 z2+43z—4

-4zl <1nlz7l<1=>]|-4z7Y <1
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17. Hatarozza meg a kdvetkez6 fliggvények inverz z-transzformaltjait!

a)
Z
h@ =108
Megoldas:
Z VA
@)= 8= 7= (<09
tablazat alapjan:
fi(nTy) = (=0,8)""01(nT,)
b)
z+4
@ =108
Megoldas:
Hozzuk az invertaland6 fliggvényt a z-transzformacios tablazatban szerepld alakra:
F,(2) = z+2 z N 2 _ z 4+ g1 2z
25 T7F08 z—(—08) ' z—(—08) z—-(-08) ~ z—(-08)
tablazat alapjan:
fo(nTo) = (=0,8)"1(nTy) +2(=0,8)""*1((n = DT,) =
=1(0) + (=0,8)"1((n — DT,) + (=2,5)(=0,8)"1((n — 1)T,)
=1(0) + (1 — 2,5)(=0,8)"1((n — DT,) =
= 1(0)-1,5(-0,8)"1((n — 1)T,)
¢)
z% + 2z
F =
D =T De—2
Megoldas:

Bontsuk fel a fliggvényt parcialis tortekre az inverz transzformacio elvégzéséhez!

7%+ 2z Az N Bz
z+4)(z-2) z+4 z-2

F3(z) =

Parcialis tortekre bontds elvégezhetdségéhez alakitsuk at a kifejezést az alabbi
modon
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F5(z) z+2 A N B
z  (+4)(z-2) z+4 z-2
innen A és B meghatarozasa:

z+2=A(z—-2)+B(z+4)

A_z+2 _ 1
T z—=2l,.., 3
_Z+2 _2
Cz+4l,., 3
7%+ 22 1 z 2 z
F3(Z):

(Z+4)(Z—2):_§Z+4+§Z—2

fr(Tg) = —5 (—~4)™1(Ty) + 5 (2" ™1(nTy)

d,
6
Fa(z) = z¥(z+4)
Megoldas:
Alakitsuk at fliggvényt!
6z
Fu(z) =z7°
(2 =z z+4
Ebbdl:

fo(nTy) = 6(—4)"°1((n — 5)T,)

Példak diszkrét rendszerek kimenetének meghatdarozdsdra

18. Adja meg kimenet értékét az n = 4 mintavételezési idépontban, ha adott a kimend jel z-
transzformaltja:

1. Megoldas: Polinomosztas segitségével fejtsilk negativ kitevds hatvanysorba a
racionalis tortfliggvény alakot:

Y(z) = z3—0,25z"’

www.tankonyvtar.hu
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2:23-0,252=020+0-z1+0-z2+2-z3+0-z4+ 0,525+ 0-z6 + 0,125-2z7 +...
270-0,5z2
0,5z2
0,5z2-0,125z+4
0,125 z#

Az y(4) értéke megegyezik a z”* tag egyiitthatojanak értékével, azaz y(4) = 0.

2. Megoldas: Vegyiik észre, hogy az impulzus atviteli fliggvény nevezdjét fel lehet
irni gyoktényezd alakban:

2 2

V(&) = a0, " @050z 1 05)

Bontsuk fel a fliggvényt parcialis tortekre az inverz transzformacio elvégzéséhez!

2 __A B C
(z=05)z(z+05 z—-05 z 2z+40,5

Y(z) =

innen A, B és C meghatarozésa:

2=A4z(z+05)+B(z+0,5)(z—-0,5)+ Cz(z—-0,5)

2
B= : = -8
(z+0,5)(=z-05)1,_,
C= # =4
z(z—10,5) 2=—05
2 4 -8 4

Y(z) =

(z=0,5)z(z+0,5) - 0,5 +7+ z+0,5

A visszatranszformalas elvégzéséhez alakitsuk at a kifejezést:

_8—1 4—1
z—05 ztaz z+05

Y(z) =4z71

Innen

y(nTy) = 4(0,5)" 0 1((n — DT,) — 85((n — 1)T,) + 4(=0,5)""1((n — 1)T,)
A kimenet értékének meghatdrozasa a k=0, 1, 2, 3, 4 mintavételi pontokban:

k=0 y(0)=4(005)"11(-1)—86(—1)+4(-0,5)"11(-1)=0+0+0=0
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k=1 y(1)=4(05)°1(0) —85(0) + 4(—0,5)°1(0) =4—-8+4=0

k=2 y(2)=4(05)11(1)-85(1)+4(-05)11(1)=2-0-2=0

k=3 y(3)=4(05)%1(2) —85(2) +4(-0,5)?1(2)=1-0+1=2

k=4 y(4)=4(05)31(3)—-85(3)+4(-0,5)3%1(3)=05-0-05=0
k=5 y(5) =4(05)*1(4) — 85(4) + 4(—0,5)*1(4) = 0,25 -0+ 0,25 = 0,5

A két megoldas természetesen ugyanazt az eredményt szolgaltatja, de vegylik észre,
hogy a 2. megoldas esetében tetszdleges idOpontra kiszadmithatjuk a kimenet értékét
mas, korabbi iddpontokra vonatkoz6 kimenetértékektdl fiiggetlentil.

19. Hatdrozza meg a végérték tétel segitségével azt hova tart az alabbi tag a végtelenben és
adja meg a tag erdsitését is! Mennyi lesz a kimenet értéke a paratlan sorszamu
mintavételezési iddpontokban?

u(kTo) Y(kTo)

— Gz)

2, 0<k _ 2
0 k<o’ lo=1s, G@D=g7>.

u(kTy) = {
Megoldas:
a) A hatarérték meghatdrozasa a végérték tétel segitségével:

A bemenet u(kTo) = 2-1(kTy), igy a z-transzformaltja: U(z) = 2 szl .

) z—=1 z—=1 _
lim y(kTy) = lim——¥(2) =lim——6(2)U(2) =

z—1 2 2z 4 4
= lim

: : =i - =04 .
T 82242 z7—1 29182242 8+2

A polusok ellendrzése a hatarérték kiszamitasa elott(!):

’ 1
822+2=0 z,= |-7=105 |z, =052 < 1.

A tag erdsitése 0,2 lesz.
b) A paratlan sorszdmu mintavételezési idopontok értékének meghatarozasahoz

vegyiik észre, hogy az impulzus-atviteli fliggvény nevezdjében szerepld
polinomnal hidnyzik az elsdfokt tag. Emiatt és az egységugras jellegii
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bemenet miatt a paratlan sorszdmi mintavételezési idépontokhoz tartozod
kimenetek értékei megegyeznek az ket megel6z0 péaros sorszdmu
mintavételezési idépontokhoz tartozé kimenetek értékeivel. Errél kdnnyen
meggydzddhetiink akar a differenciaegyenlet megoldasaval, akar a kimenet
értékeinek polinomosztassal torténd meghatarozasaval:

Differenciaegyenlet megoldasa:

Y(2) 2 1
U(z) 8z2+4+2 4z2+1°

Ge(2) =

Ebbdl a visszafelé vett differenciaegyenlet:
4z°Y(2) +Y(2) = U(2),
Y(z) = —0,25z7%Y(2) + 0,25z27%U(2),
y(kTy) = —0,25y((k — 2)T,) + 0,25u((k — 2)T,) .
A kimenet értékének meghatarozasa a k=0, 1, 2, 3, 4 mintavételi pontokban:
k=0 y(0)=-0,25y(-2)+0,25u(-2)=04+0=0
k=1 y(1)=-025y(-1)+0,25u(-1)=0+0=0
k=2 y(2)=-0,25y(0) + 0,25u(0) =0+ 0,25-2=10,5
k=3 y(@3)=-025y(1)+0,25u(1) =0+0,25-2=0,5
k=4 y(4)=-025y(2)+0,25u(2) = -0,25-0,5+0,25-2 = 0,375
k=5 y(5)=-0,25y(3)+0,25u(3) = -0,25- 0,5+ 0,252 = 0,375

Polinomosztas elvegzése:

2z 2z

V@) = 0 = gy 1" e — 4 vz =1

27:4273-472242z-1=0-29+ 0-z1 + 0,5-z2+ 0,5-23+ 0,375-z% + 0,375-2°5 +...
27z-2+0,521-0,522
2-0,5z1+0,5 z2

2-2z1+0,522-0,5z23

1,5z1+0z2+ 0,523
1,521-1,52240,37523-0,37524
1,52z2+0,12523+0,375z*
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20. Legyen G(z) =

1,5z2-1,523 +0,3752z4- 0,375z5

Tehat a keresett kimeneti értékek y(0) =y(1) =0, y(2) =y(3) = 0,5,
y(4)=y(5)=0,375.

Mindkét megoldas esetében, az y(k+1) értéke megegyezik a y(k) értékével, ahol k
=0,2,4,...

z

& U(z)=—"—. Adja meg 1(3) értékét, ha To= 15 és y(-1) = 0!
z—0,5 z—1

Megoldas:

A feladat az alabbi moédokon oldhat6 meg:

a) Megoldas a kimenet inverz z-transzformaciojaval:

z z z z
Y(Z)_G(Z)U(Z)_Z—O,S.Z—l__z—0,5+zz—1'

y(kTo) = 2 . 1(kT0) - O, 5kT01(kT0) ,

y(3) =2 -0,5% = 1,875 .

b) Megoldas a kimenet z-transzformaltjabol polinomosztéssal:

z z z?

Z—O,SZ—1:Z2—1,5Z+0,5 ’

Y(z)=G(2)U(2) =

z2:72-1,52z40,5=1-20+1,5-z1+ 1,75-z2 + 1,88-z°3 +...
z2-1,52+0,5

1,52-0,5

1,52-2,25+0,752z1

1,75-0,75z1

1,75 - 2,6371+0,38z2
1,8821-0,38z2
1,8821-2,82722+0,94z3

Az y(3) értéke megegyezik a z* tag egyiitthatdjanak értékével, azaz y(3) = 1,88.
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c) Megoldas a differenciaegyenlet felirasaval:

Y(2) .z
U(z) z-05"

Ge(2) =

zY(z) — 0,5Y(2) = zU(2) ,
Y(z) =0,5z7Y(2) + U(2) ,
y(kTy) = 0,5y((k — 1)T,) + u(kTp) .
Felhasznalva, hogy az U(z) = ﬁ, azaz u(kTo) = 1(kTp), igy

k=0 y(0)=05y(-1)+u(0)=0+1=1
k=1 y(1)=05y0)+u(1)=05+1=15
k=2 y(2)=05y(1)+u(2)=075+1=175

k=3 y(3)=05y(2)+u3) =0875+1= 1,875

Példak folytonos rendszerek diszkretizalasdra

21. Végezze el az alabbi bemenet-kimenet modellel jellemzett rendszer diszkretizalasat a
tanult modszerekkel, majd a végérték tétellel vizsgalja meg a kapott diszkrét modellek
viselkedését:

y@B(©) + 5y (@) + 4y() = u®(0) + 2u(t)

Legyen a mintavételezési periodusidd 2s.

Megoldas:
a, diszkretizalas definicio szerint
frjuk fel a tag atviteli fiiggvényét:

G(s) = s+2
YT yss+4
Hatérozzuk meg a tag polusait:

s2+55+4=0 = p =-1 p,=—4.

Miutdn a polusok negativ valdsak, ezért a folytonos tag aszimptotikusan stabil, a
csillapitasi tényezdje egynél nagyobb, igy példaul az atmeneti fliggvénye

© Gerzson Miklds, PE; Pletl Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




186 Iranyitastechnika

aszimptotikusan simul az erdsités altal meghatarozott végértékhez (K=10,5, = 1,25,
n =2).

Miutén a polusok egyszeres gyokok, igy hasznalhato a kovetkezd képlet:

S E(p)
_ z\Di z
‘O = LEGz—cwm
=1

A példaban:
P:2, p1:_1, p2:_4,
E(B)=s+2 F@)=-1+2=1 E{@p)=-4+2=-2,

dE,(s)
_ p _
Fp(S)—SZ+SS+4 T—ZS-}'S,
E(s)=2-(-D+5=3 FE(s)=2-(-4)+5=-3,
1 z -2 z z%>—0,0908z
G(z) == — =

3z—e"12 + —3z—e %2 2z2-0,1357z+5-1075 "

b, Diszkretizalas z-transzformacios tablazat segitségével

Bontsuk fel a tag atviteli fliggvényét parcidlis tortekre és kapott kifejezést transz-
formaljuk diszkrét idétartomanyba a z-transzformdacios tablazat és transzformaciora
vonatkozo tételek segitségével:

G(s) = s+ 2 _ A N B
$ " s245s4+4 s+1 s+4’
A—1 B—2
3 3’
2 1
G =3571%35+12
Téblazatbol:
1 A
s+a z—e 9
igy
A 2 A
G(z) ==

Miutdn a z-transzformacids tablazatban szerepld egyszeriibb tagok z-transzfor-
macidja is a definicio alapjan késziilt, igy természetesen ugyanazt az eredményt
kaptuk, mint az elsd esetben. A transzformacioé soran kihasznaltuk az 6sszeadasra és
a konstanssal valo szorzasra vonatkozo tételeket.
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Ha a kapott kifejezést 4t akarjuk irni az idétartomanybeli diszkrét bemenet-kimenet
modellre, akkor ezt a kovetkez6 mddon tehetjiik meg:

Y(z) z2 — 10,0908z
U(z) 2z2-0,1357z+5-1075"'

z%Y(z) — 0,1357zY(z) +5-107°Y(2) = z?U(z) — 0,0908zU(z) .

Az eltolasi tétel alapjan
y((k + 2)Ty) — 0,1357y((k + 1)T,) + 5 - 105y (kT,) =
= u((k + 2)T,) — 0,0908u((k + 1)T,) .

fgy megkaptuk a diszkrét bemenet-kimenet modellt, elérefelé vett differencia-
egyenlet formdjdban. A visszafel¢ vett differenciaegyenlet a kovetezé6 modon
allithato eld:

22Y(z) — 0,1357zY(2) + 5-107°Y(2) = z%U(z) — 0,0908zU(z)  /-z72 ,
Y(z) — 0,1357271Y(2) + 5-1075272Y (2) = U(z) — 0,0908z"'U(z) ,
y(kTo) — 0,1357y((k — 1)T,) + 5+ 1075y ((k — 2)T,) =

= u(kTy) — 0,0908u((k — DT,) -

c, diszkretizalas eldrefelé vett differenciakon alapuld kozelités alapjan
Alkalmazzuk az elérefelé vett differencidk kozelitd képletet az atirdshoz:
z—1

s = o

z—1
T, +2 22+ 6
Ge(2) =

= Lt =
s24+5s+4 7 — 1\? z7—1 z24+8z+7"
(—To) +5 +4

0

d, diszkretizalas visszafelé vett differencidkon alapulo kozelités alapjan

A visszafel¢é vett differencidk kozelitd képletének alkalmazasaval a kovetkezd alakot

kapjuk:

z—1

S zT, '
z—1
2 2
s+2 T, T 1022 — 2z

G =———— & G = = :
() s2+5s+4 v(2) (2—1)2+52_1+4 2722 =12z +1

zT, zT,
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e, diszkretizalas Tustin modszerrel

A Tustin médszeren alapuld kozelités eredményeként a kovetkezd alakot kapjuk:

2 z—1
SNTO z+1’
2 z—1
Gy = 5 +? 6.(0) = Ty z+1 72 322+4z+1
s2+5s+4 VT 22— 12 c2 z—1 4_ 1022 + 6z
(T_O'z+1) T, z+1 7

Mint lathato a kiilonbozd kozelitések egyszeriien szamolhatoak voltak, de mas és mas
eredményre vezettek. Vizsgaljuk meg, hogy a kiilonbozd alakok hogyan viselkednek
egységimpulzus bemenetre, azaz a végérték tétel segitségével nézzik meg a
sulyfliiggvények alakulasat!

Folytonos alak:
u(t)=6@) U()=1

s+ 2

E——
s2+5s+4

tll_gl) y(t) = £1_r>13 sY(s) = £1_r>13 sG(s)U(s) = £i_r>135
A hatarérték meghatarozasa eldtt ellendriztiik a polusok alapjan a tag stabilitasat!
Definici6 alapjan atirt alak:
u()=6(t) U@=1

z—1

Ga(2) U(2) =

. z—1 7% —0,0908z —0
TS% Tz 22-01357z+5-10°5 "

. o z—1 .
pm y(kTo) = Jim == (@) = Jim =

A hatérérték kiszamitdsa elott természetesen itt is ellendrizni kell a polusokat,
melyek rendre

z7=0, z,=0, z3=0,13,

miutan ezek abszolit értékben 1-nél kisebbek, igy a hatarérték szamitas
elvégezhetd €s az eredmény ebben az esetben is nulla.

Eldrefelé vett differencidk alapjan atirt alak:

) z—1 z—1 _
lim y(kTy) = Jim ——¥(2) = Jim ——Go(2) U(2) =
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_ 1 z—1 2z+6
Rl z 72248247

A hatérérték kiszamitdsa el6tt természetesen itt is ellendrizni kell a polusokat,
melyek rendre

miutdn z3 abszolit értékben 1-nél nagyobb, igy a hatarérték szamitds nem
végezhetd el, mert a zérus eredmény ellenére a sulyfiiggvény végtelenbe tart.

Visszafelé vett differenciak alapjan atirt alak:

) z—1 z—1
lim y(kTy) = Jim =——V(2) = Jim ——6,(2) U(2) =

. z—1 10z°-2z
TSe Tz 2722—12z+1

A hatérérték kiszamitdsa el6tt természetesen itt is ellendrizni kell a polusokat,
melyek rendre

0.

Z1:O, Zy == Z3 =

miutan ezek abszolut értékben 1-nél kisebbek, igy a hatarérték szamités
elvégezhetd €s az eredmény ebben az esetben is nulla.

Tustin modszerrel atirt alak:

. oz—1 z—1
lim y(kTy) = lim Z=—v(2) = Jim Z— 6, () V() =

. z—13z2°+4z+1 _
TSe Tz 102246z

A polusok ellendrizése
Z1:O, Z2:O, Z3:0,6,

miutan ezek abszolut értékben 1-nél kisebbek, igy a hatarérték szamités
elvégezhetd €s az eredmény ebben az esetben is nulla.

2s+6

45> +35° +65+2
a) Hatarozza meg az impulzus atviteli fliggvényt az eldrefelé vett differencidkon
alapul6 kozelitéssel, ha 7 = 1s!
b) Stabil-e a diszkretizalt tag?

22. Legyen egy tag atviteli fliggvénye a kovetkezo: G(S)
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Megoldas:

a) Az impulzus-atviteli fliggvény meghatarozasa:

elérefelé vett differencidkon alapuld kozelitésnél: s = ZT;l ,
0

behelyettesitve ezt a folytonos idétartomanyhoz tartozé atviteli fiiggvénybe:

G(z) = 2(Z7?()1)+6 _ 2z-1)+6 B
TS T e P G
2z+4

473 —9z2 +12z—-5 "

b) Stabilitasvizsgalat Jury-teszt segitségével:

4 -9 12 -5 s, I
-5 12 -9 4 ag =, O3 =03—0a3a=4-(=5) =
-9
4

Miutdn az elsé korrigdlt egyiitthatd negativ, ezért nem kell a tesztet tovabb
végezni, ¢s az elrefelé vett diszkretizalassal atirt tag instabil lesz.

Példak eredo atviteli fiiggvényre

23. Adja meg az alabbi rendszerek eredd impulzus atviteli fliggvényét!

Altaldnos megjegyzés: Az eredd impulzus-atviteli fiiggvények meghatarozasanal
vegyiik figyelembe, hogy hol van €s hol nincs a tagok kdzott mintavételezd!

a)

/

Gi(s)
— G| Gx(s) [~ — Guly) — —>

Y

Ga(s)
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Megoldas: Vegyiik észre, hogy az dbran parhuzamosan, majd sorba kapcsolt tagok
vannak.

Go(2) = Z{(G1(s) + G5(5))G5(s)} - Z{G,(s)} =

= (Z{G1(5)G3()} + Z{G,(5)G3(5)}) - Z{G,4 ()}
= (6165(2) + G,G3(2)) - G, (2) .

b)

Gi(s) [ Ga(s) ‘l
] Ig)_/_. Ga(s) .

Py —

Megoldas: Ebben a példdban is soros és parhuzamos kapcsolast tagok szerepelnek, igy

Ge(2) = (Z{G1(5)G3(s)} + Z{G(5)}) - Z2{G,(s)}
= (G1G63(2) + G,(2)) - G4(2) .

Y

hi —— G5) —

G(5)

Megoldas: Ebben az esetben avisszacsatolt kor ereddjét kell felirni:

26} 6@
1+ 2(6. ()G} 1+ Golom(@

Ge(z) =

* — G(s) —— Guls) Gos) — ——»

\

Gls)

Megoldas: Visszacsatolt kor eredd impulzus-atviteli fliggvénye, figyelembe véve az eldre
mend agbeli tagokat és a koztiik 1évé mintavételezdket:
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Z(Go(5)} - Z{Gno(s)Go ()} ~

1+ Z(6.()} - 2o (5)Go ()} - 2 ()}
Ge(2) - GnoGe(2)

T 14 6@ GnoGe@ - (@)

Ge(2) =

24. Hatarozza meg a kdvetkezd tagesoport eredd impulzus-atviteli fliggvényét!

; To To To “(8)
w—» h1(t) J—» hz(t) Jy—»

hl(t) = e_at B hz(t) = e_bt ) TO = 15 .

Megoldas:
A tagok atviteli fiiggvényei:
1 1
G - -
1(s) s+a G2(s) s+b

Az elméleti részben targyalt levezetésnek megfelelden, amennyiben minden tag
elétt és utdn van mintavételezd egy tagcsoportban, akkor az eredd atvitelei
fiiggvényt a kovetkezd alakban kapjuk meg:

Ge(2) = G1(2)G2(2) ,

tehat az egyes tagok impulzus-atviteli fliggvényének szorzatként allitjuk elé az
eredét. fgy a tag impulzus-atviteli fiiggvényei a z-transzformacids tablazat
alapjan:
z z
G1(z) = Py G,(2) = pr—"r

z z z?

Ge(2) = 7 —e-aTo z — g—bTo = (z — e—9T0)(z — e~bTo)

Legyen To = 1s,a = 0,693, b = 1,386, ekkor

Z2

(z-05)(z-0,25) °

Ge(2) =

Vizsgaljuk meg a tagcsoport stulyfliggvényének menetét!

A vizsgalathoz hasznaljuk ki a folytonos idétartomanybol ismert, az atviteli
fliggvény és a sulyfiiggvény kozott fennalld osszefliggést:

ZIWKT)} = G(z) &  h(kT,) = Z2°HG(2)} .
igy
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z? 27 —z

(Z=05)(z—025) (z=05) T (z=025) "

Ge(2) =

h(kTo) = 271G, (2)} = 27 {(z—z—ZOS)} +z7 {(z—_—gzm} -

— 2p—0.693kTy _ ,—1,386KkT, _
A kimenet értékei az elsé négy mintavételezésnél:
k=0 y@=1,
k=1 y(1) =0,75 ,
k=2 y(2) = 0,4375 ,
k=3 y(3) = 0,2344 .

25. Hatarozza meg a kdvetkezd tagcsoport eredd impulzus-atviteli fliggvényét!

To To «
u® ~_ | po (o) - 29

v

hl(t) = e_at B hz(t) = e_bt , TO = 15 .

Megoldas:

A tagok atviteli fliggvényei:

L Gl = ——

Gy(s) = s+b°

s+a

Az elméleti részben targyalt levezetésnek megfelelden, amennyiben a tagok
kozOtt nincs mintavételezo, csak elottiik és utanuk, akkor az eredd atvitelei
fiiggvényt a kovetkez6 alakban kapjuk meg:

Ge(2) = Z{G1 ()G, ()} £ G1G2(2) .

crer

allitjuk elé az eredd impulzus atviteli fiiggvényt. Igy a tagesoport eredé impulzus
atviteli fliggvénye:

1 1
Gg(s):s+a's+—b'
1 1 1 1 1
GE(Z):Z{s+a's+b}:a—b'Z{s+b_s+a}:

1 z z
_a—b'(z—e‘bTO z—e‘aTo) '

Legyen To = 1s,a = 0,693, b = 1,386, ekkor
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VA VA
G.(z) =—-1,44- (Z — 1386 5 _ 8_0'693) '

Vizsgaljuk meg a tagcsoport stlyfliggvényének menetét!

A vizsgalathoz hasznaljuk ki a folytonos idétartomanybol ismert, az atviteli
fliggvény és a sulyfiiggvény kozott fennalld osszefliggést:

ZIWkT)} = G(z) o  h(kT,) = 2-HG(2)} .
Igy

h(kTy) = 271G, (2)} = —1,44 - (Z 7 {m} +z7 {(z—z—os)}) B

= —1,44 - (e~0693kTo _ -1386KkTo)
A kimenet értékei az elsé négy mintavételezésnél:
k=0 y(0)=0,
k=1 y(1)=03608,
k=2  y(2)=027,

k=3  y(3)=0,1575 .

26. Hatarozza meg az alabbi visszacsatolt kor egységugras bemenetre adott valaszat!

w(t) + _ Go(s) y *Et)

2

Go(s) = m )

w(t) = 1(t), T, =0,1s .

Megoldas:
A zart kor eredd impulzus-atviteli fliggvénye:
G, (2)
G —
TN

A tag impulzus-atviteli fliggvényét adjuk meg a transzformacios tablazat alapjan,
ehhez alakitsuk at az atviteli fliggvényt:
2 20 10

Go(S) = ST 01s) ~5G110) 25657 10)

tablazatbol:
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a  z(1—e )
s(s+a) (z—1)(z—eaT0)’
z(1—e™1) 1,264z

Go(2) =2 - .
o(2) (z—1D(z—e-1) 2z2—-1368z+ 0,368

Az eredd atviteli fliggvény:

1,264z
6.(2) = Go(z) ~ 22-13682+0368 _ 1,264z
¢ 1+ G,(z) 1,264z " 22-0,104z+ 0,368 °

1+

z2 — 1,368z + 0,368

Az egységugras bemenetre adott valasz:
z
w(t) =1(0) , Wz)=——-7,
z—1
1,264z A
z2—-0,104z+ 0,368 z—1"

Y(2) = G.(2)W(2) =
Rendszer valasza a végtelenben:
) z—=1 z—1
lim y(kTy) = lim ——¥(2) = lim——G, ()W (2) =

_ 1 z—1 1,264z z
T, 72-01042+0368 z—1
1,264z 1,264

=M T 0104210368 0 =

polus ellendrzés:

z?2—0,104z4+0,368=0  z;, = 0,052 + 0,604 ,

10,052 + j0,604| = 0,052% + 0,604% < 1 .

Mintavételezési idopontokban felvett értékek meghatarozasa differenciaegyenlet
alapjan

Y(2) B 1,264z

W(z) z?-0,104z+ 0,368’

Ge(z) =

ebbdl
z%Y(z) — 0,104zY(z) + 0,368Y(2) = 1,264z2W(z) /- z7%,
Y(z) —0,104z71Y(2) + 0,368z7%2Y(2) = 1,264z W (z) ,
Y(z) =0,104z7Y(2) — 0,3682z72Y(2) + 1,264z W (z) ,

y(kTy) = 0,104y((k — 1T,) — 0,368y((k — 2)T,) + 1,264w((k — DT,) .
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A bemend jel:

1, k=0
w(kTO)z{O =0

A kimenet értékei:
k=0 y(0)=0,104y(-0,1) — 0,368y(—0.2) + 1,264w(—0,1) =0+ 0+0=0
k=1 y(0,1) =0,104y(0) — 0,368y(—0,1) + 1,264w(0) = 0+ 0 + 1,264 = 1,264
k=2 vy(0,2) =0,104y(0,1) — 0,368y(0) + 1,264w(0,1) =
= 0,104+ 0,368 + 1,264 = 1,395
k=3 vy(0,3) =0,104y(0,2) — 0,368y(0,1) + 1,264w(0,2) =
=0,104+ 0+ 1,264 = 0,944 .

27. Tekintsiik az alabbi visszacsatolt kort!
To To

@ —" = Gls) -

A

Gud(s)

5,772

2
Ge() =5, Gus)=5geemT -

a) A diszkretizalast a z-transzformacios tablazat alapjan (azaz a definici6 szerint)
elvégezve, adja meg a zart kor eredd impulzus atviteli fiiggvényét, ha 7, = 2s!

b) Hova tart a tagcsoport stlyfiiggvénye?

Megoldas:

a) Az eredd impulzus atviteli fliggvény meghatdrozasa:

Z{G.(s)}

Ge(2) = 1+ Z{G.(s)}Z2{Gy(s)}’

Z(Go(s)} = z{z} 2

Z(6u () = Z{ggre ””} e REA e R
M)y = 2,886s + 1 s+ 0,346 s+ 0,346)

5 2z 2z
7 — e—0,34-6T0 z—e 0693 z_05"’
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2z
Go(z) =—£—L——=

2z(z—0,5)

27% — 7

1+

z—1 2z—-0,5

b) A stulyfliggvény hatarértékének meghatarozasa:

) z—=1 z—=1 _
lim y(kTy) = lim——¥(2) =1lim —— G.()U(2) =

z—1 27% —z

2z 2z (z—1)(z—-0,5) +4z?

T522-152+05 "

1-1D2-1) o

= lim

71 z 522—152405 1(5—15+05) 4

polusok ellendrzése a hatarérték kiszamitésa elott(!):

1,5++/1,52-10

Zl = O Z2,3 =

10

10,15 +0,28| = 0,152+ 0,282 < 1 .

Példak tartoszerv alkalmazasdra

28. Tekintsiik az alabbi mintavételezett tagcsoportot!

=0,

= 0,15 +j0,28 ,

uy To
J I— GhO(S)

10
modell

4y (t) + 5,544y(t) = 2,772u(t) ,

Hatérozza meg a kimenet értékét a k=0, 1, 2, 3 mintavételezési idopontokban, ha a

1 _ eSTO
Gro(s) =
bemenet:
t 0<t<3
u(t) = {o egyébként + Y(705) =0,
Megoldas:

Az eredd impulzus-atviteli fliggvény meghatarozasa:

Az I/O modell alapjan a tag atviteli fliggvénye:

2,772 0,693
4s + 5,544 s+ 1,386

G(s) =
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A tagcsoport eredé impulzus-atviteli fliggvénye:
Gp(s)
Ge(2) = Z{Gpo(s)Gp(s)} = (1 - Z‘l)Z{ PS }
0,693 1,386
G =(1- ‘12{'—}: 1 — —1.0,5.2{’—}:
()= =22 sy ~ 2D s(s + 1,386)
z—1 z(1 — e~1386T0) 0,5(1 — ¢~1:386:0.5) 0,25

T2 0.5 (z—1)(z—e 38T)  (z—1)(z— e 138605) 705 °

A differenciaegyenlet felirdsa:

Y(2) _ 025

Ge(2) = U(z) z-05"

zY(z) — 0,5Y(z) = 0,25U(z),
Y(z) =0,5z271Y(2) + 0,25z 1U(2) ,
y(kTo) = 0,5y((k — 1)Tp) + 0,25u((k — 1)Tp) .

A bemenet értékei az egyes mintavételezési idépontokban:

AYD)
u(kTo)

A kimenet értékének meghatdrozasa a k=0, 1, 2, 3 mintavételi pontokban:
k=0 y(0)=0,5y(-0,5)+0,25u(-0,5) =0+0=0,

k=1 y(0,5)=0,5y(0)+0,25u(0)=0+0=0,

k=2 y(1)=0,5y(05)+0,25u(0,5) =0+0,25-0,5 = 0,125 ,

k=3 y(1,5)=0,5y(1)+0,25u(1) = 0,125+ 0,25-1 = 0,3125 .

29. Tekintsiik az alabbi mintavételezett tagcsoportot!
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u) To To T
J_» GhO(S) hP([) JLO)
1—e5To

h,(t) = 0,5t , Gpe(s) =

Hatérozza meg a kimenet értékét a k=0, 1, 2, 3, 4 mintavételezési pontokban, ha a
bemenet:

u(t) = {

1 0<t<4

0 egyébként @ Y72 =y(=H =0, To=2s.

Megoldas:

Az eredd impulzus-atviteli fliggvény meghatdrozasa:

0,5
hp(©) =05t = Gp(s) =25,

Gp
Ge(2) = Z{Gpo(s)Gp(s)} = (1 - Z_l)Z{ S(S)} :
o (05) z—1_ _(z+1DzT§  z+1
Ge(2) = (1 —z )2{53}_ z 0.5 2z—1)2  z2-2z4+1 "

A differenciaegyenlet felirasa:

Y(Z)_ z+1
U(z) z2-2z+4+1"

Ge(2) =

z2Y(z) = 2zY(2) + Y (2) = zU(2) + U(2) ,

Y(z) =2z7Y(2)+2z7%Y(2) + z7*U(2) + 272U (2) ,

y(kTo) = 2y((k — 1T,) + y((k — 2)T,) + u((k — 1)T,) + u((k — 2)T,) .
A kimenet értékének meghatarozasa a k=0, 1, 2, 3, 4 mintavételi pontokban:

k=0 y0) =2y(-2)+y(-4)+u(-2)+u(-4)=0-0+0+0=0,

k=1 y@)=2y0)+y(-2)+u(0)+u(-2)=0-0+1+0=1,

k=2 y@4) =2y2)+y0)+u@)+u(0)=2-0+1+1=4,

k=3 y(6) =2y(4)+y2)+u4)+u2)=8-1+0+1=8,

k=4 y(8)=2y6)+y@) +u(6) +u(4)=16—-4+0+0=12 .
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30. Hatarozza meg az alabbi tagcsoport eredd impulzus-atviteli fliggvényét és egységugras
bemenetre adott valaszat!

Ty To .
MO Guts) o) [ 21

v

1—e 5T 1

GhO(s) = s ) Gp(s) = SZ +S + 1 ) TO == 15 .

Megoldas:

A tagcsoport eredd impulzus atviteli fiiggvénye:

—sTy 1 1
Ge(Z) = Z{GhO(S)Gp(S)} = Z{ : s2 4+ s+ 1} - (1 B Z_l)z {s(sz + s+ 1)} -

1 s+1
—(1-2z1 z{———}:
( z™) s s2+s+1
1 s+ 0,5 0,5
—(1- z—l)z{— _ _ }
s (s+05)2+0866% (s+0,5)2+0,8662

A z-transzformacids tablazatbol a kovetkezd kifejezéseket alkalmazzuk a
transzformacio elvégzéséhez:

1 Z
—= ,
s z-1
s+a z? — ze %TocoswT,
—_

=
(s+a)?+w? 2z2—2ze %TocoswT, + e~24To

)

w ze “TosinwT,

—_

< .
(s+a)?+w? z2—2ze %TocoswT, + e~24To

Ennek alapjan a tagcsoport eredd impulzus atviteli fliggvénye:

z? — ze~%5T0c0s0,866T,
z2 — 2ze705Toc0s0,866T, + e~2:05To

Ge(z) = (1=27) [Z —

-0,577

ze~%5Togin0,866T, _
z2 — 22ze~%5T0c0s0,866T, + e~20.5T0|

z—1] z z%2 + e7%5(0,577sin0,866 — c0s0,866)z 3

z—1 72 — 22e795¢0s0,866 + e~1 B
0,34z + 0,241

z2—0,787z+ 0,368 °

Z

A tagcsoport egységugras bemenetre adott valaszanak meghatarozasa:
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0,34z + 0,241 z 0,34z% 4+ 0,241z

Y(2) = G.(2)U(2) = : - .
(2) = Ge(DU(2) = 7~ 07872+ 0368 z—1 z3—1,787z2 + 1,155z — 0,368

Az atmeneti fliggvény menetének meghatarozasa differenciaegyenlet segitségével:

0,34z+0241  Y(2)
z2—0,787z+ 0,368 U(z)’

z%2Y(z) — 0,787zY(z) + 0,368Y(z) = 0,34zU(z) + 0,241U(z) ,
Y(z) = 0,787z Y (2) — 0,3682z72Y(2) + 0,34z U (z) + 0,241z7%2U(2) ,
y(kTo) = 0,787y((k — DT,) — 0,368y((k — 2)T,) + 0,34u((k — DT,) +

Ge(2) =

+0,241u((k — 2)Tp) .
Az egyenlet megoldasanal tételezziik fel, hogy a kezdeti feltételek zérusok:
y(-1) =y(-2) = 0.

A kimenet értékei az egyes mintavételezési iddpontokban:

k=0, y(0)=0,787y(—1) —0,368y(—2) + 0,34u(—1) + 0,241u(-2) =
=0-0+0+0=0,

k=1, y(1)=0,787y(0) —0,368y(—1) + 0,34u(0) + 0,241u(-1) =
=0-0+034+0=0,34,

k=2, y(2)=0,787y(1) —0,368y(0) + 0,34u(1) + 0,241u(0) =
=0,787-0,34—-0+ 0,34+ 0,241 = 0,849 ,

k=3, y(3)=0,787y(2) —0,368y(1) + 0,34u(2) + 0,241u(1) =
=0,787-0,849 - 0,368-0,34+ 0,34 + 0,241 = 1,124 ,

k=4 y(4)=1153,

k=5 y(5)=1,074.

Belathato, hogy a tagcsoport stabil:
z>—-0,787z4+0368=0 = z1, = 0,394 +j0,462 ,
10,394 + j0,462| = 0,394% + 0,4622 < 1,

és az erOsitése

K — 0,34+0241
~1-0,787+ 0,368

Példak diszkrét rendszerek stabilitasvizsgalatdara
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31. Vizsgalja meg mindkét stabilitasi definicid szempontjabol az alabbi tagokat!
Aszimptotikusan stabil tag esetében adja meg az erdsités értékét!

2z° 4+ 4 2z71 43

G = , G = ,
D= r1s,730 D =037 1057105
(z+2)(z+ 1)z 2273 + 4772
G = , G =
3(2) 2z2+3z—1 +(2) 4772 —z71
Megoldas:
a) Gi(z) tag:
G.(2) = 27° 4+ 4
W = 0224 1524 3
—15++v225—-—144 —-15+9 1
f2 = 24 ~ T 24 Z=—p =1

Miutén a polusok kozott van olyan, ami nem kisebb abszolut értékben 1-nél, de
nem is nagyobb, igy a tag aszimptotikusan nem stabil, de BIBO stabil.

b) G2(z) tag:

6. (2) = 227143 B 3z%2 + 3z

2 = 02522+ 05214+ 0,5 0,522+ 052 + 0,25 ’
—05+.025—-05 _

Z1,2 = 1 = 0;5 i]OrS ]

|z12| =025+025< 1.

Miutan mindkét poélus kisebb abszolut értékben 1-nél, ezért a tag aszimptotikusan
stabil és igy BIBO stabil is.

Az erdsités:

2+3

K=025705505 %

c) G3(z) tag:

(z+2)(z+ 1)z z3+3z%2+2z
G3(2) = =

2z224+3z—1  2z2+43z—-1 "
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Miutédn a szdmlalobeli polinom fokszama nagyobb, mint a nevezdbelié, ezért a tag
nem realizdlhat6 (nem felel meg az oksagi szabalynak).

d) Gu(z) tag:
2273 + 4772 4z + 2

Ga(z) = 472 —z-1  _z2+ 4z’

Z1:O) Z2:4) |Z1|<1; |Z2|>1

Miutan van polusok kozott abszolut értékben 1-nél nagyobb, ezért a tag sem
aszimptotikusan, sem BIBO értelemben nem stabil.

32. Vizsgalja meg mindkét stabilitasi definicid szempontjabol az alabbi tagokat, és
amennyiben aszimptotikusan stabil a tag, adja meg az erdsitést is!

G1(2) = 2z72 -1 6. (2) = 2z+1 G.(2) = z
W = gt g2 2V ~2z3-0,25z 3\ T (z+2)(z24+0,52) °
Megoldas:
a) Gi(z) tag:
6.(7) = 2z2-1 2-27°
T TY 2z %22 Z2+z+1’
_—1i\/m_ 1+,\/§ 1+.‘/§_1+3_1
f2 = 2 -T2 25| TaT T

Miutén a polusok nem kisebbek abszolut értékben 1-nél, de nem is nagyobbak,
igy a tag aszimptotikusan nem stabil, de BIBO stabil.

b) G2(z) tag:

6, (2) = 2z+1 _ 2z+1
2) =75 0,25z z(z2-10,25) "’
2,=0, 2,3=4025=105, |2123] < 1.

Miutdn mindhdarom podlus kisebb abszolut értékben 1-nél, ezért a tag
aszimptotikusan stabil és igy BIBO stabil is.

Az erdsités:

o= 2+1 4
T 1-0,25
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c) Gz(z) tag:

VA
G = )
3(2) (z +2)(z% + 0,52)
Zl == _2 ) Z2 = O ) Z3 = _OpS ) |Z1| > 1) |Z2,3| < 1 -

Miutan van polusok kozott abszolut értékben 1-nél nagyobb, ezért a tag sem
aszimptotikusan, sem BIBO értelemben nem stabil.

33. Vizsgélja meg az alabbi tag stabilitasat:
2z2+5

G(2) :4z3+322+52+1

Megoldas:

Stabilitasvizsgalat Jury-teszt segitségével:

4 3 5 1 1 / / '
15 3 4 as = ag=4—0a3-1, a,=3—a3+5 a;=5-—a3-3
15 7 17
24 2 = 17 15 17 7 7
4 4 4 _ & _ 17 m_ 15 L m_7_ L
17 7 15 a2_§_15' Ay =, — @z, A =,—0";
4 4 4
64 14
60 60

Miutdn a masodik korrigdlt egyiitthatd negativ, ezért nem kell a tesztet tovabb
végezni, €s a tag instabil lesz.

34. Vizsgalja meg az alabbi tag stabilitasat:
1
G(z) = !
@)= 192+ 122+ 0,25

Megoldas:
A stabilitasvizsgalatot w-teszt segitségével végezziik el. A teszt 1ényege, hogy egy
egyszerl bilinearis transzformacioval atirjuk az impulzus-atviteli fliggvényt, majd a

Hurwitz-kritérium alapjan ellendrizziik a stabilitast.

A bilinearis transzformacio:
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1
G = )
@) = 31927127025
w4+ 1\3 w+ 1\? w+1
z34+19z°+1,2z+025 = <—) +1,9<—) +12——+0,25 =
w—1 w—1 w—1

= 4,35w3 + 2,95w? + 0,65w + 0,05 .
Hurwitz-kritérium:
a, feltétel: valamennyi egyiitthato pozitiv,

b, feltétel: determinans ellendrzése:

295 0,05 O
Hswz =1435 065 0 |,
0 2,95 0,05

A=295>0,

295 005 _ 1 or ore  gue nne
AZ_ 4’35 0,65 — 2;95 0165 4,35 0,05 = 1,7 > 0 ,

295 0,05 O
A3: 4,35 0,65 0 = 2,95 . 0’65 . 0’05 _ 4’35 . 0’052 — 0’085 > 0 .

0 2,95 0,05

Miutan mindhdrom aldetermindns pozitiv, igy a tag stabil.
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8. Szabalyozok paraméter beallitasa

Az iranyitasi rendszerek legjellegzetesebb informécidfeldolgozasi feladatat a szabalyozok
végzik.

A szabalyozo a szabalyozési kornek az a része, amely Osszehasonlitja a szabalyozott
jellemzdbdl szarmazo ellendrzo jelet az alapjellel, és a megallapitott szabalyozasi eltéréstdl
(hibatol) fiiggden befolydsolja a végrehajto, illetve a beavatkozé jelet, és a beavatkozo
szerven keresztiil a modositott jellemz6t. A szabalyozo elhelyezését és feladatat a 8.1 -es
abra illusztralja.

Alapjel Hibajel Végrehaijto Modositott Szabalyozott

jel jellemzé jellemzd

Alapjelképz6 l Kiilonbségképzd l Szabalyozo Végrehajto + l Szabalyozott L

> » (jelformalo + » beavatkozo >
szerv Ta szerv e erésitd) u U, szakasz
Ellen6rzo
Y. jel y()

Erzékel6, méréjel

atalakito és tdvado

8.1 dbra. A szabdlyozasi kér

A szabalyozo tehat, a kdvetkez6 alapvetd funkciokat latja el:

o fogadja a tavadd altal szolgaltatott és a szabalyozott jellemz6tdl fliggd ellendrzd
jelet,

e |étrehozza az alapjel és az ellendrzd jel kozotti kiillonbséget,

e a hibajellel olyan jelformalast végez, hogy a modositott jellemzd valtozasat kivalto,
¢s a szabdlyozd kimenetén megjelend végrehajtdé jel olyan modositést

eredményezzen, hogy a szabalyozasi rendszer az eldirt mindségi kovetelményeknek
megfeleljen.

Minden szabalyozd legalabb hiarom funkciondlis szerkezeti részbdl all: kiilonbség-
képzo-, jelformald és erdsitd szervbdl, tovabba esetenként kiegésziilhet az alapjelképzd
szervvel.

A kiilonbségképz6 szerv, csak olyan jellemzdket tud egymassal egybevetni, csak olyan
jellemzdk kozott tud kiilonbséget képezni, amelyek fizikai szempontbol azonosak, tehat
példdul nyomasok, fesziiltségek, erdk, azonosan kodolt digitalis informacidk stb.,
kiilonbségét képezheti.

A szabalyozé jelformalasat leird u(e) fliggvénykapcsolat tobbnyire lineéris, altalanos
esetben nemlinedris differencidlegyenlettel jellemezhet6. A linearisnak tekinthetd
szabalyozott szakaszok szabalyozasara tobbnyire viszonylag egyszerii felépitésii, folytonos
vagy mintavételezett, linedris vagy allasos jelatviteli szabalyozokat is alkalmazhatunk.
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8.1 PID szabalyozok

A folytonos szabalyozdkat a szabdlyozastechnikai gyakorlatban rendszerint az id6késéses a
PID szabalyozéasi algoritmus egyes valtozatainak megszerkesztésével szoktak
megvalositani.

A PID szabalyozasi algoritmus differencidlegyenletébdl:

e d?u(t) dl;it)

t
VA, 4 A ) =B, [e(r)de + Be(t) + B, de(t
dt ) dt

kiolvashatd, hogy a rendelkezd jel a hibajellel, annak integraljaval, s differencialhanya-
dosaval aranyos. A jelformalédst tobb energiatarold is késleltetheti. Egyszeriibb esetekben

az energiatarolok elhanyagolhatoak, igy a PID szabdlyozasi algoritmus leegyszerisitett
differencidlegyenlete:

t
de(t
Au(t) = BOIG(‘C)d‘C +B, et .
Rendezés utan felirhato:
B B ‘ t
u(t)=—L| e(t)+—" [e()dr + de(t)
A, B1 o dt
és a:
A = K, , —a szabalyoz6 aranyossagi atviteli tényezdje (erdsitése),
1
A =A, =——, —az integralo tag integralasi atviteli tényezdje (T; - integraldsi id9),
1 I
A A, =K, T,, —a differencial6 tag differencialési atviteli tényezdje (Tp -

—_

differencialasi ido)

jeloléseket bevezetve, az energiatarolomentes PID szabalyozd atviteli fiiggvénye, a
kovetkezé modon irhato fel:

W) =2® g s Ll
E(s) Tys

Az ilyen atviteli fliggvénnyel rendelkez6 szabalyoz6 —K,, , T; és Tp megfeleloen széles

hatarok kozott torténd beallitasi lehetdsége esetén— tobbnyire a szigord mindségi
kovetelményeket kielégitd rendszerekhez is alkalmazhat6. Egyes tagok kihagyasaval a PID
szabalyozokbol leszdrmaztathatok az egyszeriibb P, I, PI és PD szabalyozok.
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A szabalyozok alaptipusai a kovetkezok:

A P szabalyozo atviteli figgvénye: W (s) =K, .

A legegyszeriibb szabalyozo a P szabalyoz6. A szabalyozo6 K, erdsitése allithato. A
P szabalyoz6 a hibdval ardnyos irdnyité hatast a hiba fellépésének pillanataban
megjeleniti. Aranyos szabdlyozott szakaszok esetében a szabdlyozd csak
allandosult allapotbeli hibaval maradd szabalyozési eltéréssel tud mikddni. Az
erdsités novelésével csokken a maradandd szabalyozasi eltérés, novekszik a jel
beallasi sebessége, ezért tillendiilés vagy lengés allhat eld.

A PI szabalyoz¢ atviteli fuggvenye: W (s) =K, (1 + TLJ .
A PI szabalyoz6 alkalmazasakor a K, erésités és a T; integralasi id6 allithat6. A PI
szabalyozd az ardnyos szabalyozott szakaszok esetében is allandosult hiba nélkiil
milkodik. Az erdsités ndvelése noveli a tullendiilést, a tulzott szabdlyozd
paraméter-beallitasok (hogy ardnyossagi, illetve integralasi atviteli tényezdk)
instabil miikodést eredményezhetnek.

A PID szabélyozo atviteli figgvénye: W (s) =K p(l + TL + Tdsj .

A PID szabélyozé esetében a K,, erdsités a T; integralasi id6 €s a Ty differencialési
id6 4llithat6. A kimendjel a hibajel differencidlhanyadosaval is ardnyos, igy
gyorsan ndvekvo hibakra az ardnyos értéket meghalado tilvezérléssel reagdl, de ezt
mar a hiba valtozasi sebességének csokkenésekor ill. megfordulasakor nagyrészt
visszaveszi anélkiil, hogy magéanak a hibanak a csokkenését megvarna.

A szabdalyozok beallitasara tobb szerzd tett kozz¢ altalanos szabalyt. Néhany szabaly

beallitasi viszonyai és alkalmazasi lehetdségei a kdvetkezdk:

A rendszer atviteli A szabalyozo beallitasi modszer
fiiggvénye

Tapasztalati modszer

K e Oppelt médszer
W(s)=—2L g e Chien-Hrones-Reswick modszer
1+5T,, e Kessler modszer
e Samal modszer
e Ziegler-Nichols modszer
K
W(s) = ob .
(1+5sT)(1+sT,) o Kessler modszer
_ Kob
Wis) = 14 2ETs + T2’ e Ziegler-Nichols modszer

Tapasztalati modszer
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Szabalyozo A szabalyozo paraméterei
tipusa K, T, T,
T
P < o0 0
7’-ob
Lo
PI <09— >3.3Tqp 0
7’-ob
Lo
PD <12— o0 <0.2570b
7’-ob
Loy
PID <12 T >2Tqh <0.5Tqb
ob
Oppelt modszere
Szabalyozo A szabalyoz6 paraméterei
tipusa K, T, T,
T
P — 00 0
7’-ob
T,
PI 08— 3Tob 0
7’-ob
T
PD 1.2— o0 0.2570
7’-ob
T
PID 12 T 274 0.4274
ob

Chien-Hrones-Reswick modszer

© Gerzson Miklds, PE; Plet! Szilveszter, SzTE www.tankonyvtar.hu




210

Iranyitastechnika

o Ertéktartd szabalyozas

Szabalyozo A szabalyoz6 paraméterei Az dtmenet
tipusa K, T, Ty alakja
T, kaszo
0.3 T, o0 0 (aperiodikus)
P atmenet
T 0 -
07 » 0 20% -os
T, tullendiilés
T, kaszo
06 T, 474 0 (aperiodikus)
PI atmenet
) 20%-0s
0.7 31, 0
Ty 23T tallendiilés
T, kaszo
0.95—~ o dik
T, 247 0.42714 (aperiodikus)
PID atmenet
T 20%-o0s
12— o 421,
T 2o 042t tallendiilés
o Kovetd szabalyozas
Szabalyozo A szabalyozo paraméterei
tiousa Az atmenet alakja
P K, T; Tq
0.3 T, - 0 kﬁszcr') (aperiodikus)
Tob atmenet
P
0.71_— 0 0 20%-os tullendiilés
ob
035 1, 10T, 0 kﬁszcr') (aperiodikus)
Tob atmenet
PI
Ty
0.6 r_ Tob 0 20%-os tullendiilés
ob

www.tankonyvtar.hu
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Szabalyozo A szabalyozo paraméterei
. Az atmenet alakja
tipusa K, T, T,
06 T, Tos 0.5t kﬁszc") (aperiodikus)
Tob atmenet
PID
Tob
0.951_— 1.35Tq 0.47tq 20%-os tullendiilés
ob

Kessler modszere

Szabalyozo A szabalyozo paraméterei
tipusa K, T, T,
2
L,
1+2—
Tob
PI 1T, 1T+ ’
r— L —t ~T, 1+l(ﬁj 0
27, 12T, 6\T,
PID NN AN 1 P [ i)
4z, "4s0T, Lo+ 3T 2 o\,
Ziegler-Nichols modszere
Szabalyozo A szabalyozo paraméterei
tipusa K, T, T,
P 05 Kkrjt 0 0
PI 045 Kkrjt 085 Tkrit 0
PID 06 Kkrjt 05 Tkrit 0125 Tkrit
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1. Feladat

—0.816s
Egy szakasz atviteli fliggvénye a kovetkezd W(s)=1??e;—l. CHR modszerrel
28+

hatdrozzuk meg egy alkalmazhaté PID szabalyoz6 paramétereit. A szabalyozas értéktartd
¢és 20%-os tullendiilés engedélyezet.

A megoldas menete:

T .
K= de L5 32 g4y
K, 1, 10 ~ 0816

T,=2-1,=2-0816=1.63,

T,=042-1,, =042-0.816=0.34,

1
WPID(p):KR(l-i_ +7, J7
T,p

1
W (p) = 0.47(1 034 pJ .

03P

2. Feladat

Ziegler-Nichols modszer alkalmazasaval hatdrozzuk meg a PID szabalyozo
paramétereit, amennyiben a szakasz atviteli fliggvénye:

3
Cs(s+2)(s+3)

W(s)
A megoldas menete:

A rendszert P szabalyozo beiktatasaval a stabilitds hatarara kell hozni. A szabalyozé
kritikus erdsitését €s a szabalyozott jellemzd periddusat feljegyezziik.

3K
W(s)=—"""+—,
®) s® +5s% + 68
s=jo,
, 3K 3K —50° — jo(6—w?

—jo’ =50 +6jo  _50)° +jo(6-0°) —50° —ja)(6—a)2)’

, 15K, 0> — j3K ,0(6 —0?) _
Wi = raie—ay IO
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A stabilitds hataron a rendszer akkor van ha a frekvencia atviteli figgvény felveszi a -
1+j0 értéket.

- 15K, 0’ _
250 +0’(6-w’)’

20’ +0’(6-0°)

3K, (6 —w’)

250" +0’(6-w’ )

K. = 50 , o=0 il 6-0’ =0,
5 5

kar,-t=§w2=§-6=10, w=46,

w="" 7 =2 2% 55651,

A téblazati értékek alapjan:

Kp = 0.6, KRrisit = 6,

Ti =0.8 , Tkrit = 2.0521,

Td =0.2 ) Tkrit = 0.513,

W, =6(1 +0.513p).
R(p)=06(1+ 2057 p)

8.2. A szabalyozo paramétereit valtoztato iranyitas

Egyes nemlinedris rendszerek irdnyitdsa folyamén a rendszer egy megfigyelhetd jele
alapjan eldonthet0k a varhaté dinamikai valtozdsok menetei. Ha ezek a valtozasok nem
felelnek meg az irdnyitasi feladat altal meghatirozott kovetelményeknek akkor a
szabalyoz6 paramétereit illeszteni kell a fellépd allapothoz. Az elvet igen sikeresen lehet
alkalmazni a digitalis szabalyozasi rendszerekben.

Ha Iétezik egy olyan kiilséleg megfigyelhetd jel, amely alapjan eldontheté a
szabalyozott szakasz paramétervaltozasa, vagy a statikus nemlinearitds munkapontja —s ha
ezek a paramétervaltozasok vagy nemlinearitasok ismertek— akkor a felismert helyzetben
egy digitalis szabalyozasi rendszerben relativ konnyen illeszthetd a szabalyozo.
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Szabalyozo ILLESZTESI Kiilsé jel
paraméterei ALGORITMUS —
W Alapjel v ’
__Alapiel : :
| SZABALYOZO ——> SZAgiLngZZOTT | v

8.2. abra. A szabalyozo paramétereit valtoztato iranyitas hatasvazlata.

A kiilsd jel alapjan az illesztési algoritmus eldonti, hogy a szabdlyozd
paramétereinek milyen értéket kell felvenniiik, hogy a szabélyozads eleget tegyen a
szabalyozas mindségi kdvetelményeinek.

Az illesztési algoritmust ebben az esetben nem lehet A4ltalanositani. A
kovetkezOkben egy példa keriil bemutatasra az illesztési algoritmus meghatarozasara.

Valtozo erdsitesii szabalyozo alkalmazdsa a szelep nemlinearitasanak kompenzalasara

SEABALYOZO

h 4

I
I
I
v= ) =u' LN 3 :
I
I
I
I

NEMLINEARIS

8.3. abra. Nemlinearis szabalyozasi kor

A nemlinedris v=u" karakterisztikaju szelep miikodése miatt a rendszer instabil
lehet. A rendszerbe beiktatunk egy inverz nemlinearitast, amelyre érvényes lesz a
kovetkezd Osszefliggés:

f'(f(u)=u.

A szelep esetében a v=u' fiiggvény valtozasai a 8.4. abran lathatok. A
nemlinearitds megfigyelése alapjan megallapithatd, hogy a nemlinearitds szakaszonként
linearizalhato6.
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n Hl‘
15 :
DY IS S S—
0.5 i
0 i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1

8.4.abra. Az alap és inverz nemlinearis jelleggérbék.

A szakaszvaltas legyen akkor, amikor az u bemenet eléri a valtdst meghatarozo C
értéket. A szakaszosan linearizalt rendszer inverzének egyenlete a 8.4. 4bran lathatod
nemlinearitas esetében a kovetkezd:

L 0433 u 0<u<3
v=Ff'(u)= ,
0.0538u + 1.139 3<uc<l6
2r . . . . . . .
e
1‘8 --------- Fesssenaaan ---- --------------------- P P e eaeeaan

—3—0.0538u~1.139

081
06
0.4

0.2r

8.5.abra. A szakaszosan linearizalt inverz jelleggirbe.

A szelep nemlinearitdsdt kompenzaldé tag most nem a u képlet alapjan lesz

meghatarozva, hanem a v szerint.
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Az igy tervezett szabalyozoval kiegészitett rendszer hatdsvazlata és valaszfliggvényei

kiilonboz6 értékii egységugrasnyi bemenetek esetére a 8.6 abran lathatok.

i SZABALYOZO

L

ueld R=laR =0

ux3d Ry=lnk =10

24

W v=0.433y +

R. v t—
ol  v=0.0538u+1.139 t

(p+1y

8.6.abra. A kompenzatorral kiegészitett rendszer

{0y}

Step2

Swiitched 4
transport delay
for line arization Constant
1 MATLAB T N e
@ O » T B ineiion > 3242041
Il ath
Gain Transfer Fon? MATL%EI Fen T Transfer Fend
| wentil_m
Step1
8.7.abra. A kompenzatorral kiegészitett rendszer Simulink abraja
A matlab ﬁlggVéIlyt Block Parameters: MATLAB Fca

megvaldsité m file:
function y=ventil m(x)
if x>3
y=0.0538*x+1.139;
else
y=0.433*x;

end

~MATLAB Fcn

Pazs the input walues to a MATLAB funchion for evaluation. The
function must return a single wector argument of length Dutput width'.
Examples: sin, sinful. faalu(1], w(2])

— Parameterz
MATLAE function:

Iventil_m

Dutput dimensgions:

[

Dutput zignal type: Iauto j
¥ Collapse 2-D results to 1-D

k. | Cancel | Help | SRy

8.8.abra. A nemlinearitast kompenzalo fiiggvény beillesztése

www.tankonyvtar.hu
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A nemlinedris rendszer és a szakaszosan linearizalt jelleggorbét tartalmazo rendszer
valaszfiiggvényei és bemenetei kiilonb6zé munkapontokban a 8.9. abran lathatok.

8.9.abra. A nemlinedris rendszer és a szakaszosan linearizalt jelleggorbét tartalmazo rendszer

valaszfiiggvényei és bemenetei kiilonbozé munkapontokban.
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