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Bevezeto

A jelek és rendszerek elmélete, és annak gyakorlati alkalmazéasa nélkiil nem miikddne
korunk informécios tarsadalma. A mérnokok nagy szerepet jatszanak az egyes megoldasok
tervezése, kivitelezése és mukodtetése terén. A mérnok-informatikus szakemberek esetében
elengedhetetlen a jel és rendszerelmélet terén valdé kompetencia megszerzése. A Jelek és
rendszerek targy a mérndk informatikus alapszakos hallgatok szédmara a legtobb
felsGoktatasi intézményben alapozd ¢€s kotelezd targyként szerepel a tantervben. A
témakorben szdmos, mindséges tankkonyv, jegyzet és példatar késziilt. Jelen példatar célja,
hogy a hallgaték szdmara roviden bemutatva a sziikséges elméletet, példakon keresztiil
tegye érthetévé a jelek €s rendszerek egyes témakoreit. A példak utan kidolgozandd
feladatok serkentik a hallgatokat munkara. A jel és rendszerelmélet teriilete nagyon széles,
az egyes elemek kiilonb6zé mélységgel targyalhatok, jelen példatar a témakdor lefedését
tekintve nem torekszik a teljességre, és az alapképzésben hasznalhatd, nem til mély
elméleti targyaldsmodot alkalmazza. Az elsé fejezet (6. oldal) targyalja a jel ¢és
rendszerelméleti alapfogalmakat. A masodik fejezet (54. oldal) kitér a folytonos és a
diszkrét-idejii konvoluaciora, kihangstlyozza az LTI rendszerek fontossagat. A harmadik
negyedik fejezet (78. oldal) tartalmazza a diszkrét idejii jelek és rendszerek Fourier
analizisének elméletét és néhany példan keresztiil igyekszik elmélyiteni a sziikséges
ismereteket. Az 6todik fejezet (109. oldal) foglalkozik a Z-transzformacioval. A jelek
szlirését végzo rendszerek rovid bemutatdsa és a témahoz kapcsolodd példak a hatodik
fejezetben (116. oldal) taldlhatok. A hetedik fejezet (149. oldal) teljes mértékben a
modulacioval foglalkozik. A mintavételezés €s tartds a nyolcadik fejezetben (161. oldal)
kapott helyet és végiil a kilencedik fejezet (165. oldal) targyalja az A/D atalakitast.
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1. Jel és rendszerelméleti alapfogalmak

Ebben a fejezetben keriill sor a jelek és rendszerekkel kapcsolatos elmélet révid
attekintésére, idoben folytonos és diszkrét jelek leirdsara, a folytonos és diszkrét idejii
linearis idévarians (LTI) rendszerek jellemzésére ¢€s tulajdonsdgainak ismertetésére. Ez a
alapfogalmakat. Diszkrét és folytonos ideji esetben bemutatasra keriilnek a legfontosabb
alapfliggvények, mint az impulzusfiiggvény, egység ugrasfiiggvény, komplex exponencialis
fliggvény. Végiil, ezen ismeretek megalapozasdhoz kidolgozott példakat tartalmaz ez a
fejezet.

1.1. Rendszertechnikai alapfogalmak

A tananyag megértése érdekében mindenképp tisztdzni kell néhany a rendszerrel
kapcsolatos alapfogalmat. A rendszer fogalmanak meghatarozasa tobbféle szempontbol
lehetséges. Szadovszkij professzor Altalanos rendszerelmélet alapjai c. miivében tobb
jelentds definiciot ad meg. Az elsé csoportba tartoznak a matematikai modellek iranyabol
megkozelitd definiciok, a masodik csoport definicidi a rendszert, mint relaciok altal
Osszekapcsolt elemek halmazat tekintik, mig a harmadik csoportba sorolhatd
meghatdrozasok a bemenet, kimenet, informéciofeldolgozas fogalméaval operdlnak. A
tovabbiakban a mérnokok szdmara két egyenértékli érdemes definicio keriil megadésra:

I. A valéosagnak minden térben elhatarolt részét, ahol a kiilonb6zé anyag- ¢&s
mozgasformak elemeit kolcsonhatasok és kolcsonds Osszefliggések kapcsoljak 0ssze,
rendszernek nevezziik.

2. A rendszer, valosagos vagy elképzelt objektumok viszonylag jol koriilhatarolhato olyan
halmaza, melyeket kdlcsonhatasok és kdlesonos Osszefiiggések kapcesolnak egybe.

Elméleti szempontbdl rendszernek tekinthetd minden olyan transzformacio, amely
adottnak tekintett gerjesztésekhez meghatarozott valaszokat rendel. A rendszer elemének
tekintjiik azt az objektumot, amelyet a rendszer vizsgalatdhoz mar tovabbi részekre nem
sziikséges felbontani. A rendszer elemei kozotti és a kornyezethez fiiz6do Osszefiiggések és
kapcsolatok megvalositasai lehetnek egyszerli vagy bonyolult fizikai, kémiai, bioldgiai
vagy informdacios jelleglieck. A rendszer leirdsat, az Osszefliggések matematikai
meghatarozasat, a matematikai modellt roviden (bar nem eléggé szabalyosan) szintén a
rendszer széval jeloljiik.

Mivel minden természetben eléforduld, vagy ember altal 1étrehozott rendszer, folyamat,
jelenség kolcsonhatdsban van egymadssal, ha barmilyen rendszert tanulményozunk is,
figyelembe kell venniink a kornyezet hatdsat a rendszerre, és a rendszer hatdsat a
kornyezetre. Ezek a hatasok lehetnek olyanok, amelyek a rendszer meghatarozott
pontjaiban sszpontosulnak, példaul a rendszer egy elemére hat6 eré formdjaban. A hatdsok
azonban lehetnek elosztottak is, ekkor az egész rendszernek vagy valamelyik részének
feliiletére, esetleg minden egyes pontjara hatnak. Ilyen elosztott jelleglick a hdmérséklet,
vagy nyomas hatasai, amelyek egy rendszer feliiletének bizonyos részeire hatnak, vagy a
gravitdciés ¢és magneses terek hatdsai stb. A rendszer és kornyezete Osszetartozo,
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1. JEL ES RENDSZERELMELETI ALAPFOGALMAK 7

dialektikus egységet képezd fogalmak. Szétvalasztdsuk, a rendszer hatarvonalainak
kijelolése, a rendszer koriilhataroldsa a feladattol, a vizsgalat szempontjaitdl, a beavatkozast
igényld szituaciotol fiigg. Az 1.1. abra vazlatosan tiinteti fel a rendszert a tér olyan
részeként, amelyben 0Osszes elemei, és a kornyezethez fiiz6d6 0Osszes kapcsolatai
Osszpontositva (koncentralva) vannak.

Univerzum

1.1. abra. A rendszer és kornyezete.

A kapcsolatokat abrazold nyilak a hatdsok terjedésének iranyat mutatjak. Minden
rendszer jellemezhetd az azt felépitd elemek tulajdonsagaival, és azokkal a kapcsolatokkal,
amelyek az adott rendszer és kornyezet kolcsonhatasat jellemzik. Meg kell jegyezni, hogy
akarmilyen részletesen és alaposan is tanulmdnyozzuk a rendszer tulajdonsagat és
viselkedését, sohasem tudjuk figyelembe venni mind azt a végtelen sok tényezdt, amely a
rendszert kozvetve vagy kozvetleniil befolyasolja. Ezért minden tanulményozas, kisérlet
eredményét csakis megfeleld fenntartassal fogadhatjuk el €s alkalmazhatjuk a gyakorlatban.
A rendszerekben keringd ¢és athaladd hatasokat, amelyek informécios kapcsolatokat
valositanak meg, jeleknek nevezik, ugyanis a jelnek legfontosabb jellemvonésa az
informaciotartalom. Elmondhatd, hogy a jel minden olyan folyamat, amelynek segitségével
az informaci6 anyagi jelleglivé valik €s tovabbithato vagy tarolhato.

1.2. Jel fogalma

Egy rendszer egyes elemei kozott, vagy kiilonb6zo rendszerek kozott olyan kapcsolatok
vannak, melyeken keresztiil kolcsonhatasban allnak egymaéssal. Ezek a kapcsolatok az
energia vagy az anyag atadasat jelenthetik az egymasra hato elemek vagy rendszerek
kozott. A kapcsolatok azonban olyanok is lehetnek, hogy informacié tartalmuk lesz
Iényeges, azaz azok az ismeretek, amelyeket az elem vagy rendszer mas rendszerek vagy
elemek allapotardl kap, vagy a sajat allapotarol k6zol. Ekkor az ismereteket hordozo6 anyagi
forma csak masodrangu jelentdségii lesz.

A rendszerekben keringd és dathalado hatdsokat, amelyek informacios kapcsolatokat
valositanak meg, jeleknek nevezziik. A  jelnek legfontosabb jellemvonasa az
informaciotartalom (kozleménytartalom), az energiaszint nagysaga csak masodlagos
jelentdségli. Legtobbszor a jelet, mint id6tél fiiggd informaciot hordozd mennyiséget
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8 JELEK ES RENDSZEREK PELDATAR

hatarozzak meg. E meghatarozas csak részben igaz, ugyanis gyakran jelként tekintiink azon
figgvényekre is melyek fliggetlen valtozoként nem tartalmazzak az iddt, valamint
eléfordul, hogy komplex fliggvényeket is jelként kezeliink.

Jelhordozé lehet minden mérhetd fizikai, kémiai allapothordoz6, amelynek
segitségével az informacid anyagi jellegivé valik és tovabbithatd vagy tdrolhato.
Matematikai modell esetén a jeleket valtozokkal jeldljiik. Jelhordozo jelolése esetén a
valtozonak fizikai értelme van.

Jellemzonek nevezziik azokat az allapothatdrozokat, amelyek a rendszer allapotat vagy
allapotanak valtozasat jellemzik vagy befolyasoljdk (pl. nyomas, hdémérséklet,
koncentracio). Tehat a jellemzd olyan jel, amely a rendszer allapothatarozodinak értékéhez
vagy értékvaltozasahoz rendel informaciot.

Az a rendszer vagy kozeg, amelyen keresztiil kapjuk a jelet, a hirk6zl6 csatorna. A
jeleket nagy tavolsadgra lehet kozvetiteni, igy megvaldsithatd a térben elvalasztott
rendszerek kozotti kapcsolat is. A jelek rogzitése (memorizalasa) lehetévé teszi, hogy
megfeleld i1d6 elteltével kozvetitsiik oket, és igy az idében elvalasztott rendszervaltozasi
folyamatokat is 0ssze lehet kapcsolni.

1.3. Jelek felosztasa

A jelek matematikai leirasara fiiggvényeket hasznalunk, amik egy fiiggetlen valtozo és egy
fliggd valtozd kozott egyértelmli kapcsolatot valdsitanak meg. A fliggvény értelmezési
tartomanyat a fiiggetlen valtozok tartomanyat jelentik, ezt nevezziik argumentumnak, a
fliggd valtozd Osszes értéke pedig a fliggvény értékkészlete. A jel értelmezési tartomanyan
legtobb esetben az idot, értékkészletén pedig a vizsgalt jel altal leirt fizikai mennyiség
értékét ertjiik.

A jeleket feloszthatjuk:

értékkészlet szerint,

lefolyéas szerint,

az informacié megjelenési formdja szerint,

az érték meghatarozottsaga szerint,

a jelhordoz¢ fizikai mennyiségek szerint,

Az aldbbiakban bemutatésra kertilnek a fentiekben felsorolt jelcsoportok.

1.3.1. A jel értékkészlete szerinti felosztas:

Folytonos a jel, ha — meghatarozott tartomanyban — tetszés szerinti értéket vehet fel és
értékkészlete folytonos, vagyis egy 0sszefliggd tartomany.

Szakaszos a jel, ha — meghatarozott tartomanyban — csak meghatarozott, diszkrét
(izolalt) értékeket vehet fel, egy megszamlalhatd szdmhalmaz elemeibdl, két szomszédos
diszkrét értéke kozotti értékkészlete hidnyzik. Az ilyen jel, idében folytonos, de
értekkészletében diszkrét. (1épcsds, mas néven kvantalt jelalak, vagy diszkrét értéki jel).

1.3.2. Lefolyas szerinti felosztas:

Folyamatos a jel, ha a fiiggetlen valtozd egy adott tartomanyaban megszakitds nélkiil
fennall.

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila
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1. JEL ES RENDSZERELMELETI ALAPFOGALMAK 9

A folyamatos jel matematikai modellezésénél olyan fiiggvényt alkalmazunk ahol a
fiiggetlen valtozo € R (R a valdés szamok halmaza). Folyamatos jelnél fontos, hogy az
egyértelmiien definialt legyen a teljes R felett esetleg, néhany véges szamu pont képezhet
kivételt. Példaul a y(t):\/; nem értelmezett a ¢ <0 értékekre, a pozitivokra pedig két

megoldassal is rendelkezik. Gyakran, féleg dinamikus rendszerek esetében a fiiggetlen
valtoz6 az 1d6. Ilyenkor folytonos idejii jelrdl beszéliink, melynek jele ,,FI”.

A jelek valés matematikai fiiggvények, de néhany rajtuk végzett transzformacid
hatasara komplex valtozoként jelentkezhetnek. Ilyen példaul a forgdvektorok abrazolasa

amplitadojukkal és fazisukkal. Y(jo)= A(jo)e’*”. Ahol: Y(j®) egy komplex kifejezés,
o a forgés szogsebessége, A( j a)) a forgd vektor amplitidoja és (/)(a)) jeloli a fazisszoget.

0

[~ 7

\J 0 N—" t

1.2. abra. Folytonos idejii jel.

Szaggatott a jel, ha az a fiiggetlen valtozd egy adott tartomanyaban csak
megszakitdsokkal all fenn. A fiiggetlen valtozé meghatarozott értékeiben szolgaltatnak
informaciot a jel a tobbi értékeknél megszakad. Az informacidszolgaltatas a fliggetlen
valtoz6 bizonyos értékeire értelmezett. 1dot alkalmazva fiiggetlen valtozoként eljutunk a
diszkrét idejii jel fogalmahoz, melynek jele a “DI”. A diszkrét idejii jel matematikai
meghatarozasa, hogy az egy k € Z (Z az egész szamok halmazat jeloli) fliggetlen valtozo
fliggvénye y = y[k]. Az egyértelmii megkiilonboztetés érdekében a folyamatos jelet jelold
fliggvénynél egyszerii zardjeleket alkalmazunk, mig a szaggatott jel esetében

kozépzardielet. Igy y(t) FI mig y[k] DI jel jelolése.
Telk]

—F---e
- — -
wl— e
aF-----e

ot--e

4 3
o

1.3. abra. Diszkrét idejii jel.

A 1.3. abran lathatd g[k] fiiggvény esetében k diszkrét id6t jelol masodpercben,
percben, 6rdban vagy egyéb iddszeletben megadva.
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1.3.3. Az informacio megjelenési formaja szerinti felosztas:

Analég a jel, ha az informaciét a jelhordozd értéke vagy értékvaltozasa kozvetleniil

képviseli. Az analdg jel informaciotartalma tetszélegesen kis valtozasokat is kozvetit.
Digitalis a jel, ha az informacié a jelhordozd szdmjegyet kifejezd, diszkrét, jelképi

értékeiben (kodjaiban) van jelen.

1.3.4. Az érték meghatarozottsaga szerint:

Determinisztikus a jel, ha értéke meghatarozott id6fiiggvénnyel egyértelmiien megadhato,
elegendd pontossaggal lehet mérni, és megismételhetd folyamatot hoz Iétre.

Sztochasztikus a jel, ha véletlen lefolyasu, ¢és csak valdszinliség-szamitasi
modszerekkel irhato le, a jel mérésekor véletlenszeri eredményeket kapunk. Ilyenkor nem
tudunk egyértelmii idofiiggvényt megadni. A jel statisztikus tulajdonséagait kell
meghatarozni, mint példaul a varhat6 értékét, szorasat.

é

1.4. abra. Sztochasztikus jel.

A jelek egy specidlis osztalyat jelentik a periodikus jelek, ahol a jel alakja
periodusonként ismétlddik, és aperiodikus jelek, ahol ez a periodicitds nem all fenn.

Jelfeldolgozasi szempontbol fontos szerepet jatszanak a belépd jelek, melyek az id6
negativ értékeire azonosan nulla értékiliek, csak pozitiv idéértékekre szoktuk dket elemezni.

P¢ldéak folytonos idejii jelekre:

Egy x jelet folytonos idejiinek mondjuk, amikor a jel az id6 minden val6s értékére
értelmezett:

x=x(t), te€ER, vagy —o <t < o

A determinisztikus jel megadhatd matematikai modell segitségével. A kovetkezében
példat latunk belépd €s nem belépd jelek matematikai modellen keresztiili leirdsara:

Egy fliggvénnyel az x(t) jelet barmilyen t idépillanatban meghatarozhatjuk (t=[sec])

-~ . 0, ha t<0
Belépd exponencialis: x4 (t) = {Se‘Zt, ha t>0
0, ha t<0,
Belép6 jel: x,(t) = {Zt, ha t=0 A t <25
0, ha t=2,5;

Periodikus jel: x5(t) = 3cos(2t + nw/4rad)
Nem belép6 aperiodikus jel: x,(t) = 4 — 0,5t
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A jel idobeli lefutdsa megadhat6 grafikus abrazoléassal is. Jeleket ilyen mddon csak
véges iddintervallumra és behatarolt pontossaggal tudjuk felrajzolni. Van, amikor a jel
periodikus, vagy lecsengd jellegli, ebben az esetben kovetkeztethetiink a jel, abrazolason
kiviili részeire is. Az 1.5. abra periodikus és aperiodikus belépd jeleket mutat be.

x{r} :.:{r]..
T/\ AN NN .
I~ T L ;

x(t)y x(th
| —

wy
wy

|
1.5. abra. Periodikus (fent), és nem periodikus jelek (lent).

Az 1.6. dbra egy folytonos jel lathatd, jelolése x(t). A jel periodikus id6k6zonként vett
mintait ponttal, kvantalt értékeit pedig csillaggal jelzi az abra.
] P S IR

. N A :
——— x(1) ! ".-. | !
2b-=-| o An]  poo-oe- R A T :
% _n] kvant A |
|5 _________ r o I__ .o I__1 ______ 1
| ' i ) N :
| | i N
1fpommees oo dommeeees dofemeeee e
f' | 1 | 1
l" l*“ : N : "l :
0,5-————;- ————— \; ————— m—————— % ———————— | ———— t -——
[} \ : ! : L]
£ KN . : —
T~ OO -
/ N | A
————————— l——————— =1
LI
1
1

i
=
on
e
|
I
|
|
|
I
|
Femmdmm e ——— ¢
I
I
|
|
I
|
-
:
|
I
I
™
S
I
|

=]

[

]

B F-—--
e b——

1.6. abra. Mintavételezett és kvantalt jel.

1.3.5. A jelhordozo fizikai mennyiség szerinti felosztas

Jelhordoz6 barmelyik fizikai vagy kémiai mennyiség lehet. A tovabbiakban megemlitésre
keriil néhany, a mérndki gyakorlatban gyakran hasznalt mennyiség. Ezen mennyiségek attol
fliggden csoportosithatok, hogy milyen az elsddleges rendszer besoroldsa. Példaul a
korszeri szamitdgépekre alapozott irdnyitdsi rendszerekben a kétirdnyt informaciocsere
villamos jelekkel torténik. A villamos jelekkel miikédd rendszerek mellett optikai,
elektromégneses, pneumatikus és hidraulikus rendszerek is gyakran képezik vizsgalodasok
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targyat. Az optikai rendszer jelhordozdja a fény. Az elektromagneses rendszerek esetén
radi6 vagy mikrohullam tovabbitja az informacidt. Pneumatikus rendszerek jelhordozdja
stritett leveg6, a hidraulikus rendszereké pedig folyadék ¢és azon beliil is leggyakrabban az
olaj nyomasa. Robbanasveszélyes iizemekben pneumatikus vagy megbizhatd, robbanas
biztos villamos berendezéseket alkalmaznak.

A villamos jelekkel miikodo rendszerek elterjedését indokolja, hogy a villamos energia
széles korben rendelkezésre all, a villamos jelek nagy tavolsdgra jol atvihetdk, fizikai
mennyiségek gyors valtozésait is képesek kovetni és a korszerli hiradastechnika ¢&s
szamitogép-halozati eljarasok alkalmazasaval konnyen csatlakoztathatok kiilonb6zo
berendezésekhez.

A villamos jel esetében az informacidhordozo6 a fesziiltség vagy aramero6sség valtozasa
lehet. Az informacio kozolhetd a villamos jel amplitidojaval, frekvencigjaval vagy
fazisaval, vagy az impulzusok amplitidojaval, az impulzusok vagy impulzusok kozotti
szlinet id6tartaménak viszonyaval vagy az impulzusok szamaval.

Az analdg villamos jelek amplitiddja altalaban valamely szabvanyos tartoményba esik,
igy eértékiik a kovetkezd intervallumokba talalhato: 0-1V, 0- 10V-os, 0-5mA, 0-20mA-es
vagy 4-20mA.

A rendszer allapotara jellemzdé informdacidkat az érzékelok szolgaltatjak, az iranyitd
hatasokat pedig a rendszerbe beépitett beavatkozo szervek biztositjak.

Az érzékelési folyamatra példa a homérséklet ellenallas-hdmérdvel valo mérése. A
hémérséklet, mint allapotjelzd, nem kozvetithetd egy szabvanyos hirk6zld csatornan
keresztiil. Ezért a rendszer egy adott pontjaba egy ellendllas-hémérét helyeziink el,
amelynek ellendllasa a rendszer adott pontjanak homérsékletével aranyosan valtozik. Az
ellenallas-homérd egy egyendramu hidban helyezkedik el. Az ellenéllas értéke ardnyosan
valtozik a rendszer adott pontjanak hémérsékletével, vagyis a hid kimend fesziiltségével. Ez
a fesziiltség a helyszinen érzékelhetd. Ha ezt az informacidt nem a helyszinen, hanem attol
tavolabb akarjuk felhasznalni, a hid kimendjelét ugy kell atalakitani, hogy az
zavarmentesen legyen atvihetd egy irdnyitd berendezés felé. E célra egy mérd-atalakitot
hasznalnak, amelynek bemendjele a hid fesziiltsége, a kimendjele pedig 0-20mA-ig terjedd
aramjel.

mernd-atal akitd |

rendszer T jel anyos jel

jellaﬁfv[ - |h|'rlnﬁzlﬁmtu'na]'“"'

1.7. abra. Az érzékelési folyamat hataslanca.
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Ez a jel mar szabvanyos, és egy vezetékekbdl felépitett hirkozld csatornan, vagyis a
hémeérsékletrdl szerzett informacio kiilonbozé fizikai mennyiségek valtozasan keresztiil,
(hémérséklet — ellenallas — fesziiltség — aramerdsség) eljuthat egy aramjelet fogadd
iranyito berendezéshez.

Az irdnyitastechnikéban a hagyomanyos villamos, pneumatikus vagy hidraulikus jeleket
mind tobb esetben valtjadk fel a szamitastechnikdban ¢€s szamitogép-haldzatokban
alkalmazott hirk6z16, kodolt digitalis jelek.

Az iranyitastechnikéban az alap érzékeldn (ellenallas-hdmérd, héelem, piezo elektromos
nyomasérzékeld, stb.) kiviil az érzékeld €s méro-atalakitd egylittesét is érzékeldnek
(szenzornak) nevezik. Nagyon fontos, hogy az érzékelonek megfeleld pontossagiinak,
megfelel6 méréstartomanyinak, linearisnak, relativ gyorsnak ¢és mindenképp
megbizhatonak kell lennie.

Jelek és rendszerek példai:

gazdasagi eldrejelzések,

informacio kinyerése zajos kdrnyezetben (repiilégép)

felvételek rekonstrudlasa

képfeldolgozas

iranyitastechnika

kodolas technika

Alapvetden az analog jelek gyokerei a fizikai rendszerekre és az utdbbi idében az
elektromos rendszerekre nytlnak vissza (kommunikacio).

A digitalis rendszerek alapjait a numerikus megoldasok, a statisztika és az idésorok
analizise képezi.

1.4. Néhany fontosabb folytonos ideju jel

A tovéabbiakban bemutatasra keriil néhany fontosabb folytonosidejii (FI) jel. Az alabbi
jeleket rendszerek vizsgalatara, transzformaciok eredményének kompaktabb abrazolasara
hasznaljuk.

Ugrasfiiggvény
Az ugrasfiiggvény két értékii fliggvény. Maga a fiiggvény, az ugrds idépontjaban felvett
értékétol fiiggben harom modon is megadhato, legyenek ezek: hy (t), h,(t), hs(t).

At<t
At<t At<t A+B 0
mO={p (5 hO={5 ;S hz(t>={— £=to
>ty ’
Bt_to Bt>t0 ZBt>t0
Barmely meghatarozasi mod valasztasaval érvényes, hogy annak integralja:

B
f h;(t)dt = A(ty —a) + B(t, —a), =123

a

© Pletl Szilveszter, Magyar Attila www.tankonyvtar.hu



http://www.tankonyvtar.hu/

14 JELEK ES RENDSZEREK PELDATAR

Az egységugras vagy Heaviside-féle fiiggvény

Az egységugras fliggvény olyan ugrasfiiggvény, amely nullar6l egyre ugrik a fiiggetlen
valtozd nulla értékében. Jelolése az irodalomban &(t), vagy h(t) elnevezése pedig
Heaviside fliggvény. A fiiggvény kovetkezoképpen definialhato:

0 t<O
h1(t)={1 £>0

Feladat 1.4.1.
Grafikusan abrazolja a Heaviside fliggvényt!

nh(t)

t
1.8. abra. Heaviside fiiggvény.

Az idealis kapcsold karakterisztikdja az 1.8. dbran lathaté Heaviside fiiggvénnyel
egyezik meg.

Az egységugras fliggvény hatarértéke a t(—0)-ban nulla, a t(+0) pedig egy.

Definialhatjuk az egységugras iddbeni eltoltjat is a kovetkezOképpen:

1 t>
h(t_f):{o t<§

I h(t - T)

T t

1.9. abra. Eltolt egységugras fiiggvény.

Az egységugras fiiggvény masik nagy elonye az, hogy segitségével ablakozni tudjuk a
fiiggvényt. Ezt Ggy érhetjiik, el, hogy elemi egységugras fliggvényekbdl készitiink egy
altalunk meghatarozott szélességli ablakot, majd ezt Osszeszorozva a vizsgalni kivant
fiiggvénnyel kapjuk az ablakozott jelet. Az 1.10. abran pirossal keriilt jelolosre a két
egységugrasbol eldallitott négyszog ablak.
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i\

1.10. dbra. Négyszog jel.

A signum fiiggvény, eléjel fiiggvény.
Az elgjelfiiggvény a jelek és rendszerek teriiletén egy gyakran hasznalt nemlinearitas.

-1 t<0
Analitikusan meghatarozva: sgn(t) =40 t=0
1 t>0

Feladat 1.4.2.
Grafikusan abrazolja az eldjel fiiggvényt!

sgn{t},r,

1 —

1.11. abra. Signum fiiggvény.

A sorompo fiiggvény
A rendszerek vizsgélatanal gyakran hasznalatos a sebesség, vagy sorompo6 fiiggvény, ami

lényegében egy egységnyi iranytényezdjii kauzalis egyenes fliggvény. A sorompofiiggvény
eldallithato az egységugras integraljaként.

Analitikusan: r(t) = {6 i i (()) = f_too h(7)dt
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Feladat 1.4.3.
Grafikusan abrazolja a sorompo fiiggvényt!

K(t)

-
|

! t
1.12. dbra. Sorompo fiiggvény.

A Dirac-impulzus

Az impulzus fiiggvény d(t), vagy mas néven Dirac delta fiiggvény egy, csak az elméletben
1étezd jel, amely igen nagy jelentdséggel bir a jel €s rendszerelmélet teriiletén. A jel
tobbféle képen bevezethetd. Ugy is definilhatd, mint egy megfeleld hatarral valasztott
fliggvény egységnyi teriilettel (intenzitassal), melynek hatarait a nullahoz kozelitjikk ugy,
hogy kozben a teriilete mindvégig egységnyi marad. Ez a ,,segédfiiggvény” az egységnyi
tertileti fliggvény.

0o +0
h(t+7) — h(t -
8®=Lgii%5®=g%( Txr( ﬂ;fS@dn:fMQﬂzl
) -0
AN i
G R Gl
>t
—-T 2

1.13. dbra. Dirac delta impulzus.

A figgvény minden t értékre nulla, kivéve a t = 0 helyen, ahol értéke végtelen nagy,
mikdzben teriilete véltozatlanul egységnyi marad.

Egy masik megkozelitéssel is definidlhato:

b f(0),haa<0<b

ff(t)S(t)dt= 0O,bhaa<bhb<Ovagy0<a<bh

2 nem definidlt,haa = 0vagyb =0
ahol az f(t) barmilyen folytonos fiiggvény lehet.

A Dirac impulzusnak is 1étezik eltoltja, mely a kovetkezOképpen definialhatd, ahol f(t)
szintén barmilyen folytonos fliggvény lehet:
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[oe)

f f(t)d(t — to)dt = f(ty)

Ha az f(t) jel folytonos a t = t, helyen, akkor egy olyan fliggvény kapunk, melynek
értéke mindeniitt nulla, kivéve a t = tyhelyet, ahol is egy olyan Dirac impulzus lesz az
értéke, melynek nagysaga aranyos lesz az f(t,) értékkel.

Néhany tovabbi tulajdonsag az impulzus fliggvénynek:
o 8(at) = 8()
o &6(—t)=6()
o x(t)d8(t) = x(0)d(t) ha x(t) fliggvény folytonos a t = 0-ban
o x(t)6(t—ty) =x(ty)6(t—ty) hax(t) fiiggvény folytonos a t = ty-ban

Feladat 1.4.4.
Hatarozzuk meg a Heaviside fliggvény derivaltjat!

A feladat megoldasa érdekében figyeljilk az 1.14. dbra szerint meghatarozott h,(t)
fliggvényt,

(0 t <=9/
hy(t) = i %(t +§) bl <@/, .
1 t>a/,
A fiiggvényre érvényes, hogy lim,_,, (ha (t)) =h(t).
1 h F
a 1/a| dN.fdt=3,

1/7
74— :

-a/2 a2 ! -al2 az 1
1.14. dabra. Illusztracio a Heaviside derivalthoz. 1.15. dbra. A h, (t) fiiggvény derivaltja.

A h,(t) fuggvény derivaltja ekkor:
(0 t<-9,

Pa® 11y <y, = 5,0, lim (—dhgt(t)> = nhhh B — fims, 1) = 69

dt
LO t>%/;

Tehat a Heaviside fliggvény derivaltja a Dirac delta impulzus. Ennek az inverze is igaz,
ugyanis a Dirac delta impulzus id6 szerinti integralja a Heaviside fliggvény:

h(t) = j 5(0)dr
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Az impulzus sorozat vagy fésii fiiggvény:

Analitikusan: comb(t) = p(t) = Ymr_ 6(t —nT) ahol n — egész szam. Az impulzus
sorozat Dirac impulzusok periodikus eltolt 6sszegébdl all elo.

Feladat 1.4.5.
Grafikusan abrdzolja az impulzus sorozat fiiggvényt!

comb(t)

TNRERES

b4

1.16. dbra.. Az impulzus sorozat fiiggveny.

Az egységnyi négyszog fiiggvény:

1 It <1/,
Analitikusan megadva: rect(t) = 1/2 [t] = 1/2 .
o 1t>1

Feladat 1.4.6.
Grafikusan abrazolja az egységnyi négyszog fiiggvényt!

rect(t)

-1/2 12 t

1.17. abra. Az egységnyi négyszog fiiggvény.
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Az egységnyi haromszog fiiggvény:
1—1t]; |t <1

Analitikusan: tri(t) = {O Dt > 1

Feladat 1.4.7.
Grafikusan abrazolja az egységnyi haromszog fliggvényt!

tri(t)

L |

1 1 t

1.18. abra. Az egységnyi haromszog fiiggveny.

Az egységnyi sinc fiiggvény
A sinc fliggvénynek nagy jelentdsége van a jelfeldolgozas terén.

sin(mt)
Tt

Analitikusan: sinc(t) =

Feladat 1.4.8.
Grafikusan abrdzolja a sinc fiiggvényt!

08f--
06f--
04f--
0.2f--

[2f--L--

0.4
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A szinusz fiiggvény
Altalanos esetben a harmonikus, periodikus szinusz felirhaté a kovetkezSk szerint:

x(t) =A-cos (?—ﬂt + gb) = A-cos2ufyt + ¢) = A - cos(wot + ¢P)
0

x{t] = A cos {wyt + ¢]

A WA
VAV

1.20. abra. A szinusz fiiggvény.

Feladat 1.4.9.
Grafikusan abrazolja a kdvetkezd exponencidlis szinusz fiiggvény:
f(@t) = e %2tsin(mt)
L o il Teutritut vhalwtteriattr it skt
0.8 Neh— [ == exp(-0.20)sin(3.141)
06l " Explt_u_lzt] _
0.4y ‘
02F
D.
-0.2
04
-0.6
-0.8

s

1.21. abra. Az exponencidalis szinusz fiiggvény.
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A komplex exponencialis fiiggvény:

Tekintsiik és vizsgaljuk az x(t)z Ce” fliggvényt, ahol C és a altalanos esetben komplex
szamok.

Amennyiben ahol C és a valos szamok, akkor x(l) egy valos exponencialis fliiggvény.
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1.22. abra. A valds exponencialis fiiggveny. a>0 és a<( esetek, C=1.

A tovébbiakban tekintsiik az Euler képletet: e’” =cos@+ jsing. Az Euler-képlet szoros

kapcsolatot teremt a matematikai analizis és a trigonometria kozott, lehetové teszi a szinusz
¢s koszinusz fliggvényeknek az exponencialis fliggvény sulyozott Osszegeként vald
értelmezését:

e‘J(P JP _e—J(P

@
cos(p)= e’+T , sin(p)= ¢ 2

Amint mar emlitettiik 4ltalanos esetben a = r + jw,

Egy specidlis eset, ha a valés része nulla és C=1, akkor, x(t):ej“’O’. Egy érdekes
tulajdonsaga ennek a jelnek, hogy periodikus.
X(t)= eng(HT) — ef’”ofejwnT eja)OT =1
amennyiben @, =0 akkor x(z)=1 és az a jel periodikus minden T értékre, amennyiben
@, # 0, akkor a jel alapperiodusa az a T legkisebb pozitiv érték , amire a jel periodikus.

Vegyilk észre, hogy az x(r)=e™ és X(t)=e¢ ™' jeleknek azonos a periodusuk, azaz
=2~
@,

Mivel altalanos esetben a = 1 + jw, és € = |C|e/4(© 6 = £(C) ekkor x(t) = Ce® =
|C|ej93(r+jwo)t — |C|ertej(9+wot)

x(t) = Ce® = |CleTte/+@ot) = |C|e"(cos(wot + ) + jsin(wot + 6))

, melynek korfrekvencigja: o, = 27f,.

ICle™ (cos(wot + 0) + jsin(wet + 0)) = |Cle™ (cos(wyt + 0) + jcos (wot + 6 — =
j j ;
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1.23. abra. Komplex exponencialis fiiggvényekr > 0 és r < 0 esetekre.

A Dirihle féle fiiggvény

Analitikus alak: drcl(t,N) = sin(zNt)

Nsin(rt)’

Feladat 1.4.10.
Grafikusan abrazolja a fliggvényt!
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1.24. abra. A Dirihle féle fiiggveny, kiilonbozo argumentum értékekre.

1.5. Néhany fontosabb diszkrétideju jel

Nincs egységes jelolésmod a diszkrétideji jelek abrazolasara. Jeloljiik a diszkrétideji jelet a
x(t) hez hasonldéan ¢=nT helyettesitéssel x[nT ] vel, ahol 7 a mintavételezés
peridodusideje n pedig egész szdm. Gyakran 7 -t elhagyhatjuk és igy x[n] jelolést kapjuk.
A tovabbiakban hasznaljuk az x[n] jelolést. Fontos megemliteni, hogy a diszkrétideju jelek

esetében nem beszéliink szinguléaris pontokrol, vagy nem definidlt pontokrol, ugyanis egy
adott mintavétel értéke mindig meghatarozott. Két mintavétel kozotti érték pedig nem
létezik.
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Az egységugras fiiggvény
Igen gyakran alkalmazott jel, mely a kdvetkez6 képen adhaté meg:

0,hak<O
MH:EML:hhakEO

A fliggvény értéke k < 0 tlitemekre 0, k > 0 iitemekre pedig 1.

1.25. abra. A DI egységugras fiiggvény.

A folytonos idejlii egységugrashoz hasonldan itt is definidlhatunk tetszdleges i litemmel
Ohak<i
Lhak=>=i

OOO\rO

1.26. dbra. Eltolt DI egységugras fiiggvény.

eltolt egységugras fiiggvényt: e[k — i] = {

Dirac-impulzus, egységimpulzus.
3[n]

n

1.27. abra. A DI Dirac impulzus.
A diszkrét idejii Dirac impulzust a kdvetkezdképen definialhatjuk:
_ (0 n+0
&ﬂ_{1n=0
Hasonloan a folytonos idejii megfelel6jéhez érvényes, hogy .2, (8[n — nylx[n]) =
X[ny] de ra nem érvényes a skalazhatosag tulajdonsaga 6[an] # §[n].

Az egységimpulzus értéke csak a n=0 helyen lesz 1, barmely méas helyen az értéke 0.
Itt is definialhatjuk az egységimpulzus eltoltjat:

O,han<i
dn—i]=41Lhan=1i
O,han>i
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Diszkrét idejii komplex exponencialis fiiggvény
A fiiggvény sorozata a kovetkezoképen adhatd meg:
x[n] = e/%on
Ujbol felhasznéalva az Euler formulat ki tudjuk fejezni x[n] értékét:

x[n] = e/ = cosQyn + j sinQyn

SIRRNTH

1.28. abra. A DI komplex exponencidalis pozitiv valos rész esetén (bal).
Negativ valos rész esetén (jobb ).

A sorozat valds része a cos 2gn képzetes része pedig a j sin 2yn.

Ahhoz, hogy periodikus legyen a jel N-nek,és Q( -nak a kovetkezd feltételeket kell
telkesitenitik: ;2—;; = % ahol m pozitiv egész.

Ebbdl az kovetkezik, hogy a sorozat nem minden Q —ra lesz periodikus, csak akkor, ha
Q,/2m egy raciondlis szam lesz. Lényeges kiilonbség ez a folytonos ideji fliggvénynél

tapasztaltakkal szemben, ahol is barmilyen wg,-ra periodikus volt. Ha Q, megfelel a
periodicitas feltételének, azaz Qy # 0 valamint N-nek és m-nek nincs k6z0s tényezdjik,

akkor felirhatjuk az alapvet6 periodikus egyenletet: Ny = m (2—”)

0
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1.6. Pédak jelek abrazolasara

A feladatsor célja megismerkedni a jelek abrazolasaval MATLAB kornyezetben.

Feladat 1.6.1.

0, han< -1
6, han=-1
MATLAB abrazoljuk a kovetkezd fuggvényt: x[n] =< 12, han =20
=5 han=1
k 0, han>1

A feladat megoldasat véozo kod:

n=[-3 -2 -1 01 2 3];
x=[0 0 6 12 -5 0 0];
stem(n,x);

Az eredményiil kapott grafikon
jobbrol lathato.

! ! ! ! !
-3 -2 -1 0 1 2 3

1.29. dbra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.

Feladat 1.6.2.
MATLAB-ban 4brazoljuk a kovetkezé fiiggvényt: x[n] = e%1"

A feladat megoldasat végzo kod:

n=-10:10;
x=exp(0.1*n); 251 ® 1
stem(n,x); | . ?
Az eredményiil kapott grafikon 9
jobbrdl lathato. 15} ®

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

1.30. abra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.
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Feladat 1.6.3.
MATLAB-ban abrazoljuk a kovetkez6 DI exponencialis fliggvényt:

x[n] = (e®1)sin(n * pi/5)

A feladat megoldasat végzo kod:

x=exp(0.1*n).*sin(n*pi/5); ¢
stem(n,x);
xlabel('n'); 0.5
ylabel('x[n]"); o ?
grid;

x[n]
o
(e
G

Az eredményiil kapott grafikon ©
jobbrol lathato.

-2.5
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

n

1.31. abra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.
A fiiggvény FI valtozata:

1.5

t=-10:0.01:10; /‘\
x=exp(@.1*t).*sin(t*pi/5); 1 //

plot(t,x); 05 =

xlabel('t"); 0 \
ylabel('x(t)"); ~ \

Az eredményiil kapott grafikon < \ /

jobbrol lathato. E
-1.5
. \/

-2.5
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

t

1.32. dbra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.

Feladat 1.6.4.
MATLAB-ban abrazoljuk a kovetkezo fiiggvényt:
{ 0, ha n<-—N
n+N/2, ha —N<n<0
x[n]=4 sin(Qn), ha 0<n<N N:15;Q:§

0, ha n>N

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila



http://www.tankonyvtar.hu/

1. JEL ES RENDSZERELMELETI ALAPFOGALMAK 27

A MATLAB kod:

close all;clear all;
N=15;omega=pi/2;x=[];
for n=-N-5:N+5 4r

if n<-N ol T
xn=0; ] @TT 2, 0. .0 .0
else lllé $ $ $ $

if n<=0 2
xn=n+N/2; 4t
elseif n<=N

xn=sin(omega*n);

else 20 15 -10 5 0 5 10 15 20
Xn=0;
end 1.33. dbra. A baloldali MATLAB kod eredménye.
end
x=[x xn];
end
figure(1);

stem(-N-5:N+5,x);

Most abrazoljuk a fiiggvény x[n + a] eltolt valtozatat, amikor a = —5.

A MATLAB kéd:

a=-5; Eltolt jel x(n+a)
8 j j j o}

xp=[1;
tart_n=-N-5:N+5; °r |
hossz_n = length(tart_n); 4t .
elso_n = tart_n(1); ol TT i
utolso_n = tart_n(hossz _n); 3 ) ?T ? ? ? ?
for n=tart_n &1 lié ISR |
if (n+a >= elso_n) && (n+a <= 2r ]

utolso_n) 4 |
xnpa=x(n+a+N+6);
else °r |

_e . Il Q Il Il 1 1 1

ana_ ) -—820 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
end n
xp=[xp xnpa]; 1.34. dbra Az eltol fiiggvény.
end
figure(2);

stem(tart_n, xp);
title('Eltolt jel x(n+a)');
xlabel('n");
ylabel('x(n+a)"');
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MATLAB-ban abrazoljuk a fliggvény skalazott valtozatat a kovetkezok szerint:

x[bn]eket, amikor b = 3:

A MATLAB kod:

Skalazas x(bn)

b=3;

xs=[];
for n=tart_n

if (b*n >= elso_n) && )

(b*n <= utolso_n)

xbn=x(b*n+N+6);

else
xbn=0;
end
xs=[xs xbn];
end
figure(3);
stem(tart_n, xs);

title('Skalazas x(bn)");

xlabel('n");
ylabel('x(bn)");

x(bn)
S
o—
o—]

-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n

1.35. abra. A skalazott fiiggvény.

Feladat 1.6.5.

MATLAB-ban abrazoljuk a kovetkezo fiiggvényeket:

0, han<0 0, han < -5
x[n] =1{|7 —n|, han € [0,10] és y[n] = {4e~I"|, han € [-5,5]
0, han =11 0, han>5
A megoldas elsd 1épésében fejtsiik ki az abszolut értékeket.
( 0, ha n<o 0, ha n<o0
) 7—n, ha 7-n=0 _ )7 —n, ha 0<n<838
x[n]—<_(7_n), ha 7-n<0 |Jn—-7, ha 8<n<11
. 0, ha n=11 0, ha n=>11
(0, han < =5 0, han < =5
yin] = | 4e- (1) han <0 _ )4e", ha-5<n<0
47", han=>0 4e7M, ha0<n<6
\ 0, han>5 0, han>6
Valamint a z[n] = x[n] + y[n]
( 0, han < -5
4e™, ha—-5<n<0
y[n]=$ 7—-n+4e™, ha0<n<6
7 —n, ha 6<n<8
Ln—7, ha 8<n<11
0, han>6

www.tankonyvtar.hu
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A MATLAB kod:

n=-15:15;

u_ o tol 8 ig = (n>=0) & (n<8);

u 8 tol 11 ig = (n>=8) & (n<1l);

x = (7-n).*u_0_tol 8 ig + (n-7).*u_8 tol 11 ig ;
u_minus5_tol @ _ig = (n>=-5) & (n<9);

u e tol 6_ig = (n>=0) & (n<6);

y = 4*exp(n).*u_minus5_tol @ _ig + 4*exp(-n).*u_0_tol 6 ig;

u 6 _tol 8 ig = (n>=6) & (n<8);

z = 4*exp(n).*u_minus5_tol © ig + (7-n+4*exp(-n)).*u_O© tol 6 _ig ...
+ (7-n).*u_6_tol 8 ig + (n-7).*u_8 tol 11 ig ;

figure(1);

subplot(3,1,1); stem(n,x); xlabel('n"); ylabel('x(n)');

grid;

subplot(3,1,2); stem(n,y); xlabel('n'); ylabel('y(n)');

grid;

subplot(3,1,3); stem(n,z); xlabel('n"); ylabel('z(n)');
grid;

10
0
= ®
£ 5 ®
* T
T P
P
S-e-0-c-0-b-0-c-0-0-beoee (po(p(F o009
-15 -1 5 0 5 10 15
n
4 ©
.
ooooooooooo“fﬁﬁ)(PT T(PQf“f\oooooooooo
-15 -1 -5 0 1 15
n
20
< 10 P
N
beesebesondoo@y TT?@OOOQQOOOOOO
-15 -10 -5 0 5 10 15
n

1.36. dbra. A kod futasanak eredménye.

© Plet! Szilveszter, Magyar Attila
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Feladat 1.6.6.
MATLAB-ban 4brazoljuk az el6z8 példaban szereplé fiiggvények péros Ev|[x[n]] =
%[x[n] + x[—n]] ¢s paratlan Od[x[n]] = %[x[n] — x[—n]] részét.

A megoldas MATLAB kodja:

ev_x=1/2*(x+x(end:-1:1)); % x paros resze
od_x=1/2*(x-x(end:-1:1)); % x paratlan resze
ev_y=1/2*(y+y(end:-1:1));

od_y=1/2*(y-y(end:-1:1));

ev_z=1/2*(z+z(end:-1:1));

od_z=1/2*(z-z(end:-1:1));

figure(2);

subplot(3,1,1); stem(n,ev_x); xlabel('n'); ylabel('Ev[x(n)]");
subplot(3,1,2); stem(n,ev_y); xlabel('n"); ylabel('Ev[y(n)]");
subplot(3,1,3); stem(n,ev_z); xlabel('n"); ylabel('Ev[z(n)]");
figure(3);

subplot(3,1,1); stem(n,od_x); xlabel('n'); ylabel('0d[x(n)]");
subplot(3,1,2); stem(n,od_y); xlabel('n"); ylabel('Od[y(n)]");
subplot(3,1,3); stem(n,od_z); xlabel('n"); ylabel('0d[z(n)]");

Es 1 E(x 550 Oéd}&;J)(L ???QOO foXold
I 5
%o ooW?? ??‘?‘Pon 99 0,5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
5 10 5 0 5 10 15 215 10 5 0 5 10 15
n n
4 1
z £
=2 > 0¢
2 S
- . AT . ° ‘ ‘ ‘ ‘
5 10 5 0 5 10 15 A5 10 5 0 5 10 15
n n
20 . , . . . 5
e g ???‘?Qo 0@?
T J stessesrovonyy
Q 20297 | 79004 foXo) 5 . . . . .
5 10 5 0 5 10 15 5 10 5 0 5 10 15
n n

1.37. dbra. A program futasanak eredménye.
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Feladat 1.6.7.
A kovetkezO gyakorlo feladatndl MATLAB segitségével rajzolja meg az alabbi két
fliggvény szorzatat a —2 < t < 2 intervallum felett. A fliggvények:

(1 ,sin(20mt) =0 _ { t ,sin(2mt) =0
x (1) = {—1,sin(20nt) <0 x2(t) = —t,sin(2mt) <0

N
s H|H s

AR RRARUAREARRY RN NS AR A RO — < 11 LS8 SHNAN IRARARARRRANAE

ARy

1.38. abra. A fiiggvények és szorzatuk abrdzoldsa.
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Feladat 1.6.8.
Rajzolja meg az alabbi g(t) fiiggvényekhez tartozo h= g(— t), fi= —g(t), /i = g(t —1) és
fi=g(2) fliggvényeket.

(a) t (1) (b) r&)

¥

1.39. dbra. Az eredmény fiiggvények.

A megoldas:

i g(—?‘) “—g{r}
2 t
-4 =
[
- — -
-2
tegr-1) t g(an)
A ===+ At
4 !
1 3 1

1.40. abra. Az eredmény fiiggvények.
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A O'(—r] & _ ﬂ'(r]
) e}
12 12
1 f 1 f
-1 -1
_21 _2+
1.41. abra. Az eredmény fiiggvények.
' g(r_lj ' g{zr:]
21 2+
1 t ~0.5 t
2 0.5
—2+ T-2
1.42. abra. Az eredmény fiiggvények.
Feladat 1.6.9.

Adjamega g(t)=2¢> —3t+6 fiiggvény paros és paratlan részét!

A megoldas:

a paros rész: g, (t) = %[g(t) + g(—t)] és a paratlan g, (t) = %[g(t) — g(—t)] rész.

Eszerint: g, (t) = 2t* 4 6 és g,(t) = —3t.

© Plet! Szilveszter, Magyar Attila
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Feladat 1.6.10.

Rajzolja meg az alabbi g(t) fliggvények —oo t6l ¢ ig tartd integraljait.

(@) 4g&)

(b)

g(®)
1 b = =

(@) jg{r)dr

1.43. abra. A fiiggvenyek.

(b)

Feladat 1.6.11.

[a—
| ]
¥

1.44. abra. A megoldas.

Adja meg és rajzolja fel az alabbi jelet és id6beni derivaltjat:

—t; <=2
—2<t<-1
2, —1<t<L2

—t+1;

x(t) =

I, t>2

A megoldas:

www.tankonyvtar.hu

1.45. abra. A megoldas.
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1.7. Rendszerek felosztasa

A rendszereket viselkedésiik és az dket leir6 matematikai modell alapjan osztalyozzuk. Egy
rendszer tobb osztalyba is tartozhat. Az osztalyok gyakran ellentétparokbodl allnak.

Az aldbbiakban roviden bemutatdsra keriilnek az osztalyok. A rendszer szimbolikus
jelolését az 1.46. dbra mutatja.

u(t) > y(t)

1.46. abra. A rendszer szimbolikus jelolése.

A X -val jelolt rendszer bemend ¢s kimend jeleinek értékét a ¢ pillanatban
értelemszeriien u(r) és y(z) jeloli, mig u(-) és y(-) jeldli a teljes megfigyelhetd jelet. Es

ervényes: u(t)%y(t).
1.7.1. A rendszer osztalyok

Folytonos vagy diszkrét

Amennyiben a rendszer bemenetén vagy kimenetén talalhato jel idoben folytonos akkor
folytonos rendszerrdl beszéliink, de ha idében csak diszkrét értékekben van értéke akkor
diszkrét rendszerrél beszéliink. Tehat a folytonos és diszkrét meghatarozas az idore

vonatkozik. Folytonos idejii rendszer esetében az id6 intervalluma [a,b] vagy R',
diszkrétidejli rendszernél pedig egy valos szamsorozat, tipikusan {0,7,27.37,...,nT,...},
ahol 7' a mintavételi 1d6.

P¢lda folytonos idejli rendszerre: y(t): 3u(t —1, ), t,>0.

Példa diszkrétidejii rendszerre: y[n]=2u[n]+ 3u[n—1], ahol y[n] az n-edik mintavételi
idében a kimenet értéke. A fentivel egyenértékii leirds: y[nT|=2u[nT ]+ 3ul(n —1)T].

Kauzalis vagy nem kauzalis
A kauzalis rendszernél (ok-okozati rendszernél) ok-okozati kapcsolat all fenn annak
bemend és kimend jelei kozott. Rajuk jellemzd, hogy rendszer valasza egy ¢, idépontban

csak az 1id6pontot megel6z0 gerjesztésektdl fligg ¢ <7, . Mas szoval a kauzilis

rendszereknek nincs eldrelatd képességiik. A valos fizikai rendszerek kauzalisak. A nem
kauzalis rendszerek fizikailag nem redlisak. Ilyenek a joslasok €és mas prognosztikai,
gondolati rendszerek. A mérnoki gyakorlat azonban alkalmazza a nem kauzilis
rendszereket is. A folytonos idejii rendszerek vizsgalatandl gyakran egyszeriibb
matematikai targyalast biztositanak. A diszkrétidejli rendszerek esetében a jelek
memorizalhatok és valdsidon kiviil feldolgozhatok. Itt megemlithetd a képfeldolgozas, a
hangfeldolgozas, a meteorologia vagy mas hasonld teriilet is.
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A kauzalitas fogalma Kkiterjeszthetd a jelekre is. A kauzalis jelek értéke <0 esetén
nullaval egyenld. Ezek a belépd jelek.

Példak kauzalis rendszerekre:
Folytonos idejii: y(t)=u(t—1,), ¢, >0, diszkrétidejti: y[n]=uln]+u[n—1].

Példak nem kauzalis rendszerekre:

M
Folytonos idejii: y(t) =u(t +1, ), t, >0, diszkrétideji: y[n]= 2Ml ") Zu[n —k].
k=—M

Az utobbi rendszert gyakran hasznaljak atlagképzésre.

Statikus vagy dinamikus

A statikus rendszer kimenete egy f, id0pontban csak is kizardlag az abban a pillanatban

jelentkezO gerjesztéstdl (bemenettdl) fiigg. A statikus rendszereknek nincs memoridjuk. A
statikus rendszerek viselkedése nem fiigg az id6tdl. A statikus rendszer algebrai vagy id6
szerinti derivaltakat nem tartalmazd kozonséges vagy parcidlis differencidlegyenletekkel
irhato le. A dinamikus rendszerek esetében egy adott iddben gerjesztett kimenet értéke fiigg
a multbeli gerjesztésektdl is. A dinamikus rendszerek energiataroldt(kat) tartalmazéd
rendszerek, vagyis memoriaval rendelkezd rendszerek. Matematikai modelljiik olyan
kozonséges vagy parcialis differencidlegyenletekkel adhaté meg, amelyekben szerepel 1d6
szerinti derivalt.

Koncentralt paraméteri vagy elosztott paraméteru

Koncentralt paraméteri rendszer esetében az elemeket paramétereik tekintetében
idealizaltnak, kiterjedés nélkiilinek tekintjiik. Ilyen idealizalt elem a tomegpont, amely
bizonyos esetekben alkalmas egy bolygd figyelembevételére egy koncentralt paraméterii
rendszeren beliil. Az elosztott paraméterli rendszerben a paraméterek altalaban térben
folytonos eloszlasban hatnak. Az elosztott paraméteri rendszerek matematikai modellje
parcialis differencialegyenletekkel adhatdé meg.

Homogén vagy nem homogén

Homogén rendszerre érvényes: u(t)% y(t) = Au(t)% Ay(t) , vagyis amennyiben a
bemenetet megnoveljiik 4 szorosara akkor a kimenet is 4 szorosra novekszik.
Példa homogén rendszerre: y(r)= 5u(r).

Példa nem homogén rendszerre: y(r)=5u(t)+2 .

Additiv vagy nem additiv

Legyen (1) gerjesztésre egy rendszer valasza Y 10 és (1) gerjesztésre 2(t), akkor a

két bemenet Osszegére i 0+1,() 5 valasz a két kimenet Osszege yl(t)+J’z(’), tehat
additiv rendszerre érvényes:

1, (0} 3, ()0, ()= 3, (6) = (1, (0) + 1, () () + 3, (¢))
Az additivitast igen jol szemlélteti a kovetkezd, ha példaul egy fliggvény leképezés az:
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(1) = Fu(?))
torvényszerliség szerint torténik, akkor a modell additiv, ha
F(utii) = F(u) + F(ii)
¢s nem additiv ha
Fluti) # F(u) + F(i)

Linearis vagy nemlinearis
A linedris rendszer egyszerre homogén ¢s additiv is.
Ezt a tulajdonsagot szuperpozicionak nevezziik. Vagyis

ul(t)—z)yl(t),uz(t)—z)yz(t): (Aul(t)+ B”z(t))—z)(Ayl(t)"' BJ’2(t))

Az egyenletek akkor linearisak, ha a fiiggetlen valtozok (vagy annak derivaltjai) csak
els6 hatvanyon ¢és transzcendens fiiggvények altal torténd leképezések nélkiil fordulnak eld
benne, egyébként nemlinearisak. Ha a linearitds valoban fennall, akkor jelentésen
leegyszerlsiti a rendszer viselkedésének elemzését. A valds vildg szamos rendszere igen
sz¢les tartomanyban, legalabbis elsd kozelitésben, linearis.

d’y dy

Példa lineéris rendszerre: a, e +a, 7 +a,y =bu
t t

L d? dy Y’
Példa nemlinedris rendszerre: a, dtf +a1(7)3 +a, y3 =bu

A folytonos rendszerekhez hasonléan, amennyiben a diszkrét rendszer egyszerre
homogén ¢és additiv is akkor az linearis diszkrétidejii rendszer.

Idéinvarians vagy idévarians
Ha a rendszer kapcsolatai és paraméterei idofiiggetlenek, akkor a rendszer iddinvarians

(autoném). Iddinvaridns rendszerek esetén egy adott gerjesztésre ugyanaz a valasz
fiiggetlentil attol, hogy az mikor lett alkalmazva. Vagyis

ult)—=>y(t)= ult—t,)—=>y(t—1,).
Diszkrét rendszerek esetén pedig ha x[n] bemenetre a vélasz y[n], akkor az

iddinvarians rendszer valasza x[n - no] bemenetre y[n - no] .

Invertalhato rendszer

A rendszer invertalhatd, ha annak kimenetébdl egyértelmiien meghatarozhatdé a bemenete.
Mas szoval a rendszernek 1étezik inverze amennyiben kiilonbozd gerjesztések kiilonb6zo

valaszokat generalnak.
u\t t ult
Jl» P Y ( ) P-l

»
»

1.47. abra. Invertalhato FI rendszer.
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Ez igaz diszkrét rendszerek esetében is. Példaul az y[n,|= Zx[n] akkumulatorként is

n=—

ismert rendszer inverze az x[no] = y[no]— y[n0 - 1] rendszer.

B [ B8 R e e B P R

»

1.48. abra. Invertalhato DI rendszer.

Determinisztikus vagy sztochasztikus

A determinisztikus rendszer fliggetlen valtozoéi, fliggvényekkel adhatok meg térben és
iddben. A sztochasztikus rendszer egyes fiiggetlen valtozoi csak valdszinliségszamitasi
Osszefliggésekkel irhatok le.

1.7.2. Linearis idoinvarians rendszerek

A jel és rendszertechnikdban kitiintetett szerep jut az idéinvarians linearis rendszereknek,
vagyis az LTI (Linear Time Invariant) rendszereknek.

Amint mar ez eléz6kben is lattuk egy rendszer iddvarianciajanak vagy invariancidjanak
az 1do6tol valo fliggését nevezziik. Az 1d6tdl valo fiiggetlensége az explicit fliggést jelenti, a
rendszerben jelentkez6 jelek természetesen fiigghetnek az idotél. Az iddinvarians rendszer
esetében a vizsgalat elvégzésének iddpontja 1ényegtelen, a kezddidopontot tetszdlegesen
megvalaszthatjuk, a kimendjel meghatarozasanal csak a vizsgilat vagy mérés
id6intervallumanak hossza a Iényeges. Masképpen ugyis megfogalmazhatjuk egy rendszer
iddinvariancidjat, hogy ugyanakkora értékkel eltolva a vizsgdlat kezdd- és végpontjat,
viszont megegyezd kezddallapotokban ugyanazt a bemend jelet hasznalva, ugyanabba a
végallapotba hozzuk a rendszert. Az idOvariancia illetve invariancia matematikailag az
allapotatmeneti- ¢és kiolvasd fliggvények megadasanal valosul meg. Iddvaridns
rendszereknél explicit mdodon jelenik meg az iddvaltozd a fliggvényargumentumban,
viszont nem igy van ez az idéinvarians rendszereknél. Ez a kiilonbség a fizikai rendszerek
esetében a kovetkezOképen mutathatd be. Amikor idévaridns rendszereket vizsgalunk,
akkor nemcsak az allapotvaltozok, a bemend ¢és a kimend jelek fliggnek az 1d6t6l, hanem a
rendszert jellemzd paraméterek idévaltozokként vannak jelen. Egy rendszer idévarianssaga
a paraméterek daltaldban vagy a hosszutdvon bekdvetkezd valtozasabol (példaul
alkatrészkopas), vagy valamely zavard tényezd (példaul a kiils6 homérséklet) figyelmen
kiviil hagyéasa miatt jelenik meg.

SISO LTI rendszer matematikai modellje
A kovetkezokben roviden bemutatasra keriil az egy bemenetes és egy kimenetes SISO
(Single Input, Single Output) LTI rendszer matematikai modellje. Egy y(t) folytonos

kimenetti és u(t) folytonos bemenetii autonom, allandé és koncentralt paraméterti rendszer
kimenet-bemenet viszonya a kovetkezd n-ed rendl altalanos differencidlegyenlettel irhatéd

le :

a M+a M+“_+aoy(t):b m+...+b0u(t)

"dr e L

2
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Vagyis a rendszer a kdvetkezo:

() ) (1)
'y, A" d"u()
a, o +a,, dt”’*l +...+a0y(t) = bm di"

+..+bu(ty F—»

\ 4

1.49. dbra. A rendszer matematikai modellje.

az a, és b, egylitthatok rendszerallandok, és fizikai rendszerek esetében érvényes az m <n
Osszefliggés.
A fenti differencialegyenlet felirhaté az alabbi
24 d_),} =20, ﬂ
P/ S S A
forméban is.

A rendszerre jellemz6é differencidlegyenlet rendszamat alapvetden a rendszer
energiataroloinak szdma szabja meg. Mivel a rendszer linearis €s iddinvaridns, igy a belsé
energiadk altal gerjesztett kimeneti jelosszetevd és a bemenet hatasara jelentkezd kimeneti
jelosszetevo egyszertien 0sszeadhato.

Matematikdbol tudjuk, hogy az n —edrendi 4allandd egyiitthatoji linedris
differencialegyenlet teljes y(t) megolddsa a homogén egyenlet altalanos megoldasanak
Yy (t) ¢s az inhomogén egyenlet egy partikularis y, (t) megoldasanak szuperpoziciojaként
allithato el a kovetkezd képen:

J’(t):yH(t)+YP(t)

A homogén egyenlet:

d"yy, (t) d(nil)yﬁ (t)

a + a(nfl)

todt

-0
PACE) + +a0yH(t) a £0

esetén a gerjesztést nem vessziik figyelembe. A rendszer belsd energidinak felhasznéalasaval
mozog ¢és eredményezi ), (t) fiiggvényt. A homogén egyenletbe y, (t) ="
helyettesitéssel kapjuk a
P(A)=a X + a(nfl)ﬂ,("’l) +-ta, = Z al

i=0

karakterisztikus egyenletet. A P,(1) felirhato gydkeivel is:
P02 a2 ) (o o o, 0, sy

Sk 4231 =n.
i=1 i=1
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Itt az A, értékek kiilonbozo, k, multiplicitast gyokok, (o, + jo,) pedig killonbozs, I,
multiplicitast komplex gyokparok.
AP (/1) egyes tényezOinek a kovetkezd fliggvényeket feleltetjiik meg: a (/1 -4 )k"
tényezOknek az
(1) = (4! + A2t - Al )
fiiggvényt, a (1 (o, + jw,))" tényezdknek az
B(1)= (Bl.1 + B+t Bf"t(l"‘l))e""t cos(mt)+ (Cl.1 +Cot -+ C,."’t(l“‘l))e"" sin(w;t)

fiiggvényt. A szabad egyiitthatok 4/, B/ , C/ szdma pontosan n . Igy az ismert
peremfeltételek segitségével meghatarozhatdak a szabad egyiitthatok. A rendszer homogén

részének dltalanos megoldésa felirhaté az alabbi alakban: y, (r)= Zvlal. (t)+i B.(¢).
i=1 i=1

A rendszer partikularis részének megoldasa a gerjesztéstdl, vagyis a bemenettdl fligg. A
bemeneti fiiggvény alakja meghatarozza milyen forméban keressiik azt.

A linearis MIMO rendszerek matematikai modellje

A tobb bemenetii és tobb kimenetli rendszerek, vagyis a MIMO (Multiple-Input and
Multiple-Output) rendszerek leggyakoribb modellezési alakjuk az allapotteres modell.
Koncentralt paraméteri fizikai rendszert tekintve, az allapottér modell a kdvetkez6 alakban
adhato meg. Legyen x(t) az allapotvaltozok vektora, u(t) a bemend valtozok vektora, y(t) a
kimend valtozok vektora.

A sima, FI, MIMO, nemlinedris, idovarians rendszer meghat6 az alabbiakkal:

20 = Ftx@,u@®) . y© = f(6x©),u®)
" v 0

i=flexu) o] [ 8 y=glixu) >

»

A 4

1.50. abra. Sima FI, MIMO rendszer.

Az abran megadott rendszerre altalanosan érvényes, hogy xeR", ueR", yeR". n
az allapotvaltozok szama, r a bemenetek szdma €s m a kimenetek szama.
A sima, FI, MIMO, nemlinedris, iddinvarians rendszer meghat6 az aldbbiakkal:

O _ fa@u®) . y© = f@®,uw)

A sima, FI, MIMO, linearis, idévarians rendszer meghat6 az alabbiakkal:

22 = A0 + BOu® , y© = COx©® + DO

dt =
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v
S
=
=S

B() -—*»t* [ ) T>0
u(t) *
A(r) 1

1.51. abra. Sima FI, MIMO linearis rendszer.

Az dbrin xeR", ueR , VER" & A(t), B(1) ) C(r) és D(r) rendre nxn, nxr,
mxn, mxr méretl idoben valtozo elemeket tartalmazo matrixok.
A sima, FI, MIMO, linearis, id0invarians rendszer meghat6 az aldbbiakkal:

X0 = ax(®) + Bu(t) , y(©) = Cx() + Du(®)

> D i
u(t) * T
I

1.52. abra. Sima FI, MIMO idoinvarians linearis rendszer.

1.8. Pé¢lda egy ket tarolos nemlinearis rendszer
vizsgalatara

A feladatsor célja a modellképzés bemutatasa, valamint a modell analizdlasa, MATLAB ¢és
anal6g szamitdogépes modell segitségével, SIMULINK felhasznaldsaval.

Feladat 1.8.1.
A feladatban megadott mechanikai rendszer egy fix ponthoz rdgzitett cilindrilus (azaz
henger alaki) csuklobol, a csuklohoz rogzitett / hosszusaga rudbol all. Emellett a radhoz a
cilindrikus csukl6tol « tavolsdgon taldlhaté egy masik cilindrikus csukld, amire egy
viszkozus surlodést ado henger van csatlakoztatva. A rad végére pedig egy harmadik
cilindrikus csuklon keresztiil egy rugd van erdsitve.

A rendszer az alabbi dbran lathato:
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»
L

1@ A)A

L.

»

1.53. abra. A mechanikus rendszer.

Al A

Amennyiben a rendszert ¢ szoggel kimozdul a kezdeti nyugalmi helyzetébdl, akkor az
{ hosszusaghh merev rud elmozditja a teljes rendszert, mondjuk lefelé. A rad sebessége

ekkor ¢. A rud stlya legyen G. A viszkozus surlodasi erd F, . A Q stly a rad végére

N
fiiggesztett suly, amely kimozditotta a rendszert az egyensulyi helyzetébdl. Az F, er6 pedig
az radra hat6 rugoéerd, az A pontban. A kimozdult rendszert abrazolo abra:

1.54. abra. A kimozditott mechanikus rendszer.

A rendszer egyenlete az alabbiak szerint alakul:

Az olajhengerben hato ellendllo erd, azaz a viszkéz surlodasi erd intenzitasa egyenld a
viszkdz surlodési egylitthatd £, €s a viszkozus kdzegben mozgd dugattyll v sebességének
szorzataval. Tehat minél nagyobb a sebesség, illetve minél nagyobb a surlddasi egyiitthatd

(minél stirlibb a viszkézus kozeg), anndl nagyobb ez az erd. A v =« - ¢, kerlileti sebesség

egyenld a sugar (« ) szorozva szogsebességgel (g.o). Tehat a surlodasi erd: F, = fv = Pag.

[rjuk fel ez alapjan a nyomatékegyenletet az O pontra:

Jyp= Gl%cosgo—Fwacos¢+Qlcos¢—ﬂlc0s¢
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J, az O pont korul forgatott rid tehetetlenségi nyomatéka. Ennek értéke J, = %gﬂz
g
azaz — -szor tdmeg szorozva a hosszusag négyzetével. Alkalmazva Newton-torvényét

forgd mozgas esetére az egyenlet jobb oldalan a tehetetlenségi nyomaték €s a szoggyorsulas

(;z;) szorzata szerepel. Az egyenlet bal oldalan, pedig az 0Osszes erdk nyomatékanak

. 1 :
vektorialis Osszege szerepel. A rendszerre hat a G sulyerd Eﬂcosq) erOkarral, vagyis a

legrovidebb tavolsaggal kell szamoljunk a pont és az erd hatasvonala kozott. Ez legyen
pozitiv, mert lefelé huzza a rudat. Felfelé hat a viszkozus strlodas F acos¢, amely ezért
negativ. Az F, a surlodasi erd, melynek acosep az erdkarja. Hat még lefelé, ezért
pozitivan vessziik a stlyero altal kifejtett nyomaték Qlcos¢, ahol a O a stlyer6 és /cos¢p
az erOkar. Végill felfelé hat és azért negativan vessziik a rugder6 F/cos¢, ahol az F, a
rugéerd melynek erkara /cosg .

Az O pont koriil a teljes tehetetlenségi nyomaték: J, = %gl 2+ %Z g

A g a gravitaciés gyorsulas, értéke 9,81 a G pedig a rud sulya. Mivel a rud végén van
még egy tomeg, ezért a teljes tehetetlenségi nyomaték a rad és a rad végén elhelyezett suly

tehetetlenségi nyomatékénak (gfz) az dsszege.
g

A rugoban hat6 er6 értéke: F, =c( f, +/singp)

Ez az erd két részbdl 4ll, egy statikus el6feszitésnek f -nek és a ¢ rugodallandonak
szorzatabol valamint a ¢ -nek és az Osszenyomas mértékének, azaz az /sing -nek a
szorzatabol.

Az igy kapott egyenlet nemlineéris, mert szerepel benne a ¢ szinusza és koszinusza is.
Linearizalhatjuk az egyenletet a 0 munkapont koriil, ami annyit jelent, hogy ha ¢ majdnem
nulla, azaz csak kis kimozditdsokat végez a rendszer, akkor az elmozduldsok kozelitéen
egyenes mentére feltételezhetok. Ha az elmozdulés kicsi akkor a kovetkezd kozelités igaz:
sinp~¢@ ¢és cosp~1. Tehat a nyomaték egyenletben, mindenhol ahol sin¢ vagy cos¢e
volt ott ¢ vagy 1 irhatd6. Tovabba behelyettesitve a fenti egyenleteket: tehetetlenségi

nyomaték, viszkdzus erd nyomatékat, a rugderd nyomatékat. Az alabbi egyenlethez jutunk:
3L(G+3Q)12¢ _ G%l—ﬂaz(/ﬂQl—cl(fs +ip)
g

A fenti egyenletben vannak olyan tagok, melyek 0sszege statikus egyenstly esetén 0.
Ilyen a ragd sulya miatti sulyeré nyomatéka, a tdmeg sulya miatti sulyerd nyomatéka, és a
rugoerd statikus részének nyomatéka. Ezen tagok Osszege az alabbiakban lathato:
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1
GEI +Ql—clf, =0. Ezt felhasznalva, és az egyenletet 0-ra rendezve kapjuk, a kovetkezd
kifejezést: %(G +30) ¢+ pa’p+clPp=0.
g

Itt paraméterként szerepelnek a stlyerdk, a tavolsagok, a graviticids gyorsulds, a
rugoallando, a viszkozitasi allandd. A valtozo pedig (o(t) elmozdulés. Az egyenletet tovabb
egyszerusithetjiik azzal, hogyha bevezetjiik az alabbi jel6lésmoddot.

3a'gf o g
(G+30)1*° G+30

Ekkor kaptunk egy olyan egyenletet, mely valamilyen periodikus mozgast ir le. A

P+20¢0+w°p=0 Az 1ij paraméterek pedig: 26 =

periodikus mozgas frekvencidja @ ha ezt helyettesitem a w="" Osszefliggésnek
0

2
megfelelden akkor a kdvetkez6 egyenletet kapjuk: ¢+ 259 + (2T_ﬂJ p=0.

0
Ha az egyenlet mindkét oldalat beszorozzuk T 02 -el akkor a kovetkezd egyenletet
kapjuk: T,/¢+28T,p+ 47’0 =0.
fgy eljutottunk a rendszert leiro allandé egyiitthatos differencialegyenlethez, ez esetben

az egyiitthatok allandok, az egyenlet homogén, ugyanis jobb oldala 0-val egyenld. A
differencidlegyenlet homogén megoldasdhoz a karakterisztikus polinom gydkeinek

meghatarozasaval jutunk: ¢, =e” (Asin Qt + BcosQt) .

Az A ¢és a B egyiitthatok értékét a kezdeti feltételek ¢(0) és a ¢@(0) alapjan

hatarozhatok meg. Az Q a karakterisztikus polinom komplex konjugalt gydkeinek
képzetes, o pedig a valos része.

A rendszer periodikus viselkedése esetén érvényes, hogy 0 < @.

12¢l*g(G+30)-9a'g* 5

Ilyenkor a mozgas korfrekvencidja: Q=+ao” +6° = \/

2I*(G+30)
Aperiodikus viselkedés esetén: , mely kialakulasanak feltétele, hogy:
21
> 3cg(G+3
Vo g(G+30)

A mozgas periodikus amennyiben van atlengés a végtelenben felvett értéken, vagyis ez
esetben az aszimptotan, 0-an, €s aperiodikus ha nem leng 4t a 0-an hanem beall 0-ra. Ez a
viselkedés itt attol fiigg, hogy mekkora a csillapitas, amennyiben nagy akkor lassan bedll a
rendszer atlengés nélkiil, ha pedig kicsi, akkor lesznek atlengések, a folyamat belsd
energidinak lecsengése soran. Ha nincs csillapitds, akkor nem fog a rendszer beallni,
alland6 harmonikus rezgést fog végezni.
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Most pedig nézziik meg, hogy hogyan lehet megoldani a fenti differencialegyenletet
analog szamitogépes modell segitségével, illetve szimulalni a SIMULINK koérnyezetben.
Legyenek adottak a kovetkezd paraméterértékek.

a=4[m],l=5[m],c=10[ﬁ},ﬂ=1[%N}G=1[N],Q=5[N]

m

a=4; 1=5; c=10; beta=1l; G=1; Q=5; g=9.8182

Ezek alapjan meghatarozhatjuk a -t €s az o-t:
sigma=(3*a*a*g*beta)/((G+3*Q)*1*1)/2
omega=sqrt((3*c*g)/(G+3*Q))

Ebben az esetben a d és az o, illetve ez alapjan a T a kovetkezd képen fog alakulni:

26=1.1772, *=18.39375, T= 1.465025[3]

Az aperiddikus viselkedés kialakuldsanak feltétele ezen értékek mellett:
P =7.286431, 26 >8.57758

Nézziink egy éltaldnos alland6 egyiitthatos homogén masodrendii differencidlegyenletet,
ahol:
dx(t) _d*x(t)

W= 50
x(t)=x dt dt’  mi+ki+cx=0

Az analog szamitogépes modell felallitasdhoz kifejezziik a legmagasabb derivaltat:

x:l[—kx—cx}zO
m

A feladat megoldasahoz sziikség lesz két integratorra, az elsd ha integralja az x masodik
derivaltjat akkor abbdl x elsé derivaltja lesz, a masodik ha integralja x elsé derivaltjat,
akkor abbol megkapjuk az x-et. Az x masodik derivaltjanak képzése pedig a fenti képlet
alapjan torténik. Ez egy két tarolds rendszer, mert van benne két integrator. Allitsuk dssze
SZIMULINK-ben a kdvetkez6 rendszert:

1 » 1
= -

fm  Integratort Integrator Scope

1|._ c

1.55. abra.

i

T

A megfelel6 erésitesek helyére irjuk be a konstansok megadott ertekeit. Szimulaciohoz
a kezdeti feltétel helyén legyen 0.1 az elmozdulas és 0 a sebesség kezdeti értéke. Igy a 2-es
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integratornal ezt a 0.1-es kezdeti feltételt adjuk meg. A szimuldci6o eredménye az 1.56.
abran lathato.

0.1

0.08

0.06

|
T .
LN MA
IR -
\\ / \/ 0:04
\

0.01 \
0,085 \

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4

1.56. dabra. A szimuldcio eredménye  =1. 1.57. abra. A szimuldcio eredménye  =7,3.

Lathato, hogy mivel itt a f =1 ami kisebb mint a 7,28, igy periodikus viselkedés alakult
ki. A periodus itt Q az amplitado e” -vel csokken.

2r
Hatarozzuk meg a periodusidét is, miszerint: 7 =—,w=4.2906,T =1.46 [sec].
w
Allitsuk a B =7,3-ra igy mar aperiodikus lesz a viselkedés. Természetesen itt tjra kell

szdmolni a allandd értékeket. Eredményiil, ekkor az 1.57. abra szerinti aperiodikus jelet
kapjuk.

0.1

0.08 n n n n 0.08
0.06 , , ” 0.06 \ A
0.04 0.04 \ / \
0.02 0.02 \ I \ / A\
. LA VAL ~
0.02 -0.02 l \ l \ / /
0.04 -0.04 \ / \/
0.06 0.06 \
0.08 , 0.08 \/
01 2 4 6 8 10 U 12” 14 U15 18 20 -0'10 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
1.58. dabra. A szimuldcio eredménye f =0. 1.59. dbra. A szimuldcio eredménye 4-szeres c
esetén.

Most pedig allitsuk at a csillapitast, B -t O-ra. Ilyenkor sohasem fog bedllni a rendszer
allandosult allapotba, eredményiil az 1.58. 4bra szerinti lengd mozgést kapjuk. A szebb
gorbe érdekében, sziikség van arra, hogy a numerikus integralds maximalis 1épését kisebbre
vegyik.

A kovetkezOkben figyeljik meg a rugoallandd (merevség) hatasat a rendszer
viselkedésére. Valtoztassuk meg a rugodallandd értékét, az az c értékét 10 -re. Az ®
frekvencia gyokosen fligg a c-tol. Ha a c-t 4-szeresére valtoztatom, akkor az ® frekvencia
2-szeresére valtozik. Ha a c értéke 40-lesz, akkor az o frekvencia 2-szeres lesz, a

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila



http://www.tankonyvtar.hu/

1. JEL ES RENDSZERELMELETI ALAPFOGALMAK 47

periodusido pedig fele, azaz 1.4 helyett 0,7. Ezt probaljuk is ki. Az eredményiil kapott
viselkedést az 1.59. dbra illusztralja.

A gorbérdl leolvashatd, hogy 0,7 lesz az j o frekvencia.

Keressiik meg, hogy mennyi id6 alatt csillapodik le a jel a maximalis kezdeti érték 1%-
ara?

Tehat 0.1-nek az 1%-a 0.001. Mikor éri el ezt a jel? Mennyi id6 kell a jelnek ehhez?
Hatarozzuk meg a karakterisztikus polinom gyokeit, MATLAB-ban:

roots([1 sigma2 omega2])

A gyokok:
-0.5891 + 8.5609i
-0.5891 - 8.56091
konjugalt komplex szdmok lesznek, hisz a periodikus jel amplitiddja egy tdlcséren beliil
mozog. Ezt helyettesitsiik be a kdvetkezéek szerint: e *>*" =0.001
In(-0.5891)

Ebbdl kovetkezik, hogy a keresett id6 ¢ = 000l [sec

Feladat 1.8.2.
Vizsgaljuk meg egy kéttarolos rendszer viselkedését, keressiik meg idéallandojat.

Ennél a példdnal megvizsgalunk egy olyan két tarolds rendszert, amelyet leird
differencidlegyenlethez tartozé karakterisztikus polinomnak két valés gyoke lesz. Legyen
ez a rendszer a kdvetkezo:

R
= L€

_>
A
\ 4
A
\ 4
A
\ 4

g¢— <

1.60. abra. Kéttarolos rendszer.

Ez a rendszer egy ellenallds, egy kondenzator és egy tekercs sorba kotésébol all. Két
energiatarolé van tehat a rendszerben, a kondenzator elektrosztatikus energiat, a tekercs
pedig magneses energidt tarol. A rendszer bemenete legyen az u(t) fesziiltség, melyet a

fesziiltséggenerator allit eld, kimenete a kondenzator u . (¢) fesziiltsége. A korben egyetlen

d
aram folyik az i(t) =i, (¢) =i, (t)=i.(t)=C % A Kirchoff térvények alapjan az egyes
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aramkori  elemeken esé fesziiltségekre fennall a kovetkezd egyenlOség is:

Ri, () + L%+ u . (6) =u(r).

duc(t) | o due(®
dt

Behelyettesitve kapjuk, hogy RC 0 +u.(t)=u(t).

A passziv aramkori elemek értékeit behelyettesitve, kapjuk, hogy:
Lduc(t) | 4 duc(t)
3 4’ 3 dt

A fenti egyenlet egy alland6 egyiitthatos, inhomogén differencialegyenlet.

dZuCZ(t) L g duc®
dt dt

+ue () =u(?)

Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy +3u(¢) =3u(?).

Ha a gerjesztésiink egy egységugras fiiggvény, akkor ¢ <0 értékekre u(¢) =0, igy t>0
2
d Z’lCZ(l‘) + 4 duC (t)
t dt

azaz, ha u (t) =1 esetén érvényes, hogy +3u.(t)=3

Ennek az inhomogén differencialegyenletnek a megoldasa u . (¢) = u., () + up(t), tehat
a megoldas egyenld a homogén és a partikularis megoldasok Osszegével. A megfeleld
homogén egyenlet: i, +28U., +® Uy =0 , ahol 26=4 és w’ =3 . A rendszer
viselkedése aperiodikus, mert 6 > @ .

A differencialegyenlet homogén megoldasanak meghatarozasdhoz oldjuk meg a
karakterisztikus polinomot, azaz az s° +4s +3 = 0-t, melynek, megoldasa s, =—1,s, =-3.
Ebbdl kovetkezik, hogy a homogén megoldas

Ve () =ke™ +k,e™

1
Itt 1athat6 hogy az idéallandok 7, =1,7, :E' Az egyes belsd energidk elviekben mas-

mas iddéallandé mentén viselkednek. Figyelembe véve a kezdeti feltételeket, azaz az
i,(07)=0,v.(07)=0.5V, meghatarozhatjuk a k,,k, értékeket

ke’ + ke’ =0.5 k,+k,=0.5
i i —oe e i _
Y Ta T ar ¢
dv,
=k =3k, = 0=k -3k,

Megoldva a fenti két egyenletet, k,,k, -re kapjuk, hogy a homogén megoldas:
Ve (£)=0,75¢7 —0,25¢™
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A bemenet egy egységugras, igy a differencidlegyenlet partikuldris megoldasat
d*vep(t) +4dVCP(t)
dt’ dt

vep(t) = kit + k, alakban keressiik. Ezt behelyettesitve a +3v, () =3

differencialegyenletbe, kapjuk, hogy
0+4k, +3kt+3k, =3 4k, +3k, =3 3k, =0
Ebbdl kovetkezik, hogy k,=0,k,=1 . A differencidlegyenlet teljes megoldasa
egységugras gerjesztés esetén tehat:
ve(t)=(0,75¢" —0,25¢™> +1)u,y ()

Oldjuk meg a fenti differencidlegyenletet a SIMULINK segitségével. A
differencialegyenletnél a legmagasabb derivaltat kifejezve kapjuk:

dzvc(t) dv.(t)
EV 342D 3y (4
dr’* dt e

Ez SIMULINK-ben megvaldsitva az 1.61. abra lathato:

o ! —

B

v

Step

Integrator Scope

1.61. abra. A kéttarolos rendszer modellje.

A kezdeti feltételeknek megfelelden az elsd integrator esetében az ,,initial condition” 0,
mig a masodik integrator esetében az ,,initial condition” 0.5. A rendszer kiils6 gerjesztés
nélkiili viselkedése az 1.62. dbran lathato.

0.5 1

L]
0.45 \ 0.9
0.4
\ 0.8
0.35 /
0.3 \ 0.7 /
0.25 \ 0.6
02 \ 0.5
0.15 /
0.4
01 \ /
0.05 03
~_ V/
0 0.2
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1.62. abra. A rendszer viselkedése gerjesztés 1.63. abra. A rendszer valasza egységugrdsra.
nélkiil.
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A fenti abra nulla bemenet esetére vonatkoz6 szimulacié eredménye. Az 1.63.
abra mutatja a gerjesztést és belsd energiat is tartalmazd rendszer kimenetének
idédiagramjat.

Itt az egységugras mint bemenet az 1s-ban Iép be. Amikor Iényegében elkezd kistilni a
kondenzator, az energia egy része toltédik at a tekercsbe, egy masik része disszipal
(hdenergiava valik) az ellendllason, majd jon az egységugras bemenet, és a kondenzator
feltoltodik 1V-ra. Minél késobb 1ép be az egységugras bemenet, annal jobban kisiil a
kondenzator.

A karakterisztikus egyenlet egyiitthatoi, jelen esetben 1,4,3. Ha ezt MATLBA-ban
megoldjuk, akkor kapjuk, hogy a gyokok -1, -3 ahogy ezt kordbban is lathattuk.
Viltoztassunk a rendszer paraméterein. Vegyiik le a csillapitast 1-re, azaz legyen a 4-es
egyiitthato 1, 0 <@ . Ekkor két komplex konjugalt gyokot kapok. Ezek a gyokok:
—0,5£1.6583i . Nézzik meg, mi torténik akkor, ha az egységugrds bemenetnél a ,,final
value-t” O-ra allitom, tehat 1ényegében nincs bemenet, illetve az erdsitéseket a fentieknek

megfeleldéen modositom. Ekkor a magara hagyott rendszer kimenetének viselkedése
az 1.64. abra szerint alakul.

AT AT N

—
— ]

—_—

L

—
—
—_—

. |

L ] J

T |

IR ] f
il [

Ul l

L !

i -

|
0.4 \
RN Y ALY/ AV AR VA

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

1.64. abra. A rendszer valasza ha a csillapitas 1. 1.65. abra. A renszer valasza ha a csillapitas 0.

Lathato, hogy a homogén viselkedés periodikus lesz, nem pedig aperiodikus. A lengés

0]
frekvencigja, f =2— azaz 0,2639 Hz ¢és a peridodusiddo 3,7889s. Ez a rendszer
T

sajatfrekvencidja. A rendszer csillapitdsa 7:2:L. Vegyiik le az el6bbiekben 1-re

2

allitott csillapitast O-ra. A rendszerben nem lesz csillapitas. Ekkor a rendszer viselkedése
az 1.65. abra szerint alakul.

A rendszer karakterisztikus polinomjanak gyokei, ebben az esetben 0+1.7321i . A
sajatfrekvencia 0,2757Hz, a periodusidd pedig 3,6275s. A rendszer csillapitasa O.
Vizsgaljuk meg a rezonancia jelenségét. Rezonancia esetén a sajatfrekvencidval megegyez6
frekvenciaji bemenettel gerjesztem a rendszert. Gerjesszilk ezt a rendszert a
sajatfrekvencidjanak megfeleld sinusos jellel. Cseréljiik le az egységugrast szinusz jel
generatorra. Ekkor az_1.66. abra szerinti rezonancia viselkedéshez jutunk. A jel amplitaddja
linearisan novekszik.
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1.66. abra. A rezonancia jelensége.

30

20

-20

-30
0

1.67. abra.

25

30

Lathatd hogy kialakul a rezonancia jelensége. Annak érdekében, hogy csak a
partikuldris rész jusson kifejezésre, a kezdeti feltételt is O-ra allithatjuk. A rendszer
amplitidojanak novekedése linearis. Ha van csillapitas a rendszerben, akkor pedig nem fog
a valasz amplitudoja a végtelenségig ndni, hisz az amplitddé ndvekedését exponencialisan
csokkentjiik (gyorsabban tart 0-hoz mint a ¢") a csillapitassal. A rezonanciat a csillapitassal
meg lehet fékezni. Ebben az esetben az 1.67. dbra szerinti viselkedést észleljiik.

Feladat 1.8.3.

A kovetkezo differencidl egyenletek mindegyike egy rendszer miikodését irja le:

d
2) y<z)=4u<z)+272’
b) y(t)=u’(t)

d
0 y(z):3m(t)+4d—”t‘

d) y(t)=u’(0)
Végezziik el a rendszerek osztalyozasat.

A megoldas:
a) A rendszer lineéris és allandd paraméterti

b) A rendszer nem linedris és alland6 paraméterti.

c) A rendszer lineéris és valtozd paraméterti.

d) A rendszer nem linedris és valtozd paraméterti.

Feladat 1.8.4.

Egy rendszer miikodését a kovetkezo differencialis egyenletekkel irhatjuk le:
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&)Y ., d) de() _
a) bl (7} + b2 7 + (b3 + b4 COS(t))7 + bsc(t) = }"(t)

b) bylcllk+2)7, F +[b, + byc(KT; )+ by sin(kT, )ke(kT, ) = r(kT,)

o k)= 2k~ [k -7, ]+ 20,

0
Hatarozzuk meg a b, b, bs, by és bs paraméterek értékeit ugy, hogy a rendszer:
e linearis
e valtoz6 paraméterii legyen.

A megoldas:
a) A rendszer akkor lesz linearis, ha a b;=0 és bs=0. Ekkor a rendszer differencial

d’c(t de(t
egyenlete: D, dtg ) +b, d(t ) +bsc(t) =r(1)

A rendszer akkor lesz valtozo paraméterii ha b4=0.

b) A rendszer akkor lesz linearis, ha a b;=0, b;=0 1 b,=0. Ekkor a rendszer differencial
egyenlete: bzc(kT 0 ) = r(kT 0)

A rendszer akkor lesz valtoz6 paraméterii ha b4=0.
c) A rendszer linearis ha b,=0.

A rendszer alland6 paramétert fliggetleniil a b; és b, paraméterek értékétol.

Feladat 1.8.5.

1
Vizsgaljuk ki az adott rendszer linearitasat: (k7o) = F(” (k1) —r((k = DI,))

0

ahol a 7, a mintavételezés gyakorisaga és k=0,1,2...

1
Amennyiben r = , (kT ) akkor az egyenlet: ¢1(¥70) = T_(”l (kT,) —r ((k=DT))

0

1
Har = r,(kT,)akkor az egyenlet: €2 (KT,) = T_(rz (KTy) =1, ((k =DT}))

0

r(kTy) = ayry (KT) + a,r, (kT)

Har= akkor az egyenlet:

c(kT,) = %(r, (kT,)—r.(k=DT,)) + ;—2 (r, (kT,)) = 1, ((k = D)T,))

0 0

¢, (kT,), ¢, (kT;)

Haa értékét behelyettesitjiik az alabbi egyenletbe:

c(kTy) = a,c,(kT}) + a,c, (kT)

a kovetkez6 kifejezést kapjuk:
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c(kT,) = %(r, (kT,)—r.(k=DT,)) + ‘;—2 (r, (kT,) = 1, (k = D)T))

0 0

Mivel a fenti kifejezések megegyeznek, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy az adott
rendszer linedris.

Feladat 1.8.6.
Vizsgaljuk ki az alabbi rendszer linearitasat: c(k7,) = r* (kT,)

Megoldas:
Har= 7, (kT,) akkor az egyenlet:

¢, (kT,) = 1’ (KT,)
Har= r,(kT,) akkor az egyenlet:
c,(kT,)) =r; (kT,)

Har= r(kTy) = ar (KTy) + ayry (kKT;)

akkor az egyenlet:
c(kTy) = (a1, (KT)) + a,r, (KT)))* = alzrlz(kTo) +2a,a,r, (KT, )r,y (kT;)) + azzrzz(kTo)
Ha a kapott értékét behelyettesitjiik:
c(kT,)) = a,c,(kT,) + a,c, (kT,) = a,r,” (kT,) + a,r,” (kT,)
mivel:
c(r (KT, ) + 1y (KT}) # c(ry (kT)) + e(r, (KT})

a fentiekbdl arra kovetkeztethetiink, hogy az adott diszkrét rendszer nem érvényes a
szuperpozicio, vagyis az adott rendszer nem linearis.
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2. A folytonos és diszkret konvolucio

Kitériink mind a folytonos- mind a diszkrét-idejii konvoluci®6 matematikai leirasara ¢és
kihangsulyozzuk a fontossagat az LTI rendszerek kimenetének (valaszanak) a
meghatarozasanal tetszdleges bemend jelekre. E fejezetben is példakkal szemléltetjiik a
konvoluci6 szamitdsanak mechanizmusat.

2.1. Bevezetés

A konvoluciéo mint miivelet, igen fontos az iranyitastechnika ¢s a jelfeldolgozas teriiletén.
Folytonos esetben konvolucids integralrdl, mig diszkrét esetben konvolicids Gsszegrol
beszéliink.  Altalanossagban  elmondhatjuk, hogy a konvolici6 segitségével
meghatarozhatjuk egy olyan lineéris id6invarians (LTI — Linear Time-Invariant) rendszer
valaszat, melynek ismerjiik az impulzus-valaszfiiggvényét és a bemend jelét.

Két fontos vizsgalojellel talalkozhatunk. Egyik a Dirac-impulzus [§(t)], a masik pedig
a Heaviside - féle egységugras fiiggvény [e(t) vagy 1(t)].

2.1.1. A sulyfiiggvény fogalma

A sima, FI, SISO rendszerre jellemzd fliggvény a stlyfiiggvény. Ismeretében, tetszleges
bemend jel esetében is meghatarozhat6 a rendszer kimenete.

Szemléltessiik egy modositott Dirac fiiggvénnyel:

£(f)

x(f)

-A 0 A [
2.1. dabra. A fiiggveny kozelitése.

A Dirack impulzus kozelétése: 5(t) = % [u(t) —u(t —A)]

5(6) h(t)
—b» LTlrendszer +—»

2.2. abra. A rendszer gerjesztése Dirac impulzussal.
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A fliggvény kozelitése:
%) = Z x(kA)S (£ — kA)A
k=—0o0
lAl_r)I(l) x(t) = lAl_r)I(l) Z x(kA)S(t — kA)A

k=—o0

Majd: |h(t) = f_oooo x(7)8(t — t)dr

ahol h(t) a rendszer 5(1) Dirac impulzusra adott valasza. Vagyis a rendszer

impulzusvalasza (sulyfliggvénye). A linearitasbol addédoan a rendszer egy bizonyos
gerjesztésére adott valasza:

F(0) = Z x(kWR(t — kYA lim 7(6) = lim x(kA)R(t — kA)A
k=—o0
y(t) = f x(D)h(t — 1)dt
Vagyis: y(t) = x(t) * h(t) -~
(6 = h(t) * x(t) = j w(DA(E — T)dr

2.2. Folytonos-ideju konvolucio

2.2.1. Definicio
Idétartomanyban vizsgéalodva adott egy folytonos idejii rendszer bemend jele x(t): R — R
¢s impulzus-valaszfiiggvénye: h(t): R > R

Ekkor a LTI rendszer valasza az aldbbi médon szdmithato:

(6 = x(t) * h(t) = f (@) Bt 1) - de

ahol * a konvollcié szorzat (operator) és konvolicios integralrél beszéliink. Feltétele a
konvolucionak, hogy x(t) és h(t) koziil legalabb az egyik korlatos, masik pedig abszolut
integralhato kell, hogy legyen.

Kétoldali konvoluciordl beszéliink, hogyha az integralasi hatarok —oo és + oo kozott
vannak. Egyoldali a konvolicid, amennyiben 0 és t kdzotti az integralasi hatarunk.

5(t) h(?)
—»| LTlrendszer ——»
u(t) y@)=u(t)*5(t)

2.3. dbra. Az impulzus-valaszfiiggveny szemléltetése Dirac gerjesztés eseten.
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2.2.2. Konvolucio mas tartomanyokban

Amennyiben az idOtartomanyrol attériink a frekvenciatartomanyba, a konvolucid
spektrumat az alabbi modon hatarozhatjuk meg:

Y(jw) = Fix@}yF{h(t)} = X(jw)H(jw)
ahol X(jw), Y(jw) a gerjesztés és a valasz spektruma, H(jw) pedig a rendszerre jellemzo

frekvenciafiiggvény. A konvoluci6  tehat  szorzattd  egyszerisodik le a
frekvenciatartomanyban.

Amennyiben id6tartomanyban 1évé konvoltciot Laplace transzformaljuk (megfeleld
belépd gerjesztés €s belépd impulzus-valaszfiiggvény esetén), atjuthatunk a komplex s
tartomanyba:

Y(s) = Lix(O)}L{h(D)} = X(s)H(s)
ahol X(s), Y(s) a belépdgerjesztés és a belépdvalasz Laplace-transzformaltja, H(s) pedig a
rendszer atviteli fiiggvénye. A konvolucid tehat szorzatta egyszeriisodik le a komplex s
tartomanyban is.

2.2.3. Periodikus jelek konvolucioja

Periodikus jelekre is értelmezhetjiik ezt a miveletet. Adott két, X, (t) és X,(t) T, —val
periodikus jel, melyek periodikus konvolucioja

() = ToX (1) - X2 (t — D)dt
Ekkor elmondhatjuk, hogy az eredmény Fourier egyiitthatoi: cx = Ty ay by
ahol ay az X(t) jel és by az X,(t) jel Fourier egyiitthatoi.

2.2.4. Tulajdonsagok
1. Kommutativitas (felcserélhetdség):
x()*h(t)=h(t)*x(t) azaz y()=J"_x(z) - h(t — ) - dv=[". h(z) - x(t — 1) - dt
2. Asszociativitas (csoportosithatosag): {x(t)*h;(t)}*h,(t)=x(t)* {h(t)*ha(t)}
3. Disztributivitas: x(t)* {h;(t)+ha(t)}=x(t)*h; (t)+x(t)*ha(t)

2.2.5. Algoritmus

A folytonos idejii konvolucid az alabbi 1épések segitségével algoritmizalhato:

1. lépés: Abrazoljuk x(t) és h(t — 1) fiiggvényeket figyelembe véve', hogy h(t — 1) =
h(-1't+1¢)

2. lépés: A h(t-7) figgvénnyel ,végig ablakoljuk” a (—oo,+ o) intervallumot (t a
valtozd paraméter) és figyeljiik a bemend jel és az impulzus-véalaszfiiggvény relativ

crer

3. lépés: Hasznalva a képletet, felirjuk a konvolucids szorzatot és az integralasi hatarokat az
adott értékekhez igazitjuk.

4. lépés: Masodik és harmadik 1épést mindaddig folytatjuk, amig t fel nem vesz minden
valos értéket, és amig van uj relativ pozicioja x (t)-nek és h(t- t)-nak.

! Segitség a transzlacio (idétengelyen valé eltolas) és a reflexié (id6tiikrozés) hasznalatakor.
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2.3. Mintapeldak az FI konvolucio szamitasara

Feladat 2.3.1.

Hatarozzuk meg a rendszer valaszat, ha a gerjesztés x(t) = €(t) és az impulzusvalasz
h(t) = e(t)8e~2

Megoldas
Induljunk ki a definiciobol:

y(t) = f_oox(r) “h(t — 1) - dt.

Mivel a gerjesztés belépd, ezért az also integralasi hatart O-nak valaszthatjuk. Az
impulzusvélasz is belépd, ezért a felsd integraldsi hatar t lehet. Ezek utan az egységugrast
elhagyhatjuk, mivel értéke 1 ezen intervallumon.

Tehat: y(t) = f0t8 -e2t=0dr,

Az exponencidlis tagban felbonthato a zarojel. Ne feledjiik, hogy az integralést t szerint
végezziik el, és konstans érték kiemelhetd az integralas soran.

fgy: y(t) = 8- 72t fote“dr.

t
e

2T
Ezutan meghatarozzuk a primitivfiiggvényt y(t) = 8-e 2t - [ - ]
0

Végezetiil behelyettesitjiik az integralasi hatarokat és elvégezziik a szorzast.

y(©) =872t - () = (4—4-e7%%)
Mivel a valasz jel is belépd, ezért
y(t) =€) (4—4-e7*")

e?t_q

Feladat 2.3.2.

Hatarozzuk meg a rendszer valaszat, ha a gerjesztés x(t) = &(t) és az impulzusvélasz
h(t) = e(t)e 37!

Megoldas

Induljunk ki a definiciobol:
y(t) = f x(t)-h(t—1)-dt.

Mivel a gerjesztés belépd, ezért az also integralasi hatart O-nak valaszthatjuk. Az

impulzusvélasz is belépd, ezért a felsd integraldsi hatar t lehet. Ezek utan az egységugrast
elhagyhatjuk, mivel értéke 1 ezen intervallumon. Tehat:

t
y(t) =f 8- e 2(t=D)e=37 qg,
0
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Az exponencialis tagban felbonthaté a zaréjel. Mivel az integraléast t szerint végezziik
r Lo . 24 . r1z 7 T . _ . ,—2t t 2T . —3'T

el, és konstans érték kiemelhetd az integralas soran. Igy: y(t) = 8-e ™% [ e e dt
Felhasznalhatjuk az exponencialis fiiggvényeknél tanult azonossagot

t t
y(t)=8- e’z'tf e(=3T2D qdr = § - e‘z'tf e tdr
0 0
t
Ezutin meghatarozzuk a primitivfiiggvényt y(t) = 8-e %t - [eT]O

Végezetiil behelyettesitjiik az integralasi hatarokat és elvégezziik a szorzast.

e7t—1
y(t) = 8-e7%t . < — >= (8-e 2t —8-e73%)

Mivel a vélasz jel is belépd, ezért y(t) = 8- &(t) - (e 2t —e™3Y)

Feladat 2.3.3.
Hatarozzuk meg az LTI rendszer valaszat, ha a bemend jel x(t) = e(t —1) — &(t — 3) és
a sulyfiiggvénye h(t) = &(t) - (t — 2).

Megoldas
A definici6 szerint y(t) = f_oooo x(1) - h(t — 1) - dr.

A konvolicid szamitdsa soran t valtozd6 minden értéket felvesz a valdos szdmok
halmazarél. Ezen kiviil sziikséglink van x(t) és h(t — 7) fliggvényekre. Utobbit a h(t)
sulyfiiggvénybdl kaphatjuk meg iddintervallum eltolassal és iddtiikrozéssel (transzlacio és
reflexio). Ezutan t egy fiiggetlen paraméter és t az 0j valtozd. Az igy transzformalt h(t)
nem rogzitettiik egy vonatkoztatasi rendszerhez, mert az integralas soran x(7) és h(t — 1)
relativ pozicidja valtozni fog.

Amikor t < 1, akkor x(7) - h(t — 7) = 0, mivel nincs atfedés a két jel kozott.

—
T
t-2 E 1 3 =
2.4. abra. A konvolucio szamitasa t<I.
Amikor1 < t < 3,akk0rf_°oool-1-d1=f1tdrz t—1
—

i T
) 1 t 3 g

2.5. abra. A konvolucio szamitasa 1 <t <3.
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Amikor1l < t—2 <3,akkor [* 1-1-dr = dr=5—t

—P

T

t-2 3 t

2.6. dbra. A konvolucio szamitasa 1 <t—2 <3.

Amikor t — 2 > 3, akkor x(7) - h(t — T) = 0, mivel nincs atfedés a két jel kozott

—
T
1 3 2 t >
2.7. abra. A konvolucio szamitasa t—2 >3.
Ohat< 1lilletvet>5
Osszefoglalva:y(t) ={ t—1hate [1,3)
5—thate€ [3,5]
Ay(t)
2
t
1 2 3 4 5 >

2.8. abra. Eredmény.

Lathato, hogy t = 3 pontban az y(t) fliggvénynek maximuma van. Ez azt jelenti, hogy
itt a legnagyobb? az atfedés x(7) és h(t — 1) kozott. Ezt alkalmazzak plagiumellenérzésnél
is.

2 konvollicié maximuma
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Feladatok

Feladat 2.3.4.
Adott a folytonos idejii LTI rendszeriink két idddiagramja. Végezziikk el a két jel

crer

x(1) hir)

0 | 2

!

-~y

0 1 2 3

2.9. abra. A konvolvalando jelek.

Megoldas

(1)

...‘P

2.10. abra. Az eredmeény.

Feladat 2.3.5.
Folytonos idejii rendszeriinkon méréseket végeztiink. Az alabbi idéfliggvényeket kaptuk:
x(t) = e(t) —e(t—=3)ill.h(t) = €(t) —e(t—2)
Mondjuk meg, mit mérnénk a kimeneten?

Megoldas
Ohat<0ill,5<t
y(t) = tha0<t<?2
2ha2<t<3

5—tha3<t<5
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Feladat 2.3.6.

Fol idejii LTI rendszeriink bemendjel t={1'ha0StS5 ilyfiiggve
olytonos idejii rendszerii emendjele x(t) 0 egyébként ° sulyfiiggvénye
t,tha0<t<10
— ) — — /4 r . 7 crer '
h(t) { 0 egyébként - Hatéarozzuk meg a két jel konvolucigjat!
Megoldas
0,hat <0ill.t =15
!
E-tz,haOStSS
x() = h(1) ={| 5-t—12,5ha5 <t <10
1
(37,5—5-152 +5-t,hal0 <t <15
Feladat 2.3.7.
Az el6z0 példat oldjuk meg grafikusan is!
Megoldas
y(t)
] |
0 5 10 is t

2.11. abra. Az eredmeény.

Feladat 2.3.8.

Hatdrozzuk meg a rendszer valaszfiiggvényét, ha a bemend jel idéfliggvénye
x(t)Z{l hat € [0,2]

J4 . 4 — —t >
0 egyébként ¢s az impulzusvalasz h(t) = e, t = 0.

Megoldas
0 hat<0
y(t)={1—-et ha0<t<2
(e?—1)-ethat>2
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Feladat 2.3.9.
Folytonos idejii rendszeriink sulyfiiggvénye £(t), a gerjesztése £(t)'e~>* Hatarozzuk meg
a valasz id6fiiggvényét!

Megoldas

—5

y(ﬂ"( )e(t)

Feladat 2.3.10.

Tudjuk folytonos idejii LTI rendszeriink gerjesztés- ¢és impulzusvalasz-fliggvényét.
Hatarozzuk meg a kimend jel idofiiggvényét!

x(t) = e(—t)e®tésh(t) = e(t)e

Megoldas
1
y(®) 18 €

Feladat 2.3.11.

Folytonos idejii LTI rendszeriink gerjesztés- ¢€s impulzusvalasz-fliggvénye ismert.
Hatarozzuk meg a kimend jel idofiiggvényét!

x(t) = e(~t)e®t ésh(t) = &(t)e 02

Megoldas
(t) —0 2-|t|

Feladat 2.3.12.

Hatarozzuk meg a rendszer valaszanak id6fliggvényét, ha a bemend jel x(t) = &(t) és az
impulzusvalasz h(t) = 2-6(t) + &(t)-e *7!

Megoldas
y(t) = 8-g(t) (t-e ?t+2 72
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2.4. Diszkrét-ideju konvolucio

Az Aaltalunk hasznalt iranyitastechnikai rendszerek digitalis elven milkddnek. Ezért
foglalkozni kell a konvolucidval diszkrét esetben is.

2.4.1. Definicio

Ha idétartoméanyban vizsgalunk egy diszkrét idejii rendszert, melynek bemend jele
x[k]: Z> R,

illetve diszkrét impulzus-valaszfiiggvénye
hlk]: Z—> R,

Akkor az LTI rendszer diszkrét valaszfiiggvénye az aldbbi Osszefiiggés szerint
szamithato:
ylie] = x[k] < hlk] = )" x[n] « hlle = n]
n=-—oo

ahol * a konvoluciés operator és konvolucioés szummarol beszéliink.

2.4.2. Konvolucio mas tartomanyokban

Amennyiben a diszkrét id6tartomanyrol attériink a frekvenciatartomanyba, a konvolucid
spektrumat az alabbi modon hatarozhatjuk meg:

Y(e’?) = Flx[k]}yF(rk]} = X(e/°)H(e!)
ahol X (e/9),Y (e/?) a gerjesztés és a vélasz spektruma, H(e/?) pedig a diszkrét rendszer
atviteli  karakterisztikdja. A  konvolicié tehat szorzattd egyszerlisodik le a
frekvenciatartoméanyban.

Amennyiben a diszkrét idétartomanyban 1évd konvoluciot z-transzformaltjat vessziik
(megfeleld belépd gerjesztés és belépd impulzus-valaszfiiggvény esetén), atjuthatunk a
komplex z-tartomanyba:

Y(z) = L{x[k]}L{h[Kk]} = X(2)'H(2)
ahol X(z), Y(z) a belépdgerjesztés €s a belépdvalasz z-transzformaltja, H(z) pedig a
diszkrét rendszer atviteli fliggvénye. A konvolucid tehdt szorzattd egyszerlisodik le a
komplex z-tartomanyban.

2.4.3. Periodikus jelek konvolucigja diszkrét esetben
Adott két, X [k] és X,[k] N-nel periddikus diszkrét jel, melyeknek diszkrét periodikus
konvolucioja
ylk] = Xy [k] * X, [k] = z Xi[n] Xz[k —n]
n=(N)
Ekkor elmondhatjuk, hogy az eredmény Fourier egyiitthatoi: cx = N-ay, by
ahol a,, az X,[k] jel és by, az X, [K] jel Fourier egyiitthatoi.
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2.4.4. Tulajdonsagok

1. Kommutativitas (felcserélhetdség): x[k]*h[k]=h[k]*x[k]

2. Asszociativitas (csoportosithatosag): {x[k]*h;[k]}*h,[k]=x[k]* {h;[k]*h,[k]}
3. Disztributivitas: x[k]* {h;[k]+h,[k]}=x[k]*h;[k]+x[k]*h,[k]

e r e 7y

Feladat 2.5.1.

Legyen a diszkrét bemeneti jel x[k] és a diszkrét sulyfiiggvény h[k]. Hatarozzuk meg a
kimeneti jelet!

x[x] h[k]

2.12. abra. A konvolvalando jelek.

Megoldas
Definicio szerint y[k]=x[k]*h[K]=Yme_o X[n] * h[k — n] kiszamithatjuk y[k] értékeit az
egész szamok (Z) halmazan.
y[0] =0+ x [~1]-'h[0—(—1)] + x[0]-h[0—(0)] + x[ 1]-h[0—(1)] + x[2]-h[0—(2)] + O
Mivel x[n] csak [—1, 2] intervallumon nem nulla,ezért elegendé ennyi tagot felirni.
Helyettesitési értékiiket beirva:

y[0] = 0 + (=1)R[1] + (%) R[0] + (1) h[=1] + (—%) R[=2]

= 1-1+1 1+1 0+( 1) 0 = 1+1—
- 2 2 2 - 4

Ugyanigy kiszamithatjuk y[k]-t azon esetekben, amikor nem nulla értéket kapunk:

B w

y[1] = 0 + x[—1]'h[1—(=1)] + x[0]"h[1—(0)] + x[1]h[1—(1)]+x[2]'h[1—(2)]+O
1]= (=1h[21+G)h[1] + (1)h[0] + () h[-1] =S +5+5+ 0 =2
1J'h[2—=(D] +x[2]'h[2—-(2)]

I'h

2]=(=1h[3] + G)h[2] + ('h[1] + (—)h[0] = +5- (=3) +1-1+(=3)-(3) =0
I'h
[

1 3
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y[4] = (—1)'h[S] + G)h[4] + (1)h[3] + (- h[2] = =10 +3-0+1-(3) + (=5°) (-3) =3
y[5] = x[=1]'h[5S=(=1)] + x[0]'h[5=(0)] + x[1]'h[5—(1)] + x[2]'h[5—(2)]
y[5]= (= 1)h[6] + G)'h[S] + (1)'h[4] + (—3)h[3] = =10 +35-0+1-0+ (=3)- @) = —3

Belathat, hogy y[-2]=0, y[-3]=0, ... és y[6]=0, y[7]=O0, ...

( —Llhak= -1
2
—>hak=0;k =3
3
“han=1
yIk] = 4 ;
“han=4
4
—lhan=5
4

\Ohan=2;n< —1ésn>5

Feladat 2.5.2.
Hatarozzuk meg a kimenet jelét, ha a gerjesztése x[k] = €[k] az impulzusvalasz pedig
h[k] = e[k]-0.1%

A megoldas menete:
Definiciobdl vald kiindulas szerint y[k]=Ym=_o x[n] * h[k — n], mivel a gerjesztés és a
valasz is belépd fiiggvény, ezért: y[k]=Xk_, x[n] * h[k — n].
Ezutan helyettesitsiik be az ismert jeleket :y[k]=Y.X_, 0.1
Az 0sszegzést n valtozo szerint végezziik el, a konstans értékek kiemelhetdek

ylk]=0,1%-¥k_ 0,170

A hatvanyozas azonossagait felhasznalva: y[k]=0,1%- ¥k _, 10™
K. 1-100%1
1-10 °
,1"-0,1"-10™10 _ 0,1"-10
1-10 9
gerjesztés belépd jel, ezért a kimenet is belépd jel lesz, azaz :y[k] = g[k] - (% — % -0,1™M).

Ezutdn hasznalva a mértani sor dsszegképletét: y[k]=0,1

. o 0 .
Elvégezve a beszorzast és az egyszerusitéseket: , mivel a

Feladat 2.5.3.

Adott egy diszkrét rendszer. Gerjesztése: x[k] = 8[k]'0,2k . Impulzusvalasza: h[k] =
e[k]-0,5° . Hatérozzuk meg a valaszjel id6fliggvényét!

Megoldas
Induljunk ki a definiciobol: y[K]=Ym=_o x[n] * h[k — n]
Mivel a gerjesztés és a valasz is belépd jellegli, behelyettesitve a fiiggvényeket
y[k]=¥n=00,2" - 0,5%7"
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Az 0sszegzést n valtozo szerint végezzik el, a konstans tag kiemelhetd

y[k]= 0,5% -¥X_,0,2"-0,57"
Kihasznalva a hatvanyozas azonossagat: y[k]= 0,5% - Zﬁzo(%)" = 0,5% - ¥k_,0,4"
Meértani sor 0sszegét felirva és a szorzast elvégezve azt kapjuk, hogy:

0,5

k. 1-04%*1 05k 0,5%.04%.04 0,5~ 0,4-0,2%
1-0,4 1-0,4 0,6
Mivel a bemendjel belépd, ezért a valaszjel is belépd, azaz
o123 Kk _ 2 k
ylk]=e[k]-€ - 0,55 — 2. 0,2%)

3

Feladat 2.5.4.
MATLAB-ban szamitsuk ki az kovetkez6 jelek disztrétidejii konvolacidjat: h[n] =

n A 1 n
4™Mu[2 —n] és x[n] = (— E) uln — 4]
A megoldias MATLAB kédja:

no=10;

n=-n@:nod;

ul=(n-4)>=0;

f=(-1/2)."n;

fl1=f.*ul;

x=f1;

u2=(2-n)>=0;

h=(4).%n;

h2=h.*u2;

h=h2;

kl1=-n@:no;

y=conv(x,h)
length_output=1length(x)+length(h)-1;
k2=linspace(-2*n@,2*n0@, length_output);

figure(l);

clf;

subplot(2,2,1);
xlabel('k");
ylabel('x[k]");
title('System Input');
stem(kl,x, 'filled');
grid;

subplot (2,2,2);

xlabel('k");

ylabel('h[k]");

title ('System Unit Impulse Response');
stem(k1,h, 'filled");

grid;

subplot (2,1,2);

stem (k2, y, 'filled');

grid;

xlabel('k");

ylabel('y[k]");

title ('System Output Via Convolution');
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k
2.13. abra. A program eredménye.
Feladat 2.5.5.

Adottak a kévetkezs jelek: *(1) = (1 +2) () —u(n=7)) g h(n)=40.75) u(n)

MATLAB segitségével hatarozza meg az y = conv{x, h} konvoluciot.

A megoldas menete

y(n) = convix(n), h(n)} = i x(k)h(n—k)

A konvolucio:
Az x(n) és a h(n) jel kirajzoltatasa:

k=-15:15;

u @ 7=(k>=0) & (k<=7);

u @ 7=(k>=0) & (k<=7);

x=(k+2).*u_0 7;

u=(k>=0);

h=u.*(4*(0.75).7k);

subplot(2,1,2); stem(k,h); xlabel('k"'); ylabel('h(k)"');
subplot(2,1,1); stem(k,x); xlabel('k"'); ylabel('x(k)"');
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k

2.14. abra. A program futdsanak eredmeénye.

A h fiiggvény elforditasa €s tologatasa a konvolucionak megfelelden:

n=-5;
u_n_minus_k=(n-k>=0);
h_n _minus5=4*0.75.~(n-k).*u_n_minus_k;
=3;
n_minus_k=(n-k>=0);
~n_3=4*%0.75.~(n-k).*u_n_minus_Kk;
=10;
u_n_minus_k=(n-k>=0);
h n 10=4*0.75.~(n-k).*u_n_minus_Kk;
figure(2);
subplot(4,1,1); stem(k,x); xlabel('k"'); ylabel('x(k)');
subplot(4,1,2); stem(k,h _n minus5); xlabel('k"'); ylabel('h(n-k),
n<oe');
subplot(4,1,3); stem(k,h_n_3); xlabel('k'); ylabel('h(n-k), 0<=n<7");
subplot(4,1,4); stem(k,h n 10); xlabel('k'); ylabel('h(n-k) , n>»7");
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2.15. abra. Az eredmeény grafikon.
10, i

v(n) = Convix(n).h(n)} = Z x(k)h(n—Fk) =

k=—x

A konvolucié elvégzése:

=

<0

1> (k+2)-4(0.75)"F, ne[0.6]
k=0

3
| D (k+2)-4(0.75)"" n=7

k=0

y=conv(h,x);
figure(3);

subplot(3,1,1); stem(k,x); xlabel('k'); ylabel('x(k)"');
subplot(3,1,2); stem(k,h); xlabel('k"'); ylabel('h(k)');
subplot(3,1,3); stem(y); xlabel('k'); ylabel('y(k)");
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2.16. abra. A feladat megoldasa.

Feladatok
Feladat 2.5.6.
Ismert a diszkrét idejii LTI rendszeriink bemeneti €s impulzusvalasz id6fliggvénye
x[k] =e[k] illetve h[k] = ( k- g[k]

Hatarozzuk meg a kimenet id6fiiggvényét!

Megoldas

k+1

yik=5-(1-(3) }

Feladat 2.5.7.
Adott egy diszkrét idejii LTI rendszeriink bemeneti €s impulzusvalasz idéfiiggvénye

x[k] =¢[k] illetve h[k] = ()k e[k]

Hatarozzuk meg a kimenet idoéfiiggvényét!

Megoldas

k+1

vk =45-(1-(2)

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila



http://www.tankonyvtar.hu/

2. A FOLYTONOS ES DISZKRET KONVOLUCIO 71

Feladat 2.5.8.

Diszkrét rendszer eseten legyen adott x[k]=0,2k'a[k] és h[k]=¢[k]. Hatarozzuk meg
konvolucidval a valasz idéfliggvényét!

Megoldas

1_0’2k+1
LY

ylk]=

Feladat 2.5.9.
Rendszeriink diszkrét és  x[k]=0,9%¢[k] ill. h[k]=¢[k]. Hatarozzuk meg konvolucio
segitségével a valasz idofliggvényét!

Megoldas

Feladat 2.5.10.
Az el6z0 feladatok alapjan mit mondhatunk 4ltalanos esetben a kimend jel
idofiiggvényérdl, ha a gerjesztés ¢és az impulzusvalasz az aldbbi forméaban all
rendelkezésiinkre

x[k]=o*-g[k] ill. h[k]=¢[k]

Megoldas
1_

Olk+1 .
1-a

y[k]= glk],ha0<a<1

Feladat 2.5.11.
Adott a diszkrét rendszeriink bemend jelének €s impulzusvalaszanak idéfiiggvénye:
x[k]=g[k]—€[k—4] és h[k]=0,5%(e[k]—€[k-6])
Hatarozzuk meg a valaszjel id6fiiggvényét!

Megoldas

2:(1-05"Yha0<k<4
2-(0,5*—-05%"Tha4 <k <6)
2-(0,5¥%—0,5" ha6 < k <10)

Ohak <O0ill.k>10
ylk] ={
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Feladat 2.5.12.
Adott egy diszkrét idejii rendszeriink atviteli fliggvénye és gerjesztésének idofiiggvénye.
Hatarozzuk meg a rendszer valaszanak idofiiggvényét!

H(z) = , X(z) = 2-¢[k]"0,3%

z
z2+4 0,4'z—0,05

Megoldas
y[k] = ¢[k] -{-1,67-0,1%¥ — 2,08 - (—0,5)* + 3,75- 0,3}

Feladat 2.5.13.
Adott egy diszkrét rendszer gerjesztése €s impulzus valasza
x[k] = g[k]0,1¥ és h[k]=5- e[k — 1] - (0,5%~1 — 0,1k~ 1)
Hatarozzuk meg a kimeno jel idofiiggvényét!

Megoldas
y[k]=e[k] { 6,25-0,5%k"1 — 6,25 - 0,11 — 5 (k — 1) - 0,1%¥~1}

Feladat 2.5.14.

Egy diszkrét idejli rendszer impulzusvalasza és gerjesztése ismert. Hatdrozzuk meg a vélasz
idofliggvényét! (Alkalmazzuk a z-transzformaciot is!)

Megoldas
ylk] = ¢[k]"(—1,33-0,2¥ + 7,33:0,5% + 2-k-0,5%71)
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3. Folytonos ideju jelek Fourier
transzformacioja

3.1. A Fourier-sor

Minden szakaszonként folytonos €s differencialhatéd korlatos periodikus f(t,T) fliggvény
eldallithatd Fourier-sor alakjaban, tehat harmonikus szinuszos vagy koszinuszos rezgések
Osszegeként. Egy harmonikus iddfiiggvény lefolydsat a jel csucsértéke (amplitadoja)
korfrekvenciaja vagyis periodusa, és kezd6fazisa hatarozza meg. A korfrekvencia (®) és a
2r

periddus (T) kozotti sszefiiggés. @, = T

x(t.f)

7 /) <0

x(t)

f, £, f

3.1. abra. lllusztracio a Fourirer sorbafejtéshez.

Egy f (l‘, T) periodikus jel Fourier-sorat a kdvetkezoképpen hatarozhatjuk meg:
f(t,T)= i (A, cos(io,t)+ B, sin(im,t))

i=0 .

f(t,T)= éﬂ + iAi -cos(imyt)+ iBi -sin(io,t)

egyenaramikomponens i=l i=l

paros komponensek paratlan komponensek

Az egyiitthatok a kovetkezd Osszefliggések alapjan szamithatok:
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T r r
2 2 2
A, =% [Ty 4 =% [ £(t.7)cos(ioyt )it B =% [ £(t.7)sinGico, )it
T I I
2 2 2

A Fourier-sor komplex alakjat a kovetkezd helyettesitések alkalmazasaval allithato eld:

Jiot —jiot

. +e

cos(za)t) = e/l _ g

2 ;sin(iwt) = ————— . Ekkor:
2j

ej(””of) + e—j(ia’of) ej(mot) e—j(iwot)

f(t,T)zg[A,- B |

_ i 4; _2jBi pilion) 4 i 4; -;jBi ,~iliont) _ i 4; _2jBi o iliant)
i=0 i=0

i=—0

Bevezetve a C, = % komplex egyiitthatokat, a Fourier-sor komplex alakja:

Ft.1)=Y Ce' E .,

i=—o0 5 ahol Q = Jf(taT)e_](lwot)dt '
T T
2

Tehat A, =C,, A :2'Re{9i} B, :2'Im{gi}

s .

A komplex egylitthatok Euler alakja: C, = |Qi|-e’j“". A (ioao, ,(pi) rendezett harmast

G

nevezzilk a jel spektrumanak. Ha a C, egyiitthatok ‘Ci‘ abszolut értékét az iw,

fliggvényében abrazoljuk, megkapjuk az f (t,T ) fliggvény amplitadéspektrumat.
Amennyiben a fazist dbrazoljuk a frekvencia fliggvényében a fazisspektrumhoz jutunk. A
spektrum egyértelmiien jellemzi az eredeti idofliggvényt. Matematikai spektrumrol

besz¢liink az (icoo,Qi,(pi) harmas esetében ha i egész szam (—O0,00) kozott vesz fel
értékeket. Fizikai spektrumrol beszéliink ha (i(oo, F,
fel értékeket. A matematikai és fizikai spektrum kozott fenndll, hogy F, =C,eR,

2 2
4 A B, .
,Vi>0 A, :2\/(%) +(%) =,A] +B] , 0 :—arctg[A—lj , mivel

,(Pi) €s az egesz i [0,00) kozott vesz

Fi:2'|gi

i

e’” . Az amplitidospektrum péros, mig a

érvényes, hogy: C, = ‘g‘ew’*’ =C/ = ‘g

fazisspektrumhoz paratlan. A jel atlagteljesitménye
1 T[) 1 o0 0 .

P= T If ? (t) dt=F + EZFiZ = Z C’ meghatarozhaté az amplitido-spektrumbol. Egy
00 i=l

i=—c0

idé tartomany frekvencia tartomany
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adott frekvenciara jellemzdé teljesitmény meghatarozhatd a kovetkezok szerint:
F); i=0
P=<1 . .
' |=F4i>0.
2
A jel teljesitmény spektrumabol meghatarozhat6 az az intervallum, amit a jel spektralis
szélességének neveziink, vagyis az ahol a jel jellemz6 Osszetevoi elhelyezkednek.
A jelspektrum alakjatél ¢és a feladat jellegétdl fliggéen tobbféleképpen
meghatarozhatjuk a jel spektralis szélességét:
e az atartomany, ahol a jel teljesitményének 90% talalhato,
e az az Osszefliggd tartomany ahol a teljesitményspektrum nem nulla,
e az a maximalis teljesitmény koriili teriilet, amit a maximum koriili els6é nulla értékek
hatarolnak (first lobe),
e az a maximalis teljesitmény koriili teriilet, melyet a maximalis teljesitményérték feléhez
tartozo frekvenciak hatarolnak,
e az a szélesség, amit a maximalis teljesitményérték koriil elhelyezhetd ekvivalens
négyzet meghataroz,
e az atlagteljesitménnyel meghatarozott szélesség,
e az ateriilet ami egy adott érték feletti teljesitményeket tartalmazza.
e ¢s még meg lehet hatarozni egyéb kritériumokat is.

3.2. A Fourier-integral

A Fourier-sor altal meghatarozott kifejtés csak a periodikus f (t,T ) fliggvényekre
alkalmazhat6. Periodikus jelek esetében, amennyiben a T periddusidét noveljiik eljutunk a
I’ = o hataresethez, amely egy nem periodikus fliggvényt eredményez. Ennek mintajara
allithatjuk, hogy minden aperiodikus fliggvény, olyan periodikus fliggvénynek foghato fel,

melynek periddusideje a végtelen felé tart. A diszkrét ia):lzTﬂ valtozd6 a T —

hataresetre folytonossa valik és a T — oo hataratmenetet meghatirozva egyre jobban
megkozelitjiik az

| (0 . o o
fn= o IF(Jw)ej( t)da’; integralt, ahol F'(j@) = If(t)e s
Az F (j (0) komplex spektrumot az f (l‘) fiiggvény Fourier-transzformaltjanak nevezziik

¢és sokszor F{ f (t)} alakban jeloljik. Az F(jw)= J f (t)e‘j(”’)dt. kifejezés a Fourier-

—00

1 % :
integral, a f(¢) =2— IF (jo)e’ “@daw kifejezés pedig az inverz Fourier-transzformacioé és
ﬂ- —

00
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jelolése F_I{F ( ]a))} . A Fourier-transzformacié konvergencidjanak biztositasdhoz
sziikséges, hogy I | f (t)|dt <o legyen.
0

Az aperiodikus fliggvények |F ( ja))| amplitadosiiriség-spektruma folytonos. Az

|F ( j a)j Aw sorozat értéke a Aw savba tartozoé jelosszetevok energiajaval aranyos.

3.3. Mintapéldak FI jel frekvenciatartomanybeli
abrazolasara

Feladat 3.3.1.
Hatdrozzuk meg a 3.2. dbran lathat6 aperiodikus fiiggvény komplex spektrumat.

f(t) a

»
>

-T 0 T t

3.2. abra. Aperiodikus fiiggvény.

Megoldas:
< z T ja)T_ —joT .
F(jo)= [ f@®)e"™dt = [ Ae™™dt =~ A | 24— yp.Sin@D)
S r jo L, o 2j oT

Tehat a megoldas az alabbi sinc fliggvény.

A

F(jo)

2AT

_ZE/V—n/T /T \/Zn/T

3.3. abra. A megoldas.

v
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Feladat 3.3.2.

Hatarozzuk meg az alabbi periodikus jel x(t) Fourier sorat.

Megoldas:

x(1)
: T,
5 - —
1
. : =
-T T f
3.4. abra. Periodikus jel.
1 (T2 . I 1 — ke | Tp 2
a, =_j Cx(t)e i = | e "Nt = ——— | "
T <-T/2 T -T2 —Jke, T T/
1 — jkayT, /2 T, (2 sin l: 'F{m:l]_a /2 ]
= e P —g }: —
- jk2m ' km
k = 0 esetén L Hopial szabaly hasznalataval:
ﬂz%gzi
0 - T
A kovetkezd abran lathaté a jel spektruma ha 7, <<T'.
'ﬂi‘
J‘ al

S

3.5. abra. A jel spektruma.
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4. A diszkrét ideju jelek és rendszerek Fourier
analizise

Ebben a fejezetben ismertetésre keriil a periodikus jelek leirdsa a diszkrét Fourier sor
segitségével, és bemutatasra keriil a hasonldsag a folytonos id6tartomanyhoz képest. Az
aperiodikus jelek, leirasara bevezetésre keriil a diszkrét Fourier-transzformacé mind a
szintézis mind az analizis képletlének bevezetésével és Osszehasonlitasra keriil a folytonos
idejli Fourier transzformacioval folytonos jelek esetében. A konnyebb érthetdség érdekében
példakon keresztiil mutatjuk be a Fourier transzformalt szamitasi mechanizmusat.

4.1. DI jelek Fourier transzformaltja

Az FI jelek elméletébdl mar bebizonyosodott, hogy a kiilonb6z6 transzformaltak
alkalmazasa jelentds a linearis iddinvarians rendszerek elemzésénél és tervezésénél. A jelek
¢s rendszerek szamos tulajdonsaga sokkal hatékonyabban vizsgalhaté a jel
transzformalasaval. Az FI jelek esetében a legjelentsebb transzformaciok a Fourier és a
Laplace transzformaciok. A Fourier transzformacié jelentdsége linedris iddinvaridns
rendszerek esetében két okbol jelentds. Elsd, hogy az ilyen rendszerek esetében egy
szinuszos gerjesztésre szinuszos a valasz, mely kimenetnek a frekvencidja megegyezik a
bemenet frekvenciajaval, fazisa és amplitiddja azonban megvaltozik. A masik, hogy
minden periodikus ¢€s aperiodikus FI jel felbonthatd véges szdmt harmonikus Osszetevokre
(periodikus jel esetében) vagy végtelen sokra (aperiodikus jel esetén). A Laplace
transzformécio pedig az LTI rendszerek tetszéleges bemenetre adott valaszanak
vizsgalatanal bir jelentéséggel.

A DI jelek estében is nagy jelentdségiik van a transzformacioknak. A DFT
bevezetéseként vizsgaljuk meg elébb a DI jel Fourier transzformaltjat.

Egy h[n] sulyfiiggvénnyel rendelkez0 DI LTI rendszer bemenetét gerjessziik
x[n] =" komplex exponencialis jellel.
Amint mar emlitettlik a diszkrétidejli konvolucié a kovetkezo:

y[n]=x[n]h[n]= 3 x[k] b - k]

K=m00 et 4.1)
Ekkor a rendszer valasza adott a kovetkez6k szerint:

y[n] n]*h Zh k] e]o) (n—k) ( Zh —]mkjejo)n — H(ejwkjom , ahol

k=—0 k=—o0

( ) Zh[ ] “°k 3 rendszer frekvenciafiiggvénye, és meghatdrozza a komplex

exponenmahs fuggveny komplex amplitadgjat. Tehat a DI rendszereknél is érvényes, hogy
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a rendszer valasza egy komplex exponencialis gerjesztésre komplex exponencialis, amely
frekvencidja megegyezik a gerjesztés frekvencigjaval.

A rendszer frekvenciakarakterisztikdja  altalanos  esetben  komplex, igy:
H(ej‘”): HR(ejm)+ jHI(ej“)): ‘H(ej"’Xejé(H(em)), amint mar folytonos esetben is megszoktuk,
kiilon lehet vizsgalni az amplitudo és faziskarakterisztikéakat.

Az FI és a DI rendszerek frekvenciafiiggvényei esetében van egy jelentds kiilonbség,
éspedig a DI rendszer frekvenciafiiggvénye periodikus 271 periodusidével, ugyanis

( u)+2rc) zh (o+2n)k zh ook | 7J2nk:H(ej(u)

igy elmondhatod, hogy a DI rendszereket elég csak 0 < o < 2n frekvenciakra vizsgalni.

Egy tetsz6leges jel esetén a

X(ej‘”) = i x[k]- e ok

e NS (4.3)

kifejezés megadja az X[n] jel frekvenciatartamat, mas szdoval X(ej“’) egy transzformacidja

az X[n] DI jelnek. Tehat X(ej“’): ix[k]-e’j“’k a DI jel Fourier transzformaltja.

k=—

Vegyiik észre, hogy X[n] DI az id6ben, mig X(ej“’) transzformaltja folytonos és
periodikus fiiggvénye a frekvencianak 2m periodussal. Mivel X(ej"’) folytonos ¢és
periodikus fliggvény, akkor Fourier sorba fejthetd. Ennek a Fourier sornak az egyiitthatoi
éppen X[n] sor elemei. Ugyanis:

ha X(ej‘”): ix[k]-e‘jmk akkor

k=—x

® },jom . ariok jom
_[X J J do = I(k_wx[k]ej )el do

TN e (4.4)
a baloldalon szerepld integral kiértékeléséhez felcserélhetd az 0sszeg és az integral:

k]. J.ejw(mfk)dm _ {ZTCX[HI], m= k

0, m#k

akkor

x[m]= ;—an(ej‘” )ej‘”mdoo

A fenti kifejezés hasonlit a periodikus FI jel Fourier egyiitthatdoinak meghatarozasara,
amennyiben annak periodusa 2m. Egyetlen kiillonbség az exponens eldjelében van, ami
végil is a (4.3) definiciobol ered. Tehat a (4.6) meghatarozéasaval eljutottunk az inverz
Fourier transzformacidhoz DI jelek esetén.
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A (4.3), (4.6) egyenletek Fourier transzformdacios part alkotnak.
A Fourier sor konvergal ha az iddsor abszolut 6sszegezhetd, vagyis:

kijx[k] <o

Amennyiben az iddésor stabil, akkor abszolut Osszegezhet6 és a Fourier sora véges.
Masrészt minden véges hossziisagi sor abszolut értelemben Osszegezhetd, amibdl
kovetkezik, hogy a FIR rendszerek mindig stabilak és Fourier sorba fejthetok. Egy masik
lehetdség, hogy a sor kielégiti a négyzetes 0sszegezhetdséget:

o0

Z|X[k]2 < oo

Koo ettt ettt ettt (4.8)
Az ilyen sorok Fourier transzformaltjdnak konvergencidja is bizonyithato.

A DI jelek Fourier (4.3) szerinti transzformaltjanak matematikai jelent6sége van,
ugyanis végtelen Osszegekrél van benne szd. Gyakorlati megoldasok eset¢ben a DFT
Diszkrét Fourier Transzformacié alkalmazhat6. A DFT a Fourier transzformdacio
diszkretizalasaval kaphatdo. A DFT alkalmazdsa a jelfeldolgozas teriiletén nagy
jelentdséggel bir.

4.1.1. A diszkrétideji Fourier transzformalt tulajdonsagai:
1. w-ban 21 szerint periodikus, azaz U (e"‘”):U A

. s jo jo
2. linearités: aul(n)+bu2(n)<:aUl (e ]+bl/2 [e )

-jn_ o '
3. eltolasi tulajdonsag U(n—n0)<:>e 0 U(e/ j

4. szimmetria tulajdonsag:

u(n) uEe)

valos €s paros valos €s paros
valos és paratlan valos €s paratlan
képzetes €s paros képzetes €s paros
képzetes €s paratlan valos €s paratlan

5. id6 megforditasa: U(—H)@U(e""")
6. moduléci6é: komplex exponencidlissal vald szorzast frekvencia eltoldsba visz at:
ej””°u(n)<3U(e/(“"w°))

7. konvolucid tétel: b(”)*U(n)QH(e"”)U(e’”’)

8. periodikus konvolucio tétel: u(n)y(n) @% T U (e/'G’)Y (e’ ('“‘6))51@

-

2

dw

9. Parseval tétel: i‘u(n)r:%ﬂU(e’“’)
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4.2. Diszkretizalas frekvenciatartomanyban
A (4.2) bizonyitashoz hasonléan belathatd, hogy (4.3) egyenlettel, vagyis az

X(0)= X(ej‘”) = Zw:x[n]- e " megadott fliggvény is periodikus 27 periddussal.

n=-—o0o

Vegyiink az X(ejm) spektrumbol (0,277:) intervallumban N ekvidisztans helyen

mintakat. Ekkor a mintak Aw = % frekvenciakon jelentkeznek. Legyen o = %k , akkor

21 > P
X(—kj = > x[n]e N k=012,...,N-1
N =, 4.9)

A végtelen szamu elemek Osszege felirhatd végtelen szamu 6sszegzésre, ahol minden
Osszegzésnek N eleme van, a kdvetkezOk szerint:

-1 2T N-l _2n 2N-1 2T o IN+N-1 2T

X(z—nka---+ Zx[n]~e N +Nzlx[n]-e N ix[n]-e T Z NZN: x[n]-e W
N n=-N n=0 n=N l=—0 n=IN
........................................................................................................... (4.10)

Amennyiben a belsd 0sszegnél helyettesitiink n helyett n — IN-t irunk és felcseréljiik
az Osszegzéseket, akkor:

27 ] -2 kn
X(ijzz > x[n-INJje ¥ ,k=012,..,N-1

n=0[l=—c 1 (4.11)

Az xp[n] = Z x[n—IN] kifejezés valojaban az X[n] DI jel periodikus ismétlése N
l=—o0
periodussal. A periodikus jelek Fourier sorba fejthetdk, igy
i Nt 2wk
xp[n] = ZX[n—lN]: cheJ N on=012,---,N-1
I k=0 (4.12)

Az egyiitthatok:

1 N-1 _.2mkn

CkI_ZXp[l’l]eJ N akzoalaza"'vN_l Cy zix(z_nkj
N3 vagyis (4.13)

Ekkor belatjuk, hogy az
N-1 2
x [n]=— X[z—nkjeij =012, N-1
NS AN, (4.14)

periodikus jel visszaallithat6 a spektrumbol vett mintavételezéssel. Mivel xp[n] az X[Il] sor
periodikus kiterjesztése, igy belathatd, hogy nem szabad atfedésnek lennie az id6 tartomany
mintai kozt. Atfedés nem jelentkezik, amennyiben X[n] L hossza kisebb mint N .

A 4.1. dbran bemutatasra keriilt egy véges, L hosszlisagu X[n] id6sor, €és annak kétféle
periodikus xp[n] kibdvitése. Az elsd esetben atfedés nélkiili N>L a kibdvités, a masodikban
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atfedéses N<L. Az elsd esetben az X[n] jel kivehetd az x p[n] Jjelbdl, mig a masodik esetben
ez nem lehetséges.

x[n] o
o o (@)
o
—-0—0 0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—>
-2 O 6 8 10 12 14 16 n
o o
*pln] o o o o (b)
o o o o
. o o>
-2 0 6 8 10 12 14 16 n
xp[n { o O o (C)
0 0O 0 0O oo .
| >
-2 0 6 8 10 12 14 16 n

4.1. abra. Véges sor kibovitése. (a) eredeti sor L=35,
(b) atfedés nélkiili kibovites L<N=6, (c) atfedéses kibovités L>N=4.

Mivel x[n]=x,[n] ha 0<n<N-1,igy

Nl ‘Z—Ttkn
=12X(2—“kJeJN =02, ,N-1I
N& (N

............................ (4.15)
N-I
és ezt behelyettesitve a X(o)= X(ej‘”) = Z x[n]-e™" be az aldbbi 6sszefliggést kapjuk:
n=0
N-1 N-1 2
o) 3L (2o e
POl A s (4.16)
N-1 N1 (o-27k)
X(e“”)= X(z—nkj 1 e N
k=0 N N n=0 (4 17)
vezessiik be a
P((x)) _ lNile*Jmn _11- e’j"”N 1 sm(coN/Z) o olN-1)12
NS Ni-e® Nsinfo/2) (4.18)
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jelolést, ami valdjaban egy interpolacids fiiggvény. A fiiggvény a 4.2. dbran lathatd. A
fiiggvényben szereplé e ™' tag csak a fazisra hat, nem modositja az amplitadot.

. . D) = 2m 2n o
A jelolés bevezetése utan jutunk az X(e”’ ) = Z X(ﬁ ij(w N kj , kifejezéshez.
k=0

O;O sin (IN g)
0.6 \ Nsin (%)
I\
0 \—\ /_ \n

P A

X

0 0.5 1 1.5 P 2.5 3
4.2. abra. Az interpoldcios fiiggveny N=8 értékre.

21 I, k=0

. Pl —k |=
Mivel (N j {0, k#0
igy belathat6, hogy a visszaallitds folyaman a mintavételi pontokban a mintak értékét

kapjuk. A P(OJ) fliggvénynek itt olyan a szerepe mint a &(X) nek 1d6 tartomanyban.
X

4.3. Véges sor Diszkrét Fourier Transzformaltja

A fentiekbdl lattuk, hogy xp[n] periodikus sor és annak spektruma X(ej‘”) visszaallithato
spektrumanak N ekvidisztans mintavételezésével X(%k],k:O,l,...,N—l . Altalanos

esetben a frekvenciatartomanyban vett mintakbol nem allithaté vissza az aperiodikus
idésor, azonban, amennyiben X[Il] sor hossza L és L <N, akkor X[n] egyértelmiien
kivalaszthato6 xp[n] -bdl a kovetkezdk szerint:

x[n, 0<n<L-1
Xp[n]:{g] L<n<
, <n<N-1

Ebben az esetben tehat a frekvenciatartomanyban vett mintdk egyértelmilien
meghatarozzak az aperiodikus jelet, amennyiben L <N —akkor a sort kiegeszitjiik N-L

szamu nullaval.
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0 .2mkn

N-1
Az elmondottakat és xp[n]: Zx[n—lN]zZCkeJ N on=0,12,---,N-1, valamint
k=0

l=—x

N-1 ) 7-27751“1
X(%k) = Z[Zx[n - IN]}G N ,k=0,1,2,...,N—1 egyenleteket figyelembe véve jutunk

n=0 |_l=—o0
az
N-1 _i2me
X[k]= X[z—nkj =Y xlnk N k=012,..,N-1
= 4.21)

DFT kifejezéshez, ami L < N esetében transzformalja az L hosszsagu X[Il] sort annak
spektrumanak N hosszusagu X[k] soraba. A DFT itt a Diszkrét Fourier Transzformaciot
jelenti.

Az id6sor visszaallitasa (4.14) és (4.20) alapjan

= ij—nkn
X[n]=EZX[k]e ,n=012,...,N-1
k=0

szerint lehetséges, amit IDFT —nek , vagyis Inverz Diszkrét Fourier Transzformacionak
neveziink.

Feladat 4.3.1.

Grafikusan abrazoljuk az id6 és a frekvenciatartomanybani mintavételezés hatasat nem
savkorlatos jel esetén az 1d6 ¢és a frekvencia térben.

Megoldas.
A 4.3. 4bra (a) grafikonja mutatja az x(t) folytonos idejii jelet. A jel véges T ideig tart,
tehat idében korlatos. Az x(t) jel spektruma X (w) is folytonos értékkészletét tekintve és
folyamatos a frekvencia fiiggvényében ((b) grafikon), a spektrum nem séavkorlatos. A jel
idében torténé mintavételezését a (c) grafikon mutatja. A T[s] mintavételi periodussal
mintavételezett X(t) jel spektrumat jeldljiik X (w) -val. A (d) grafikon illusztralja, hogy az
X (w) spektrum a mintavételezés hatasara periodikusan ismétlddik f;[Hz] frekvencianként,

ahol f; = % A kovetkezd 1épésben végezziink mintavételezést a frekvencia tartomanyban

folHz] 1épéssel, mint ahogy az (f) grafikon mutatja. Ekkor az id6térben az x(t) fiiggvény
periodikusan ismétlédve jelenik meg, Ty[s] periodusidével. Az egyes szinteken levd
grafikonokra érvényes a kétirdnyu transzformalhatosag. Vegylik észre, hogy a (d) és (f)
esetben atfedés, aliasing tapasztalhat6 az amplitudé spektrumokban.
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4.3. abra. A mintavételezés hatdasanak illusztracioja ido és frekvencia tartomanyban.
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4.4. Mintapéldak

Feladat 4.4.1.
Grafikusan abrazoljuk a fazorok allasat N =6 értékre.

A megoldas menete
'2—nkn
W, (n,k): e ¢ . Csak a fazis véltozik a modulus minden esetben 1. Az eredményiil kapott

grafikonok mutatjék a fazorok allasat kiilonb6zo n és k értékekre.

+1m _— 41m
n=2 n=1
\i"
PSR 08
k=1 k=2
n=4 =5 =25
41m n=2.5 AIm
2 (o]
L=L35 n=0.2.4Re n=0.3Re
k=3 k=4
n=1.4
41m Am
n=4 n=>5
13 60°), p—qRe Re
n=0,1,2,3,4,5
k=5 k=6
n:2 :1

4.4. dbra. A fazorok dalldsa N =6 értékre és kiilonbozd k értékekre.
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A DFT esetében a spekrumbol Am:% lépésenként N mintat vizsgalunk, amihez
Af :% frekvencialépés tartozik. Itt Af a frekvencia felbontast jelenti. f, pedig az

id6tartomanybeli mintavételi frekvenciat melyhez T, :f— periodusidejii mintavételezés

S

tartozik. Az idésor igy T =L-T, id6tartomanyt fed le. Elmondhatjuk, hogy a diszkrét idejii

jel frekvencia valasza periodikus, és a periodus: f, :F. Amint mar az eléz6ekben

s

megadtuk a komplex exponencidlis és a szinusz fliggvények ugyanazon értékeket adjak
2k, radianonként. Ezért a diszkrét komplex exponencialis és harmonikus jeleket csak
N-1

alapsavban 0< f <27f szemléljiik. Ekkor X[O]:Zx[n] az egyenaramu komponenst

n=0

jeléli, vagyis az x[n] jel kozépértekét.

Tekintsiik X[n] és X[k] sorokat vektorként, ahol a vektorokat x ¢és X, jeloli. Akkor

a transzformacios egyiitthatok N x N -es matrixba rendezhetdék a kdvetkezok szerint:

S (4.23)
ahol
11 1 1]
1w, W wy
Wy=1 W2 Wi w2
N-1 2(N-1) (N-1)(N-1)
bW Wy R B (4.24)
¢s az egyes elemek altal meghatarozott
n jz—nkn
W, K = W = e N e (4.25)

komplex értékek ortogonalis bazist képeznek. A matrixban szerepld fliggvényeket rotacios
figgvényeknek nevezziik, ugyanis csak a komplex szamok argumentuma valtozik, a
modulusuk mindig 1 marad.

Feladat 4.4.2.
Adja meg a Wy és W, matrixok eldallitasinak MATLAB kodjat €s azok értékeit.

Megoldas:
Az alabbi matlabkod hivatott eldallitani a matrix komplex elemeit:
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N=8;
W=ones(N);
for n = 0:N-1
for k = @:N-1
W(n+1,k+1)=exp(-i*2*pi*n*k/N);
end
end

A kod futtatasainak eredménye a kovetkezo:

1.0 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
1.0 0.7071-0.70711 0.0000-1.00001 -0.7071-0.70711 -1.0000-0.00001 -0.7071+0.70711i -0.0000+1.00001 0.707140.70711i
1.0 0.0000-1.00001 -1.0000-0.00001 -0.0000+1.00001 1.0000+0.00001 0.0000-1.00001 -1.0000-0.00001 -0.0000+1.00001
1.0 0.7071-0.70711 -0.0000+1.00001 0.7071-0.70711 -1.0000-0.00001 0.7071+0.70711 0.0000-1.00001 -0.7071+0.70711
1.0 -1.0000-0.0000i 1.0000+0.00001 -1.0000-0.00001 1.0000+0.00001 -1.0000-0.00001 1.0000+0.00001 -1.0000-0.00001
1.0 -0.7071+0.7071i 0.0000-1.00001 0.7071+0.70711 -1.0000-0.00001 0.7071-0.70711 -0.0000+1.00001 -0.7071-0.70711
1.0 -0.0000+1.0000i -1.0000-0.00001 0.0000-1.00001 1.0000+0.00001 -0.0000+1.00001 -1.0000-0.00001 -0.0000-1.00001
1.0 0.7071+0.70711 -0.0000+1.00001 -0.7071+0.70711 -1.0000-0.00001 -0.7071-0.70711 -0.0000-1.0000i 0.7071-0.7071i

Amennyiben N=4 , a forgatomatrix a kovetkezéképpen alakul:

1.0000 1.0000 1.0000 1.0000

1.0000 0.0000 - 1.0000i -1.0000 - ©0.0000i -0.0000 + 1.0000i

1.0000 -1.0000 - 0.0000i1 1.0000 + 0.00001 -1.0000 - 0.0000i

1.0000 -0.0000 + 1.00001 -1.0000 - 0.0000i 0.0000 - 1.0000i

A matrix elemei kozott felfedezhetd egyfajta periddusossag €s mindegyik elem egy — egy
pontot hatdroz meg a komplex sik egységkdre mentén.

Tovabba érvényes, hogy a létezik a transzformacid inverze

Xy = Wi X, =%W;; Xy

tehat diagonalis egységmatrix. Ebbdl kovetkeztethetlink, hogy W ortogonalis matrix és,
hogy a DFT ¢és az IDFT ortogonalis transzformaciok.

Feladat 4.4.3.
Elemezziik az x[n]=1;Vn jelet és hatdrozzuk meg annak DFT transzformaltjat!

A megoldas menete:

A jelet dbrazol6 grafikon a kovetkezo:

x[n]

O

v

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 n

4.5. abra. A feladatban megadott jel.
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Az éabrarol leolvashat6, hogy a DI jel periodikus és periodusa N=1.

Erre a jelre nem érvényes a Z|x[n]| <o konvergencia feltétel, igy a Fourier
transzformacidjat sem lehet a hagyoméanyos modon az X(ej"’): > x[k]- e
k=—o0

meghatdrozni. Mégis némi okoskodassal eljuthatunk a keresett transzformaciohoz.
Szemléljilk a feladatban megadott jelet mint Dirack impulzusok végtelen sorat

x[n]=1= > 8[n-k] . Ekkor X(ej“’): D> > 8n-k]-e" . Az Osszegzés sorrendjét
k=—o0

n=—o0 k=—00

segitségével

felcserélve jutunk a X(ej“’): i iéi[n—k]-e’jw“ , akkor X(ej“’): ie’j‘”k . Az eredmény
k=—00 n=—00 k=-00

pontositasahoz irjuk fel, hogy: > e =Y e =21 §(w—k2n) . Mivel a DI jel

k=—0 k=—0 k=-
Fourier transzformaltja periodikus 27 periddussal, igy X(ej“’)z 2n8(03). Az eredmény az
elvart szerint alakult, ugyanis a jelnek csak egyenaramu komponense van, nem lehet mas

frekvencian Gsszetevéje csak az @ =0 frekvencian. Az osszetevo értéke pedig megegyezik
a jel atlagértékével.

Feladat 4.4.4.
Hatarozzuk meg az alabbi DI fiiggvény DFT —jét.

Xp[N]

_Mmmﬂmhu X

0 5 10 15 20N

4.6. abra. lllusztracio a példahoz.

1

A megoldas menete:
A DFT Aéltalanos alakja:

2 ) & g
X[k]= X[Fk) =Y x[nfe N ,k=012,...,N-1

n=0

esetiinkben N =10 , ekkor

Az egyes Osszetevok kifejtve:
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-tk _j.ﬁ.k _j.3l.k _j.ﬂ.k ok
X[k]=0.2-¢ > +04-¢e ° +0.6-¢ ° +08-e ° +e'™+
0.8-¢e 5 +06-¢e ° +04-¢e > +02-¢ 3
vezessiik be a kovetkezd egyszeriisitéseket:
4 4
x or ek ek
— ik —j ok . 5 + 5 . 4
021’5 1’5" |=04.e77 & ¢ —0.4-¢™ cos| “Z .k
2 5
, . PELTU
_i= g ik . 54 5 o 3
04-le 5 1+e'5 =087 ¢ ~0.8 ¢/ .cos| Lk
2 5
. : JELPEI N
_i2k _il Tk ) s 4 5 . 2
06-le 5 +e 5 |=12.e77* ¢ 26 =12-¢/7* 005(?”%)

-y 4
0.8-(5"5}‘

Az egyszerusitések alkalmazaséaval jutunk a:

(-1)f '{1 +1.6- cos(g : kj +1.2- cos(zs—TE : kj +0.8- cos(?’?n : kj +0.4- (:03(45—7T : kﬂ

megoldashoz. Az iddésor paros, igy a DFT csak valoés 0sszetevoket tartalmaz.
Az amplitado és fazis spektrum a kovetkezdk szerint hatarozhatdé meg:
IX[k]| = Ak] = y/Re{X[K]} + Im{X[k]} Im{X[k]}
Re{X[k]}

X[k]

és O[k]= —arctg(

az értékeket tablazatba rendezve:

k | A[K] O[k] k | A[k] O[k]
0 5 0° 5 0.2 -180°
1| 2.09 -180° 6 0 0°
2 0 0° 7 0.31 -180°
3|1 031 -180° 8 0 0°
4 0 0° 9 2.09 -180°

www.tankonyvtar.hu

© Plet! Szilveszter, Magyar Attila


http://www.tankonyvtar.hu/

4. A DISZKRET IDEJU JELEK ES RENDSZEREK FOURIER ANALIZISE 91

A[K]»+  Amplitudo spektrum - Fazis spektrum
5

-180°

4.7. abra. Az amplitudo és fazis spektrum.

Feladat 4.4.5.
Hatarozza meg az alabbi jelalak Fourier egylitthatoit:

tin|

AIRIRIA

-4 .32 -1 0 1 2

S

4.8. abra. lllusztracio a példahoz.

Megoldas:

27

Az 4brabél latszik, hogy a periodusidd 4 — Q, = 2m/4 és e P =e * =—j

13 1 3
co:Z”Z:;u[n]:Z(0+1+2+3)=E

CZ:%;U[H}(—/')Z”:1(0—1+2—3)=—%
c, —%jou[n](—j)m’ :—(0+/—2—3/):———j%

Feladat 4.4.6.
Hatarozza meg az alabbi jel Fourier egyiitthatoit:

u[n] = kiw§[n —4k]

www.tankonyvtar.hu
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Megoldas
3 jk[%[}n 3 jk=n
u[n]:che =Y e
k=0 k=0
2T
c, =%gu[n]eﬁk4n :%u[O] =% Minden k-ra

Feladat 4.4.7.
Hatarozza meg az alabbi jel Fourier egyiitthatos alakjat

UI:H:I = COS%H

Megoldas
A periddus id6: Ny =8 - Qy = 2n/8 = /4
cosZn=1] 4"y | = Lo L L
4 2 2 2

A Fourier egyiitthatok az aldbbiak:
c; =1/2 c_4 =c_148 = ¢; = 1/2 minden tovabbi ¢y egyiitthato 0.
u[H] —cosZn :le’n“" +lej7g°"
4 2 2

Feladat 4.4.8.
Hatarozza meg az alabbi jel Fourier egyiitthatos alakjat

T . T
u[n] =cos—n+sin—n
3 4

Megoldas
No =24 - Qp =2m/24 =1/12
u':]]:l:l e/%”_’_e*/%” +i' e/%”_i_e—/%” :le—j490n+jl ~j3Qen l _j390”+lej490”
2 2j 2 2 2 2

A Fourier egyiitthatok az alabbiak:

Co4 = Cg424 = C20 =73 C-3 = C3424 = C21 =7

)
Cr = —- Cp = —
3 2 47

minden tovabbi ¢, egylitthato 0.
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Feladat 4.4.9.
Hatarozza meg az aldbbi jel Fourier egylitthatos alakjat:

u[n] =cos* (%nj
Megoldas
2
ul n]= (e e Sn] Lo 12 g
A Fourier egyiitthatok az alabbiak:

co=1/2, ¢4 =1/4, c_; =c_q143 = c; = 1/2, minden tovabbi ¢, egylitthato 0.

Feladat 4.4.10.
Hatdrozza meg az alabbi dbran lathaté u[n] jel Fourier transzformaltjat!

ufn]

ﬁ[ ”’*” L

0

4.9. abra. lllusztracio a példahoz.

Megoldas
Az abrabol latszik, hogy: u[n] = uq[n + Nq]

- N;-et eltolva 0-ba N = 2N; + 1 adddik.

(o]

. [Q
sin| —
2

Igy kapjuk:

(Q)=e’“”1xl(g)=sM

ol

Végiil az eltolasi tétel alkalmazasaval: v
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Feladat 4.4.11.
Hatarozza meg a kovetkezd jel inverz Fourier transzformaltjat!

1 |o<w
u(Q)={0 w<|o|<x

u(Q)
1
1 I l 1 >
2w - W0 W w 2 1
4.10. abra. lllusztracio a példahoz.

Megoldas

V4 w .

X[H] _1 X(Q)e’“”dQ _1 J’ o gy - SV
2r <, 27y, n
Feladat 4.4.12.
Hatarozza meg a kovetkezd jel inverz Fourier transzformaltjat!
X(Q)=2726(Q-Q,), |Q|Q,|<x

Megoldas

175 Q1 3y _ aJ%n

x[n] _E_jﬁz;za(g—go)ef dQ=e
Feladat 4.4.13.
Hatarozza meg az x[n] jel Fourier transzformaltjat!

XI:H] =CosS Qon, |QO| <r

Megoldas
1( jQn —jQn
cosQonzz[e e 70 ] X(Q):;z[&(Q—QO)+5(Q+QO)J
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Feladat 4.4.14.

Hatarozza meg az aldbbi jel inverz Fourier transzformaltjat!
x(9) :

:(1_38—/{2)2 ‘a‘<1

Megoldas

Feladat 4.4.15.

Hatarozzuk meg az dbran szerepld DI fiiggvény DFT —jét.

1% X[Nn]

’Tﬂsw*fo’ﬂwuuz'ﬁ

4.11. abra. lllusztrdcio a példdhoz.

A megoldas menete:

2n

X[k]=02-¢ 5 +04-¢ 5

£

.4n

k —j 3 k —J-?'k Zmk

+0.6-¢ +0.8-¢ +e -
6Ty R

0.8-¢ 5 —0.6-¢ °
rendezéssel eljutunk a

X[k]= (— l)k '[1 +j- [1 .6- cos(% . kj +1.2- cos(z?7t . kj +0.8- cos(%t . kj +0.4- cos[4—57c . kjﬂ

komplex sorhoz.

S

9n

k —j—k —j—k
—04.e ° —-02-¢ 7

[X[K] = A[k] = Re{X[k]} + Im{X[k]}} o

k]= —arctg{ Ro {X[k]}

Mj
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k | A[k] 0[k] k | A[k] (k]
0 1 0° 5 1 180°
1 | 324 -72° 6 1.1 18°
2 | 17 -54° 7 1.2 36°
3 1.2 -36° 8 1.7 54°
4 | 1.1 -18° 9 3.24 72°

Fazis spektrum

A[K] 4 5 AmPplitadd spektrum,,  O[K] 1800

1.7 1.7

LT ¥

-360
-540
-720

4.12. abra. Az amplitudo és fazis spektrum.

Feladat 4.4.16.

DFT felhasznalasaval hatarozzuk meg az x(t) = e 2tu(t) FI jel spektrumat, ahol u(t) az
egyseégugras fiiggvény.

A megoldas menete:

Tudjuk, hogy a feladatban szerepl6 FI jelre vonatkozdan a Fourier transzformalt: e ~2tu(t)

Fourier 1 Amplitadé K ¥ 1
5 Amp itado spektruma: |X(w)| = -

Lathato, hogy a jel nem savkorlatos. A jel amplitadé spektruma monoton csokkend. A
tovabbiakban a jel spektrumdnak azon részét targyaljuk, ahol az amplitudé spektrum a
maximalis érték 1%-a felett van. Mivel |[X(0)| = 0.5, igy a savkorlatot meghatarozo érték
- wg =~ 200 [ﬂ]

sec

0.01 =« 0.5 = 0.005, és a hozza tartozo hatarfrekvencia: 0.005 =

wi+4
, wg = 27 fg, fg = % [Hz]. Figyelembe véve a kiszamitott savkorlatot és a mintavételi
torvényt, meghatdrozhatjuk az id6 tartomanybani mintavétel peridodusidejét: T < % =

B
— =0.015708[sec] .
200
A feladat megoldasanak folytatdsaban meghatarozzuk a jel lefutasi idejét. Elméletileg a
vizsgalt x(t) fiiggvény monoton csokken és csak a végtelemben lesz nullaértékii. A
gyakorlatban azonban elegendének bizonyul az x(4) = e™8 = 0.000335 « 1 valasztas.

Tehat valasszuk a lefutasi id6t T, = 4[sec] értéknek.
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Az iddtartomanyban vett mintak szdma ekkor = 254.6473 , ami nem egész

4
0015708 .
szam ¢és nem kettd hatvanya. Ezen feltételek teljesiilése érdekében vegylik a mintdk szamat

Ny = 256-nak. Ekkor a mintavételi id5 T = —— = 0.0156.

A DFT szamitadsdhoz sziikség van a frekvenciatartomanybeli mintavételezésre. A
mintak 1épésének értéke f, = Ti = 0.25[Hz] frekvencidkként, vagyis w, = %[rad/sec]
0
korfrekvencidkként talalhato.

Amint mar ismert a jel spektruma periodikus N, periddussal, igy X[k] = X[k + 256] ,
tehat X[0] = X[256] . Ezért elegend6 a spektrumot k = [0,255] intervallumban
megfigyelni. A konjugalt spektrum szimmetridjanak tulajdonsagabol ered, hogy X[—k] =
X*[k], alkalmazva még a periodikussagot, vagyis X[—k] = X[—k + 256] belathato, hogy a
spektrum értékei k = [—127, —1] és k = [129,255] intervallumok felett megegyeznek a
kovetkezék szerint: X[—127] = X[129], X[-126] = X[130], ... , X[—1] = X[255].
Mindent figyelembe véve belathatd, hogy a spektrumot elegendd k = [0, %] intervallum
felett megfigyelni. A példa esetében: k = [0,128].

A feladat megoldasara alkalmas MATLAB kod:

T 0=4; N_0=256;

T=T_O/N_0; t=(0:T:T*(N_0-1))";

x=T*exp(-2*t); x(1)=T*(exp(-2*T_0)+1)/2;
X_k=fft(x);k=[-N_0/2:N_0/2-1]"; omega_k=k*2*pi/T 0;

omega=linspace(-pi/T,pi/T,4097); X=1./(j*omega+2);

subplot(211);

plot(omega,abs(X), 'k',omega k,fftshift(abs(X_ k)), 'ko');
xlabel('\omega');ylabel('|X(\omega)|")

axis([-0.01 40 -0.01 0.5]);

legend('FT',['DFT, ahol T _©=',num2str(T_0),"', N _O=',num2str(N_0)],0);
subplot(212);

plot(omega,angle(X), 'k',omega_k,fftshift(angle(X k)), 'ko"');
xlabel('\omega');ylabel('\angle X(\omega)')

axis([-0.01 40 -pi/2-0.01 0.01]);

legend('FT',['DFT, ahol T_©=',num2str(T_0),', N _©=',num2str(N_0)],0);

Az eredmények jobb kiértékelhetdésége érdekében a grafikonok abréazolésat célszeri
nem 128 pontra, hanem 28 pontra megtenni. A fliggetlen valtozd ekkor: w = [0,28 * w,] =
[0,44][rad/sec] értékeket veszi fel.

A MATLAB kod futasanak eredménye:
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FT
O DFT, ahol Tj=4, N;=256

FT
0.5F O  DFT, ahol Tj=4, N=256 b

!
0 5 10 15 20 25 30 35 40
(o)

4.13. abra. Az x(t) = e~ 2tu(t) fiiggvény amplitido és fazis spektrum.

Az eredmény alapjan kijelenthetd, hogy az wg = 200 [%] hatarfrekvencia valasztas
megfeleld, ugyanis a jel energidjanak jelentds része ezen frekvencian beliil helyezkedik el.

4.5. A gyors Fourier-transzformacio (Fast Fourier
Transform FFT)

Koénnyen belathatd, hogy az N pontos DFT miiveletigénye N’ komplex szorzis és
N(N—l) komplex Osszeadas, ami egy 1000 pontos DFT esetén ez kb. egymillié komplex
szorzast és egymillié komplex Osszeadast jelent.

Tekintsiink egy specialis esetet, amikor N =27 . Ez a feltétel konnyen teljesitheto,
ugyanis mindig elvégezhetjiik a sor nullakkal valo kiegészitését a kivant elemszamig.

A DFT szamithato a kovetkezokbol (4.21):

o N-1 _j2jkn N-1
X[k]= X(ﬁkJ =>x[nfe N =>x[n]Wi k=012,. ,N-1
n=0 n=0

Belathat6, hogy a fenti kifejezés jelentds szimmetriat tartalmaz. Példdul azon elemek,
melyeknek indexére érvényes, hogy k és k+(N/ 2), ahol OSkS(N/ 2)—1 azonos
sullyal vannak szorozva. Pératlan k értékekre az egyiitthatok csak eldjeliikben

kiilonboznek. Az egyszerlibb kiszamitds érdekében a szimmetridk felhasznaldsaval
a (4.21) atrendezhetd idoben vagy frekvencidban.
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A Wx tulajdonsagai:
0 _ , —j27/NN\O _ 0 _ N _ -j2m _
Wy =(e ) =e =1L Wy =e’T =1 4
W N+m _(e—jZﬂ/N)N+m
- am
N+m m _( —J2n/N\N, _—j2n/N\m
= =(e e
Wy Wy ( | ) ( )" 429
:1.(6—]27Z/N)m :WNm
NI2 _ —j2x/N/2)/IN _ —jzx _ _
Wy = =e =e = (4.30)
N/4 _ —j2z/N/4)/N _ —jzl2 _
Wy —~=e =e = 431)
3N/4 _ _—Jj2x/(3N/4)/IN _ _—j3x/2 __ -
Wy =e —€ T e, (4.32)

A (4.21) felbonthatdo két Osszegre, a paros és a paratlan indexeket tartalmazd
Osszegekre:

X[k]= x[n]WIﬁk = ZX[n]Wﬁk + Zx[n]W;}k
n=0 n=2i n=2il e (4.33)

A mar emlitett szimmetriat figyelembe véve:

4n . 2m

2 I !
Wy=e " =e¢ N2) = N/2 ;
vagyis

2ik _ yxrik (2i+1)k _ yxrkyxr2ik
Wy —WN/z és WN _WNWN/Z_

Vezessiik be az kovetkezo jelolést: x,, [1] = X[2i] és X, [1] = x[2i + 1] akkor:

N/2-1 N/2-1
X[k]= me[i]ng2 + W Zx“[i]w;g;z, k=0,1,2,...,N/2-1
i=0 i=0 (4.34)

A (4.21) két N/2 hosszusagl DFT sort reprezentalnak, az egyik Xlo[l’l] a masik x“[n].

fgy felirhato:
X[l=X [kl Wik} k=012, N/2-1 (4.35)
Az N/2 -nél nagyobb indexekre érvényes, hogy:
X[k +N/2]= X o [k+N/2]+ WX [k+N/2) k=012, ,N/2-1 (4.36)
A periddussagbol ered, hogy : WE™'? = —W vagyis:
X[k+N/2]=X,[k]-WEX, [k], k=012,....N/2-1 437)

Az algoritmus mitkddésének bemutatasaként a tovabbiakban példdkon keresztiil keriil
elemzése egy nyolcpontos FFT. A feladat megértése érdekében eldszor egy kétpontos FFT
keriil megoldésra, majd négypontos és végiil a célul kitlizott nyolcpontos FFT.
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Példa kétpontos FFT-re:
Az 1d6sor elemei: X[O], X[l]

A megoldas menete: X[k] = Z_(; X[n]Wznk k=0,
X[0]= > x[n]W,™ = 3" x[n] = x[o] + x[1]
X[1]=> x[n]w," = > x[n]W,"
n=0 n=0
= x[0]w,” +x[1]W,'
_ o xi]w, 72
= x[0]+x[1}-1)
= X[O]— x[l]
Grafikusan abrdzolva a 4.14. abran lathat6 a kétpontos FFT.
0 X[0
& 2-pontos L *10) 1 0 —® X[0]=x[0]+x[1]
— | DFT S 1
x[1] X[1] x[1] e=——1 X[1]=x[0]-x[1]

4.14. abra. Kétpontos FFT.

Példa négypontos FFT-re:

négypontos DFT
2-pontos DFT kimenet kimenet
x[0]+x[2] X[0] O
Z[0]

x[0]-x[2] X[1] 1
7[1]

2-pontos
DFT

x[1]+x[3] X[2] N/2+0
VI[0] -1

x[17-x[3] X[3] N/2+1
VI[1] 1

i

4.15. abra. Negypontos FFT.
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Példa nvolcpontos FFT-re:

G[0]

x[0] i > qu\\ > »
P pontos | > N
i DFT : G2] ;\ / Wi
x[6]
x[1]
x[3]
x[5]
x[7]
x[0] e—» N >

— pontos
] e—sd DT .
2] &— N —

— pontos
6 e—nd PFT |,

4.16. abra. Nyolcpontos FFT informacioaramlas.

X[0]
X[1]
X[2]

XPpl

X[4]
X[3]
X[6]

X[

G[0]

G1]

G[2]

G[3]

A 4.16. édbra illusztrdlja az informécié aramlast egygpontos DFT esetén két darab%

DFT felhasznalasaval a feladatban tovabbra is érvényes, hogy N = 8 .
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A tovabbiakban bemutatésra keriil az el6z6 modulok eredményeit részeredményként
felhasznal6é N = 8 pontos DFT megoldasat végz6 struktira.

[0] o—»r N >
Z pontos
DFT
x[4] o—»r >
x[2] ¢ N >
— pontos
x[6] o, DFT .

L 4

1] e—sly

— pontos
B o—pt FT >
Bl o .
— pontos
<[7] . DFT R
|1/

6 N
WN

4.17. abra. Nyolcpontos FFT.

Egy kétpontos lepkemiivelet struktiraja lathatd a 4.18. dbran.
0] o

[
>

x[4]

W,=wz=-1

4.18. abra. Kétpontos lepkemiivelet.
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Egy 8 pontos DFT megoldasdnak miiveleti sorrendjét abrazol6 teljes folyam lathatd
a4.19. dbran.

X[0] o——» X[0]

v X0

4.19. abra. A 8 pontos FFT megolddsanak miivceleti sorrendje.

Az irodalomban tobb megoldéas is talalhat6 a DFT hatékony kiszamitdsara. Ezek
csoportosithatok:

e N =27 algoritmusokra, melyek gyiijtoneve radiks-2

e N =4" algoritmusokra, melyek gytijtoneve radiks-4

e N =8 algoritmusokra, melyek gyiijtoneve radiks-8

e N=R" algoritmusokra, melyek gyijtoneve radiks-R, ahol a kovetelmény

N=N,N,.

Mindeniitt a cél a komplex Osszeadasok €s szorzasok szdmanak csokkentése, valamint

az szamitasi eréforrasok hatékony kihasznalésa.
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MATLAB programcsomag felhasznalasaval hatarozzuk meg az x(t) = 0.6sin(2mf;t) +
sin(2mf,t) + 0.5sin(2nf;t) id6fuggvény fizikai amplitidd spektrumat, valamint a nulla
kozépértéki zajjal terhelt jel fizikai spektrumat.

A megoldas MATLAB kédja:

Fs = 1000; % a mintavételezési frekvencia
T = 1/Fs; a mintavétel periodusideje

L = 1000; 5 az id6beni mintdk szama

t = (0:L-1)*T; 4 az iddvektor
.F
%

3R 3 ¥ R

1=50;f2=125;13=200; 4 a jelben jelenlevd frekvenciak
az idoéfuggvény harom harmonikus Osszege
X = 0.6*sin(2*pi*f1*t) + sin(2*pi*f2*t)+ 0.5*sin(2*pi*f3*t);

s = 2*randn(size(t)); y=x+s; % nulla kozeperteku zaj szamitasa
Fs = 1000; % a mintavételezési frekvencia

T = 1/Fs; % a mintavétel periodusideje

L = 1000; % az id6beni mintdk szama

t = (0:L-1)*T; % az id6vektor

close all;

figure(1);

plot(Fs*t(1:50),x(1:50), 'r');hold on;stem(Fs*t(1:50),x(1:50));
title('Zaj nélkiili jel');xlabel('id6 (milisec)');hold off
figure(2);

plot(Fs*t(1:50),y(1:50));grid;

title('Zajjal terhelt jel');xlabel('id6 (milisec)');

NFFT = 2”nextpow2(L); % a legkdézelebbi pow(2), mintdk szama
fft(x,NFFT)/L; % a hasznos jel spektrumanak meghatdroasa

= fft(y,NFFT)/L; % a zajos hasznos jel spektrumanak meghataroasa
= Fs/2*linspace(0,1,NFFT/2);

-+ < X
|

% A fizikai amplitudé spektrumok megjelenitése

figure(3);

plot(f,2*abs(X(1:NFFT/2)));

title('A zaj nélkiili jel fizikai amplitudé spektruma x(t)');
xlabel('Frekvencia (Hz)');

ylabel(" [X(f)|");

figure(4);

plot(f,2*abs(Y(1:NFFT/2)));

title('A zajjal terhelt jel fizikai amplitudd spektruma y(t)');
xlabel('Frekvencia (Hz)');

ylabel("[Y(f)|");

A program futasa soran a 4.20. és a 4.21. dbran lathat6 grafikonokat kapjuk.
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Zaj nélkdli jel Zajjal terhelt jel

L, I
°ﬁﬂﬁw1 m Wttt

I WMWW KNNBAG IR

-1.5F 4
2 V
-6
2.5 L L L L v L L L . 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 id6 (milisec)
id6 (milisec)

4.20. abra. A zaj nélkiili jel. 4.21. abra. A zajjal terhelt jel.

A zaj nélkiili és a zajjal terhelt jel id6 tartoméanyban igen jelentdsen kiilonbdznek
egymastol.

A zaj nélkdli jel fizikai amplitudé spektruma x(t) A zajjal terhelt jel fizikai amplitudé spektruma y(t)
1.2 T T T T T T T T T 1.4 T T T T T T T T
Ak 1.2
1
0.8
0.8
£ osf s
0.6
0.4 b
0.4 1
0.2 1 0.2 1 ﬂ ”
0 L A n n n n n 0 f L L L A L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
Frekvencia (Hz) Frekvencia (Hz)

4.22. abra. A zaj nélkiili jel fizikai spektruma 4.23. abra. A zajjal terhelt jel fizikai spektruma

A frekvencia tartoméanyban, mindkét esetben impulzusok cstucsosodnak ki a jelet képezd
frekvencidkon, ahogy ez a 4.22. és a 4.23. dbran is lathato.
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MATLAB alkalmazéasaval demonstraljuk a frekvenciatartoménybeli mintavételezés hatasat
a spektrumra. A példaban hasznaljuk fel a x[n] = cos (21‘[%) diszkrét harmonikus
fiiggvényt.

A feladat megoldasat végzo kod:

n = [0:29]; % Harminc minta az iddében
X = cos(2*pi*n/10); % 10 mintat vesziink periodusonként

N1 = 64; % Harom médon szamoljuk az FFT-t

N2 = 128;N3 = 256;

X1 = abs(fft(x,N1)/size(x,2));

X2 = abs(fft(x,N2)/size(x,2));X3 = abs(fft(x,N3)/size(x,2));

F1 = [0 : N1 - 1]/N1; % A frekvencia normalizalasa @ t6l1 1 - 1/N ig.

F2 = [0 : N2 - 1]/N2;F3 = [0 : N3 - 1]/N3;
subplot(3,1,1);plot(F1,X1," -x"),title('N = 64"'),axis([@ 1 @ 0.6])
subplot(3,1,2);plot(F2,X2,"-x"),title('N = 128"'),axis([@ 1 © ©.6])
subplot(3,1,3);plot(F3,X3," " -x"),title('N = 256"'),axis([@ 1 © 0.6])

Az eredményiil kapott spektrumok az alabbi dbran lathatok.

N = 64
0.6 T T T T T T T T T
0.4 -
0.2 B
0 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
N =128
T T T T T T T T T
0.4 -
0.2 B
0 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
N = 256
T T T T T T T T T
0.4F
0.2
0 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

4.24. abra. FFT eredménye kiilonbozo frekvenciatartomdanybeli mintavételezés esetén.

Lathato, hogy a frekvencidkat normalizaltuk 0 és 1 kozé. A spektrumon két cstcs jelent
meg a 0.1-nél és a 0.9-nél. Ez a példdban megadott koszinusz frekvenciajanak felel meg
(1/10). Az éabrézolt jel csak alap harmonikust tartalmaz. Azt is latjuk, hogy fiiggetleniil
attol, hogy 64, 128, 256 mintat vesziink, frekvenciatartomanyban a spektrum é&brazolasa
nem moédosul jelentsen.
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Feladat 4.5.3.

MATLAB alkalmazéasaval vizsgaljunk meg kiilonb6zé hosszusagi idésorok hatasat a

spektrumra. A példaban hasznaljuk fel a x[n] = cos (211%) diszkrét harmonikus

fiiggvényt.

Megoldas:

n = [0:29];

x1 = cos(2*pi*n/10); % 3 periddus

x2 = [x1 x1]; % 6 perioddus

x3 = [x1 x1 x1]; % 9 periddus

x4 = [x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3]; % 90 periddus

N = 2048;F = [0:N-1]/N;

X1 = abs(fft(x1,N)/size(x1,2));X2 = abs(fft(x2,N)/size(x2,2));

X3 = abs(fft(x3,N)/size(x3,2));X4 = abs(fft(x4,N)/size(x4,2));
subplot(4,1,1);plot(F,X1),title('3 periodus'),axis([@ 1 @ 1])
subplot(4,1,2);plot(F,X2),title('6 periodus'),axis([@ 1 @ 1])
subplot(4,1,3);plot(F,X3),title('9 periodus'),axis([@ 1 @ 1])
subplot(4,1,4);plot(F,X4),title('99 periouds'),axis([@ 1 @ 1])

3 periodus

1 T T T T T T T T

0.5F
0 . I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
6 periodus
1 T T T T T T T T T
0.5F
O 1 L 1 1 1 L 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

9 periodus

1 T T T T T T T T

0.5F
0 NJ\mI\NM (N | | | 1 L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
90 periouds
1 T T T T T T T T T
0.5
O l | | | | | | | l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

4.25. abra. Kiilonbozé hosszusagu idésorok hatasa a spektrumra.
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A példaban lényegében kiilonb6z6 hosszasagu iddsorokat elemziink. Az elsé spektrum
a jel 3 periddusu hosszara vonatkozik, a masodik 6 periddusra, a harmadik 9 periddusra és
végiil a negyedik 90 periddus hosszusagl jel elemzésének eredményét mutatja. A koszinusz
jelet valtozé6 méretli ablakon keresztiil figyeljiik. Jelen ablakozas lényegében egy
négyszogjellel vald szorzast jelent. A négyszogjel Fourier transzformaltja a sinc()
fiiggvény. A folytonos idejii koszinusz Fourier transzformaltja a jel frekvencidjanal 1évo
Dirac-impulzus. Tehdt minél nagyobb az ablak, annal jobban érvényesiil a koszinusz
Fourier transzformaltja, és anndl kevésbé a négyszogjelé. Az idésor méretének novelésével
egyre jobban egy Dirac-impulzusra fog hasonlitani a DFT és nem pedig a sinc() jelre, mely
a jel frekvencidjara van eltolva.

Ha tehat id6ben meghosszabbitom a sort, akkor jobb mindségli Fourier transzformaciot
tudok végezni. A frekvenciatartomanyban vett mintak szdma viszont nem valtoztatja meg a
Fourier transzformacié eredményét jelentdsen.

Feladat 4.5.4.

MATLAB alkalmazasadval hozzuk Iétre egy harmonikus jel matematikai és fizikai
spektrumat relativ egységekben.

A példaban hasznaljuk fel a x[n] = cos (211 %) diszkrét harmonikus fiiggvényt.

Megoldas:

2048;

n [0:149];x1 = cos(2*pi*n/10);N =
= fftshift(X);

X = abs(fft(x1,N)/size(x1,2));X
figure(1);

F = [-N/2:N/2-1]/N;plot(F,X),
title('A matematikai spektrum');xlabel('frekvencia / f s')
figure(2);

F = [@:N/2-1]/N;plot(F,2*abs(X(N/2+1:N)));

title('A fizikai spektrum');xlabel('frekvencia / f s');

A matematikai spektrum A fizikai spektrum

0.7

1.4

0.6 q 1.2
0.5 1
0.4 0.8
0.3 0.6

0.2 0.4

0.1 0.2

P 1 LWL L SO L | | 0 . A
05 -04 03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 005 0.1 015 02 025 03 035 04 045 05
frekvencia / fs frekvencia / fs

4.26. abra. A harmonikus jel matematikai 4.27. abra. A harmonikus jel fizikai spektruma
spektruma
A matematikai spektrum esetében a jel energiaja megoszlik a pozitiv és a negativ
frekvencidkon ahogy ez a 4.26. abrdn is lathat6. A fizikai spektrum csak pozitiv
frekvenciakat tartalmaz, melyet a 4.27. dbran figyelhetiink meg.
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5. A Z-transzformacio

A Z-transzformécio egy hasznos eszkoz a diszkrét ideji jelek és rendszerek analiziséhez.
Mig a folytonos idejli rendszereknél a Laplace transzforméciot hasznéljuk, addig a diszkrét
idejl jelek és rendszereknél a Z-transzformacidt. A Z-transzformacio alkalmas az egyenld
egylitthatoju differenciaegyenletek megoldasara, az adott bemenetli linearis iddé-invarians
rendszerek, és a linearis szlirok valaszainak kiértékelésére.

Ebben a fejezetben bepillantast nyeriink a Z-transzformacioba, és megvizsgaljuk, hogy
hogyan lehet ennek a segitségével a kiilonb6z6 problémakat megoldani.

5.1. A Z-transzformacio definicioja

crer

(DTFT=Discrete-Time Fourier Transform).

X(ej“’) = Z x(n)e Jne
n=-—oo
Habar rendszerint ez a sorozat konvergens, sziikséges hogy a jel dsszegezhetd legyen.
Ennek ellenére a legtobb gyakorlatban eléforduld jel nem Osszegezhetd, és ezért ez az
Osszegképlet nem alkalmazhato.

Néhany bevezetd példa:
x(n) = u(n) x(n) = (0.5)nu(—n) x(n) = sin(nw,)
A Z-transzformacio a DTFT altalanositasa, amivel az 0sszes sorozat megoldhato, és a
kovetkezd képen definidlhato:

Definicio: A folytonos idejii x(n) jel diszkrét idejii Z-transzformacidja a kovetkezo
képen definialhatd: X(z) = Y _x(n)z ™ ahol z = re/“komplex szam. x(n) & X(z)

A Z-transzformaciot tekinthetjiik ugy, mint a DTFT-nek egy exponencidlisan sulyozott
sorozatat. Specifikusan, magyardzva a z = re/® -val: X(z) = Y2 _o x(n)z " =
Yo o [r T x(n)]e™ /™ igy lathatjuk, hogy az X(z) az r"x(n) sorozat diszkrét idejii
Fourier transzformaltja. Belathat6 az is, hogy a konvergenciatartomany:

Yo — o |x(M)r™™| < oo Mivel a Z-transzformacid komplex értékkel valdé miivelet, azért
a kovetkezd képen is felirhato: z = Re(z) + jIm(z) = re/® ahol Re(z) a z-sik val6s,
mig az j Im(z) a z-sik képzetes része. Ahogy az 5.1. dbran lathato, z-vektor felfoghato egy
egység sugaru kor egy vektoraként, vagyis |z| = 1. A vizszintes tengely a valds tengely,
mig a fliggbleges a képzetes tengely.

Tehat a Z-transzformacio kiértékelheté az egységsugari koron is a DTFT-hez a
kovetkezd képen:

X(e'®) = X (2)|z = e/®
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Tobb specifikdcioban az X(z) kiértékelését
ugy értelmezik, mint egy egységnyi sugari kor
Egvstg sugan keér korvonalanak pontjait. Ennek kezddépontja z =
1(w=0), ez folytatddik z=j -n keresztiil
(w=m/2), egészen z= —1—-ig (w =m). gy
megkaphatjuk az X (e/®) értékét a 0 < w <

| : \ » Re(z) T intervallumban.
\ J A fontosabb jelek tdbbségének a digitalis

jelfeldolgozéasban van Z-transzformaltja, ami egy
raciondlis tortfliggvény forméjadban irhaté fel:

Im(z)

Zq:b(k)z"
X(Z):B(Z):kzo
5.1. dbra A2 S ai)z
A szamlalo ¢és a nevezd megfelelé polinomjainak hanyadosaval az egyenlet a
[[a-8.2"
kovetkezéképen irhatd fel: X(2)=C5———_ A szamldlé polinomjinak gydke, By, az
[Ta-a.2z"

k=1
X(z) zérusa, a nevezd polinomjanak gyoke, oy, az X(z) polusa. Tehat igy a racionalis
tortfliggvény tartalmazza a polusokat és a zérusokat, valamint egy konstans szorzét. Eppen
ezért ez a képlet sokkal reprezentativabb az X(z)-vel kapcsolatban, mert megadja a z-sik
polus-zérus pontjait. A polusokat "x "-szel, mig a zérusokat "0 "-val jeloljiik.

A megoldasok halmaza, amit konvergenciasugarnak, vagy konvergenciatartomanynak
neveznek (region of convergence=ROC), altalaban a < |z| < [ nagysagl korvonal.

Haa = 0, akkor a megoldasok halmaza tartalmazza a z = Opontot, illetve haff = oo,
akkor a megoldasok halmazaba beletartozik a végtelen is. Az X(z) racionalizalasahoz a
megoldasok halmaza nem tartalmazhat podlust. A megoldasok halmazanak 3 fontos
tulajdonsaga van:

1. Egy véges hosszu sorozatnak van Z-transzformaltja, és a megoldadsok halmazaba
beletartozik a teljes z-sik, kivéve az = 0-t és az = oo-t. Az = 0 pontot akkor
tartalmazhatja, ha az x(n) = 0,n > O esetén. A z = oo-t akkor tartalmazza, ha az
x(n) = 0,n < 0 esetén.

2. A jobbrol korlatos sorozatnak van Z-transzformaltja, és a megoldasok halmazaba a
kor kiviili rész tartozik bele, vagyis |z| > a

3. A balrdl korlatos sorozatnak van Z-transzformaltja, és a megoldasok halmazéaba a
kor belsd része tartozik bele, vagyis |z| < 8

5.2. Tulajdonsagok:
Tovabbi DTFT-vel kapcsolatos fontos €s hasznos tulajdonsagok:
Linearitas
A Z-transzformécido egy linearis operator. Tehat ha x(n)-nek létezik Z-transzformaltja
(X(z)), amelynek a konvergenciasugara Ry, és y(n)-nek is 1étezik Z-transzformaltja (Y(z)),
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amelynek a konverganciasugara R, akkor : w(n) = ax(n) + by(n) <E> W(z) = aX(z) +
bY(z) és a w(n) megoldasanak a konvergenciasugara tartalmazza Ry és R, metszetét
Rw =Ry NR,
Példaul:
x(n) = u(n) ésy(n) = u(n—1), igy az X(z) és az Y(z) megolddsdnak a halmaza
|z| > 1. Habar w(n) = x(n) - y(n) = 6(n), vagyis az egész z-sik.
Eltolas

Legyen x(n) olyan sorozat, amelyet (tetszoleges modon) kiterjesztiink negativ indexekre is,
¢és legyen u, (k) az egységugras sorozat. Legyen tovabba az X = Z{xn} Z-transzformalt
konvergencia sugara R, és legyen k > 0 rogzitett egész. Ekkor

a) Z{un(k) x“_k} = z27%X(2),|z| > R, (eltolas jobbra)

b) Z{x"*k} = z*X(2)- ki x,z¥™ |z] > R, (eltolas balra)
1d6 megforditasa

Ha x(n) sorozatnak létezik X(z) Z-transzformaltja R, konvergenciasugarral, aminek a
korgytirije a < |z| < P nagysagl, akkor az iddben visszaforditott sorozat x(—n) Z-
transzformaltja
x(—n) & X(z~1)
¢és a konvergencia sugara 1/ < |z| < 1/a, amiegy 1/R, konvergenciasugarat jelent.
Exponencialissal valo szorzas

Ha egy x(n) sorozatot egy komplex o" exponencialissal szorzunk akkor,
o x(n) & X(a 1z)

ezaltal a konvergencia sugar skalazodik
(X_l
< |z|< 1 < |or. < |z| < |a|
Konvolucids tétel

Talan a legfontosabb Z-transzforméacids tulajdonsag a konvolacids tétel.

Két idofiiggvény konvolucidja, a fliggvények transzformaltjainak szorzataként is
megadhato.

f(t) * g(t) =F(w) x G(jw)
Ezt, ha konvergens sorokra Kkiterjesztjiik, akkor: y(n) = u(n) * h(n) & Y(z) =
U(z)H(z)
Y(z) konvergencia sugara igy Ry és Ry metszete lesz.R, = Ry N Ry

Megjegyzés: Az Y(z) konvergencia sugar akar nagyobb is lehet az U(z)H(z) eredmény
pOlus-zérus kiejtésével.

Konjugalas
Ha x(n) Z-transzformaltja X(z), akkor x(n) komplex konjugéltjdnak Z-transzformaltja:
x*(n) < X*(z%)
Kovetkezésképpen ha x(n) valos érték (x(n) = x*(n)) akkor: X(z) = X* (z%)
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Derivalas
Ha x(n) sorozat Z-transzformaltja X(z), akkor nx(n) Z-transzformaltja:

ax(z)
nx(n) z > 2,

Ez a tulajdonsag érvényes barmely n¥x(n) sorozat Z-transzformalasara (barmely k
egész szamra).
Kezdeti érték tétel
Ha x(n) = 0,n < 0, akkor x(0) meghatdrozhatdé a sorozat Z-transzformaltjanak
ismeretében:

x(0) = lim,0 X(2) = lim,Le(x (0) + x (Dz71 + x (2)z7%+...)

5.3. Az inverz z-transzformacio

A Z-transzformacio egy hasznos eszkoz a linearis rendszerek analizisében. Ugyanolyan
fontos egy x(n) sorozat Z-transzformalasa, mint egy X(z) érték invertdlasa, hogy abbol
visszanyerjiik az eredeti X(n) sorozatot. Itt talalhato 3 lehetséges mod az invertalasra.

Racionalis tortfiiggvény alaki z-transzformaltak esetén
ko bRz TTiea(1— Brz™)
i:oa(k)z_k z:l(l - akZ_l)
Ez egy egyszeri ¢és viszonylag konnyen elvégezhet6 moédja az inverz Z-
transzformacionak, ha X(z)-t parcialis tortekre bontjuk.

X(2) =

Feltételezve, hogy p > q, és a nevezd gyokei egyszeres polusok, a; # oy minden

. . 11, 4 z A . = p Ak
i # k-ra X(z) a kovetkezoképen irhato fel: X(z) = Y)_, Pp—

ahol Ay a kovetkezOképen irhato fel: A, = [(1 — akz‘l)X(Z)]Zzak.

Ha p < q, akkor a parcidlis tortfliggvényiink egy polinom osztas lesz. A polinom
osztas egyiitthatdit hosszu osztas eredményeként kapjuk meg.

Magasabb rendii pélusok esetén a tortfliggvény modosul. Példaul mésodrendli polusok
By B,
1-apz™!l  (1-apz~1)2

esetén z = ay, 2 részre oszlik: ahol B; és B, a kovetkezéképen

adhatd meg: B; = a;, [% (1- akz‘l)zX(z)] LBy =[(1- a4,z 1) X(2)]22q,
zZ=ay
Hatvanysor
A Z-transzformalt nem mas mint egy hatvanysor:
X(2) =Y% _x(m)z"= .+x(-1)z71 + x(0)z° + x(1)zt + x(2)z% + ...
Ha sorba tudjuk fejteni X(z)-t, x(n) elemei z~"egyiitthatoi lesznek.
Gorbe menti integral

A harmadik lehetéség, hogy egy X(z) inverz Z-transzformaltjat megkapjuk, hogy vessziik
az X(z) gorbe menti integraltjat. Ez a médszer a Cauchy-féle integral tételen alapszik, azaz
hogy létezik egy C pozitiv irdnyitast zart gorbe, ami kozrezarja az origdt, és teljes
egészében a konvergenciasugarban fekszik, akkor x(n) egyiitthatoit a kovetkezdképen
kapjuk meg:
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1
x(n) = z—ﬂjng(z)Z"_1 dz

Ezt az integralt a Reziduum-tétel segitségével értékeljiik ki:
1 _ -
x(n) = ;jgﬁcX(z)Z" Ldz = Y[Res(X(2)z" |z = ap)]

Reziduumok C-be es6 z = oy egyszeres polus esetén:
Res[x(2)z"" ;- ar] = [(1 - axz™) X(@)2" ] |z = ay
A vonal menti integralds akkor hasznos, ha x(n)-nek csupan néhany értékére vagyunk
kivancsiak.

5.4. Az egyoldalas Z-transzformacio

Az eddigiek soran a kétoldalas, ugynevezett bilateralis Z-transzformdaciot targyaltuk.
A kovetkezOkben az egyoldalas, ugynevezett unilateralis Z-transzformaciordl lesz szo.
Az egyoldalas Z-transzforméaciot a kovetkezoképen definialjuk:

X1(2) = Xn=ox(m) z7"

5.4.1. Tulajdonsagok

Ugyanazok a tulajdonsadgok érvényesek az egyoldalas Z-transzforméciora, mint a
kétoldalasra, kivéve egyet; az eltolasi tulajdonsagot. Arra a kovetkezd képlet érvényes:

x(h—1) «—2 » 721X @2)+x(—1)
Az egyoldalas Z-transzformaciot a kezdeti értékkel rendelkezd allandod egyiitthatos
differenciaegyenletek megoldasara hasznaljak.

5.5. Feladatok

Feladat 5.5.1.

crer

Abrazoljuk a konvergencia tartomanyt! x(n) = a™u(n)

Megoldas

X@) = Tfewx(mz™ = Siea” 2" =  Imi2)
Yneolaz )" = PRp—

A sorozat akkor konvergens, ha |az™!| < 1. Ezérta e -
konvergencia tartomany az |a| < |z|. vagyis, az a-nal [ @ Ee(z)
nagyobb sugaru konvergencia tartomany (konvergencia \\ /
sugar). Vagyis X(z) = ﬁ Tehat X(z)-nek z = 0-ban N s
van z€rusa, €s Z = o- ban van pdlusa.

A polus-zérus, és a konvergencia tartomanyt az 5.2.
abran lathatjuk. 5.2. abra
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Feladat 5.5.2.

Szamitsuk ki az x(n) = sin(an) sorozat Z-transzformaltjat! Hasznaljuk a Z-
transzformaci6 linearitasi tulajdonsagat!

Megoldas

Euler-formula szerint: sin(an) =

eian_e—ian
2i

. 1 ian ian 1 z z 122 —ze™@ — 722 + zel®

st = (260 101 = 4 e

z sin(an)

z—eld z—e"ia

T 22 —2zcosa +1

Feladat 5.5.3.
Oldjuk meg a 3x,,,1 = 3x, — 1, x, = 1 differenciaegyenletet!

Megoldas
Vegyiik az egyenlet mindkét oldalanak Z-transzformaltjat z X(z) — zx, = 3X(z) — -
¢s hasznaljuk a kezdeti ért¢k feltételt:

Z Z Z
(Z —B)X(Z) = 7 — ; i X(Z) = ;—m
Feladat 5.5.4.
. . n/10 __

Mi a kdvetkezd sorozat Z-transzformaltja? x(n) = {a 0 '"e‘goy'ff;',ff,ﬁo , ahol || < 1.

Megoldas
X(n) sorozatot tekinthetjiik egy exponencialis sorozatnak is.

au(n)e——> - ;z—l |z|> a
. i 1
Igy x(n) Z-transzformaltja: X(z) = ppp—) |z| > a
Feladat 5.5.5.
2 _

Szamitsuk ki az inverz Z-transzformaltjat a kovetkez6 Z-transzformaltnak: X(z) = ﬁ

Megoldas

2 _
Parcidlis tortekre bontas modszerével: X(z) = Z,Z—Z =7z (E L 411 )= (E ~Z 4
z% +z-20 3 z+5 3z-4 3 z+5

z
3z—-4

) vagyis: Z71{X(z)} =§(—5)” + %4”
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Feladat 5.5.6.
Mi a kovetkez6 2 id6fiiggvény konvoltcioja? x(n) = a™u(n)  h(n) =3(n) - a d(n— 1)

Megoldas
x(n) Z-transzformaltja: X(z) = — ;{z‘l |z| > a
h(n) Z-transzformaltja: H(z)=1— az™? |z| <0

Mint latszik, a 2 sorozat Z-tanszformaltja egymas inverze. Igy a 2 Z-transzformalt

konvolicidja: Y(z) = X(z)*H(z) = l—oaz7l=

1-az™1

Feladat 5.5.7.
2z%2 4+ z

Mi a kovetkezd fliggvény inverz Z-transzformaltja? X(z) = Y

Megoldas
x(n)=3n+2

Feladat 5.5.8.
Z-transzformalt médszerével adjuk meg a kdvetkez6 rekurzidkat!

Xn +2 _sxn+1+6xn:()7 xO:17 xlzoa

Megoldas
X(z)=-23" +32"

Feladat 5.5.9.
Mi a kovetkez6 sorozat Z-transzformaltja? x(n) = 3" cos 2n

Megoldas

2
z“ —3zcos2
X(z)=—————
() z2 —6zc0s2 +9

Feladat 5.5.10.

z2 43z
(z -3)?

Mi a kovetkezd fliggvény inverz Z-transzformaltja? X(z) =

Megoldas
x(n) =(2n+1) 3"
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6. A jelek szurését végzo rendszerek

Altalaban a sziir6k feladata, hogy 6sszetevéket valasszanak szét. A jelfeldolgozas esetében
a szétvalasztas altaldban frekvencia alapon torténik. Ami valdjaban azt jelenti, hogy a sziird
bemenetére vezetjliik a szlirni kivant jelet, a kimeneten pedig megjelenik a nem kivant
Osszetevok nélkiili, modositott bemenet.

Mivel a sziirdk LTI rendszerek, igy annak kimenete FI esetben meghatarozhaté mint a
rendszer sulyfliggvényének és a bemenetének konvolucidja: y(t)=g(t)*u(t), ahol g(t) a
szUrd sulyfliggvénye, u(t) a szlird bemenete, y(t) pedig annak kimenete.

Amint ismeretes az id6 tartoméanybeli konvolucid frekvencia tartomanyi megfeleldje a
szorzas. Ezért : Y(jw)=G(jo)U(jo) , ahol y(t)—L—=Y(jw) , ull)—~L>U(jo) ,

: Y(j
g(t)% G(jw) . A rendszer frekvenciafiiggvénye ekkor: |G(jo) = % .
o

A frekvenciafiiggvény a sziird amplitudd erdsitését ¢és faziseltoldsat irja le a

frekvenciatartomanyban. A komplex fiiggvény felbonthaté az amplitidot modosito részre:

| o NI Y Go)
Y(jo) = G(jo)U(jo) = [Y(j0) =|G(jo)|U(jo)=|G(jo) = UGo)| ¢ a fazist modosito

részre: arg Y (jo) =argG(jo)+argU(jo) = argG(jo) =arg Y(jo)—arg U(jo) .
A frekvenciafiiggvény két polinom hanyadosaként jelentkezik, ugyanis az egy bemenetii
¢s egy kimenetli LTI rendszer allandd egyiitthatos differencialegyenlettel irhato le a
kovetkezdk szerint:
o dy® & dfu)
g T & e
k=0 k=0

= , vagyis:
dNy dely dy dMu dMilu du
ath—N+aN_IW+..-+a]E+aO :bMdt_M.pr_]W.F..._Fb]Z_,_bO

A fenti idGtartomanybeli leirdsnak a képe frekvenciatartomanyban, figyelembe véve,
hogy az iddbeni derivaltnak jw-val val6 szorzés felel meg a kdvetkezo:

iak(jw)kY(jw) = ibk(jw)kU(joo) = {Z a’k(j('o)k:|Y(j('0) = {Zbk(jw)k}U(jw) =

b, (o) .
G(_](D) — Y(J(D) — k=0 _ PM(.](D)

UGo) S, oyt o)

A polinom per polinomos alak jelentdsen megkonnyiti az amplitadé €s fazisvaltoztatas
elemzését.
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Bode diagram

Az amplitudo és a fazis frekvenciafiiggésének abrazoldsara alkalmazhat6 a Bode diagram.
Az amplitudo:

|G( ja))| = \/ (Re{G(jo)}) +(Im{G(jw)}] alkalmas szamitisa a logaritmust felhaszn4lé
valtozat, ami a kovetkezOképen szamithato: |G( ja)l 5= 2010g10|G( ja))| . Az er0sités
|G( ] m] . orafikus abrazolasa @ > 0 esetében a Bode diagram amplitudo gorbéje.

Az ébrazolas soran a fiiggetlen valtozot is logaritmikus skalaban vessziik fel.
A komplex szdmban hordozott masik informacié a fazis. A szlird fazist modositd

fiiggvénye a fazis karakterisztika. Szamitasa a kovetkezo:

arg{G(jo)} = arctg(%) Az arg{G(jw)} brazolasa a frekvencia fiiggvényében a

Bode diagram fazis diagramja.
A frekvenciafiiggvény polinomjai felirhatok gyoktényezds alakban a kovetkezok

szerint. A nevezo:

0y(jo) =Y a,(jo) = ay(jo) [[(e + jo)*

2 . . Er
(2 +07 +20,(jo)+ (o) |,
1 ahol

v-az =0 gydk multiplicitasa, N, -a kiillonb6z6 valos nullak szama, —(ak )- valos nulla

zz

b
Il

A, - pedig annak multiplicitasa, N.-a kiilonb6zé komplex nulldk szama, — (Uk +JS, )- a
komplex nulla, & - pedig annak multiplicitasa.
[j(o+ (G+ jg)] [j(n+ (G - jg)] =(jo)’ +20jo+ 06> +¢*. A polinom valos, igy érvényes, hogy a
Ny Ne
zérushelyek szama v+ A4+ & =N,
k=1 k=1
A szamlalora gyoktényezds alakja:
M My M,
PyGo)=Y b,(o) =b, [ (B, + joy T10i + ol +2n.Go) + o))"
k=0 k=1 =

k=1
M ,-a kiilonboz6 valos nullak szama, —(f,)- valos nulla g, - pedig annak multiplicitésa,
M .-a kiilonb6z6 komplex nulldk szama, —(]/k + jpk)- a komplex nulla, 77, - pedig annak
multiplicitasa. Itt is érvényes, hogy a polinom valds, igy érvényes, hogy a zérushelyek
My M
Z/Jk + Zﬂk =M
szama =1 k=1
A fentiekkel 6sszhangban a frekvenciafliggvény a kovetkezok szerint alakul:

My M,
b [ By + i) TT(72 +p2 + 27, (j0) + (jo)* )"
k=1

k=1 _

. Py (JOJ)
G _ -
U9 =4, o)

c

ax(jo) T (o +jof* TT(c2 + 07 + 20, (jo) + (jo)*

1

N
k=
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My M
(1+jo/B ) [T +21, Go) /(v +p) + (o) /vE +p2))"
_ k=1 k=1
=k v Al Ay e . 2 2 . N2 2 25 ek > ahol
Go) T[+jo/a, ) T]{+20, (j0) /(G2 +02)+(j0)* (g +02))
k=1 k=1

Mg M,
b [T 02 +p2 )"
k=1 =

k=1

Nr B N,
ay(jo) H H(€k+6k)
k=1
valtozatat:
2010g|G(jco)| = |G(j03)|

K =

. Vegyiik a fliggvény modulusat és annak decibeles

My M
[10+i0/B, P TT0+2v, o) /(v7 +p2)+ (o) 1y} +p0))"
=20log| [K —*= 1 k=1

(jco)“H(lﬂco/ock)“ [10+20, (G0 /(GE +67)+(j0)* /(} +02)f*

k=1

A szorzat és a hanyados logaritmusara vonatkozé torvény alkalmazasaval:

My Mc
=20logK + Y, 20logll+jo/ B, |+ >, 20logll + 2y, (j0) (v} +pp) +(jo) (v} +p)| -
k=1 k=1

Ny Ne
—v2010g0)—2kk2010g|1+j0)/0ck|—2<2k 2010g‘1+2c5k(j0))/(gi +o0;)+(jw)* /(g +Gi)‘
k=1 k=1

A fiiggvény argumentuma:

arg|G( ] (o)| =

Mg Mc
3 arg(l+ jo/B )+ >y arg(l+2y, (jo) (v2 +p2) +(jo)* (vE +p7))-
k=1 k=1
Ny N¢
—varg(jo) - > A, (1+ jola,) - 3 &, (1+20, (j0) (G +62) +(jo)* /(G +67))=
k=1 k=1

Mg Mc . 2 2
Zukarctg(BE}anarctg(zYk(J‘”) e +§k)j_
k=1 Kk

k=1 - /Yy +py)

g]_’“zc akarctg[zcsk (jo) (s} +ci>j

k 1—(,02/(gk+0k)

Ny
- vgsgn(co) - Zkkarctg(
k=1

A fenti egyenletekbdl lathatd, hogy az amplitudo és a fazis karakterisztika eldallithato 4
alapvetd grafikon 0sszegébdl €s kiilonbségébol.

Ezek kozil az elso:

G1(jo) = 20logK G1(jo)| = 20logK = (K)dB ;
argG4(jo)=0

Az els6 alakhoz tartozé amplitado és fazis karakterisztika a 6.1. dbrén lathato.
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5.
K(dB}
.

6.5

1
55

5
1

argk
0.5

s AT L LI Ty S R Sl
107 10° 10 wiradis)  10°

6.1. abra. Az elso alak.

A grafikon egyszerii. Az amplitad6 karakterisztika allando, a fazis karakterisztika pedig
nulla, a frekvenciatdl fiiggetlentil.

A masodik alak:
G, (jo) =-v20log(jo) G2 (jo)| = —v20log|je| = ~v20loglw| ; argG(jm) = —vgsgn(co)

A masodik alakhoz tartoz6o amplitado és fazis karakterisztika a 6.2. abran lathato.

e AN T i R R
G208,
0
-20

-40

-80
0

argG,(jo}
45

-80

-135

-180
10

6.2. abra. A masodik alak.

Az amplitdid6 karakterisztika ebben az esetben egy egyenes, mely annyiszor
20dB/dekad meredekséggel esik amekkora az adott gyok multiplicitasa. A fazis
karakterisztika pedig alland6. Egy egyszeres multiplicitast ilyen tipust gyok 90 fokot fordit
a fazison.

A harmadik alak:
G;(jo) =p20log(l+ jo/a), G,(jo)| = p20log(1 + jew! d|)
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|G;(jw)| = p20log(l+ jw/al) =

2
|G3(]a))| = p20log 1+?

argG,(jo) = p-arctg%

e pZOlog\/I w<<a 0 w<<a
G.(jo)| = p20log.|/l+— =~ 2 ~ w
Gy (j@)| = p20log, 1+ p20log | w>>a|P20l0g? w>>a
a

o 0 w<<a
G,(jo)=p-arctg—=3 T
arg s a pE w>>a
Bode javaslatara a grafikon egyszerlibb dbrdzolasa érdekében fogadjuk el a kovetkezd
approximaciot:
0 w<a

|G3(jm)| ~ p2010g9 w>a
a

A harmadik alak abrazolasanak megértésére elemezziik a kovetkezd példat:

Legyen Gj3(jo) = ﬁ A példahoz tartoz6 Bode diagram, mely a 6.3. abran lathato
+jo

két grafikont tartalmaz. A szaggatottal dbrazolt a vald, mig a telivel az aszimptotikus
amplitddé diagram. Az abrabol lathatd, hogy az aszimptotikus és valos diagram kozotti
legnagyobb eltérés éppen w =a esetben mérhetd, az eltérés értéke pedig 3dB. A gorbe

lefelé torik mert az atviteli fliggvény polusardl van sz6 G;(jo) =-20log(l+ jo/2).

.......

------------------------------------------------------
0

-20dB/dec : .

' ' o e ' ' [ A A ' [ R
........ P N R ot Il el el i et et e (S e T e T e U AP JU iy R
' ' oo T \ TTOTY T h [ i

6.3. abra. A harmadik alak.
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A faziskarakterisztika abrazolasara Bode azt javasolta, hogy a fazisvéltozast egy

egyenessel kozelitsiik, mely 0° bdl indul @ =0.1-a frekvencianal és % nél fejezddik

®=10a értéknél. Ertéke w =a nal pontosan R Itt is szaggatottal lathaté a pontos

faziskarakterisztika, telivel pedig annak kozelitése.
A negyedik alak a kovetkezd:

. 2
1+ j2bca)+(£j
C

. 2
G,(jo)= q2010g[1 + i2bewm + (Ej J G,(jo) = ¢20log
C

Ebben az esetben ¢és kozelitsiik a fliggvényt a kovetkezok szerint:

o 2 0 w<c
G, (jo)| = q2010g 14{7} ®1q40log? w>c
a ) 2:2 )
argG,(jo) = qarg 1+(%) zq2arctg%

A negyedik alak dbrazolasanak megértésére elemezziik a kovetkezd példat:
1

Gy (jo)

14 j4bo + (jo! 2)2
A példahoz tartozé grafikon a 6.4. abran lathato.

6.4. abra. A negyedik alak.

© Pletl Szilveszter, Magyar Attila www.tankonyvtar.hu



http://www.tankonyvtar.hu/

122 JELEK ES RENDSZEREK PELDATAR

A 6.4. dbra elemzésébdl kideriil, hogy jelen esetben az approximdcié nem minden
esetben helytdllo. A csillapitas fiiggvényében jelentds eltérés tapasztalhatd a valds és a
kozelité gorbe kozott.

Pé¢lda egy tetszOleges Osszetett fliggvényre:
1+ jo
jo(l+ jo/10)

G(jw)=

A példara jellemz6 Bode diagram a 6.5. dbran lathato.

e EA S S A e e e e

) 30
ElisldB_
10

0+

-10
20

-30
-30

argG(Jw)

6.5. abra. Példa megoldasa.

A diagram rajzolasa el6tt sziikséges meghatdrozni a torésfrekvencidkat. A példaban az
els6 =0 frekvencian talalhatd, ezért az els6 tipusu alakhoz tartozo elem hatasara az

rad

erdsités 20dB/dekad meredekséggel csokken. A méasodik o = l[ } frekvencian van. Ez a

S€C

rad

torésfrekvencia felfelé tori a gorbét. A harmadik o = 10{ } frekvencian 0jbol lefelé tori a

S€C

gorbét. Az eredd amplitudé karakterisztika az egyes aszimptotikus karakterisztikak
Osszegébdl all 0ssze és vastag teli vonallal van abrazolva a 6.5. dbrén.

Savszélesség

Egy jel esetében azon komponensek jelentések, melyek amplitiddja nagyobb az @ =0

amplitado ﬁ -el szorzott értékénél.

Ebbdl kiindulva beszélhetiink savszélességrol. Az az @,, melyre érvényes, hogy:
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IX(joog ] = l2|X(0)| a jel savszélessége.
X(jo |
2010 XGo| =20log(v2 )=3dB
g( X j ek
Szirés
u(t) Siiré y(t) A s.zﬁrékﬂ felgda?:a,,h’ogy. a be@ene?ep
—> G(jo) — > megjelend, szlirni kivant jelet modositja

Y(0)=G(jo)U(jw) gy, hogy a kimeneten a nem kivant
Osszetevok nélkiili  jel, vagyis a
modisitott bemenet, jelenjen meg.

6.6. dbra A lineéris, folytonosidejii sziir tag
abrazolhato az alabbiak szerint:

A rendszer frekvencia fliggvénye:
G(jo) = |Gj eI

Idealis sziirdk esetén a sziird csak a jel amplitudojat modositja, a fazisat nem. Idedlis
esetben a jel azon frekvencia 0sszetevoit, melyeket nem szeretnénk atengedni a sztir6n 0
értekkel, mig azokat, amelyeket 4t szeretnénk engedni a sziirdn 1 értékkel szorozunk.
Idealis sziir6 csak elméletben, a matematikai felirdsokban 1étezik. A valosagban csak az
idedlishoz kozelitd szilir6karakterisztikakat tudunk eléallitani.

A legfontosabb sziir tipusok:

1. Alulateresztd szlird

2. Feliilateresztd szlird

3. Savatereszto szlird

4. Savvago sziird.

Az idedlis alulateresztd szlird amplitudo frekvencia karakterisztikéja:

, 1 < Gk , ,,
Es a leiro fuggvénye: |G(j(0)| = {O I(DI S b alulateresztd
Q) (Db
(Q1 ;
6.7. abra

Az idedlis feliilateresztd sziiré amplitido frekvencia karakterisztikaja:
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, _ 0 |o<o IG(jo) . "
Es a leir¢ fiiggvénye: |G(jo)| = [of <o feliilateresztd
1 |03| > Op
Op ;
6.8. abra
Az idedlis savateresztd sziiré amplitido frekvencia karakterisztikaja:

IG(jo)

1 , < |“)| <o, Sav ateresztd

Es a leiro fiiggvénye: |G(jo)| = {0 0] < 0, és|o]> o
a b

ey

[OF) Mp
6.9a. dbra
Az idedlis savsziiré amplitddo frekvencia karakterisztikaja:
. 0 w<lo<w Go)h o
Es a leiro fiiggvénye: |G(jo) = a<| _ < savsziird
1 Jo| <oy o> op
(QF) Op (;
6.9b. abra

A valés  folytonosidejii  aluldteresztd  szlird  frekvenciafiiggvénye  és
frekvenciakarakterisztikai, ahol wj, a sziird vagasi frekvencigja

G(jo)=——
() 1+ jo/o,

6.10. abra. Aamplitudo karakterisztika. 6.11. abra. Fazis karakterisztika.

A valés  folytonosidejii  feliilatereszté  sziirdé  frekvenciafiiggvénye — és
jo

frekvenciakarakterisztikai: G(jo) = ———.
Op + Jo
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4 |G(jo)ldB o T argG(jo)
) o.lmb Dy e > 010, G 1°‘I’% -
nl4
0
F
6.12. dbra. Aamplitudo karakterisztika. 6.13. dbra. Fazis karakterisztika.

A valéos  folytonosidejii  savateresztd  sziirdé  frekvenciafiiggvénye — és

. jo/o
frekvenciakarakterisztikai: G(jo) = , ) 1 )
1+ jo/ o)1+ jo/ ®y)
1 2
A [G(j»)dB argG(jo)
@y Wy
0 ! ! > T >
[O) [O)
-
6.14. dbra. Aamplitudoé karakterisztika. 6.15. abra. Fazis karakterisztika.

6.1. Analog sziirok vizsgalata

MATLAB programcsomag segitségével abrazoljuk a 6.16. abran lathatdé kapcsolas
frekvenciakarakterisztikéjat!

Uki

—>
1

R

‘0

6.16. abra. Egytarolos rendszer.

A feladatban szerepld az aramkor egy fesziiltséggenerator, egy kondenzator és egy
ellenallas soros kapcsolasbol all. Legyen a rendszer bemenete a fesziiltséggenerator
fesziiltsége up,(t) kimenete pedig u.(t) = uy;(t). A rendszer analitikus megoldasahoz

Kirchoff masodik toérvénye alapjan irjuk fel, hogy up.(t) = u.(t) + ug(t) . Masrészt
felirhatd az aramkorben folyd egységes i(t) aram, hogy i(t) =i .(t) = Cdud;t(t). Az

up(t) = Ri(t) , azaz ug(t) = RCZLL

vl behelyettesitve a fesziiltségeket tartalmazé
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.. . , . duc(t) Fourier .
Osszefiiggésbe kapjuk, hogy up.(t) = u.(t) + RC ool U (t) — U (Jw) , upe(t)
Fourier . ) . ) , . . , Uc(jw)
— Up.(jw) és ekkor Uy, (jw) = U.(jw) + RCjwU, (jw) valamint G(jw) = Uela) =
be

Ui(Gw) _ 1 . _ 1 _ 1 .
Upe(j®) ~ jwRC+1" G(]a)) " V1+w2C2R2_atan(wRC) V1+wZCZR? = — atan(wRC).

A feladatban megadott aramkor egy alulatereszté sziir, ugyanis: G(jw) = m

b

1 o g .
ahol: w;, = = & torési frekvencia.

A feladat megoldasara alkalmas MATLAB kod:

>> C=1e-3; R=2e3*pi;

>> omb=2*pi*1/(R*C)

>> num=[1]; den=[1/omb 1];
>> bode(num, den)

Bode Diagram

0 T T T T T
m.
System: sys
__-10 Frequency (rad/sec): 0.998
g Magnitude (dB): -3
() NN
:5 -20
'c
jo)]
2
-30
-40
0 R
—
\\
AN
=)
()
Z°
o -45 u
(2]
e System: sys
o Frequency (rad/sec): 1
Phase (deg): -45
-90 bbbl
-2 -1 0 1 2
10 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

6.17. abra. A MATLAB-ban kapott grafikon.

A rendszer paraméterei alapjan a torési frekvencia w;, = 1 [g] Ezen a frekvencian a
csillapitas 3dB, a faziskésés pedig 45 fok.
Modositsuk az el6z6 rendszert Gigy, hogy a kimenete legyen ug(t) = uy;(t).

Ekkor G,(jw) = UrGew) _ UwGew) _ _JwRC .o G,(jo) = ——— _atan (L)

Upe(jw) ~ Upe(jw) ~ jwRC+1 \/H—l WRC
w2C2R?
A feladatban megadott aramkor egy feliilatereszté sziiré, ugyanis: G,(jw) = w] fjw
b

1 ., .
ahol: w), = — a torési frekvencia.
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A feladat megoldasara alkalmas MATLAB kod:

>> C=1e-3; R=2e3*pi;

>> omb=2*pi*1/(R*C)

>> num=[1 @]; den=[1 omb];
>> bode(num,den) ; grid;

Bode Diagram

Dm—T T ]

10 A System: sys
N Frequency (rad/sec): 0.999
Q Magnitude (dB): -3.02
= 20 5
(o}
°
2
S, -30
©
=

-40

-50

90 =y

\\
>
Q
2
o 45 |
12
pe System: sys
e Frequency (rad/sec): 1.01
Phase (deg): 44.7
B ——
. I
107 10" 10° 10’ 10°

Frequency (rad/sec)

6.18. abra. A MATLAB-ban kapott grafikon.

Nem decibelben az amplitudé karakterisztika meghatarozasa:

>>wW=0:0.02:100; omb=1;
>>magGs=1./sqrt(1+1./(w.*omb)."2);
>>semilogx(w,magGs); grid

0.9

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

10? 10" 10° 10’ 10°

6.19. abra. Nem decibelben az amplitudo karakterisztika.

r I4 r . T4 r r r X3 r (4 . 1
Az abrén leolvashatd a csillapitas értéke a torésfrekvencian, ami NeE

© Pletl Szilveszter, Magyar Attila www.tankonyvtar.hu



http://www.tankonyvtar.hu/

128 JELEK ES RENDSZEREK PELDATAR

6.2. Digitalis sziirok
A digitalis sztironek, mint diszkrétidejii lineédris rendszernek az a feladata, hogy a
bemenetén jelentkezd jelsorozaton amplitudo és fazismodositasokat végezzen el.

A digitalis szliroknek két tipusa van. Ezek: a véges impulzusvalaszii FIR (Finite
Impulse Response) és a végtelen impulzusvalaszi IIR (Infinite Impulse Response) digitalis
szUro.

Legyen x[n] a rendszer bemenete y[n] pedig a kimenete, ekkor a DI rendszer altalanos

1 M N
alakja adott a kdvetkezOk szerint: y[n] = —{Z bkx[n - k]— Z a, y[n - k]} :
ay k=0 k=l
Amennyiben a, =0, minden k #0-ra, viszont az a, =1, akkor FIR (Finite Impulse

Response) szlirdrdl van sz6 azaz a FIR sziiré esetében a kimenetet csak a korabbi bemenet
hatarozzak meg, ¢és nem vessziikk figyelembe a korabbi kimeneteket. Az IIR (Infinite

Impulse Response) sziir§ esetében, pedig van olyan a, , k=0 érték, amely 0-tol

kiilonbozd. Ebben az esetben tehat a kimenet meghatarozasdhoz figyelembe vessziik a
korabbi bemenetek mellett a korabbi kimeneteket is.

A digitalis szlird tervezés a kovetkezo 1€pésekbdl all:

1. Eldontjiik, FIR vagy IIR struktardval akarjuk-e kozeliteni az eldirt paramétereket,
2. Kivélasztjuk a szliré fokszamat és meghatarozzuk az egyiitthatokat,

3. Megvalasztjuk a szlir6 struktarat a kvantalas hatasanak figyelembevételével,

4. Ellendrizziik, mennyiben tesz eleget a szlird az eldirt specifikacioknak. Ha nem
megfeleld a sziird viselkedése, mas bedllitdsokkal megismételjiik a tervezési eljarast. A
digitalis szir0 tervezése igy iterativ modon torténik.

Feladat 6.2.1.

Tervezziink digitalis FIR alulateresztd sziir6t, melynek vagasi frekvencidja f,qe5 =
9600[HZz].

A megoldas menete

A szliré megtervezéséhez MATLAB-ban inditsuk el az fdatool (Filter Design and Analysis
Tool) sziir6tervezd programot. A program szabad paramétere legyenek a kovetkezdk szerint
adottak:

% All frequency values are in Hz.

Fs =48000; % Sampling Frequency

Fpass = 9600; % Passband Frequency
Fstop = 12000; % Stopband Frequency
Dpass = 0.057501127785; % Passband Ripple
Dstop = 0.0001; % Stopband Attenuation
dens =20; % Density Factor
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Az alulateresztd szlirére vonatkozo, a tervezést befolydsold paraméterek értelme az
fdatool kezelofeliiletét bemutato 6.20. dbran lathatdak.
B it s s oo e - -

File Edit Analysis Targets View Window Help

DHER #2PK 11 E|RMHEA LT Bk ORI

[ Current Fitter Informati _ Fiter
A
ag. (dB)
or Apass
Structure:  Direct-Form FIR
Order. S0
Stable:  ves Amp
Source:  Designed

. | L
: | S

F F
Fiter Manager pass  stop
__ Response Type __ Fier Order __ Frequency Specifications __ Magnitude Specifications
© |Lowpass 2] || @ specty order o Unts: |He v Urits: B -
) |Highpass =
@ Minimum order IR 48000
— ) Bandpass Apass i
B8
— () Bandsto Oy Fpass 9600
s 3 __ Optiens . -
) |Differertiator -
) Density Factor: 20 Femp 12000
@ | Design Method
@ IR Butterworth =
" ||| @FR |Equrippie =
‘ma
E Design Fitter
=l
Ready

6.20. dbra. Az fdatool kezelofeliilete.

A tervezés eredményének vizsgalata a 6.21. dbran lathato.
0 e esian & s o~ it T - -

File Edit Analysis Targets View Window Help

DeRaR #PLX |0 ELMUMA+D EHHORE W

— Current Fiter Information——— _ Magnitude Respanse (dB)
0
20
Structure:  Direct-Form FIR
Order. 50 oy
Stable:  Yes = 40
Source:  Designed = \
&
g8
= &0
\WV AV VY
Frequency (kHz)

_ Response Type _ Filter Ordler _ Frequency Specifications _ Magritude Specifications
@ |Lowpass ~ © Specily order o unts:  |Hz - Unts:  |dB -
) ragrpass -
(@) Minimum order e 48000
(©) Bancpass Apass i
() Bandstoy 9 Fpass 9600
E R — Options Astop: ]
) Differentiator -
Density Factor. 20 Feton 2000

Design Method

IR Butterworth =

@FR |Eairiople -

Design Fitter

[ 2 e e e |

Designing Filter ... Done

6.21. abra. Amplitudo karakterisztika

Az amplitudo karakterisztikat megvizsgalva beldthato, hogy az eredményiil kapott FIR
szlrd eleget tesz a feladatban meghatarozott feltételeknek.
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__ Phase Response

Phase (radians)

Group delay (in samples)

5 i i i
0 B 10 15 20
5 Frequency (kHz)

Frequency (Kiz)

0.22. abra. A sziiré fazis karakterisztikaja. 6.23. abra. A csoport késés.
A csoport késés valtozasa a frekvencia fiiggvényében allando:
A szlird egységugrasra adott valasza a 6.24. abran lathato.

__ Step Response

Amplitude

+*

+

Time (mseconds)

0.24. abra. Az egységugrasra adott valasz.

Ellendrizziik a kapott rendszer sziirési képességét. Vezessiink a szlir6 bemenetére egy

harmonikus jelet, melynek frekvencidja megegyezik a tervezett vagasi frekvencidval. A
feladat megoldasara alkalmas MATLAB koéd:

% teszteljiik a megtervezett sziir6t:
b=Hd.Numerator; a=1;
t=0:1/Fs:2e-3;

x=sin(2*pi*Fpass *t);
y=filter(b,a,x);

figure(1) ; stem(t,[x,y']) ;

1 P00 90 9 0 09 Q9 0 QO Q@ Q
6P OO DODODDODOD
0.8 D o ®
0.6 (o3l ol o] o] o)
H RN OREN OB O ORE ORE ORN ORE ORE O}
0.4
0.2
Ot dlgl gl Jdl gl Jdl gl gl dl Jlglg
-0.2f
0.4
06 ddddada8ddd
-0.8f
O O © ¢ ¢ © O © O O
L0 Q0909090 P 0060060060909
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

6.25. abra. A sziird fazis karakterisztikaja.

6.26. abra. A csoport késés.
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A szur6 kimenete ebben az esetben csak kis mértékben tér el a bemenettol.

Most végezziik el a vizsgalatot a vagasi frekvenciaval megeggyezd frekvenciaju
harmonikus jellel. A feladat megoldésara készitett kod:

x=sin(2*pi* Fstop *t);
y=filter(b,a,x);
figure(2)
stem(t,[x',y']) ;

A szlird kimenet ebben az esetben kozel nulla, tehat a sziiré elnyomja a magasabb
frekvenciakat.

Feladat 6.2.2.
Készitsen diszkrétideji feliilatereszto szlirot a kovetkezok szerint:
Fs = 48000; % Sampling Frequency

N = 20; % Order // valtoztathato
Fstop = 9600; % Stopband Frequency
Fpass = 12000; % Passband Frequency
Wstop = 1; % Stopband Weight
Wpass = 1; % Passband Weight
dens = 20; % Density Factor
A szlir6 modelje:
1 M N
y[n]:a—{Zbkx[n—k]—Zaky[n—k]} ., ahol x[n] a rendszer bemenete, y[n] pedig a
0 k=0 k=1
kimenete.

Végezzen valtoztatasokat, a szlrd fokszamat illetden és a tervezési modszereket is
valtoztassa.

Hogyan hatnak ezek a valtoztatdsok az amplitudo és a fazis karakterisztikara, valamint a
csoport késésre?

Hasonlitsa 0ssze az egyes szlirok valaszat egy adott bemenetre.
Adja meg a kimenetek kozotti hibajel energidjat.

A megoldas menete:

A feladatunk egy feliilatreszté FIR sziir6 megtervezése a fenti paraméterek alapjan. Mivel
FIR (Finite Impulse Response) sziir6rdl van szo, igy a fentiekben megadott egyenletben, az

a, =0, minden k # 0-ra, viszont az a, =1, azaz a FIR szlir6 esetében a kimenetet csak a

korabbi bemenet hatdrozzak meg, és nem vessziik figyelembe a korabbi kimeneteket. A
sziird megtervezéséhez inditsuk el az fdatool-t és allitsuk be a fentickben megadott
paramétereket.
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) Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *] ] ]
File Edit Anaksis Targets Yiew ‘Window Help

Delask| 22X DR IYML+D BHORE| R

— Fitter Specifications .

— Current Fitter Information

[alul

. Wpass
Structure:  Direct-Form FIR

Order: 50
Stahle: es
SOurcE: Designed

Stare Filter ... ;
v F F Fef2  f(Hz)
Fitter Manager stop  pass

— FResponseType —_ FiterOrder —_ Frequency Specifications

0 |Lowpass d % Specify order: EEI
= [Highpass "

— Magnitude Specifications

Eriter & weinht walue for

h hand below .
" Miiirurm oreler Fs Jezoo0 I e

" Bandpass o
" Bandstop _ Options Fstop: 500
" |Ditterentiator o] || GenstyFactor B0 ) Wass:

I =l ensity Factor: 20 N —

[ Design Method

IR [Butterworth >
& FIR [Equiripple -]

Design Fitter

6.27. abra. A feladat megoldasahoz sziikséges beallitdsok..

|Heady

oo

Amennyiben bedllitottuk a paramétereket, megkezdhetjiik a sziird tervezését. Az igy
megtervezett sziird esetében az Analysis->Magnitude and Phase Responses meniipontra
kattintva megtekinthetjiik az amplitido €s faziskarakterisztikat, mely a 6.28. dbran lathato.

Magnitude (dB) and Phase Responses

3.2461 5671
\/\—-—/\—/—\~ Group Delay
10.5
-4.3001 R\‘l\ R\J 3652 o
10.3
T -11.8464 8566 2
< 2 g 102
é ; 5 10.1
E -19.3926 0784§ £ 4
( % o
26,9388 —/\ AN A -b.3002 ]
& 98
34485 . n -~ - 3522 06
Frequency (kHz) 95
0 5 10 15 20
0.28. abra. A sziiré fazis és amplitudo Froguency ()
karakterisztikdja. 6.29. abra. A csoport késés.

Az Analysis->Grup Delay Response-ra kattintva, pedig megnézhetjik a sziiré
csoportkésleltetését, mely a_6.29. dbran lathato.

o

Lathato, hogy a sziiré csoportkésleltetése fiiggetlen a frekvenciatol, értéke pedig 10.
Készitsiik el a szlirohoz tartozé m-file-t, a File->Generate M-file meniipont segitségével.
Ezt mentsiik el, mert majd késObb az 0Osszehasonlitasoknal fel fogjuk hasznélni. A
kovetkezd feladat, hogy valasszunk masik tervezési modszert. Legyen ez a Least-squares
modszer.
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2 Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *] ol x|
File Edit Analysis Targets Wiew Window Help
DEH&ER|PLAX|DHNELEL 0 -BLORNE| N
— Current Fitet Infortation. — Fitter Specifications
izl
Structure:  Direct-Form FIR Wpass
Order: 20
Stahle: es
SoLFCE: Designed
Wsmp
I
Store Fitter . T
__ Sosfiter. | i Faon F Fsf2  fiHz)
Filter Manager ... I B[ " (=53
— Response Type — Fitter Crder — Frequency Specifications — Magnitude Specitications
 |Lowpass - g i E Units: IH -
F & Specify order. |20 z Enter a weight value for
L i each band below.
£ Mirimum oreler Fs FBUUU
" Bandpass istap: #
€ Bandstop __ Options Ftop: 500
5 ﬁ
" [Ditferertiator - . S W
: There are no optional pass. I
=R parameters for this design
IR [Butterworth - lstia)
@ FR |Least-squares -
Design Fitter
|R’Eady

6.30. abra. A feladat megoldasahoz hasznalt beallitasok.

Itt is vizsgaljuk meg és hasonlitsuk 6ssze az elébb kapott eredményekkel az amplitadéd
¢s faziskarakterisztikat, valamint nézziik meg a sziiré csoportkésleltetését.

Magnitude (dB) and Phase Responses

3.2162 347
A R f Group Delay
-6.962 \‘ Y 981 10.5
104
103
10.2

-17.1402 / =615384
-27.3184 -

Magnitude (dB)
Phase (radians)

Group delay (in samples)

-37.4966 2116
9.8
m / [ \[ V o
-47.6747 5481
0 5 10 15 20 96
Frequency (kHz)
95
0 5 10 15 20
6.31. dbra. A sziiré fazis és amplitudo Freauency (%)
karakterisztikdja. 6.32. dbra. A csoport késés.

A 6.31. és a 6.32. abran lathato, hogy a tervezési modszertdl fiigg a kapott amplitado €s
faziskarakterisztika, de a csoportkésleltetés nem valtozik. Itt is készitsiik el a sziiréhoz
tartozd m-file-t, és mentsiik el. Allitsuk vissza a tervezési modszert a korabbi Eqiripple
modszerre, €s valtoztassuk meg a szlir@ fokszamat 40-re. A sziird fokszama azt hatarozza
meg, hogy hany darab korabbi bemenetet vesziink figyelembe.
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i ) Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *] — ol x|
File Edit Anakysis Targets Wiew ‘Window Help

DSk 220 DR EHEM: -0 - BLAORE W

— Current Fiter Information — Fitter Specifications.

|
IH!
Structure:  Direct-Farm FIR Wpass
Orler: 20
Stable; Yes
Source:  Designed
Wslup
Store Filter 1
_ Sorefitr. | 0 Foion F Feiz  f(Hz)
Fiter Manager R " pass
—ResponzeType _____ FiterOrder ____ Freguency Specifications — Mannitude Specifications
' |Lowpass - g i Units: [Hz -
= I [ J (< Specity order: {0 Enter = weight value for
|| = |Hioneass - . each band belaw.
€ Minimum order Fs FEUUU
ot " Bandpass Wstop: ﬁ
| — " Bandstop _Optons Fatop: E00
ass: F
' " [pitterentiatar - Density Factor: |20 Ry
| - Fpass: 2000
@ [ Design Method
V|| TR [Butterwarth o
[l
&+ FIR [Equiripple -
[bnE
E Design Filter

|Ready

06.33. abra. A feladat megoldasdahoz sziikséges beallitdasok.

Nézziik meg ennél a szlrénél is az amplitddo és faziskarakterisztikat, valamint a
csoportkésleltetést.

Magnitude (dB) and Phase Responses

3.7427 319
%— Group Delay
-7.3937 a4 205
204
— I~ 20.3
% -18.5301 263 %
E ,'E g 202
é E % 20.1
£ -29.6665 456105 & 4
= & < 2
‘:Z 19.9
-40.8029 A fi 9579 3
o 198
-51 939A0 5 0 5 o 33.3054 196
Frequency (kHz) 105
5 10 15 20
6.34. dbra. A sziird fazis és amplitudo Froqueney (k)
karakterisztikaja. 6.35. abra. A csoport késés.

A 6.34. és a 6.35. 4bran lathat6, hogy a sziir6 fokszaméanak megvaltoztatdsa nemcsak az
amplitadé ¢és faziskarakterisztikat modositja, hanem a sziird csoportkésleltetését is. Ebben
az esetben a csoportkésleltetés 20 lett. Nézzilk meg a harom kiilonb6zé paraméterrel
megtervezett szlird Fpaes €s Fyop frekvencidji szinuszos gerjesztésre adott valaszat, majd
nézziik meg a kimenetek kozotti hibajel energiajat.

A feladat megoldasahoz sziikséges kod:
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% Equiripple Highpass filter designed using the FIRPM function.
% All frequency values are in Hz.
Fs = 48000; % Sampling Frequency
N = 20; % Order
Fstop = 9600; % Stopband Frequency
Fpass = 12000; % Passband Frequency
1; % Stopband Weight
%
%

Wstop =
Wpass = 1; Passband Weight
dens = 20; Density Factor

% Calculate the coefficients using the FIRPM function.
b = firpm(N, [0 Fstop Fpass Fs/2]/(Fs/2), [0 © 1 1], [Wstop Wpass],

{dens});
Hd1 = dfilt.dffir(b);

% FIR least-squares Highpass filter designed using the FIRLS function.
% All frequency values are in Hz.

Fs = 48000; % Sampling Frequency

N = 20; % Order

Fstop = 9600; % Stopband Frequency
Fpass = 12000; % Passband Frequency
Wstop = 1; % Stopband Weight
Wpass = 1; % Passband Weight

% Calculate the coefficients using the FIRLS function.
b = firls(N, [© Fstop Fpass Fs/2]/(Fs/2), [0 © 1 1], [Wstop Wpass]);
Hd2 = dfilt.dffir(b);

% Equiripple Highpass filter designed using the FIRPM function.

% All frequency values are in Hz.

Fs = 48000; % Sampling Frequency

N = 40; 5 Order

Fstop = 9600; % Stopband Frequency

Fpass = 12000; % Passband Frequency

Wstop = 1; % Stopband Weight
%
%

N

Wpass = 1; Passband Weight

dens = 20; Density Factor

% Calculate the coefficients using the FIRPM function.

b = firpm(N, [© Fstop Fpass Fs/2]/(Fs/2), [0 © 1 1], [Wstop Wpass],
{dens});

Hd3 = dfilt.dffir(b);

% Teszteljuk a megtervezett sziirdt:

t=0:1/Fs:2e-3;

x1l=sin(2*pi*Fpass *t);

x2=sin(2*pi* Fstop *t);

a=1;

% Els6 szlir6 tesztelése

b=Hd1.Numerator;

yl=filter(b,a,x1);y2=filter(b,a,x2);figure(1);
subplot(2,1,1);stem(t,[x1',y1"']);title('First filter test with Fpass frequency');
subplot(2,1,2);stem(t,[x2',y2"']);title('First filter test with Fstop frequency');
% Masodik szlir6 tesztelése

b=Hd2.Numerator;

y3=filter(b,a,x1);y4=filter(b,a,x2);figure(2);
subplot(2,1,1);stem(t,[x1',y3"']);title('Second filter test with Fpass frequency');
subplot(2,1,2);stem(t,[x2',y4"']);title('Second filter test with Fstop frequency');
% Harmadik szilir6 tesztelése

b=Hd3.Numerator;

y5=filter(b,a,x1);y6=filter(b,a,x2);figure(3);
subplot(2,1,1);stem(t,[x1',y5"]);title('Third filter test with Fpass frequency');
subplot(2,1,2);stem(t,[x2',y6']);title('Third filter test with Fstop frequency');
el=yl-y3;e2=yl-y5;e3=y2-y4;ed4=y2-y6;

El=el*el';E2=e2*e2';E3=e3*e3';E4=e4*e4’
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A kod elsé részében a harom szlir6hdz tartozd, a korabbi 1épések soran legeneralt
MATLAB koéd taldlhatd. Ezutan 1étrehozunk két szinusz jelet. Az egyik frekvencidja
megegyezik a sziird Fpa, a masik a sziir@ Fyp frekvencidjaval. Ezutan, ezeket a szinusz
jeleket hasznéljuk a sziirdk bemeneteként és megvizsgaljuk, hogy milyen valaszokat
kapunk. Végiil kiszamoljuk a kapott valaszok kozotti kiilonbséget, a 6.36. dbranak
megfelelden.

Filter1
ulk] } elk]

Filter2

06.36. abra. A kapott valaszok kiilonbsége.

Végiil, pedig meghatarozzuk ennek a hibajelnek az energijat a kdvetkezd dsszefliggés
alapjan:

E=

i

e[i]2 = e[O]-e[0]+e[1]-e[l]+...+e[N]-e[N]

N
=0 .
Vessziik a hibajel négyzetét, ami lényegében egy skalaris szorzasnak felel meg. Ezt a

MATLAB esetében egyszeriien a két vektor 6sszeszorzasaval érhetjiik el.

A kapott eredmény az Equiripple tervezési modszer és 20-as szlird fokszam esetén 6.37.
abran lathato.

First filter test with Fpass frequency

6.37. abra. Equiripple tervezési modszer 20-as sziiré fokszam.

A kapott eredmény a Least-squares tervezési modszer és 20-as sziird fokszam
esetén 6.38. dbran lathato.
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Second filter test with Fpass frequency Third filter test with Fpass frequency

Glb oo dedoooceoooooeooocoec

Second filter test with Fstop frequency Thisrd filter test with Fstop frequency

3933333333;
giseeessete

gl O L -1 L
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 15 2

x 10° x10°

o ©

6.38. abra. Least-squar es 20-as sziird fokszam. 6.39. abra. Equirippler 40-es sziiro fokszdam.

A kapott eredmény az Equiripple tervezési modszer és 40-es szlird fokszam esetén 6.39.
abran lathato.

A sziir6k kimenetei kozotti kiilonbség, vagyis a hiba energiaja, pedig az alabbiaknak
megfelelden alakul. A szamitds sordn az Equiripple tervezési modszerrel, 20-as fokszamot
valasztva megtervezett sziiré kimenetéhez hasonlitjuk a masik két modszerrel megtervezett
sziir6 kimenetét, mind az Fp, mind, pedig az F,p, frekvencidk esetén.

E1 =0.1596, E2=144.8489, E3=0.1385, E4=1.0651

Feladat 6.2.3.
Készitsen diszkrétidejli savatereszté sziirdt az alabbiak alapjan:
Fs = 48000; % Sampling Frequency
N = 20; % Order
Fstopl = 7200; % First Stopband Frequency
Fpassl = 9600; 4 First Passband Frequency
Fpass2 = 12000; % Second Passband Frequency
Fstop2 = 14400; % Second Stopband Frequency

Wstopl = 1; % First Stopband Weight
Wpass = 1; % Passband Weight
Wstop2 = 1; % Second Stopband Weight
dens = 20; % Density Factor

Végezzen valtoztatasokat a sziir@ fokszamat €s a tervezési modszereket is valtoztassa.

Hogyan hatnak ezek a valtoztatasok az amplitudo €s a fazis karakterisztikara, valamint a
csoport késésre?

Hasonlitsa 6ssze az egyes sziir6k valaszat egy adott bemenetre.
Adja meg a kimenetek kozotti hibajel energiajat.
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A megoldas menete

Ebben a feladatban, fentieckben megadott paraméterekkel rendelkezd savateresztd sziirét
kell készitsiink. Itt is ugyantgy jarunk el és ugyanazokat a teszteket végezziik el, mint az

o

el6zo feladat esetén. A sziirétervezd program (fdatool) beallitasa a 6.40. dbran lathato.

) Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *] =10 x|
File Edit Analysic Targeks Wiew ‘Window Help
DFEHaR #22oX DN EUE2 <0 BhLeRE Y
— Current Fitter Information — Fiter Specifications.
IR
Structure:  Direct-Form FIR Wpass
Crdler: 40
Stabile Yes
Source:  Desighed
Wﬁom WstopQ
Store Fiter ... I } } *
u ol s F o M Fsi2  fiHz)
Fiter Manager ... I o pass Pass: op.
— Response Type — Fitter Croer — Freguency Specifications — Magritude Specifications
o T - i - p_ Units: | ‘I
= oRESS J ¥ Specify order: 0 J nits: JHz Erter & weight value far
= ¢ |Highpass - X each band below
— (ﬂﬁ £ Minimum order Fs FSDDD
* Bandpass .
T il :
= (~ Bandstop _ Options Fstop1: [7200
" [Ditferentiator v[ . P
— Density Factor: {i] Fomsst: [B600
‘ | Design Method
"‘.aa CR  [uterwortn -1 b= 212000
(=]
ff]”j (+ FIR Equiripple - Fstopz: FI44DD
=]
E‘ Desigh Fiter |
|Computmg Response .

0.40. abra. Az fdatool bedllitasa a feladatnak megfeleléen.

A megtervezett sziré amplitido és faziskarakterisztikaja, valamint a csoportkésleltetés
a6.41. és 6.42. dbran lathato.

Magnitude (dB) and Phase Responses
3.4836 8625

AN NV .
SIADAR e o

AN
A /\/ \ VQN NN e .
M AN -

1767
5 10 15 20 95

. " 0 5 10 15 20
requency (kHz) Frequency (kHz)

10.1

-17.0336

Magnitude (dB)
Phase (radians’

9.9

Group delay (in samples

6.41. abra. A sziird fazis és amplitudo

6.42. abra. A csoport késés.
karakterisztikdja.

Tervezziik meg ugyanezt a sziirét a Least-squares modszer segitségével is. Ekkor a
kapott amplitado és faziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés a 6.43. és a 6.44.
abran lathato.
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Magnitude (dB) and Phase Responses
4.4011 4982

VN ™ L
AT -
I A Y0 N
ka1 T N
VA T

Frequency (kHz) 0 5 10 15 20
Frequency (kHz)

Group Delay

@
=3
I3
a

Magnitude (dB)
Phase (radians

Y
©
@
3

Group delay (in samples)

6.43. dbra. A sziird fazis és amplitudo

6.44. dbra. A csoport késés.
karakterisztikdja.

Tervezziik meg ugyanezt a sziirét az Equiripple moddszer segitségével, de 40-es
fokszammal. Ekkor a kapott amplitad6 ¢és faziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés
a 6.45. és 6.46. abran lathato.

Magnitude (dB) and Phase Responses
3.3089 177

NV VIV L.
YR

=H0104

Magnitude (dB)
Phase (radians)

BN :
RN AN T
L W

5 10 1 195
Frequency (kHz) 0

Group delay (in samples)

5 10 15 20
Frequency (kHz)

0.45. abra. A sziird fazis és amplitudo

6.46. abra. A csoport késés.
karakterisztikdja.

Teszteljiik a harom, kiilonb6z6 paraméterekkel megtervezett szlirdt, az el6zo feladathoz
hasonléan. Itt azonban harom kiilonb6z6 Fiopi, Fstop2, €5 FpassiT(Fpassi-Fpass2) frekvenciaja
szinusz jelet hasznaljunk, és nézziik meg, hogy valoban csak a két stop frekvencia kozotti
részt engedi at a szlrOnk.

Az ezt megvalosito MATLAB kod a kovetkezo.
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% A megtervezett 3 sziir6 MATLAB koddja

% Teszteljuk a megtervezett sziirdt:

t=0:1/Fs:2e-3;

x1=sin(2*pi*Fstopl *t);

x2=sin(2*pi* Fstop2 *t);

x3=sin(2*pi* (Fpassl+(Fpass2-Fpassl)) *t);

a=1;

% Els6 szilrd tesztelése

b=Hd1.Numerator;

yl=filter(b,a,x1);y2=filter(b,a,x2);y3=filter(b,a,x3);figure(1);
subplot(3,1,1);stem(t,[x1',y1"']);title('First filter test with Fstopl frequency');
subplot(3,1,2);stem(t,[x2',y2"']);title('First filter test with Fstop2 frequency');
subplot(3,1,3);stem(t,[x3',y3"']);title('First filter test with Fpassl+(Fpass2-
Fpassl) frequency');

% Masodik szlir6 tesztelése

b=Hd2.Numerator;

y4=filter(b,a,x1);y5=Ffilter(b,a,x2);y6=Ffilter(b,a,x3);figure(2);
subplot(3,1,1);stem(t,[x1',y4']);title('Second filter test with Fstopl frequency');
subplot(3,1,2);stem(t,[x2',y5"']);title('econd filter test with Fstop2 frequency');
subplot(3,1,3);stem(t,[x3',y6"']);title('Second filter test with Fpassl+(Fpass2-
Fpassl) frequency');

% Harmadik szilir6 tesztelése

b=Hd3.Numerator;

y7=filter(b,a,x1);y8=filter(b,a,x2);y9=Ffilter(b,a,x3);figure(3);
subplot(3,1,1);stem(t,[x1',y7"']);title('Third filter test with Fstopl frequency');
subplot(3,1,2);stem(t,[x2',y8"']);title('Third filter test with Fstop2 frequency');
subplot(3,1,3);stem(t,[x3',y9']);title('Third filter test with Fpassl+(Fpass2-
Fpassl) frequency');

el=yl-y4;e2=yl-y7;e3=y2-y5;ed4=y2-y8;e5=y3-y6;e6=y3-y9;
El=el*el';E2=e2*e2';E3=e3*e3';E4=e4*e4"' ;E5=e5*e5"' ;E6=€6*e6’

A 6.47. 4bran talalhaté az Equiripple tervezési modszerrel és 20-as szlird fokszammal
meghatarozott sziird valasza.

6.47. abra. Equiripple 20-as sziird fokszam.

A 6.48. abran lathatdo eredmény a Least-squares tervezési moddszer €s 20-as sziird
fokszam esetén.
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Second filter test with Fstop1 frequency

Third filter test with Fstop1 frequency

i

LLELEL

0.48. abra. Least-squares 20-as sziiro fokszam.

T

0.6

0.8

T Ll TTIT

0.6

1.4 1.6 1.8 2

6.49. abra. Equiripple 40-es sziiréfokszam.

A 6.49. adbran lathat6 eredmény az Equiripple tervezési modszer és 40-es sziird fokszam

esetén.

A 3 kiilonb6zé modszerrel megtervezett sziird kozotti hiba energidja, a harom
kiilonboz6 frekvencidji bemeneti jel esetén:

E1=0.0165,

E2=0.9733,

Feladat 6.2 4.
Készitsen diszkrétidejli savsziirét az alabbiak alapjan:

E3=0.0150, E4=1.0442, E5=0.1261, E6=139.3701

Fs = 48000; 7% Sampling Frequency

N = 20; % Order

Fpassl = 7200; % First Passband Frequency
Fstopl = 9600; % First Stopband Frequency
Fstop2 = 12000; % Second Stopband Frequency
Fpass2 = 14400; % Second Passband Frequency
Wpassl = 1; % First Passband Weight
Wstop = 1; % Stopband Weight

Wpass2 = 1; % Second Passband Weight
dens = 20; % Density Factor

Végezzen valtoztatdsokat a sziird fokszamat és a tervezési modszereket is valtoztassa.

Hogyan hatnak ezek a valtoztatdsok az amplitudo és a fazis karakterisztikara, valamint a
csoport késésre?

Hasonlitsa 0ssze az egyes szlirok valaszat egy adott bemenetre.

Adja meg a kimenetek kozotti hibajel energidjat.

A megoldas menete

Hasonlo6an az el6z6 két feladathoz, itt is egy sziir6t, méghozza egy savsziirét kell tervezni a
fentiekben megadott paraméterekkel, az fdatool segitségével. A tervezdprogram beallitasai
a 6.50. abran lathatdak.
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) Filter Design & Analysis Tool - [untitled.fda *] = |EI|1|
File Edt Analysis Targets View ‘Window Help

DeHak 220X |0 N MNNME: L0 BLORE| R

— Current Fitter Information

—Fitter Specifications

Rl

Structure:  Direct-Form FIR Wpass1 Wpass2
Qrcle: 40

Stable: Wes
Source: Designed

Store Filter ... } }

0 FooF. FaoF Fez  T(H7)

Fitter Marager ... passl © stopl stop2  pass2

— Response Type — Filter Crder — Freguency Specifications

— Magnitude Specifications

© |Lowpass - I i Units: I - I
P +' Specify order: |20 Hz Erttet & weight value tor

each band below.

n
[#]

“ Hioghpass vl )
£ Minimurm order Fz: FSUDD
" Bandpass

{+ Bandstop _optons Fpassl: [f200
8 ID\fferemieﬂor 'I Density Factor ED

[ Design Method

IR IBuﬂerwonh vl Fstop2: FIQDDD
& FIR IEquiripple vl Fpass2: FI44UU

Design Fiter |

Bl
A

5|8

Fstopt: 00

]

[
|

2|

il

1 |R’eady

06.50. abra. A feladat megoldasdahoz sziikséges beallitdasok.

A megtervezett sziré amplitido és faziskarakterisztikaja, valamint a csoportkésleltetés
a6.51. ésa6.52. dbran lathatoak.

Magnitude (dB) and Phase Responses

3.0203 9564 Group Delay
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£ -15.9931 -45.3286 & g
& S
/ S 99
g
o
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-22.3309 A 20,857
9.7
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-28.6687 3854
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Frequency (kHz) 0 5 10 15 20

Frequency (kHz)

6.51. abra. A sziird fazis és amplitudo

Jee e 6.52. abra. A csoport késés.
karakterisztikdja.

Tervezziik meg ugyanezt a sziirét a Least-squares modszer segitségével is. Ekkor a
kapott amplitado és faziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés a 6.53. és 6.54. dbran
lathatoak szerint alakulnak.

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila


http://www.tankonyvtar.hu/

6. A JELEK SZURESET VEGZO RENDSZEREK 143

Magnitude (dB) and Phase Responses
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0.53. abra. A sziiré fazis és amplitudo

6.54. dbra. A csoport késés.
karakterisztikdja.

Tervezziik meg ugyanezt a sziirét az Equiripple moddszer segitségével, de 40-es
fokszammal. Ekkor a kapott amplitudé ¢és faziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés
a 6.55. és 6.56. abran lathaté6 modon alakul.

Magnitude (dB) and Phase Responses

33723 129
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203
~ P 7 202
g -17.908 A 496005 2 8
= o £
2 \‘t\ K] § 201
2 = c
5 o £
5 2 20
£ 285481 -3p.es73 & g
g 100
3
& 198
-39.1883 4 714
19.7
196
-49.8284 b 7707
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Frequency (kHz) N 0 > 0

Frequency (kHz)
0.55. abra. A sziird fazis és amplitudo

6.56. dbra. A csoport késés.
karakterisztikdja.

Teszteljiik a harom, kiilonb6z6 paraméterekkel megtervezett szlirdt, az el6zo feladathoz
hasonléan harom kiilonb6z6 frekvencidji szinusz jellel a szlirénél beallitott
frekvenciatartomanyoknak megfelelden.

o

A 6.57. abran taldlhatd az Equiripple tervezési modszerrel és 20-as szlird fokszammal
meghatarozott sziird valasza.
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Flrst ﬁlter test W|th Fstop1 frequency

“04 06

6.57. abra. Equiripple 20-as sztirofokszam.

A 6.58. abran lathatdo eredmény a Least-squares tervezési moddszer €s 20-as sziird
fokszam esetén.

Second filter test with Fstop1 frequency Third filter test with Fstop1 frequency
T T T T L T T T T T

Second filter test with Fstop2 frequency Third filter test with Fstop2 frequency
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6.58. dbra. Least-squares 20-as sztiréfokszam. 6.59. dbra. Equiripple 40-es sziirofokszam.

A 6.59. abran lathat6 eredmény az Equiripple tervezési modszer és 40-es sziird fokszam
esetén.

A 3 kiilonb6zé modszerrel megtervezett sziird kozotti hiba energidja, a harom
kiilonboz6 frekvencidji bemeneti jel esetén:

E1=0.1207, E2=1.6376, E3=0.1261, E4=1.6098, E5=0.0150, E6=3.5116

Feladat 6.2.5.

Készitsen FIR rendszert, ami egy utszakaszon az 1 perc alatt athalado jarmiivek szdmat
tartalmazod iddsorbol eldallitja az 5 perc alatt athaladt jarmiivek szamat tartalmazo sort.
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A megoldas menete

Tegyiik fel, hogy van egy forgalmas ut, ezen csak autok kozlekednek. Percenként
feljegyezziik, hogy hany aut6 haladt el el6ttiink. A megfigyelés eredménye a kovetkezd:

1. perc: 20 5. perc: 30 9. perc: 40
2. perc: 17 6. perc: 28 10. perc: 18
3. perc: 12 7. perc: 40 11. perc: 42
4. perc: 21 8. perc: 28 12. perc: 1

A feladatnak megfeleléen egy FIR sziirét kell tervezni, ami kiszamolja az 5 percenként
athalad6 autok szamat. Felhasznalva a digitalis sziir6k elsé feladatban bemutatott egyenletét a
kovetkez6 MATLAB koddal megoldhato a fenti feladat:

a=1;

b=[111 1 1];

autok szama=[0© © © © © 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];
y=filter(b,a,autok_szama)

stem(y);grid;

Itt tehat egy olyan FIR sziir6t kell tervezni, amely esetében az el6z0 5 bemenetet vessziik
figyelembe, mindegyiket 1-es stllyal. A kapott eredmény a 6.60. dbran lathato.

0000 0 20 37 49 70 100 108 131 147 166 154 168 129 101 61 43 1 ©

180 % o9
(0]
160 30 5
©
140
[0} o) 25 @
120
(0]
20 @
100
80 15
60 ¢
® 10
40 0]
5
20 T T
0 0
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25
6.60. abra. Percenként athalado autok szama. 6.61. abra. Ot percenként athalado autok szama.

Készitsiink egy olyan FIR sziir6t is, amely segitségével az 5 percenként athaladd autdk
szamanak atlagat lehet meghatdrozni. Ezt a feladatot megoldo MATLAB koéd:

a=5;

b=[111 1 1];

autok szama=[0© © © © © 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];
y=filter(b,a,autok_szama)

stem(y);grid;

Az eredmény értékeinek grafikus abrazoldsa a 6.61. abran lathato.
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0 000 0 4.0000 7.4000 9.8000 14.0000 20.0000 21.6000 26.2000 29.4000
33.2000 30.8000 33.6000 25.8000 20.2000 12.2000 8.6000 0.2000 O

Mindkét esetben jol lathato a sziird 5-6s csoportkésleltetésének a hatdsa, ugyanis 5 darab
aktualis bemenet kell annak érdekében, hogy a szlird kimenetén a helyes érték jelenjen meg.

Egy masik modszer a feladat megoldasara. Az eldbbiekben megtervezett FIR szlird (az 5
percenként az athaladd autok szamat Osszeadd) impulzus valasza [1 1 1 1 1]. Ha ezt
konvolvaljuk a bemenettel, akkor megkapjuk a szlird kimenetét. A bemenet itt most az
athalado autok szama. Tehat:

h=[1 111 1];
u=[0 0 0 0 0 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 9];
y=conv(h,u);

‘66600203749701001081311471661541681291016143100000‘

Az autdk 5 percenkénti atlagat szamitd FIR sziiré impulzus vélasza [1/5 1/5 1/5 1/5 1/6].
Tehat:

h=[1/5 1/5 1/5 1/5 1/5];

u=[0 0 0 © © 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];

y=conv(h,u);

O 000 0 4.0000 7.4000 9.8000 14.0000 20.0000 21.6000 26.2000 29.4000
33.2000 30.8000 33.6000 25.8000 20.2000 12.2000 8.6000 0.2000 0 0 0 0 ©

Feladat 6.2.6.
Feladat: zaj 1étrehozasa és elemzése.

Generaljunk két féle zajt, egyet normalis eloszlassal és egyet Gauss-eloszlassal, majd
elemezziik a kapott jeleket.

Azt, hogy az X valdsziniliségi valtozd6 normalis eloszlast kovet, a kovetkez6 modon
szoktuk jelolni: X — N(m,cz), ahol m a kdzépértéket, o° pedig a szoras négyzetét jeloli. A
(x-m)’
1 _

e 202
o\2n

Specidlisan, ha X — N(O,l), akkor X-et standard normalis eloszldsunak (vagy sztenderd
normalis eloszlasunak) nevezziik.

hozza tartozo striiségfiiggvény: f (x) =

A feladat megoldasa
A feladat megoldasat végzd MATLAB kaod a kovetkezo:
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N=1024; % Define Number of samples

Rl=randn(1,N); % Generate Normal Random Numbers
R2=rand(1,N); % Generate Uniformly Random Numbers
figure(l); % Select the figure

subplot(2,2,1); % Subdivide the figure into 4 quadrants
plot(R1); % Plot R1 in the first quadrant
grid;title('Normal [Gaussian] Distributed Random Signal');
xlabel('Sample Number');ylabel('Amplitude’);
subplot(2,2,2); % Select the second qudrant

hist(R1); % Plot the histogram of R1
grid;title('Histogram [Pdf] of a normal Random Signal');
xlabel('Sample Number');ylabel('Total');
subplot(2,2,3);plot(R2);grid;

title('Uniformly Distributed Random Signal');
xlabel('Sample Number');ylabel('Amplitude');
subplot(2,2,4);hist(R2);grid;

title('Histogram [Pdf] of a uniformly Random Signal');
xlabel('Sample Number');ylabel('Total');

A szines ¢€s a fehér zaj idofiliggvényeit és hisztogramjait a 6.62. abra tartalmazza.

Normal [Gaussian] Distributed Random Signal Histogram [Pd] of a normal Random Signal

250

ey [, [ 4]
N

Amplitude
b & Y N o - N w IS
t
g

100

1 2 3 4

Lo
&
&

0 200 400 800 1000 1200

600 0
Sample Number Sample Number

Uniformly Distributed Random Signal Histogram [Pdf] of a uniformly Random Signal

Total

]
04 i f LN R

800 1000 1200 . . X 0.4

0 200 400 06 07 0.8 0.9 1

.5
Sample Number
0.62. abra. Szines és fehér zaj idofiiggvényei és hisztogrammjai.

A 6.62. abra els6 soraban az lathatd, hogy Gauss-os eloszlast a hisztogram, tehat bizonyos
(a 0 frekvencidhoz tartozd amplitudod, az egyendramti komponens) amplitidok tSbbszor
szerepelnek a jelben. Az also sorban, pedig egy egyenletes eloszlasu hisztogram lathato, tehat
az egyes amplitidok nagyjabol azonos szdmban szerepelnek, a jelben.

Keressiik meg a Fourier transzformaltjat ezeknek a jeleknek:
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N=1024; % Define Number of samples

Rl=randn(1,N); % Generate Normal Random Numbers

R2=rand(1,N); % Generate Uniformly Random Numbers

figure(1l); % Select the figure

subplot(2,3,1); % Subdivide the figure into 4 quadrants

plot(R1); % Plot Rl in the first quadrant

grid;title('Normal [Gaussian] Distributed Random Signal');

xlabel('Sample Number');

ylabel('Amplitude');

subplot(2,3,2); % Select the second qudrant

hist(R1); % Plot the histogram of R1

grid;title('Histogram [Pdf] of a normal Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Total');subplot(2,3,4);

plot(R2);grid;title('Uniformly Distributed Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Amplitude');subplot(2,3,5);

hist(R2);grid;title( 'Histogram [Pdf] of a uniformly Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Total');

N = 2048;

X1 = abs(fft(R1,N));X1 = fftshift(X1);F = [-N/2:N/2-1]/N;

subplot(2,3,6),plot(F,X1),xlabel('frequency / f s')

X2 = abs(fft(R2,N));X2 = fftshift(X2);F = [-N/2:N/2-1]/N;

subplot(2,3,3),plot(F(1024-100:1024+100),X2(1024-
100:1024+100)),xlabel('frequency / f s')

A kapott eredménybdl, mely a 6.63. dbrdn lathato kitlinik a nagy hasonlésag a hisztogram
¢és az amplitudo spektrum kozott.

Normal [Gaussian] Distributed RandonmHBigwgriam [Pdf] of a normal Random Signal

4 T 300 5 600
| 250 500
2 || (.
° 200 400
o
2 [
El 0 S 150 300
< 100 200
-2
50 100
-4 0 0 porhy
0 500 1000 1500 -5 0 5 -0.05 0 0.05
Sample Number Sample Number frequency / fs

Uniformly Distributed Random Sigfistogram [Pdf] of a uniformly Random Signal
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06.63. abra. Szines és feher zaj Fourier transzformaltja.
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7. Modulacio

Ebben a részben roviden targyalasra keriil néhany alapveté modulécids eljaras, mint: a
szinuszos amplitidé modulacid folytonos idOtartomdnyban, az amplittdé modulacié a
diszkrét idoétartomanyban, a frekvencia modulécid, valamint megemlitésre keriil az
idéosztasos ¢€s a frekvenciaosztasos multiplexelés elve.

Szamos esetben, modositds nélkiil lehetséges a jeleket atvinni valamilyen atviteli
csatornan keresztiil. Az ilyen atvitelt nevezziik alapsavon torténd atvitelnek, azonban
napjainkban rendelkezésre 4allnak maés jelatviteli megoldasok is. Ezen megoldasok
mindegyike az atvitel el6tt és utan jelfeldolgozési feladatokat igényel. Az eljaras Iényege,
hogy egy determinisztikus periodikus jel valamely paraméterét moédositjuk az atvitelre
keriild jel jellemzodinek fiiggvényében. Az eljarast modulacionak nevezziik. Az eljaras célja,
hogy a hasznos informaciot hordozo6 jelet tigy dolgozzuk fel, hogy az alkalmas legyen az
atviteli csatornan vald tovabbitisra. Az atvitelre szént jelet moduldlo jelnek, a
determinisztikus, periodikus segédjelet hordozonak, mig az eljaras végén jelentkezd jelet
modulalt jelnek nevezziik.

Természetesen az atvitel utdn a vevd oldalon sziikséges kinyerni az informéaciot
modulalt jelbdl. A vevd oldalan elengedhetetlen egy olyan jelfeldolgozasi folyamat
alkalmazasa, mely a modulacié inverze. Ezt az eljarast demodulacionak nevezziik. Az
eljarasokat végz6 eszkozoket MODULATOR-nak, vagy DEMODULATOR-nak nevezziik.
Azt a berendezést, amely mindkét miiveletet képes elvégezni egy kétiranyl csatornan,
MODEM- nek nevezziik. Tehat a modulacio és demoduldcid két egyiitt jard eljardsa a
jelatvitelnek.

Napjainkban szamos modulacids eljarast ismeriink. Az eljarasokat elsésorban a
modulalt jel alakja alapjan osztalyozzuk, igy megkiilonboztetiink folytonos és impulzusos
moduléciokat. A folytonos modulacié esetében a szinuszos hordozdjel harom paramétere
koziil, amplitudd, frekvencia és fazis, modositunk valamit. Amennyiben a modulalo jel
modositja a hordozé jel amplitidojat, akkor amplitidomodulaciorol (AM) beszéliink.
Amennyiben a moduldlé jel modositja a hordozd jel frekvenciajat, akkor
frekvenciamodulaciérol (FM) beszéliink. Amennyiben a modulalo jel modositja a hordozé
jel fazisat, akkor fazismodulaciorél beszéliink. A frekvencia és fazis modulacidkat
szogmodulacidknak hivjuk.

Feladat 7.1.1.
Hatarozzuk meg az AM jel spektrumat.
Legyen a hordozdjel a kovetkezd: x. (t) = cos(w, t + ¢), a modaulalo jel pedig: x(t).
Az amplittdémodulalt jel ekkor tigy all eld, hogy a hordozé jel amplitaddjat modositjuk
a modulalo jellel: y (t) = (x(t) + B)cos(w. t + ¢).
A tovéabbiakban feltételezziik, hogy ¢ =0 akkor:
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1 . .
y(®) =5 + B)(e/@ct 4 Iwet)

1
Fy (03 = 5 (X((0 = 02) + X(j(@ + ©0)) + 1B(8(0 — ©o) +8(w + @)

Az y (t) modulalt jel spektrumabdl kitiinik, hogy amennyiben B =0, akkor nem jelenik
meg impulzus a hordozo frekvencidkon. Ekkor hordozo6 elnyomasardl beszéliink.

IX(jw)I

«— A

—Wp wp

7.1. abra. A modulalo jel matematikai amplitudo spektruma.

[Y(iw)|
F'S
nB nB
A ] = A
2
)
>
W, W, — Wy, @, W + Wy

7.2. abra. A modulalt jel matematikai amplitudo spektruma.

A 7.1. és 7.2. adbra mutatjadk a modulaldo x(t) és a modulalt y (t) jel amplitado
spektrumat, amennyiben a modulalo jel savkorlatos w;, korlattal.

A példat illusztraljuk egy konkrét jel AM modulaladsaval. Legyen a moduldlo jel a
o, sin(w,t)

1 1 n, 1 T
kovetkezs: X() =S u(t) +—u(t+—)+—u(t-——); u(t)
2 4 o, 4 o, T ot

A jel spektruma ¢&s idofligvénye ebben az esetben a 7.3. dbran lathato.

1-!—1COSTE—CO ‘co‘<(o
X(jo)=12 2 (o) "0

0 ‘m‘ > g

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila



http://www.tankonyvtar.hu/

7. MODULACIO 151

| X(jw)|
1
x(t)

"o t 5

—w, 0 Wy !
7.3. abra. A jel idofiiggvénye és spektrwﬁa.
A moduldlt jel: y(t) = (x(t)+ 1)cos(nt)
v ﬁ
o Y(jw) T X T

7.4. abra. A modulalt jel idofiiggvénye és spektruma.

Feladat 7.1.2.

Jelolje az x,,,(t) a modulalo jelet, melynek spektruma korlatozodik az w € (—wy, , +wm,)
frekvenciatartomanyra. Jelolje x, (t) = cos(w, t) a hordozojelet. Hatarozzuk meg az w,

hordozofrekvencia értékét ugy, hogy a modulalt spektrum szélességének és az w, értékének
aranya 1% legyen!

Megoldas.

Jeloljiik x(t) vel a modulalt jelet. Ekkor: x(t) = x,,(t) * x.(t) = x,,(t)cosw,t
A modulalo jel és a modulalt jel spektruma a 7.5. dbrén lathato.
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Xm(jw)
X(jiw)

>
1% n ;
Wm i W, — W W, W, T fm_

7.5. abra. A modulalo és a modulalt jel spektruma.

A modulalt jel savszélessége: B = w, + Wy, — (W — W) = 200y,

A feladatban megadottak szerint: %100 =1% = 0.01, w, = % = 2w, 100 = 200w,

Feladat 7.1.3.

Az x,,(t) modulalo jelet egy cos(2mf.t) alaka jellel szorozzuk. A modulalt jel ennek
megfeleléen x(t) = x,,,(t) * cos(2nf.t). Az igy kapott jelet demodulaljuk ugy, hogy
szorozzuk cos(2mf .t + 0)-val.

a) Hatarozzuk meg az alulataresztd sziird kimenetén megjelend jelet, ha bemenetére a
modulalt jelet vezettiink! A sziird feladata, a demodulalt jelbdl kiemelni az alapsdvban
elhelyezkedd modulald jelet.

b) Mekkora a 6 értéke ha a kimeneten megjelend jel amplitidoja a maximalis lehetséges
amplitado 90% kell, hogy legyen?

¢) Haaz x,,(t) spektruma f € (0,10kHz) tartomanyban talalhat6, mekkora kell legyen f
legkisebb értéke, hogy az x(t) * cos(2nw.t + 0) szorzatbdl az x,,(t) modulald jel
kiemelhet6 legyen!

Megoldas:
Az alabbi abran a modulacids és demodulacios eljaras lathato.
LP
% (£) %(£) 2 %3 (t)
T >
T

cos (6.28f.t) cos (6.28f.t + 6)

7.6. abra. Modulacio és demodulacio.
a) A modulacids eljaras leirhato az x,,(t) * cos(2mf,t) , mig a demodulaciét az alabbi

modon irhatjuk le: x,,, (t) * cos(2nf.t) * cos(2rf.t + ).
Jeloljiik x4 (t)-vel a demodulalt jelet, ekkor az a kdvetkezdképp alakul:
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x1(t) = x(t) * cos(2rf .t + 0) = x, (t) * cos(2nf,t) * cos(2nf, + O).
A trigonometrikus fliggvények szorzatanak dsszegekre valo bontasa utan:

x.(t) = m( ) 4 cos@ +m® m( ) cos(4mnf .t + 0).

Az x4 (t) demodulalt Jelnek két Osszetevdje van. Az elsé a 2(9 csillapitott modulélo

jel. A masodik tag alakjara valo tekintettel, szintén egy moduldlt jel amelynek hordozé
frekvenciaja 2f, .

Az x4(t) demodulélt jelet az alulateresztd szlird bemenetére vezetjiik. Szerepe az
alapsdvban 1évé modulald jel kiemelése a fenti jelkompoziciobdl. Ennek megfelelden a
xm(t)
2

kimenetén megjelend x, (t) jel alakja: x,(t) = * c0S0 .

Amint lathatdé mind a moduldciés mind a demodulacios eljards jelek szorzatira
vezethetd vissza. Az igy kapott szorzatokat, az eljarasnak megfelelden szlirdk segitségével
atdolgozzdk a kivant hatds elérése érdekében. Mivel a modulalt jel spektruma nem
tartalmazza a hordozo jel komponensét, ezt a modulacids eljarast elnyomott hordozoju két
oldalsavos amplitidé modulacios eljarasnak nevezziik. AM-DSB-SC.

b) Tételezziik fel, hogy a demodulacids eljaras idealis, azaz 8 = 0 .
Ekkor az aluléateresztd szlird kimenetén megjelend jel:

x,(8) = m( L+ cos 6 x,(8) = xm(t) = X2max -

Mivel a cos(8) csokkend ﬁiggvény afe (0, g) tartomanyban, a x,(t) kimend jel

kisebb lesz annak lehetséges legnagyobb értékétél. Amennyiben x,(t) = 0.9 * Xomax
m(t)

feltételt kell kielégiteni, akkor: x5, () = * COSOpayx -
Az x5 = 0.9 * Xy, feltétel teljesitése érdekében biztositani kell az: xmz(t) oSOy =
9=
Az egyenldtlenséget megoldva, a keresett 0 ¢érték cosO,,4, = 0.9 Omax <
0.45[rad] .
c) A 7.7.4bran az x,(t) demodulalt jel spektruma lathato.
X1 GA)I
4
flkHz]
L 10 2£.—10  2f  2f.+10

7.7. abra. Az x,(t) demodulalt jel spektruma.
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Az id6beni analitikus alak: x, (t) = me(t) * cosf + xm7(t) * cos(4nf,.t + 0)
A 7.7. abran lathatd, hogy az alapsavban 1évé spektrumdsszetevd csak akkor emelhetd
ki, ha az egyes spektrumdsszetevok nem fedik egymadst, azaz 2f, — 10KHz > 10kHz. Az

egyenldtlenséget megoldva 2f, > 20kHz és végiil: f, > 10kHz.

Feladat 7.1.4.
Az xp, (t) modulald jelet az x(t) = x,,cos(w.t) modulacios eljaras segitségével magasabb
frekvenciatartomanyba helyezziik at. Amennyiben az x(t) jelet egy cos(2m(f. + Af)t)
lokalis hordozojel segitségével demoduldljuk, majd az eredményt egy alulateresztd szlirfvel
szirjuk, hatarozzuk meg a szliré kimenetén megjelend jelet!

Megoldas.
A demodulacids ¢és jel rekonstrukceios eljaras az alabbi abran adott.
X (t)
1 2
L "
cos(w,t) cos (2n(f, + Af)t)

7.8. abra. Demoduldcios és jel rekonstrukcios eljaras.

Az 1 pont jel alakja: x4 (t) = x(t) * cos(2n(f, + Af)t) . Behelyettesités utan: x,(t) =
Xm () * cos2u(f, + Af)t) * cos(2mf,t). A sorozat Osszegre vald bontdsa utan: x,(t) =
me(t) + cos(2mAft) + me(t) * cos(2m(2f, + Af)t).

Az alulateresztd sziiré feladata, hogy az alap savtartomanyokon kiviil es6 demodulalt
jelkomponenseket elnyomja, az alapsavba esdket pedig kiemelje. Az elmondottak alapjan a

2 pont alakja x,(t) = xmz(t) cos(2mAft) .

Feladat 7.1.5.
A szdogmodulaciok. Adott a cos(w.t + @(t)) alakil hordozdjel. A periodikus négyszog
alaku ¢ (t) jel amplitaddi —= és ..
a) abrazoljuk a cos(w.t + @(t)) jelet a ¢(t) jel fliggvényében, abrazoljuk a fazisszoget
az 1d6 fliggvényében,
b) abrazoljuk a frekvenciat az id6 fiiggvényében ha a ¢ (t) jel amplitado-értékei —g és g

Megoldas:
a) A @(t) jel nélkiil a hordozdjel egy egyszerii harmonikus jel lenne w, korfrekvenciaval.

www.tankonyvtar.hu © Pletl Szilveszter, Magyar Attila



http://www.tankonyvtar.hu/

7. MODULACIO 155

Amennyiben a ¢(t) allando, akkor egy ujabb periodikus jelet kapunk bizonyos
faziseltolassal. Amennyiben a fazisérték iddbe valtozik, akkor a periodikus jel pillanatnyi
értéke is valtozik majd a fazisérték valtozasanak fliggvényében. A feladat megoldasara
alkalmas SIMULINK kacsolés a 7.9. abran talalhato:

]

oooo modulalo jel

Signal >t /\/

t
Generator Sine Wave > |:|
L Function
modulalt jel
2%0i*50 P x
Product
Constant t/\v 1 4 |:|
Sine Wave hordoz¢ jel
: Function 1 simout
Clock 1 To Workspace

7.9. abra. A SIMULINK modell.

A hordozé a modulalo és a modulalt jel a 7.10. dbran talalhato:

1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

7.10. abra. A hordozo, a moduladlo és a modulalt jel.

A 7.10. abran lathat6 szinuszos jel a hordozo jel, a négyszogjel a fazis valtozasat
illusztralja a kdzEépsd abra pedig a modulalt jel.

A példdban szerepld jel paraméter modositast szogmoduldcidnak nevezzik. A
szogmodulacios eljarasokat tovabbi két csoportba osztjuk: fazis modulacidk és frekvencia
modulaciok, attdl fiiggden, hogy a fazisvaltozas aranyos-e a moduldlo jellel, vagy pedig a
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moduldlo jel integraljatol fligg. Az elsé esetben fazis a masodikban frekvencia
modulaciordl beszeéliink.

Mivel a példaban szerepld esetben a @(t) jel a modulald jellel aranyos, itt fazis
moduléaciordl beszéliink.

A jel fazisa ¢ = wt, ahol w a korfrekvencia t pedig az id6. A pillanatnyi korfrekvencia,
e

vagyis a szogsebesség w = R Legyen a a periodikus hordozojel argumentuma. Az
argumentum egyenld a = wyt + @(t) . Ennek idbszerinti els¢ derivaltja a jel
korfrekvenciajat adja, azaz 2—‘; = w(t) =wy+ d(fi—it). Amikor a fazisjel a —g értékrol azg

értékre ugrik, az elsé derivaltja az ugras helyén egy pozitiv Dirac delta impulzust fog
tartalmazni amelynek magassaga 2?” Amikor a fazisjel g-r()l —g -ra ugrik, elsé derivaltja az
ugras helyén egy negativ delta impulzust fog tartalmazni melynek magassaga _2?71‘ A
korfrekvencia iddbeli valtozasat a 7.11. dbra szemlélteti.

7.11. abra. A korfrekvancia idobeli valtozasa.

Feladat 7.1.6.

A kovetkez6 cos(w,t + k - sin(w,,t)) fazismodulalt jel esetében a modulald jel periodikus
harmonikus fiiggvény. Abréazoljuk a fazismodulalt jel spektrumat a k=5.0, k=1.2, k=10
értékekre!

A megoldas menete:

A modulalt jel spektrumanak meghatarozéasakor egy lehetséges megoldas a jel Bessel sorba
fejtése. Az adott esetben a sor alakja az alabbi

u(t) = cos(wct +k- sin(wmt)) = Jo(k) - cos(w.t) + Ym—q1Jn(k) - cos((w, £ n - wy,y)t)

Amint az lathato, a sort végtelen sok periodikus jel 0sszege alkotja, amelyek a hordozo
jel korfrekvencidja koriil helyezkednek el. Minden jel amplitiddja az n-rendli és k
argumentumu Bessel egylitthatoval ardnyos. A Bessel féle egyiitthatokat vagy tablazatbol,
vagy analitikus Uton hatarozzuk meg.
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A k=0.5 értékre a Bessel egylitthatok értékei a kovetkezok: J, = 0.9385, J; = 0.2423,
J> =0.0306, J; = 0.0026, J, = 0.0002, /s = 0. A sor végessé tehetd, ha bevezetjiik azt a
feltételt, hogy csak azon komponenseket vessziik figyelembe, melyek teljesitménye
meghaladja a modulalatlan hordozdjel teljesitményének 1%-at. Az adott feltétel alapjan az

2
alabbi egyenl6tlenséget irhatjuk fel: G) -0.01< ]”(ZLS) w...n=1,..,00. A fenti feltételek

csak a J, = 0.9385 egyiitthatd tesz eleget igy a modulalt jel alakja: u(t) = 0.9385 -
cos(wct). A szogmodulalt jelek spektruma diszkrét jellegii, mint ahogy azt a fenti kifejezés
is mutatja. A spektrum szélességét a Bessel egylitthatd értéke hatdrozza meg. Minél
nagyobb a k argumentum, anndl nagyobb a Bessel egyiitthatd értéke is. Az értékek
novekedésével novekednek az egyes komponensek teljesitményei is. Ha a komponens
teljesitménye meghaladja a fent meghatarozott kritériumot, akkor, az mar nem tekinthetd
elhanyagolhatonak, ¢és mint jelentds komponens fog megjelenni a modulalt jel
spektrumanak szélein, novelve ezzel a spektrum szélességét.

A modullélt jel fizikai spektruma a 7.12. dbran lathato.

A |Upy (CU)|
0.9385

7.12. abra. A modulalt jel fizikai spektruma.

A k=1.2 értékre a Bessel egyiitthatok: J, = 0.6711, J; = 0.4983 , J, = 0.1593 |,
J3 =0.0329,J, = 0.005,J5; = 0.006, J; = 0.0001 . Ebben az esetben is a fent emlitett
kritériumot fogjuk alkalmazni, igy a modulalt jel alakja: u(t) = 0.6711 - cos(w.t) +
0.4983 - cos(w.t + w,t) .

Amint lathat6 a jelet harom Osszetevo alkotja: egy, amely a hordozo jelet irja le és két
komponens amelyek a hordozé jel komponense koriil helyezkednek el a moduldlo
korfrekvencia tavolsdgaban. A koérnyezd komponensek amplitudéi a Bessel egyiitthatok
értekétdl fiiggnek. Mivel megnétt a Bessel gorbe argumentuma, két Gjabb komponens jelent
meg, amelyeknek teljesitménye nem tekinthetd elhanyagolhatonak a fenti kritériumnak
megfeleléen. A moduldlt jel spektruménak —szélessége BWy) = (0 + @) —
(W — W) = 2 * Wy, . A fizikai spektrum a 7.13. dbran adott.
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4 |Upu ((U)|
 0.6711

0.4983 0.4983

Wy — Wy W, we + Wy
7.13. abra. A fizikai spektrum.

A k=10 értekre a Bessel egyiitthatok értékei: J, = —0.2459 , J; = 0.0435 , J, =
0.2546 , J; = 0.0584 , J, = —0.2196 , J; = —0.2341 , J, = —0.0145 , J, = 0.2167
Jg =0.3179, ]y = 0.2919, J;, = 0.2075. A fent emlitett eljarasok alapjan a modulalt jel
alakja u(t) = 0.3179 - cos(w.t + 8- w,,t) ebben az esetben a fizikai spektruma
a 7.14. abran adott.

A |Upy(w)|

0.3179
0.3179

W, — Wy W, + Wy
7.14. abra. A fizikai spektrum.

Feladat 7.1.7.

A kommunikécios csatorna kihaszndldsdnak javitdsa érdekében gyakran alkalmazunk
multiplexelési  (nyaldbolasi) eljarasokat. Az  irodalomban  megkiilonboztetiink:
frekvenciaosztasos, iddosztasos és hulldmhosszosztasos multiplexelési eljarasokat. Az
1d6osztasos multiplexelés esetében tobb kis sebességili forrasbol beérkezo jelet tovabbitunk
egy kozOs nagy sebességli csatornan keresztiil. Szinkron iddosztas esetén egy-egy forrds az
atviteli csatornat korkordsen csak egy-egy rovid iddszelet idejére kapja meg. Az alabbi
példa esetében egy 4 csatornas id6osztasos (Time-Division Multiplexing TDM) modszerrel
mukodo csatornanyaldbolast alkalmazo rendszert vizsgadlunk meg. Tehat a TDM rendszeren
at 4 jelet tovabbitunk, melyek legyenek a kovetkezok: x, (t) = cos(wyt) , x,(t) = 0.3 -
sin(wot) , x3(t) = 3 cosRuwyt) , x4(t) = sin(4wyt) .

Feladat, hogy meghatarozzuk a sziikséges legkisebb mintavételezési frekvenciat egy jel
esetében, valamint hatarozzuk meg a kommutator sebességét figyelembe véve, hogy
minden jelet azonos frekvencidval mintavételeziink!
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A megoldas menete:
A TDM atviteli rendszert a 7.15. dbra szemlélteti.

() v Lp —» X (1)
—p
X, (t) D > LP, L 5 %5(0)
M E
M
U B G(jw) —— b
X U
X
xn(t)
A e LP, —» X (1)
| f

---{ Orajel szinkronizalissa ~ f---- '

7.15. abra. A TDM atviteli rendszer.

A jeleket atvitele folyaman egy multiplexer(MUX) segitségével sorra mintakat vesziink
a bemenetekbdl és egy jelbe tomoritve atvezetjiik azokat a hirk6zld csatornara. Az igy
létrehozott jelet a csatorna az atviteli karakterisztikdja alapjan modositja. Miutan a jelet az
atviteli rendszeren at tovabbitottuk, egy demultiplexer (DEMUX) segitségével a mintakat a
megfeleld kimend csatorna bemenetére kivalogatjuk. Az egyes kandlisok bemenetén
elhelyezett alulateresztd sziiré a bemenetére jutdé mintdk alapjan rekonstrualja az analog
jelet. Ha az atvitel elején a mintavételezési torvénynek eleget tettiink €s a csatorna atviteli
karakterisztikdja G(jw) = 1, akkor az alulatereszté sziir6 kimenetén a torzitdsmentes
analog jelet kapjuk vissza.

Az atvitelre szant jelek alapjan lathato, hogy az x,(t) jel frekvencidja a legnagyobb,
4w, . Ez azt jelenti, hogy a mintavételezési frekvencianak egy jel esetében legalabb kétszer

nagyobbnak kell lennie ennél a frekvencianal, azaz f; > 2 -4 - % - fo= % " Wo.

A kommutator frekvenciaja alatt a korbekapcsold logika frekvencigjat értjiik. Mivel 4
csatorna nyaldbolasarol van sz6, igy a kapcsolasi frekvencia fx = 4f;, . A mivelet
illusztracidja a 7.16. dbran lathato.
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MUX DEMUX
X (1) —48 | x, () —
x(0) —@ | o x(t) —
x3(1) —@ [ x3(t) —
x4(t) —1@ x4(t) —

7.16. abra. A négy cstorna nyalabolasanak illusztracioja.

A nem tokéletes szinkronizaciobol eredden az atvitelben hibdk Iéphetnek fel. A
szinkronizécid lényege, hogy a bemeneti csatornan megjelend jel a neki megfelel6 kimeneti
csatorna kimenetén jelenjen meg. Amennyiben ez nem sikeriil, akkor megtorténhet, hogy a
kommutator a jelet rossz csatorndra tovabbitja, esetleg az egyik csatorna atviteli idejének egy
része a szomszédos csatorndra tevodik at. Ezt a jelenséget a hiradastechnikaban athallés
jelenségének nevezziik, mert egyik csatorna kimenetén hallani lehet a masik csatorna jelét is.

Feladat 7.1.8.
Egy TDM rendszeren at 3 jelet tovabbitunk, melyek legyenek a kovetkezok: x;(t) =
cos(wgt) , x,(t) = 0.3 - sin(wgt) , x3(t) = 3 - cos(RQwyt) , ahol f, = 5[kHz], % = fo-
Hatarozzuk meg kommutator frekvenciajat!

Megoldas:
Tételezziik fel, hogy a jelek alap savtartomanyban definidltak. A kommutator frekvencigja a
csatornaszdm ¢és a mintavételezési frekvencia szorzata. Tehdt f, =3fs , fo=2-
10[kHz] = 20[kHZz], igy fi = 60[kHZ]
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8. A mintavételezés

Ebben a fejezetben bevezetésre keriil az analég (folytonos) jelek mintdkkal wvalo
reprezentacidja ¢és a mintavételi tétel, valamint a folytonosidejii jel visszaallitdsanak
technikaja. Példdkon keresztiil érzékeltetjiik mind a mintavételezés mind a visszaallitas
mechanizmusat.

8.1. Az analog jelek mintavételezése

Legyen a mintavételezendd jel: x(t) , tekintsik a kovetkez6 impulzus sorozatot

o0
p(t) = Z d(t—KT), ekkor az id6 tartomanyban mintavételezett jel eldallithatd mint:
k=—00

0

0 T
Y(t) = x(Dp(t) = D x(t)B(t-KT) = y(t)= {x(nT)S(t -nT) : o

k=—0

Grafikus abrazolva a 8.1. abran lathaté az analdég jel, az impulzus sorozat és a
mintavételezett jel. A mintavételezett jel csak a mintavételi iddpontokban értelmezett.

OHHHH{STHHH}

8.1. abra. Az analog jel mintavételezése.

Feladat 8.1.1.
Legyen az analdg jel a kovetkezok szerint meghatarozott:

1 1 T 1 T
X(t)ZEU(t)—'—ZU(tJ’_E)—FZU(t_E)’ u(t) . oot

g Sin((Dot)

5
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: : X(joo) :
5 B 5 g
) o) ' 0 Q E 20 ®
E | Yio) E
_g'? / 0 \ _(’3:0 0 0y / Q E\ 20 ®
E Qo , Qo , E Qe , Q'eaa 0

8.2. abra. Az analog és mintavételezett jel spektruma.

A mintavételezett jel az id6 tartomanyban:

y(nT) = Bu(nT) + iu(nT + 5y %u(nT - l)}S(t —nT);

@, ®,

®, sin(w,nT) 5(t -

u(nT) = nT) ;

T ®N

y(t)=0,hat#nT
Most vizsgéljuk meg a mintavételezés hatdsat frekvenciatartomanyban:
: 1, .
Fy(1)} = V(o) = FXOP(V) = - X(j0) *P(jo)
2

Pj0)=Q > §(w—kQ) ;Q:?"
Ahol: k=-o0

Y(i0) = 50 X(j0)*P(j0) = 5 X(j0) +© 3 8(0-k) = 3 X(jo)*3o—ka) -

k=—o k=—o

o0
% > Xi(w- k)]

k=—m

Grafikusan dbrdzolva a 8.2. abran lathato, hogy a korlatos spektrumu analég jel spektruma
mintavételezés utdn periodikusan megjelenik a mintavételi frekvencia periodusaval.
Amennyiben a mintavételezés eleget tesz a mintavételi torvénynek, miszerint a mintavételezés
frekvenciaja a korlatos spektrumu analog jel felsd korlatjanak legalabb kétszerese, azaz
, akkor a mintavételezett jelbdl, informacid vesztés nélkiil, savsziird segitségével

visszaallithatd az eredeti jel. A frekvencia korladtot gyakran nevezziik Nyquist
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frekvencianak Qn =20y . Amennyiben a mintavételi torvény nem teljesiil atfedés, alias
jelentkezik a frekvencia tartomanyban, mint ahogy a 8.3. abra is mutatja.
| | X(joo) |

N\

8.3. abra. Az alias hatas.

Feladat 8.1.2.
Hatéarozzuk meg a zérusredi tartdszerv atviteli fiiggvényét.
Az atviteli fliggvény meghatarozasahoz sziikséges a Laplace transzformdaci6 alkalmazésa.
Egy x(t) jel  kétoldali  Laplace  transzformaciéja  meghatdrozhatd6  mint:

X(s) = Tix(t)} = j x(t)e Stdt|, ahol s = 6+ jo.

—0o0

J' To Az idedlis mintavételez6 kimenete a bemeneten
: megjelend analog jel értéke a mintavételi idépontban.
fit) f(t) . . . . )
o o Legyen a mintavételez6 bemenete f (t) , kimenete pedig
£ (t) Ekkor a Dirac impulzus sorozattal mintavételezett
8.4. dbra. Az idedlis mintavételezd jel meghatarozhaté mint:

£7(t) = Zw:f(iTO)S(t —1T,) =£(0)3(t) + £(T,)d(t = T,) + £(2T,)o(t —2T,) +---

i=0

Az idSben eltolt impulzus Laplace transzforméltja: L{S(t—iT,)}=e ™ -1=(e ")’

Ekkor : F'(s)= L{f*(t)}: i f‘(i’l“())efiT“S =£(0) + (T, Ye ' 4 f(ZTO)e*ZToS T
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N N
LU T N )
A M
8.5. abra. f(t) analog jel idedlis mintavételezése. 8.6. abra. A nulladrendii tartoszev kimenete.

Egy kauzdlis f(t) analég jel mintavételezése T mintavételezési periddussal, idealis
mintavételezO kapcsolo alkalmazéasaval talalhaté a 8.5. 4brdn. Amennyiben a mintavételezett
jelet nulladrendli tartdszerv bemenetére vezetjikk, az a kimenetén megtartja a mintavételi
jelértéket a kovetkezd mintavételig. A 8.6. dbra a nulladrendii tartészerv kimeneti jelét
abrazolja, abban az esetben, ha a bemenet a 8.5. dbra szerinti sorozat. A nulladrendii
tartoszervet idétartomanyban az

m(t) = Z FAT [t —iT,)-1(t (i +1)T, )] Ssszefiiggéssel adhatjuk meg, ahol 1(t) az
egységugras fiiggvény. Ennek Laplace-transzformaltja:

M(s) = i £(iT, )é [efm’s - e’(i”)T"s]: i f(iT, o™ i[l - e’TOS] . Mivel: F'(s)= if(iTo ye T
i=0 i=0 P

M(s) 1- e

F'(s) s

igy a z€érusrend tartoszerv atviteli fiiggvénye: H(s) =
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9. A jelfeldolgozas néhany alapveto modszere

Ebben a fejezetben bemutatasra keriill az A/D (analog/digitalis)és D/A (digitalis/analég)
atalakitok miikodése és tipusai. A kvantalas zajmodellje. A véges regiszterhosszusag hatas a
jelfeldolgozés pontossagara.

9.1. A/D atalakitas

Az Analog/Digitalis atalakitas fontos lépése a kvantalds. Kvantalas esetében a fliggvény
értekkészletét véges szadmu diszkrét értékekre osszuk. Ez a felosztas lehet egyenletes, linearis

y y
f(t) fO|

[ [
[ [
r-a
1 [
L-Jd
1 [
1 [
r=Aa
1 [

9.1. abra. Linearis kvantalas. 9.2. abra. Linearis kvantalas.

¢s lehet nemlinearis is. A 9.1. abra egy linearis kvantalasi lehetGségét abrazolj az f (t) jelnek.

Amennyiben a nulladrendii tartéoszerv kimenetén jelentkezd jelet kvantaljuk, digitalis jelhez
jutunk. Az ilyen jelet abrdzolja a 9.2. abra.

x(f) H{Eja} ;ﬂ aQ = x|n]
¥ | Rt —* andHoMd [ "  Qantising M Coding —
input filter
Abkiteres =it Mintavételesd és Evantila Eadok
s Z00 tartd

9.3. abra. Az A/D atalakitas hatasvazlata.

Az Analég-Digitalis (A/D) éatalakitas hataslancanak utolso 1épése a kvantalt jelértékek
kodolasa. A kodolas digitalis jelfeldolgozas esetén valamely digitalis szamabrazolassal
torténik.

Az idedlis A/D atalakitok a valésagban nem megvaldsithatok. Ennek tobb oka is van,
példaul: a valos folytonos jelek sosem teljesen savkorlatosak, az idedlis szlirék nem
megvaldsithatdak. Az idedlis A/D atalakitok a valosdgban csak approximalhatoak. A
valdsdgban az analog-digitalis atalakitok tervezése és megvalositdsa szamos megoldandd
kérdést vet fel.

A H (e-"”) (LP, Low Pass) alulateresztd szlird feladata, hogy a mintavételezési torvény

alapjan hatérolja az analdg jel spektrumat 70 frekvenciara, ahol @, a mintavételezés
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frekvenciaja. Igy kikiiszobolheté az atfedés (aliasing) megjelenése. A gyakorlatban még a
savkorlatos jelek esetében is jelen van a magasfrekvencias zaj komponense, ezért az LP

szlirére mindenképp sziikkség van. Legyen a bemend jel tartominya ®,, korlatok kozott
-, <0<, ,igy aszlird ateresztd zonajat allitsuk w, = w,, értékre. A zardsav also hatara
@ meghatarozhatd o, —wg > ®,, alapjan. A valos sziir6knek van 4tmeneti savjuk, aminek
szélessége w, —w, . A gyakorlatban a @, > 2w,, feltétel szoros teljesitése helyett legtobbszor
a o, =2.50, vagy o, =4wm,, gyakorlat a szokas. A valds sziir6k esetében az amplitido
karakterisztika mellett gyakran fontos a faziskarakterisztika is.

A mintavételezd ¢és tartd egység feladata, hogy két mintavétel kozott is legyen értéke a
mintavételezett jelnek. A nulladrendi tartd kimenetén két mintavétel kozott nem valtozik a jel
értéke.

A kvantdlds a mintdk amplitidojanak folytonos értékkészletét diszkrétté alakitja. Az
eredeti értékkészletet kvantalasi 1épcsOkkel intervallumokra osztja. Mindegyik intervallumban
kijeldl egy referencia értéket, a kvantalasi szintet. Az eredeti pillanatnyi amplitidohoz azt a
kvantélasi szintet rendeli, amelyik a pillanatnyi amplitadéval egy kvantalasi 1épcsében van. A
kvantalasi folyamat egyértelmiien leirhatd egy olyan 1épcsds fliggvénnyel, amelynek
fliggetlen valtozdja a kvantalando fiiggvény, fiiggd valtozoja pedig a kvantalt mennyiség. Igy
tehat a kvantalas egy memoriamentes nemlinearis transzformacio.

Ha a kvantélési 1épcsék azonosak €s a kvantélési szintek a 1épcsdk kdzepére esnek, akkor
linearis kvantalasrol beszéliink. A kvantaldsi Iépcsoknek nem kell sem azonosnak sem a
nulldra szimmetrikusnak lenniiik, és az sem sziikséges, hogy a kvantalasi szintek a kvantalasi
1épcsdk kozepére essenek.

Ha a kvantalds a nulla ponthoz ¢és kornyezetéhez a 0 kvantéléasi szintet rendeli, akkor a
kvantalas nulltartd, ha nincs zérus értékii kvantalasi szint, akkor nullkitéro. A kettd kozott az
alapvetd kiilonbség az, hogy a jelsziinethez a nulltartd kvantalas jelsziinetet, a nullkitérd
kvantélas pedig hamis jelet rendel. A pillanatnyi amplitadoé €s a kvantalasi szint kiilonbsége a
kvantélasi hiba. A kvantalt jel tehat az eredeti jel €s a kvantalasi hiba 6sszegébdl all.

A kvantalasi szintek jellemezése a kodolasban nyilvanul meg. A leggyakrabban
alkalmazott kodok:

természetes binaris kod (pozitiv egész szdmok)

eldjel abszolutértékes binaris kod (pozitiv és negativ egész szamok)
eltolt nullponta binaris kod

Gray kod

2-es komplemens kod (eldjeles egész szamok)

es komplemens kod

Lebegdpontos dbrazolas (eldjel, tortrész, kitevd)

BCD kad.

Feladat 9.1.1.

Az egyenletes (uniform) kvantalé bemenetére az s(t) = cos(wyt) jelet vezetjilk. Hatarozzuk
meg az sq(t) kvantalt jelet, a kvantalt jel PSq(t) teljesitményét, valamint a kvantalasi zajt az
alabbi esetekre:

a) a mintavételezési frekvencia f; = 2f, a kvantalasi szintek szama q = 2.
b) a kvantalasi szintek szdma q = 4.
c) amintavételezési frekvencia f; = 8f, a kvantalasi szintek szdma q = 16.
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A megoldas menete:

Az elso feltételnek megfelelden a kvantdldo kimenetén megjelend kvantalt jel két értéket fog

5,..s(t) >0
megjeleniteni a kovetkezok szerint: s, (t) = {_ 0.5: S§ (2) <0

A kvantalt jel atlagteljesitménye:

To L[ To 0.25
Psey = 1 f g (Odt =—- [foz 0.25dt + fro O.25dt] == —+ T, — 2| = 0.25.
0 2

To
A kvantalas1 hiba az s(t) és az s, (t) jelek kiilonbségébdl ered, azaz:
e(t) = s(t) —sq(t)
A kvantalasi hiba teljesitménye: Py = Ti ) OTO e?(t)dt
0

A fentieknek megfeleléen a teljesitmény:
&
Poy = —fTO 2(t)dt == fOZ [cos(wyt) — 0.5]%dt + fT_T(f[cos(th) — 0.5]%dt| =
2
To To [1
™ [foz [5 (1 + cos(Qwgt)) — cos(wyt) + 0.25] dt + fT?(f [5 (1 + cos(Qwgt)) — cos(wyt) +
0.25] dt]

1 (T,
Pe(t) = T_o fO 0 ez(t)dt = 0.75
A kvantalasi hiba és a kvantalasi jel teljesitményének aranya ennek megfelelden:

Ps
SNRq = =% =2 =0.33 - 10log1o(SNR,) = —4.771[dB].

e

A masodik esetben négy szintet kiilonboztetiink meg. Mivel a kvantalasi 1épést az alabbi
Smax=Smin _ % = 0.5 ezért a kvantalt jel értékei a
0.75;...05<s(t) <1
0.25;...0<s(t) 0.5
—0.25;...—05<s(t) < 0"
—0.75;..—1 < s(t) < -0.5

kifejezés alapjan hatarozzuk meg: AU =

kovetkezé képen alakulnak: s, (t) =

A kvantalt jel telj esitménye'

P =2 Iy 53 (Odt = £ [ [7(0.75)2dt + fTO (0.75)2dt| =

0

A kvantalasi hiba teljesitménye:
Ty
Poy = —fTO 2()dt == [foz [cos(wyt) — 0.75]2dt + fT_T(f[cos(th) —0.75]2dt| =<
2
A kvantalas soran jelentkez0 jel-zaj viszony a kovetkezo:

P 9
SNRq = -%=— = 0.53 > 10log;o(SNR,) = —2.757dB.

e

A harmadik esetben a kvantalasi szintek szdma 16. Igy AU = w = % =0.125

Mivel az analog s(t) jelet nyolcszor gyorsabban mintavételezziik, a kvantizalt jel is tobb
értékbol fog Osszedllni, éspedig:
sq(t) = {£0.0625,+0.1875,+0.3125, £0.4375,4£0.5625, £0.6875, +0.8125, £0.9375}

o . L T,
A mintavételezési periddus At =2

. . ; Ty 2Ty 3T, 4T, 5Ty 6Ty 7T,
mintavételezziik: t, = k - At = {0,—0,—0,—0,—0,—0,—0,—0}.

Az analdég jelet az aldbbi iddpontokban
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Az analog jel értékei ezekben az idépontokban:
s(te) = cos (ZT—” tk) = {1;0.707; 0; —=0.707; —1; —0.707; 0; 0.707}.
0
A kvantalt értékek ekkor:
sq(t) ={0.9375;0.6875;0.0625; —0.6875; —0.9375; —0.6875; —0.0625; 0.6875}.

A kvantalt jel teljesitménye:
P, = %[2 -(0.9375)2 + 4 - (0.6875)2 + 2 - (0.0625)?] = 0.457.
A kvantalasi hiba (zaj) teljesitménye:
(k+1)22 2
P, = Tlo-z,izofkﬂ 5 [cos (ZT—’OT t) = sq(®)| dt =Py — B, = 0.5-0457 ~ 0.11
8

Ps
A jel/zaj viszony ekkor: SNR, = P—q = 4.2 - 101log;o(SNR,) = 6.2325dB.

e
A fentiekbdl levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy a kvantalasi szintek és a mintavételezési
sebesség novelésével a kvantalasi zaj csokkenthetd.

Feladat 9.1.2.

A kovetkezO példaban kiilonb6zé mintavételi frekvencidkkal mintavételezziik az alabbi

periodikus jelet: s(t) = T—to; 0<t<T,, ahol Ty a jel alapperiodusa. A kvantalasi szintek
szama legyen mindig nyolc.

El6szor alkalmazzunk f; = 8f, mintavételi frekvenciat, majd ennek kétszeresét.

Az els6 esetben a kvantalas 1épése: AU = w = % = 0.125 . A kvantalt jel szintjei

ennek alapjan:

sq(t) = {£0.0625,+0.1875, £0.3125, £0.4375,£0.5625, £0.6875, £0.8125, £0.9375}

. , .. Ty 2T, 3T, 4T, 5Ty 6Ty 7T,
Az s(t) jel mintavételezési idépontjai: t, = k - At = {0,—0,2,3—0,4—0,—0,2,7—0}

Az s(t) jel értékei ezekben a pontokban:

t
s(ty) = T—k = {0; 0.125; 0.25; 0.375; 0.5; 0.625; 0.75; 0.875}
0

A kvantalt jel értéke a mintavételi pillanatokban:
sq(tx) = {0.0625,0.1875, 0.3125, 0.4375, 0.5625, 0.6875,0.8125, 0.9375}

A kvantalt jel teljesitménye:
1
P, = 3 [(0.0625)% + (0.1875)% + (0.3125)? + (0.4375)% + (0.5625)? + (0.6875)?

+ (0.8125)2 + (0.9375)] = 0.332

q

ol teliesitménve: P = Lx [ (E£) gp =1 =
Az s(t) jel teljesitménye: P, = ot Jy (To) dt =3 =0333
A kvantélasi zaj teljesitménye: P, = P, — Psq =0.333-0.332 ~ 1.302% 1073
A kvantalasi zaj és jel teljesitményének aranya

Pg
SNRy =—% = 255 - 1010g;o(SNR,) = 24.065dB.

e

A kovetkez0 esetben emeljiik meg a mintavételezési frekvenciat a duplajara.
Ekkor a jel értékei a mintavételek pillanatdban:
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s(ty) = ti _ {0; 0.0625;0.1875; 0.375; 0.25; 0.3125; 0.375; 0.4375;0.5;}
k2T T 0.5625;0.625; 0.6875; 0.75; 0.8125; 0.875; 0.9375

A kvantalt jel értéke a mintavételi pillanatokban:

s, (t) = {0.0625;0.0625;0.1875; 0.1875;0.3125; 0.3125;0.4375;0.4375;}
4"k’ ™ 10.5625; 0.5625;0.6875; 0.6875; 0.8125; 0.8125; 0.9375; 0.9375

A kvantalt jel teljesitménye: P, = i- [2-(0.0625)% + 2-(0.1875)? + 2- (0.3125)% +
2-(0.4375)% + 2 - (0.5625)? + 2+ (0.6875)% + 2 - (0.8125)* + 2 - (0.9375)?] = 0.332

Vegyiik észre, hogy mikézben a mintavételezési frekvenciat megndveltiik és a kvantéalasi
szintek szamat nem valtoztattuk a kvantalt jel teljesitménye nem valtozott.

A kvantalasi zaj teljesitménye: P, = P; — Ps, = 0.333 —0.332 =~ 1.302 * 1073,

A kvantalasi zaj és jel teljesitményének aranya

Py
SNR, = ?" = 255 - 101log;((SNR,) = 24.065dB.

e
Lathat6, hogy a mintavételi eljards mindségi paramétere nem valtozott. Ebbdl arra
kovetkeztetiink, hogy a kvantalasi szintek szamanak valtoztatas nélkiil, csupan a mintak
szamanak novelésével, nem javithaté mindségileg a mintavételezés és kvantalas.

Feladat 9.1.3.

Hatarozzuk meg a mintavételezési frekvencia also és felsO ¢tékét, amennyiben ismert a
kvantalasi szintek szama ¢€s az s(t) jel mely spektrumanak legnagyobb frekvenciaja fr,qx -

A megoldas menete:

A mintavételezési frekvencia alsé értékét a mintavételi tétel hatdrozza meg: f; = 2 * fr00 =
fs min - Az €l6z6 példa tanulsaga szerint, amennyiben az s(t) jel véaltozasa olyan lassu, hogy a
kovetkezO mintavételezési idopontban nem haladja meg az el6z6 kvantélasi szintet, akkor az
Ujabb mért érték az elézdvel lesz egyenld. Az eljarast mindségileg ugy lehetne feljavitani, ha
a mintavételezési frekvenciat ugy allitjuk be, hogy az 1j mintdk mindig mas kvantalasi
tartomanyba essenek, ekkor: [s(t + Ty) — s(t)| > AU. Az s(t + T,) — s(t) kiilonbséget a jel

derivaltjanak felhasznalasaval is felirhatjuk: s(t + Ts) — s(t) = s'(t) * AT , ahol s'(t) =

ds(t e em e ,, e . , L. .,
EO oy analég jel idOszerinti els6é derivaltja, AT = T; a mintavételezési peridodusa.

dt
, . AU AU . L —Smi
Tovabbfejtve: |[s'(t)] >-—=—, amint mir ismert: AU =w ekkor: |s'(t)| >
S
Sma;‘% . A feladat megoldasa érdekében a hatarértéket vessziik figyelembe, vagyis:
*ls
max{|s’(¢)|} > Imax_Smin

q*Ts
Végiil kifejezve a mintavételezési peridodust, annak alsé és felsd hatara a kovetkezok
szerint alakul:

Smax — Smin
q * max{|s'()[} 2 * finax

A mintavételi periodusidd alsé és felsd hataranak ismerete eréforrds megtakaritast tesz
lehetdvé, azonban a képlet alkalmazasa érdekében -elengedhetetlen a jel derivaltja
maximumanak ismerete.

<T, <
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[bookmark: _Toc302779130]Bevezető

A jelek és rendszerek elmélete, és annak gyakorlati alkalmazása nélkül nem működne korunk információs társadalma. A mérnökök nagy szerepet játszanak az egyes megoldások tervezése, kivitelezése és működtetése terén. A mérnök-informatikus szakemberek esetében elengedhetetlen a jel és rendszerelmélet terén való kompetencia megszerzése. A Jelek és rendszerek tárgy a mérnök informatikus alapszakos hallgatók számára a legtöbb felsőoktatási intézményben alapozó és kötelező tárgyként szerepel a tantervben. A témakörben számos, minőséges tankkönyv, jegyzet és példatár készült. Jelen példatár célja, hogy a hallgatók számára röviden bemutatva a szükséges elméletet, példákon keresztül tegye érthetővé a jelek és rendszerek egyes témaköreit. A példák után kidolgozandó feladatok serkentik a hallgatókat munkára. A jel és rendszerelmélet területe nagyon széles, az egyes elemek különböző mélységgel tárgyalhatók, jelen példatár a témakör lefedését tekintve nem törekszik a teljességre, és az alapképzésben használható, nem túl mély elméleti tárgyalásmódot alkalmazza. Az első fejezet (6. oldal) tárgyalja a jel és rendszerelméleti alapfogalmakat. A második fejezet (54. oldal) kitér a folytonos és a diszkrét-idejű konvolúcióra, kihangsúlyozza az LTI rendszerek fontosságát. A harmadik fejezet (73. oldal) foglalkozik a folytonos idejű jelek Fourier transzformációjával. A negyedik fejezet (78. oldal) tartalmazza a diszkrét idejű jelek és rendszerek Fourier analízisének elméletét és néhány példán keresztül igyekszik elmélyíteni a szükséges ismereteket. Az ötödik fejezet (109. oldal) foglalkozik a Z-transzformációval. A jelek szűrését végző rendszerek rövid bemutatása és a témához kapcsolódó példák a hatodik fejezetben (116. oldal) találhatók. A hetedik fejezet (149. oldal) teljes mértékben a modulációval foglalkozik. A mintavételezés és tartás a nyolcadik fejezetben (161. oldal) kapott helyet és végül a kilencedik fejezet (165. oldal) tárgyalja az A/D átalakítást.





[bookmark: _Toc302779131][bookmark: _Ref302779457][bookmark: _Ref302779482][bookmark: _Ref302779490]Jel és rendszerelméleti alapfogalmak

Ebben a fejezetben kerül sor a jelek és rendszerekkel kapcsolatos elmélet rövid áttekintésére, időben folytonos és diszkrét jelek leírására, a folytonos és diszkrét idejű lineáris idővariáns (LTI) rendszerek jellemzésére és tulajdonságainak ismertetésére. Ez a fejezet tartalmazza a jelek és rendszerek reprezentációjához szükséges matematikai alapfogalmakat. Diszkrét és folytonos idejű esetben bemutatásra kerülnek a legfontosabb alapfüggvények, mint az impulzusfüggvény, egység ugrásfüggvény, komplex exponenciális függvény. Végül, ezen ismeretek megalapozásához kidolgozott példákat tartalmaz ez a fejezet.

[bookmark: _Toc286903586][bookmark: _Toc302779132]Rendszertechnikai alapfogalmak

A tananyag megértése érdekében mindenképp tisztázni kell néhány a rendszerrel kapcsolatos alapfogalmat. A rendszer fogalmának meghatározása többféle szempontból lehetséges. Szadovszkij professzor Általános rendszerelmélet alapjai c. művében több jelentős definíciót ad meg. Az első csoportba tartoznak a matematikai modellek irányából megközelítő definíciók, a második csoport definíciói a rendszert, mint relációk által összekapcsolt elemek halmazát tekintik, míg a harmadik csoportba sorolható meghatározások a bemenet, kimenet, információfeldolgozás fogalmával operálnak. A továbbiakban a mérnökök számára két egyenértékű érdemes definíció kerül megadásra:

A valóságnak minden térben elhatárolt részét, ahol a különböző anyag- és mozgásformák elemeit kölcsönhatások és kölcsönös összefüggések kapcsolják össze, rendszernek nevezzük.

[bookmark: _Ref302779523]A rendszer, valóságos vagy elképzelt objektumok viszonylag jól körülhatárolható olyan halmaza, melyeket kölcsönhatások és kölcsönös összefüggések kapcsolnak egybe.

Elméleti szempontból rendszernek tekinthető minden olyan transzformáció, amely adottnak tekintett gerjesztésekhez meghatározott válaszokat rendel. A rendszer elemének tekintjük azt az objektumot, amelyet a rendszer vizsgálatához már további részekre nem szükséges felbontani. A rendszer elemei közötti és a környezethez fűződő összefüggések és kapcsolatok megvalósításai lehetnek egyszerű vagy bonyolult fizikai, kémiai, biológiai vagy információs jellegűek. A rendszer leírását, az összefüggések matematikai meghatározását, a matematikai modellt röviden (bár nem eléggé szabályosan) szintén a rendszer szóval jelöljük.

Mivel minden természetben előforduló, vagy ember által létrehozott rendszer, folyamat, jelenség kölcsönhatásban van egymással, ha bármilyen rendszert tanulmányozunk is, figyelembe kell vennünk a környezet hatását a rendszerre, és a rendszer hatását a környezetre. Ezek a hatások lehetnek olyanok, amelyek a rendszer meghatározott pontjaiban összpontosulnak, például a rendszer egy elemére ható erő formájában. A hatások azonban lehetnek elosztottak is, ekkor az egész rendszernek vagy valamelyik részének felületére, esetleg minden egyes pontjára hatnak. Ilyen elosztott jellegűek a hőmérséklet, vagy nyomás hatásai, amelyek egy rendszer felületének bizonyos részeire hatnak, vagy a gravitációs és mágneses terek hatásai stb. A rendszer és környezete összetartozó, dialektikus egységet képező fogalmak. Szétválasztásuk, a rendszer határvonalainak kijelölése, a rendszer körülhatárolása a feladattól, a vizsgálat szempontjaitól, a beavatkozást igénylő szituációtól függ. Az 1.1. ábra vázlatosan tünteti fel a rendszert a tér olyan részeként, amelyben összes elemei, és a környezethez fűződő összes kapcsolatai összpontosítva (koncentrálva) vannak.





1.1. ábra. A rendszer és környezete.



A kapcsolatokat ábrázoló nyilak a hatások terjedésének irányát mutatják. Minden rendszer jellemezhető az azt felépítő elemek tulajdonságaival, és azokkal a kapcsolatokkal, amelyek az adott rendszer és környezet kölcsönhatását jellemzik. Meg kell jegyezni, hogy akármilyen részletesen és alaposan is tanulmányozzuk a rendszer tulajdonságát és viselkedését, sohasem tudjuk figyelembe venni mind azt a végtelen sok tényezőt, amely a rendszert közvetve vagy közvetlenül befolyásolja. Ezért minden tanulmányozás, kísérlet eredményét csakis megfelelő fenntartással fogadhatjuk el és alkalmazhatjuk a gyakorlatban. A rendszerekben keringő és áthaladó hatásokat, amelyek információs kapcsolatokat valósítanak meg, jeleknek nevezik, ugyanis a jelnek legfontosabb jellemvonása az információtartalom. Elmondható, hogy a jel minden olyan folyamat, amelynek segítségével az információ anyagi jellegűvé válik és továbbítható vagy tárolható.

[bookmark: _Toc286903587][bookmark: _Toc302779133]Jel fogalma

Egy rendszer egyes elemei között, vagy különböző rendszerek között olyan kapcsolatok vannak, melyeken keresztül kölcsönhatásban állnak egymással. Ezek a kapcsolatok az energia vagy az anyag átadását jelenthetik az egymásra ható elemek vagy rendszerek között. A kapcsolatok azonban olyanok is lehetnek, hogy információ tartalmuk lesz lényeges, azaz azok az ismeretek, amelyeket az elem vagy rendszer más rendszerek vagy elemek állapotáról kap, vagy a saját állapotáról közöl. Ekkor az ismereteket hordozó anyagi forma csak másodrangú jelentőségű lesz.

A rendszerekben keringő és áthaladó hatásokat, amelyek információs kapcsolatokat valósítanak meg, jeleknek nevezzük. A jelnek legfontosabb jellemvonása az információtartalom (közleménytartalom), az energiaszint nagysága csak másodlagos jelentőségű. Legtöbbször a jelet, mint időtől függő információt hordozó mennyiséget határozzák meg. E meghatározás csak részben igaz, ugyanis gyakran jelként tekintünk azon függvényekre is melyek független változóként nem tartalmazzák az időt, valamint előfordul, hogy komplex függvényeket is jelként kezelünk.

Jelhordozó lehet minden mérhető fizikai, kémiai állapothordozó, amelynek segítségével az információ anyagi jellegűvé válik és továbbítható vagy tárolható. Matematikai modell esetén a jeleket változókkal jelöljük. Jelhordozó jelölése esetén a változónak fizikai értelme van.

Jellemzőnek nevezzük azokat az állapothatározókat, amelyek a rendszer állapotát vagy állapotának változását jellemzik vagy befolyásolják (pl. nyomás, hőmérséklet, koncentráció). Tehát a jellemző olyan jel, amely a rendszer állapothatározóinak értékéhez vagy értékváltozásához rendel információt.

Az a rendszer vagy közeg, amelyen keresztül kapjuk a jelet, a hírközlő csatorna. A jeleket nagy távolságra lehet közvetíteni, így megvalósítható a térben elválasztott rendszerek közötti kapcsolat is. A jelek rögzítése (memorizálása) lehetővé teszi, hogy megfelelő idő elteltével közvetítsük őket, és így az időben elválasztott rendszerváltozási folyamatokat is össze lehet kapcsolni. 

[bookmark: _Toc302779134]Jelek felosztása

A jelek matematikai leírására függvényeket használunk, amik egy független változó és egy függő változó között egyértelmű kapcsolatot valósítanak meg. A függvény értelmezési tartományát a független változók tartományát jelentik, ezt nevezzük argumentumnak, a függő változó összes értéke pedig a függvény értékkészlete. A jel értelmezési tartományán legtöbb esetben az időt, értékkészletén pedig a vizsgált jel által leírt fizikai mennyiség értékét értjük.

A jeleket feloszthatjuk:

· értékkészlet szerint,

· lefolyás szerint,

· az információ megjelenési formája szerint,

· az érték meghatározottsága szerint,

· a jelhordozó fizikai mennyiségek szerint,

Az alábbiakban bemutatásra kerülnek a fentiekben felsorolt jelcsoportok.

[bookmark: _Toc302779135]A jel értékkészlete szerinti felosztás:

Folytonos a jel, ha – meghatározott tartományban – tetszés szerinti értéket vehet fel és értékkészlete folytonos, vagyis egy összefüggő tartomány.

Szakaszos a jel, ha – meghatározott tartományban – csak meghatározott, diszkrét (izolált) értékeket vehet fel, egy megszámlálható számhalmaz elemeiből, két szomszédos diszkrét értéke közötti értékkészlete hiányzik. Az ilyen jel, időben folytonos, de értékkészletében diszkrét. (lépcsős, más néven kvantált jelalak, vagy diszkrét értékű jel).

[bookmark: _Toc302779136]Lefolyás szerinti felosztás:

Folyamatos a jel, ha a független változó egy adott tartományában megszakítás nélkül fennáll.











A folyamatos jel matematikai modellezésénél olyan függvényt alkalmazunk ahol a független változó  ( a valós számok halmaza). Folyamatos jelnél fontos, hogy az egyértelműen definiált legyen a teljes  felett esetleg, néhány véges számú pont képezhet kivételt. Például a  nem értelmezett a  értékekre, a pozitívokra pedig két megoldással is rendelkezik. Gyakran, főleg dinamikus rendszerek esetében a független változó az idő. Ilyenkor folytonos idejű jelről beszélünk, melynek jele „FI”.











A jelek valós matematikai függvények, de néhány rajtuk végzett transzformáció hatására komplex változóként jelentkezhetnek. Ilyen például a forgóvektorok ábrázolása amplitúdójukkal és fázisukkal. . Ahol:  egy komplex kifejezés,  a forgás szögsebessége,  a forgó vektor amplitúdója és  jelöli a fázisszöget.

[image: ]

1.2. ábra. Folytonos idejű jel.













Szaggatott a jel, ha az a független változó egy adott tartományában csak megszakításokkal áll fenn. A független változó meghatározott értékeiben szolgáltatnak információt a jel a többi értékeknél megszakad. Az információszolgáltatás a független változó bizonyos értékeire értelmezett. Időt alkalmazva független változóként eljutunk a diszkrét idejű jel fogalmához, melynek jele a “DI”. A diszkrét idejű jel matematikai meghatározása, hogy az egy  ( az egész számok halmazát jelöli) független változó függvénye . Az egyértelmű megkülönböztetés érdekében a folyamatos jelet jelölő függvénynél egyszerű zárójeleket alkalmazunk, míg a szaggatott jel esetében középzárójelet. Így  FI míg  DI jel jelölése. 
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1.3. ábra. Diszkrét idejű jel.







A 1.3. ábrán látható  függvény esetében  diszkrét időt jelöl másodpercben, percben, órában vagy egyéb időszeletben megadva.

[bookmark: _Toc302779137]Az információ megjelenési formája szerinti felosztás:

Analóg a jel, ha az információt a jelhordozó értéke vagy értékváltozása közvetlenül képviseli. Az analóg jel információtartalma tetszőlegesen kis változásokat is közvetít.

Digitális a jel, ha az információ a jelhordozó számjegyet kifejező, diszkrét, jelképi értékeiben (kódjaiban) van jelen.

[bookmark: _Toc302779138]Az érték meghatározottsága szerint:

Determinisztikus a jel, ha értéke meghatározott időfüggvénnyel egyértelműen megadható, elegendő pontossággal lehet mérni, és megismételhető folyamatot hoz létre.

Sztochasztikus a jel, ha véletlen lefolyású, és csak valószínűség-számítási módszerekkel írható le, a jel mérésekor véletlenszerű eredményeket kapunk. Ilyenkor nem tudunk egyértelmű időfüggvényt megadni. A jel statisztikus tulajdonságait kell meghatározni, mint például a várható értékét, szórását.

[image: E:\#Munka\#Typotex\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\1\1.4..jpg]

1.4. ábra. Sztochasztikus jel.



A jelek egy speciális osztályát jelentik a periodikus jelek, ahol a jel alakja periódusonként ismétlődik, és aperiodikus jelek, ahol ez a periodicitás nem áll fenn.

Jelfeldolgozási szempontból fontos szerepet játszanak a belépő jelek, melyek az idő negatív értékeire azonosan nulla értékűek, csak pozitív időértékekre szoktuk őket elemezni.



Példák folytonos idejű jelekre:

Egy x jelet folytonos idejűnek mondjuk, amikor a jel az idő minden valós értékére értelmezett:



A determinisztikus jel megadható matematikai modell segítségével. A következőben példát látunk belépő és nem belépő jelek matematikai modellen keresztüli leírására:

Egy függvénnyel az x(t) jelet bármilyen t időpillanatban meghatározhatjuk (t=[sec])

Belépő exponenciális: 

Belépő jel: 

Periodikus jel: 

Nem belépő aperiodikus jel: 

A jel időbeli lefutása megadható grafikus ábrázolással is. Jeleket ilyen módon csak véges időintervallumra és behatárolt pontossággal tudjuk felrajzolni. Van, amikor a jel periodikus, vagy lecsengő jellegű, ebben az esetben következtethetünk a jel, ábrázoláson kívüli részeire is. Az 1.5. ábra periodikus és aperiodikus belépő jeleket mutat be.

[image: E:\#Munka\#Typotex\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\1\1.5..jpg]

1.5. ábra. Periodikus (fent), és nem periodikus jelek (lent).



Az 1.6. ábra egy folytonos jel látható, jelölése . A jel periodikus időközönként vett mintáit ponttal, kvantált értékeit pedig csillaggal jelzi az ábra.
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1.6. ábra. Mintavételezett és kvantált jel.



[bookmark: _Toc302779139]A jelhordozó fizikai mennyiség szerinti felosztás

Jelhordozó bármelyik fizikai vagy kémiai mennyiség lehet. A továbbiakban megemlítésre kerül néhány, a mérnöki gyakorlatban gyakran használt mennyiség. Ezen mennyiségek attól függően csoportosíthatók, hogy milyen az elsődleges rendszer besorolása. Például a korszerű számítógépekre alapozott irányítási rendszerekben a kétirányú információcsere villamos jelekkel történik. A villamos jelekkel működő rendszerek mellett optikai, elektromágneses, pneumatikus és hidraulikus rendszerek is gyakran képezik vizsgálódások tárgyát. Az optikai rendszer jelhordozója a fény. Az elektromágneses rendszerek esetén rádió vagy mikrohullám továbbítja az információt. Pneumatikus rendszerek jelhordozója sűrített levegő, a hidraulikus rendszereké pedig folyadék és azon belül is leggyakrabban az olaj nyomása. Robbanásveszélyes üzemekben pneumatikus vagy megbízható, robbanás biztos villamos berendezéseket alkalmaznak.

A villamos jelekkel működő rendszerek elterjedését indokolja, hogy a villamos energia széles körben rendelkezésre áll, a villamos jelek nagy távolságra jól átvihetők, fizikai mennyiségek gyors változásait is képesek követni és a korszerű híradástechnika és számítógép-hálózati eljárások alkalmazásával könnyen csatlakoztathatók különböző berendezésekhez.

A villamos jel esetében az információhordozó a feszültség vagy áramerősség változása lehet. Az információ közölhető a villamos jel amplitúdójával, frekvenciájával vagy fázisával, vagy az impulzusok amplitúdójával, az impulzusok vagy impulzusok közötti szünet időtartamának viszonyával vagy az impulzusok számával.

Az analóg villamos jelek amplitúdója általában valamely szabványos tartományba esik, így értékük a következő intervallumokba található: 0-1V, 0- 10V-os, 0-5mA, 0-20mA-es vagy 4-20mA.

A rendszer állapotára jellemző információkat az érzékelők szolgáltatják, az irányító hatásokat pedig a rendszerbe beépített beavatkozó szervek biztosítják.

Az érzékelési folyamatra példa a hőmérséklet ellenállás-hőmérővel való mérése. A hőmérséklet, mint állapotjelző, nem közvetíthető egy szabványos hírközlő csatornán keresztül. Ezért a rendszer egy adott pontjába egy ellenállás-hőmérőt helyezünk el, amelynek ellenállása a rendszer adott pontjának hőmérsékletével arányosan változik. Az ellenállás-hőmérő egy egyenáramú hídban helyezkedik el. Az ellenállás értéke arányosan változik a rendszer adott pontjának hőmérsékletével, vagyis a híd kimenő feszültségével. Ez a feszültség a helyszínen érzékelhető. Ha ezt az információt nem a helyszínen, hanem attól távolabb akarjuk felhasználni, a híd kimenőjelét úgy kell átalakítani, hogy az zavarmentesen legyen átvihető egy irányító berendezés felé. E célra egy mérő-átalakítót használnak, amelynek bemenőjele a híd feszültsége, a kimenőjele pedig 0-20mA-ig terjedő áramjel.

[image: E:\#Munka\#Typotex\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\1\1.7..jpg]

1.7. ábra. Az érzékelési folyamat hatáslánca.



Ez a jel már szabványos, és egy vezetékekből felépített hírközlő csatornán, vagyis a hőmérsékletről szerzett információ különböző fizikai mennyiségek változásán keresztül, (hőmérséklet → ellenállás → feszültség → áramerősség) eljuthat egy áramjelet fogadó irányító berendezéshez.

Az irányítástechnikában a hagyományos villamos, pneumatikus vagy hidraulikus jeleket mind több esetben váltják fel a számítástechnikában és számítógép-hálózatokban alkalmazott hírközlő, kódolt digitális jelek.

Az irányítástechnikában az alap érzékelőn (ellenállás-hőmérő, hőelem, piezo elektromos nyomásérzékelő, stb.) kívül az érzékelő és mérő-átalakító együttesét is érzékelőnek (szenzornak) nevezik. Nagyon fontos, hogy az érzékelőnek megfelelő pontosságúnak, megfelelő méréstartományúnak, lineárisnak, relatív gyorsnak és mindenképp megbízhatónak kell lennie.

Jelek és rendszerek példái:

· gazdasági előrejelzések,

· információ kinyerése zajos környezetben (repülőgép)

· felvételek rekonstruálása

· képfeldolgozás

· irányítástechnika

· kódolás technika

Alapvetően az analóg jelek gyökerei a fizikai rendszerekre és az utóbbi időben az elektromos rendszerekre nyúlnak vissza (kommunikáció). 

A digitális rendszerek alapjait a numerikus megoldások, a statisztika és az idősorok analízise képezi.

[bookmark: _Toc286903588][bookmark: _Toc302779140]Néhány fontosabb folytonos idejű jel

A továbbiakban bemutatásra kerül néhány fontosabb folytonosidejű (FI) jel. Az alábbi jeleket rendszerek vizsgálatára, transzformációk eredményének kompaktabb ábrázolására használjuk.

[bookmark: _Toc302779141]Ugrásfüggvény

Az ugrásfüggvény két értékű függvény. Maga a függvény, az ugrás időpontjában felvett értékétől függően három módon is megadható, legyenek ezek: , , .

, , 

Bármely meghatározási mód választásával érvényes, hogy annak integrálja:



[bookmark: _Toc302779142]Az egységugrás vagy Heaviside-féle függvény

Az egységugrás függvény olyan ugrásfüggvény, amely nulláról egyre ugrik a független változó nulla értékében. Jelölése az irodalomban , vagy elnevezése pedig Heaviside függvény. A függvény következőképpen definiálható:







Grafikusan ábrázolja a Heaviside függvényt!

[image: ]

1.8. ábra. Heaviside függvény.



Az ideális kapcsoló karakterisztikája az 1.8. ábrán látható Heaviside függvénnyel egyezik meg.

Az egységugrás függvény határértéke a -ban nulla, a  pedig egy.

Definiálhatjuk az egységugrás időbeni eltoltját is a következőképpen:



[image: ]

1.9. ábra. Eltolt egységugrás függvény.



Az egységugrás függvény másik nagy előnye az, hogy segítségével ablakozni tudjuk a függvényt. Ezt úgy érhetjük, el, hogy elemi egységugrás függvényekből készítünk egy általunk meghatározott szélességű ablakot, majd ezt összeszorozva a vizsgálni kívánt függvénnyel kapjuk az ablakozott jelet. Az 1.10. ábrán pirossal került jelölősre a két egységugrásból előállított négyszög ablak.

[image: ]

1.10. ábra. Négyszög jel.



A signum függvény, előjel függvény.

Az előjelfüggvény a jelek és rendszerek területén egy gyakran használt nemlinearitás.

Analitikusan meghatározva: 





Grafikusan ábrázolja az előjel függvényt!

[image: ]

1.11. ábra. Signum függvény.



A sorompó függvény

A rendszerek vizsgálatánál gyakran használatos a sebesség, vagy sorompó függvény, ami lényegében egy egységnyi iránytényezőjű kauzális egyenes függvény. A sorompófüggvény előállítható az egységugrás integráljaként.

Analitikusan: 






Grafikusan ábrázolja a sorompó függvényt!

[image: ]

1.12. ábra. Sorompó függvény.



A Dirac-impulzus

Az impulzus függvény , vagy más néven Dirac delta függvény egy, csak az elméletben létező jel, amely igen nagy jelentőséggel bír a jel és rendszerelmélet területén. A jel többféle képen bevezethető. Úgy is definiálható, mint egy megfelelő határral választott függvény egységnyi területtel (intenzitással), melynek határait a nullához közelítjük úgy, hogy közben a területe mindvégig egységnyi marad.  Ez a „segédfüggvény” az egységnyi területű függvény.



[image: E:\#Munka\#Typotex\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\1\1.13..jpg]

1.13. ábra. Dirac delta impulzus.



A függvény minden  értékre nulla, kivéve a  helyen, ahol értéke végtelen nagy, miközben területe változatlanul egységnyi marad.

Egy másik megközelítéssel is definiálható:



ahol az  bármilyen folytonos függvény lehet.

A Dirac impulzusnak is létezik eltoltja, mely a következőképpen definiálható, ahol szintén bármilyen folytonos függvény lehet:



Ha az  jel folytonos a  helyen, akkor egy olyan függvény kapunk, melynek értéke mindenütt nulla, kivéve a helyet, ahol is egy olyan Dirac impulzus lesz az értéke, melynek nagysága arányos lesz az  értékkel.

Néhány további tulajdonság az impulzus függvénynek:

·  

· 

·                 	ha  függvény folytonos a -ban

·  	ha  függvény folytonos a -ban





Határozzuk meg a Heaviside függvény deriváltját! 

A feladat megoldása érdekében figyeljük az 1.14. ábra szerint meghatározott  függvényt,

.

A függvényre érvényes, hogy .
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1.14. ábra. Illusztráció a Heaviside deriválthoz.
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1.15. ábra. A függvény deriváltja.







A függvény deriváltja ekkor:



Tehát a Heaviside függvény deriváltja a Dirac delta impulzus. Ennek az inverze is igaz, ugyanis a Dirac delta impulzus idő szerinti integrálja a Heaviside függvény:



Az impulzus sorozat vagy fésű függvény:

Analitikusan:  ahol n – egész szám. Az impulzus sorozat Dirac impulzusok periodikus eltolt összegéből áll elő.





Grafikusan ábrázolja az impulzus sorozat függvényt!

[image: ]

1.16. ábra.. Az impulzus sorozatfüggvény.



Az egységnyi négyszög függvény:

Analitikusan megadva:  .





Grafikusan ábrázolja az egységnyi négyszög függvényt!

[image: ]

1.17. ábra. Az egységnyi négyszög függvény.




Az egységnyi háromszög függvény:

Analitikusan: .





Grafikusan ábrázolja az egységnyi háromszög függvényt!

[image: ]

1.18. ábra. Az egységnyi háromszög függvény.



Az egységnyi sinc függvény

A sinc függvénynek nagy jelentősége van a jelfeldolgozás terén.

Analitikusan: 





Grafikusan ábrázolja a sinc függvényt!

[image: ]

1.19. ábra.  A sinc függvény.




A szinusz függvény

Általános esetben a harmonikus, periodikus szinusz felírható a következők szerint:



[image: ]

1.20. ábra. A szinusz függvény.





Grafikusan ábrázolja a következő exponenciális szinusz függvény:
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1.21. ábra. Az exponenciális szinusz függvény.




A komplex exponenciális függvény:







Tekintsük és vizsgáljuk az  függvényt, ahol  és  általános esetben komplex számok.







Amennyiben ahol  és  valós számok, akkor  egy valós exponenciális függvény.
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1.22. ábra. A valós exponenciális függvény. a>0 és a<0 esetek, C=1.





A továbbiakban tekintsük az Euler képletet: . Az Euler-képlet szoros kapcsolatot teremt a matematikai analízis és a trigonometria között, lehetővé teszi a szinusz és koszinusz függvényeknek az exponenciális függvény súlyozott összegeként való értelmezését:





, .

Amint már említettük általános esetben 





Egy speciális eset, ha  valós része nulla és C=1, akkor, . Egy érdekes tulajdonsága ennek a jelnek, hogy periodikus.





                 

















amennyiben   akkor    és az a jel periodikus minden T értékre, amennyiben , akkor a jel alapperiódusa az a  legkisebb pozitív érték , amire a jel periodikus. Vegyük észre, hogy az  és  jeleknek azonos a periódusuk, azaz  , melynek körfrekvenciája: .

Mivel általános esetben  és   ekkor 
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1.23. ábra. Komplex exponenciális függvények  és  esetekre.



A Dirihle féle függvény

Analitikus alak: .





Grafikusan ábrázolja a függvényt!

[image: ]

1.24. ábra. A Dirihle féle függvény, különböző argumentum értékekre.



[bookmark: _Toc286903589][bookmark: _Toc302779143]Néhány fontosabb diszkrétidejű jel

















Nincs egységes jelölésmód a diszkrétidejű jelek ábrázolására. Jelöljük a diszkrétidejű jelet a  hez hasonlóan  helyettesítéssel  vel, ahol  a mintavételezés periódusideje  pedig egész szám. Gyakran  -t elhagyhatjuk és így  jelölést kapjuk. A továbbiakban használjuk az  jelölést. Fontos megemlíteni, hogy a diszkrétidejű jelek esetében nem beszélünk szinguláris pontokról, vagy nem definiált pontokról, ugyanis egy adott mintavétel értéke mindig meghatározott. Két mintavétel közötti érték pedig nem létezik.

Az egységugrás függvény

Igen gyakran alkalmazott jel, mely a következő képen adható meg:



A függvény értéke  ütemekre 0,   ütemekre pedig 1.
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1.25. ábra. A DI egységugrás függvény.



A folytonos idejű egységugráshoz hasonlóan itt is definiálhatunk tetszőleges  ütemmel eltolt egységugrás függvényt: 

[image: ]

1.26. ábra.  Eltolt DI egységugrás függvény.



Dirac-impulzus, egységimpulzus.

[image: ]

1.27. ábra. A DI Dirac impulzus.

A diszkrét idejű Dirac impulzust a következőképen definiálhatjuk:

 

Hasonlóan a folytonos idejű megfelelőjéhez érvényes, hogy  de rá nem érvényes a skálázhatóság tulajdonsága .



Az egységimpulzus értéke csak a n=0 helyen lesz 1, bármely más helyen az értéke 0.

Itt is definiálhatjuk az egységimpulzus eltoltját:



Diszkrét idejű komplex exponenciális függvény

A függvény sorozata a következőképen adható meg:



Újból felhasználva az Euler formulát ki tudjuk fejezni  értékét:



		[image: ]
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1.28. ábra. A DI komplex exponenciális pozitív valós rész esetén (bal).
Negatív valós rész esetén (jobb ).



A sorozat valós része a  képzetes része pedig a .

Ahhoz, hogy periodikus legyen a jel N-nek,és Ω0 -nak a következő feltételeket kell telkesíteniük:  ahol m pozitív egész.

Ebből az következik, hogy a sorozat nem minden Ω0 –ra lesz periodikus, csak akkor, ha  egy racionális szám lesz. Lényeges különbség ez a folytonos idejű függvénynél tapasztaltakkal szemben, ahol is bármilyen -ra periodikus volt. Ha  megfelel a periodicitás feltételének, azaz  valamint -nek és -nek nincs közös tényezőjük, akkor felírhatjuk az alapvető periodikus egyenletet: 




[bookmark: _Toc302779144]Pédák jelek ábrázolására

A feladatsor célja megismerkedni a jelek ábrázolásával MATLAB környezetben.





MATLAB ábrázoljuk a következő függvényt: 



		A feladat megoldását végző kód:



n=[-3 -2 -1 0 1 2 3];

x=[0 0 6 12 -5 0 0];

stem(n,x);

Az eredményül kapott grafikon jobbról látható.
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1.29. ábra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.









MATLAB-ban ábrázoljuk a következő függvényt: 



		A feladat megoldását végző kód:

n=-10:10;

x=exp(0.1*n);

stem(n,x);

Az eredményül kapott grafikon jobbról látható.
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1.30. ábra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.







MATLAB-ban ábrázoljuk a következő DI exponenciális függvényt:

 



		A feladat megoldását végző kód:

x=exp(0.1*n).*sin(n*pi/5);

stem(n,x);

xlabel('n');

ylabel('x[n]');

grid;

Az eredményül kapott grafikon jobbról látható.
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1.31. ábra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.



		A függvény FI változata:

t=-10:0.01:10;

x=exp(0.1*t).*sin(t*pi/5);

plot(t,x);

xlabel('t');

ylabel('x(t)');

Az eredményül kapott grafikon jobbról látható.
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1.32. ábra. A MATLAB-ban kirajzolt grafikon.









MATLAB-ban ábrázoljuk a következő függvényt: 

 

		A MATLAB kód:

close all;clear all;

N=15;omega=pi/2;x=[];

for n=-N-5:N+5

    if n<-N

        xn=0;

    else

        if n<=0

            xn=n+N/2;

        elseif n<=N

 xn=sin(omega*n);

        else

            xn=0;

        end

    end

    x=[x xn];

end

figure(1);

stem(-N-5:N+5,x);
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1.33. ábra. A baloldali MATLAB kód eredménye.







Most ábrázoljuk a függvény  eltolt változatát, amikor .

		A MATLAB kód:

a=-5;

xp=[];

tart_n=-N-5:N+5;

hossz_n = length(tart_n);

elso_n = tart_n(1);

utolso_n = tart_n(hossz_n);

for n=tart_n

if (n+a >= elso_n) && (n+a <= utolso_n) 

xnpa=x(n+a+N+6);

else

xnpa=0;

end

xp=[xp xnpa];

end

figure(2);

stem(tart_n, xp);

title('Eltolt jel x(n+a)');

xlabel('n');

ylabel('x(n+a)');

		

[image: ]

1.34. ábra Az eltol függvény.





MATLAB-ban ábrázoljuk a függvény skálázott változatát a következők szerint:

 eket, amikor : 

		A MATLAB kód:

b=3;

xs=[];

for n=tart_n

    if (b*n >= elso_n) && (b*n <= utolso_n)

        xbn=x(b*n+N+6);

    else

        xbn=0;

    end

    xs=[xs xbn];

end

figure(3);

stem(tart_n, xs);

title('Skalazas x(bn)');

xlabel('n');

ylabel('x(bn)');

		[image: ]

1.35. ábra. A skálázott függvény.









MATLAB-ban ábrázoljuk a következő függvényeket:

  és 

A megoldás első lépésében fejtsük ki az abszolút értékeket.

 

 

Valamint a 






A MATLAB kód:

n=-15:15;

u_0_tol_8_ig = (n>=0) & (n<8);

u_8_tol_11_ig  = (n>=8) & (n<11);

x = (7-n).*u_0_tol_8_ig + (n-7).*u_8_tol_11_ig ;

u_minus5_tol_0_ig = (n>=-5) & (n<0);

u_0_tol_6_ig = (n>=0) & (n<6);

y = 4*exp(n).*u_minus5_tol_0_ig + 4*exp(-n).*u_0_tol_6_ig;

u_6_tol_8_ig = (n>=6) & (n<8);

z = 4*exp(n).*u_minus5_tol_0_ig + (7-n+4*exp(-n)).*u_0_tol_6_ig ...

+ (7-n).*u_6_tol_8_ig + (n-7).*u_8_tol_11_ig ;



figure(1);

subplot(3,1,1); stem(n,x); xlabel('n'); ylabel('x(n)');

grid;

subplot(3,1,2); stem(n,y); xlabel('n'); ylabel('y(n)');

grid;

subplot(3,1,3); stem(n,z); xlabel('n'); ylabel('z(n)');

grid;

[image: ]

1.36. ábra. A kód futásának eredménye.






MATLAB-ban ábrázoljuk az előző példában szereplő függvények páros  és páratlan  részét.



A megoldás MATLAB kódja:

 ev_x=1/2*(x+x(end:-1:1)); % x paros resze

 od_x=1/2*(x-x(end:-1:1)); % x paratlan resze

 ev_y=1/2*(y+y(end:-1:1));

 od_y=1/2*(y-y(end:-1:1));

 ev_z=1/2*(z+z(end:-1:1));

 od_z=1/2*(z-z(end:-1:1));

 figure(2);

 subplot(3,1,1); stem(n,ev_x); xlabel('n'); ylabel('Ev[x(n)]');

 subplot(3,1,2); stem(n,ev_y); xlabel('n'); ylabel('Ev[y(n)]');

 subplot(3,1,3); stem(n,ev_z); xlabel('n'); ylabel('Ev[z(n)]');

 figure(3);

 subplot(3,1,1); stem(n,od_x); xlabel('n'); ylabel('Od[x(n)]');

 subplot(3,1,2); stem(n,od_y); xlabel('n'); ylabel('Od[y(n)]');

 subplot(3,1,3); stem(n,od_z); xlabel('n'); ylabel('Od[z(n)]');
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1.37. ábra. A program futásának eredménye.






A következő gyakorló feladatnál MATLAB segítségével rajzolja meg az alábbi két függvény szorzatát a  intervallum felett. A függvények:

  



[image: ]

1.38. ábra. A függvények és szorzatuk ábrázolása.
















Rajzolja meg az alábbi  függvényekhez tartozó , ,  és  függvényeket.
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1.39. ábra. Az eredmény függvények.



A megoldás:
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1.40. ábra. Az eredmény függvények.
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1.41. ábra. Az eredmény függvények.



[image: ]

1.42. ábra. Az eredmény függvények.







Adja meg a  függvény páros és páratlan részét!



A megoldás:

a páros rész:  és a páratlan  rész.

Eszerint:  és  .










Rajzolja meg az alábbi  függvények  től  ig tartó integráljait.
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1.43. ábra. A függvények.



[image: ]

1.44. ábra. A megoldás.





Adja meg és rajzolja fel az alábbi jelet és időbeni deriváltját:







A megoldás: 
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1.45. ábra. A megoldás.

[bookmark: _Toc302779145]Rendszerek felosztása

A rendszereket viselkedésük és az őket leíró matematikai modell alapján osztályozzuk. Egy rendszer több osztályba is tartozhat. Az osztályok gyakran ellentétpárokból állnak.

Az alábbiakban röviden bemutatásra kerülnek az osztályok. A rendszer szimbolikus jelölését az 1.46. ábra mutatja.





1.46. ábra. A rendszer szimbolikus jelölése.

















A -val jelölt rendszer bemenő és kimenő jeleinek értékét a  pillanatban értelemszerűen  és  jelöli, míg  és  jelöli a teljes megfigyelhető jelet. És érvényes: .

[bookmark: _Toc302779146]A rendszer osztályok

Folytonos vagy diszkrét









Amennyiben a rendszer bemenetén vagy kimenetén található jel időben folytonos akkor folytonos rendszerről beszélünk, de ha időben csak diszkrét értékekben van értéke akkor diszkrét rendszerről beszélünk. Tehát a folytonos és diszkrét meghatározás az időre vonatkozik. Folytonos idejű rendszer esetében az idő intervalluma  vagy , diszkrétidejű rendszernél pedig egy valós számsorozat, tipikusan , ahol  a mintavételi idő. 



Példa folytonos idejű rendszerre: .









Példa diszkrétidejű rendszerre: , ahol  az -edik mintavételi időben a kimenet értéke. A fentivel egyenértékű leírás: .

Kauzális vagy nem kauzális





A kauzális rendszernél (ok-okozati rendszernél) ok-okozati kapcsolat áll fenn annak bemenő és kimenő jelei között. Rájuk jellemző, hogy rendszer válasza egy  időpontban csak az időpontot megelőző gerjesztésektől függ . Más szóval a kauzális rendszereknek nincs előrelátó képességük. A valós fizikai rendszerek kauzálisak. A nem kauzális rendszerek fizikailag nem reálisak. Ilyenek a jóslások és más prognosztikai, gondolati rendszerek. A mérnöki gyakorlat azonban alkalmazza a nem kauzális rendszereket is. A folytonos idejű rendszerek vizsgálatánál gyakran egyszerűbb matematikai tárgyalást biztosítanak. A diszkrétidejű rendszerek esetében a jelek memorizálhatók és valósidőn kívül feldolgozhatók. Itt megemlíthető a képfeldolgozás, a hangfeldolgozás, a meteorológia vagy más hasonló terület is.



A kauzalitás fogalma kiterjeszthető a jelekre is. A kauzális jelek értéke  esetén nullával egyenlő. Ezek a belépő jelek.

Példák kauzális rendszerekre:





Folytonos idejű: , diszkrétidejű: .

Példák nem kauzális rendszerekre:





Folytonos idejű: , diszkrétidejű: .

Az utóbbi rendszert gyakran használják átlagképzésre.

Statikus vagy dinamikus



A statikus rendszer kimenete egy  időpontban csak is kizárólag az abban a pillanatban jelentkező gerjesztéstől (bemenettől) függ. A statikus rendszereknek nincs memóriájuk. A statikus rendszerek viselkedése nem függ az időtől. A statikus rendszer algebrai vagy idő szerinti deriváltakat nem tartalmazó közönséges vagy parciális differenciálegyenletekkel írható le. A dinamikus rendszerek esetében egy adott időben gerjesztett kimenet értéke függ a múltbeli gerjesztésektől is. A dinamikus rendszerek energiatárolót(kat) tartalmazó rendszerek, vagyis memóriával rendelkező rendszerek. Matematikai modelljük olyan közönséges vagy parciális differenciálegyenletekkel adható meg, amelyekben szerepel idő szerinti derivált.

Koncentrált paraméterű vagy elosztott paraméterű

Koncentrált paraméterű rendszer esetében az elemeket paramétereik tekintetében idealizáltnak, kiterjedés nélkülinek tekintjük. Ilyen idealizált elem a tömegpont, amely bizonyos esetekben alkalmas egy bolygó figyelembevételére egy koncentrált paraméterű rendszeren belül. Az elosztott paraméterű rendszerben a paraméterek általában térben folytonos eloszlásban hatnak. Az elosztott paraméterű rendszerek matematikai modellje parciális differenciálegyenletekkel adható meg.

Homogén vagy nem homogén







Homogén rendszerre érvényes: , vagyis amennyiben a bemenetet megnöveljük  szorosára akkor a kimenet is  szorosra növekszik.



Példa homogén rendszerre: .



Példa nem homogén rendszerre: .

Additív vagy nem additív













Legyen  gerjesztésre egy rendszer válasza  és  gerjesztésre , akkor a két bemenet összegére  a válasz a két kimenet összege , tehát additív rendszerre érvényes:





Az additivitást igen jól szemlélteti a következő, ha például egy függvény leképezés az:

y(t) = F(u(t))

törvényszerűség szerint történik, akkor a modell additív, ha

F(u+ũ) = F(u) + F(ũ)

és nem additív ha

F(u+ũ) ≠ F(u) + F(ũ)

Lineáris vagy nemlineáris

A lineáris rendszer egyszerre homogén és additív is.

Ezt a tulajdonságot szuperpozíciónak nevezzük. Vagyis





Az egyenletek akkor lineárisak, ha a független változók (vagy annak deriváltjai) csak első hatványon és transzcendens függvények által történő leképezések nélkül fordulnak elő benne, egyébként nemlineárisak. Ha a linearitás valóban fennáll, akkor jelentősen leegyszerűsíti a rendszer viselkedésének elemzését. A valós világ számos rendszere igen széles tartományban, legalábbis első közelítésben, lineáris. 



Példa lineáris rendszerre: 



Példa nemlineáris rendszerre: 

A folytonos rendszerekhez hasonlóan, amennyiben a diszkrét rendszer egyszerre homogén és additív is akkor az lineáris diszkrétidejű rendszer.

Időinvariáns vagy idővariáns



Ha a rendszer kapcsolatai és paraméterei időfüggetlenek, akkor a rendszer időinvariáns (autonóm). Időinvariáns rendszerek esetén egy adott gerjesztésre ugyanaz a válasz függetlenül attól, hogy az mikor lett alkalmazva. Vagyis .









Diszkrét rendszerek esetén pedig ha  bemenetre a válasz , akkor az időinvariáns rendszer válasza  bemenetre .

Invertálható rendszer

A rendszer invertálható, ha annak kimenetéből egyértelműen meghatározható a bemenete. Más szóval a rendszernek létezik inverze amennyiben különböző gerjesztések különböző válaszokat generálnak.

[image: ]

1.47. ábra. Invertálható FI rendszer.





Ez igaz diszkrét rendszerek esetében is. Például az  akkumulátorként is ismert rendszer inverze az  rendszer.
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1.48. ábra. Invertálható DI rendszer.

Determinisztikus vagy sztochasztikus

A determinisztikus rendszer független változói, függvényekkel adhatók meg térben és időben. A sztochasztikus rendszer egyes független változói csak valószínűségszámítási összefüggésekkel írhatók le.

[bookmark: _Toc286903590][bookmark: _Toc302779147]Lineáris időinvariáns rendszerek

A jel és rendszertechnikában kitüntetett szerep jut az időinvariáns lineáris rendszereknek, vagyis az LTI (Linear Time Invariant) rendszereknek. 

Amint már ez előzőkben is láttuk egy rendszer idővariánciájának vagy invarianciájának az időtől való függését nevezzük. Az időtől való függetlensége az explicit függést jelenti, a rendszerben jelentkező jelek természetesen függhetnek az időtől. Az időinvariáns rendszer esetében a vizsgálat elvégzésének időpontja lényegtelen, a kezdőidőpontot tetszőlegesen megválaszthatjuk, a kimenőjel meghatározásánál csak a vizsgálat vagy mérés időintervallumának hossza a lényeges. Másképpen úgyis megfogalmazhatjuk egy rendszer időinvarianciáját, hogy ugyanakkora értékkel eltolva a vizsgálat kezdő- és végpontját, viszont megegyező kezdőállapotokban ugyanazt a bemenő jelet használva, ugyanabba a végállapotba hozzuk a rendszert. Az idővariancia illetve invariancia matematikailag az állapotátmeneti- és kiolvasó függvények megadásánál valósul meg. Idővariáns rendszereknél explicit módon jelenik meg az időváltozó a függvényargumentumban, viszont nem így van ez az időinvariáns rendszereknél. Ez a különbség a fizikai rendszerek esetében a következőképen mutatható be. Amikor idővariáns rendszereket vizsgálunk, akkor nemcsak az állapotváltozók, a bemenő és a kimenő jelek függnek az időtől, hanem a rendszert jellemző paraméterek időváltozókként vannak jelen. Egy rendszer idővariánssága a paraméterek általában vagy a hosszútávon bekövetkező változásából (például alkatrészkopás), vagy valamely zavaró tényező (például a külső hőmérséklet) figyelmen kívül hagyása miatt jelenik meg. 

SISO LTI rendszer matematikai modellje





A következőkben röviden bemutatásra kerül az egy bemenetes és egy kimenetes SISO (Single Input, Single Output) LTI rendszer matematikai modellje. Egy  folytonos kimenetű és  folytonos bemenetű autonóm, állandó és koncentrált paraméterű rendszer kimenet-bemenet viszonya a következő n-ed rendű általános differenciálegyenlettel írható le :



, 

Vagyis a rendszer a következő:

[image: ]

1.49. ábra. A rendszer matematikai modellje.









az  és  együtthatók rendszerállandók, és fizikai rendszerek esetében érvényes az  összefüggés.

A fenti differenciálegyenlet felírható az alábbi 





formában is.

A rendszerre jellemző differenciálegyenlet rendszámát alapvetően a rendszer energiatárolóinak száma szabja meg. Mivel a rendszer lineáris és időinvariáns, így a belső energiák által gerjesztett kimeneti jelösszetevő és a bemenet hatására jelentkező kimeneti jelösszetevő egyszerűen összeadható.









Matematikából tudjuk, hogy az –edrendű állandó együtthatójú lineáris differenciálegyenlet teljes  megoldása a homogén egyenlet általános megoldásának  és az inhomogén egyenlet egy partikuláris  megoldásának szuperpozíciójaként állítható elő a következő képen:





A homogén egyenlet:





, 





esetén a gerjesztést nem vesszük figyelembe. A rendszer belső energiáinak felhasználásával mozog és eredményezi  függvényt. A homogén egyenletbe  helyettesítéssel kapjuk a







karakterisztikus egyenletet. A  felírható gyökeivel is:





ahol  









Itt az  értékek különböző,  multiplicitású gyökök,  pedig különböző,  multiplicitású komplex gyökpárok.





A  egyes tényezőinek a következő függvényeket feleltetjük meg: a  tényezőknek az 







függvényt, a  tényezőknek az 















függvényt. A szabad együtthatók , ,  száma pontosan . Így az ismert peremfeltételek segítségével meghatározhatóak a szabad együtthatók. A rendszer homogén részének általános megoldása felírható az alábbi alakban: 

A rendszer partikuláris részének megoldása a gerjesztéstől, vagyis a bemenettől függ. A bemeneti függvény alakja meghatározza milyen formában keressük azt.

A lineáris MIMO rendszerek matematikai modellje

A több bemenetű és több kimenetű rendszerek, vagyis a MIMO (Multiple-Input and Multiple-Output) rendszerek leggyakoribb modellezési alakjuk az állapotteres modell. Koncentrált paraméterű fizikai rendszert tekintve, az állapottér modell a következő alakban adható meg. Legyen x(t) az állapotváltozók vektora, u(t) a bemenő változók vektora, y(t) a kimenő változók vektora.

A sima, FI, MIMO, nemlineáris, idővariáns rendszer megható az alábbiakkal:

   ,   
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1.50. ábra. Sima FI, MIMO rendszer.















Az ábrán megadott rendszerre általánosan érvényes, hogy , , .  az állapotváltozók száma,  a bemenetek száma és  a kimenetek száma.

A sima, FI, MIMO, nemlineáris, időinvariáns rendszer megható az alábbiakkal:

   ,   

A sima, FI, MIMO, lineáris, idővariáns rendszer megható az alábbiakkal:

   ,   
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1.51. ábra. Sima FI, MIMO lineáris rendszer.

























Az ábrán , ,  és , ,  és  rendre , , ,  méretű időben változó elemeket tartalmazó mátrixok.

A sima, FI, MIMO, lineáris, időinvariáns rendszer megható az alábbiakkal:

   ,   
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1.52. ábra. Sima FI, MIMO időinvariáns lineáris rendszer.
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A feladatsor célja a modellképzés bemutatása, valamint a modell analizálása, MATLAB és analóg számítógépes modell segítségével, SIMULINK felhasználásával.









A feladatban megadott mechanikai rendszer egy fix ponthoz rögzített cilindrilus (azaz henger alakú) csuklóból, a csuklóhoz rögzített  hosszúságú rúdból áll. Emellett a rúdhoz a cilindrikus csuklótól  távolságon található egy másik cilindrikus csukló, amire egy viszkózus súrlódást adó henger van csatlakoztatva. A rúd végére pedig egy harmadik cilindrikus csuklón keresztül egy rugó van erősítve.

A rendszer az alábbi ábrán látható:
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1.53. ábra. A mechanikus rendszer.

















Amennyiben a rendszert szöggel kimozdul a kezdeti nyugalmi helyzetéből, akkor az hosszúságú merev rúd elmozdítja a teljes rendszert, mondjuk lefelé. A rúd sebessége ekkor . A rúd súlya legyen. A viszkózus súrlódási erő . A  súly a rúd végére függesztett súly, amely kimozdította a rendszert az egyensúlyi helyzetéből. Az erő pedig az rúdra ható rugóerő, az A pontban. A kimozdult rendszert ábrázoló ábra:
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1.54. ábra. A kimozdított mechanikus rendszer.



A rendszer egyenlete az alábbiak szerint alakul:













Az olajhengerben ható ellenálló erő, azaz a viszkóz súrlódási erő intenzitása egyenlő a viszkóz súrlódási együttható , és a viszkózus közegben mozgó dugattyú  sebességének szorzatával. Tehát minél nagyobb a sebesség, illetve minél nagyobb a súrlódási együttható (minél sűrűbb a viszkózus közeg), annál nagyobb ez az erő. A , kerületi sebesség egyenlő a sugár () szorozva szögsebességgel (). Tehát a súrlódási erő: .

Írjuk fel ez alapján a nyomatékegyenletet az O pontra:





































 az O pont körül forgatott rúd tehetetlenségi nyomatéka. Ennek értéke  azaz  -szor tömeg szorozva a hosszúság négyzetével. Alkalmazva Newton-törvényét forgó mozgás esetére az egyenlet jobb oldalán a tehetetlenségi nyomaték és a szöggyorsulás () szorzata szerepel. Az egyenlet bal oldalán, pedig az összes erők nyomatékának vektoriális összege szerepel. A rendszerre hat a  súlyerő  erőkarral, vagyis a legrövidebb távolsággal kell számoljunk a pont és az erő hatásvonala között. Ez legyen pozitív, mert lefelé húzza a rudat. Felfelé hat a viszkózus súrlódás , amely ezért negatív. Az  a súrlódási erő, melynek  az erőkarja. Hat még lefelé, ezért pozitívan vesszük a súlyerő által kifejtett nyomaték , ahol a  a súlyerő és  az erőkar. Végül felfelé hat és azért negatívan vesszük a rugóerő , ahol az  a rugóerő melynek erőkara .



Az O pont körül a teljes tehetetlenségi nyomaték: 



A g a gravitációs gyorsulás, értéke 9,81 a G pedig a rúd súlya. Mivel a rúd végén van még egy tömeg, ezért a teljes tehetetlenségi nyomaték a rúd és a rúd végén elhelyezett súly tehetetlenségi nyomatékénak () az összege.



A rugóban ható erő értéke: 









Ez az erő két részből áll, egy statikus előfeszítésnek -nek és a  rugóállandónak szorzatából valamint a -nek és az összenyomás mértékének, azaz az-nek a szorzatából.















Az így kapott egyenlet nemlineáris, mert szerepel benne a  szinusza és koszinusza is. Linearizálhatjuk az egyenletet a 0 munkapont körül, ami annyit jelent, hogy ha  majdnem nulla, azaz csak kis kimozdításokat végez a rendszer, akkor az elmozdulások közelítően egyenes mentére feltételezhetők. Ha az elmozdulás kicsi akkor a következő közelítés igaz:  és . Tehát a nyomaték egyenletben, mindenhol ahol  vagy  volt ott  vagy 1 írható. Továbbá behelyettesítve a fenti egyenleteket: tehetetlenségi nyomaték, viszkózus erő nyomatékát, a rugóerő nyomatékát. Az alábbi egyenlethez jutunk: 









A fenti egyenletben vannak olyan tagok, melyek összege statikus egyensúly esetén 0. Ilyen a rúgó súlya miatti súlyerő nyomatéka, a tömeg súlya miatti súlyerő nyomatéka, és a rugóerő statikus részének nyomatéka. Ezen tagok összege az alábbiakban látható: . Ezt felhasználva, és az egyenletet 0-ra rendezve kapjuk, a következő kifejezést: .



Itt paraméterként szerepelnek a súlyerők, a távolságok, a gravitációs gyorsulás, a rugóállandó, a viszkozitási állandó. A változó pedig  elmozdulás. Az egyenletet tovább egyszerűsíthetjük azzal, hogyha bevezetjük az alábbi jelölésmódot. 







 Az új paraméterek pedig: , .







Ekkor kaptunk egy olyan egyenletet, mely valamilyen periodikus mozgást ír le. A periodikus mozgás frekvenciája  ha ezt helyettesítem a  összefüggésnek megfelelően akkor a következő egyenletet kapjuk: .





Ha az egyenlet mindkét oldalát beszorozzuk -el akkor a következő egyenletet kapjuk: .



Így eljutottunk a rendszert leíró állandó együtthatós differenciálegyenlethez, ez esetben az együtthatók állandók, az egyenlet homogén, ugyanis jobb oldala 0-val egyenlő. A differenciálegyenlet homogén megoldásához a karakterisztikus polinom gyökeinek meghatározásával jutunk: .









Az A és a B együtthatók értékét a kezdeti feltételek  és a  alapján határozhatók meg. Az  a karakterisztikus polinom komplex konjugált gyökeinek képzetes,  pedig a valós része.



A rendszer periodikus viselkedése esetén érvényes, hogy .



Ilyenkor a mozgás körfrekvenciája: 



Aperiodikus viselkedés esetén: , mely kialakulásának feltétele, hogy:





A mozgás periodikus amennyiben van átlengés a végtelenben felvett értéken, vagyis ez esetben az aszimptotán, 0-án, és aperiódikus ha nem leng át a 0-án hanem beáll 0-ra. Ez a viselkedés itt attól függ, hogy mekkora a csillapítás, amennyiben nagy akkor lassan beáll a rendszer átlengés nélkül, ha pedig kicsi, akkor lesznek átlengések, a folyamat belső energiáinak lecsengése során. Ha nincs csillapítás, akkor nem fog a rendszer beállni, állandó harmonikus rezgést fog végezni.

Most pedig nézzük meg, hogy hogyan lehet megoldani a fenti differenciálegyenletet analóg számítógépes modell segítségével, illetve szimulálni a SIMULINK környezetben. Legyenek adottak a következő paraméterértékek.





a=4; l=5; c=10; beta=1; G=1; Q=5; g=9.8182





Ezek alapján meghatározhatjuk a δ-t és az ω-t: 

sigma=(3*a*a*g*beta)/((G+3*Q)*l*l)/2

omega=sqrt((3*c*g)/(G+3*Q))

Ebben az esetben a δ és az ω, illetve ez alapján a T a következő képen fog alakulni:





Az aperiódikus viselkedés kialakulásának feltétele ezen értékek mellett:





Nézzünk egy általános állandó együtthatós homogén másodrendű differenciálegyenletet, ahol:









			

Az analóg számítógépes modell felállításához kifejezzük a legmagasabb deriváltat:





A feladat megoldásához szükség lesz két integrátorra, az első ha integrálja az x második deriváltját akkor abból x első deriváltja lesz, a második ha integrálja x első deriváltját, akkor abból megkapjuk az x-et. Az x második deriváltjának képzése pedig a fenti képlet alapján történik. Ez egy két tárolós rendszer, mert van benne két integrátor. Állítsuk össze SZIMULINK-ben a következő rendszert:

[image: ]

1.55. ábra.



A megfelelő erősítések helyére írjuk be a konstansok megadott értékeit. Szimulációhoz a kezdeti feltétel helyén legyen 0.1 az elmozdulás és 0 a sebesség kezdeti értéke. Így a 2-es integrátornál ezt a 0.1-es kezdeti feltételt adjuk meg. A szimuláció eredménye az 1.56. ábrán látható.

		[image: ]

1.56. ábra. A szimuláció eredménye β =1.

		[image: ]

1.57. ábra. A szimuláció eredménye β =7,3.











Látható, hogy mivel itt a β =1 ami kisebb mint a 7,28, így periodikus viselkedés alakult ki. A periódus itt  az amplitúdó  -vel csökken.



Határozzuk meg a periódusidőt is, miszerint: [sec].

Állítsuk a β =7,3-ra így már aperiodikus lesz a viselkedés. Természetesen itt újra kell számolni a állandó értékeket. Eredményül, ekkor az 1.57. ábra szerinti aperiodikus jelet kapjuk.

		[image: ]

1.58. ábra. A szimuláció eredménye β =0.

		[image: ]

1.59. ábra. A szimuláció eredménye 4-szeres c esetén.







Most pedig állítsuk át a csillapítást, β -t 0-ra. Ilyenkor sohasem fog beállni a rendszer állandósult állapotba, eredményül az 1.58. ábra szerinti lengő mozgást kapjuk. A szebb görbe érdekében, szükség van arra, hogy a numerikus integrálás maximális lépését kisebbre vegyük. 

A következőkben figyeljük meg a rugóállandó (merevség) hatását a rendszer viselkedésére. Változtassuk meg a rugóállandó értékét, az az c értékét 10 -re. Az ω frekvencia gyökösen függ a c-től. Ha a c-t 4-szeresére változtatom, akkor az ω frekvencia 2-szeresére változik. Ha a c értéke 40-lesz, akkor az ω frekvencia 2-szeres lesz, a periódusidő pedig fele, azaz 1.4 helyett 0,7. Ezt próbáljuk is ki. Az eredményül kapott viselkedést az 1.59. ábra illusztrálja.

A görbéről leolvasható, hogy 0,7 lesz az új ω frekvencia.

Keressük meg, hogy mennyi idő alatt csillapodik le a jel a maximális kezdeti érték 1%-ára?

Tehát 0.1-nek az 1%-a 0.001. Mikor éri el ezt a jel? Mennyi idő kell a jelnek ehhez? Határozzuk meg a karakterisztikus polinom gyökeit, MATLAB-ban: 

roots([1 sigma2 omega2])





A gyökök:

-0.5891 + 8.5609i

-0.5891 - 8.5609i



konjugált komplex számok lesznek, hisz a periodikus jel amplitúdója egy tölcséren belül mozog. Ezt helyettesítsük be a következőek szerint: 



Ebből következik, hogy a keresett idő [sec].





Vizsgáljuk meg egy kéttárolós rendszer viselkedését, keressük meg időállandóját.



Ennél a példánál megvizsgálunk egy olyan két tárolós rendszert, amelyet leíró differenciálegyenlethez tartozó karakterisztikus polinomnak két valós gyöke lesz. Legyen ez a rendszer a következő:





1.60. ábra. Kéttárolos rendszer.











Ez a rendszer egy ellenállás, egy kondenzátor és egy tekercs sorba kötéséből áll. Két energiatároló van tehát a rendszerben, a kondenzátor elektrosztatikus energiát, a tekercs pedig mágneses energiát tárol. A rendszer bemenete legyen az  feszültség, melyet a feszültséggenerátor állít elő, kimenete a kondenzátor  feszültsége. A körben egyetlen áram folyik az . A Kirchoff törvények alapján az egyes áramköri elemeken eső feszültségekre fennáll a következő egyenlőség is: .



Behelyettesítve kapjuk, hogy .

A passzív áramköri elemek értékeit behelyettesítve, kapjuk, hogy:





A fenti egyenlet egy állandó együtthatós, inhomogén differenciálegyenlet.



Rendezve az egyenletet kapjuk, hogy .









Ha a gerjesztésünk egy egységugrás függvény, akkor  értékekre , így t>0 azaz, ha  esetén érvényes, hogy 











Ennek az inhomogén differenciálegyenletnek a megoldása , tehát a megoldás egyenlő a homogén és a partikuláris megoldások összegével. A megfelelő homogén egyenlet: , ahol  és . A rendszer viselkedése aperiodikus, mert .





A differenciálegyenlet homogén megoldásának meghatározásához oldjuk meg a karakterisztikus polinomot, azaz az -t, melynek, megoldása . Ebből következik, hogy a homogén megoldás











Itt látható hogy az időállandók . Az egyes belső energiák elviekben más-más időállandó mentén viselkednek. Figyelembe véve a kezdeti feltételeket, azaz az , meghatározhatjuk a  értékeket





[bookmark: OLE_LINK5][bookmark: OLE_LINK6]     ,     











Megoldva a fenti két egyenletet,  -re kapjuk, hogy a homogén megoldás:









A bemenet egy egységugrás, így a differenciálegyenlet partikuláris megoldását  alakban keressük. Ezt behelyettesítve a  differenciálegyenletbe, kapjuk, hogy







 , , 



Ebből következik, hogy . A differenciálegyenlet teljes megoldása egységugrás gerjesztés esetén tehát:





Oldjuk meg a fenti differenciálegyenletet a SIMULINK segítségével. A differenciálegyenletnél a legmagasabb deriváltat kifejezve kapjuk:





Ez SIMULINK-ben megvalósítva az 1.61. ábra látható:

[image: ]

1.61. ábra. A kéttárolós rendszer modellje.



A kezdeti feltételeknek megfelelően az első integrátor esetében az „initial condition” 0, míg a második integrátor esetében az „initial condition” 0.5. A rendszer külső gerjesztés nélküli viselkedése az 1.62. ábrán látható.
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1.62. ábra. A rendszer viselkedése gerjesztés nélkül.

		[image: ]

1.63. ábra. A rendszer válasza egységugrásra.







A fenti ábra nulla bemenet esetére vonatkozó szimuláció eredménye. Az 1.63. ábra mutatja a gerjesztést és belső energiát is tartalmazó rendszer kimenetének idődiagramját. 

Itt az egységugrás mint bemenet az 1s-ban lép be. Amikor lényegében elkezd kisülni a kondenzátor, az energia egy része töltődik át a tekercsbe, egy másik része disszipál (hőenergiává válik) az ellenálláson, majd jön az egységugrás bemenet, és a kondenzátor feltöltődik 1V-ra. Minél később lép be az egységugrás bemenet, annál jobban kisül a kondenzátor.





A karakterisztikus egyenlet együtthatói, jelen esetben 1,4,3. Ha ezt MATLBA-ban megoldjuk, akkor kapjuk, hogy a gyökök -1, -3 ahogy ezt korábban is láthattuk. Változtassunk a rendszer paraméterein. Vegyük le a csillapítást 1-re, azaz legyen a 4-es együttható 1, . Ekkor két komplex konjugált gyököt kapok. Ezek a gyökök: . Nézzük meg, mi történik akkor, ha az egységugrás bemenetnél a „final value-t” 0-ra állítom, tehát lényegében nincs bemenet, illetve az erősítéseket a fentieknek megfelelően módosítom. Ekkor a magára hagyott rendszer kimenetének viselkedése az 1.64. ábra szerint alakul.

		[image: ]

1.64. ábra. A rendszer válasza ha a csillapítás 1.

		[image: ]

1.65. ábra. A renszer válasza ha a csillapítás 0.











Látható, hogy a homogén viselkedés periodikus lesz, nem pedig aperiodikus. A lengés frekvenciája,  azaz 0,2639 Hz és a periódusidő 3,7889s. Ez a rendszer sajátfrekvenciája. A rendszer csillapítása . Vegyük le az előbbiekben 1-re állított csillapítást 0-ra. A rendszerben nem lesz csillapítás. Ekkor a rendszer viselkedése az 1.65. ábra szerint alakul.



A rendszer karakterisztikus polinomjának gyökei, ebben az esetben . A sajátfrekvencia 0,2757Hz, a periódusidő pedig 3,6275s. A rendszer csillapítása 0. Vizsgáljuk meg a rezonancia jelenségét. Rezonancia esetén a sajátfrekvenciával megegyező frekvenciájú bemenettel gerjesztem a rendszert. Gerjesszük ezt a rendszert a sajátfrekvenciájának megfelelő sinusos jellel. Cseréljük le az egységugrást szinusz jel generátorra. Ekkor az 1.66. ábra szerinti rezonancia viselkedéshez jutunk. A jel amplitúdója lineárisan növekszik.

		[image: ]

1.66. ábra. A rezonancia jelensége.

		[image: ]

1.67. ábra. 









Látható hogy kialakul a rezonancia jelensége. Annak érdekében, hogy csak a partikuláris rész jusson kifejezésre, a kezdeti feltételt is 0-ra állíthatjuk. A rendszer amplitúdójának növekedése lineáris. Ha van csillapítás a rendszerben, akkor pedig nem fog a válasz amplitúdója a végtelenségig nőni, hisz az amplitúdó növekedését exponenciálisan csökkentjük (gyorsabban tart 0-hoz mint a ) a csillapítással. A rezonanciát a csillapítással meg lehet fékezni. Ebben az esetben az 1.67. ábra szerinti viselkedést észleljük.





A következő differenciál egyenletek mindegyike egy rendszer működését írja le:



a)	



b)	



c)	



d)	

Végezzük el a rendszerek osztályozását.



A megoldás:

a)	A rendszer lineáris és állandó paraméterű

b)	A rendszer nem lineáris és állandó paraméterű.

c)	A rendszer lineáris és változó paraméterű.

d)	A rendszer nem lineáris és változó paraméterű.





Egy rendszer működését a következő differenciális egyenletekkel írhatjuk le:



a)	



b)	 



c)	

Határozzuk meg a b1, b2, b3, b4 és b5 paraméterek értékeit úgy, hogy a rendszer:

· lineáris

· változó paraméterű legyen.

A megoldás:



a)	A rendszer akkor lesz lineáris, ha a b1=0 és b4=0. Ekkor a rendszer differenciál egyenlete: 

A rendszer akkor lesz változó paraméterű ha b40.



b)	A rendszer akkor lesz lineáris, ha a b1=0, b3=0 i b4=0. Ekkor a rendszer differenciál egyenlete: 

A rendszer akkor lesz változó paraméterű ha b40.

c)	A rendszer lineáris ha b2=0. 

A rendszer állandó paraméterű függetlenül a b1 és b2 paraméterek értékétől.







Vizsgáljuk ki az adott rendszer linearitását: 



ahol a  a mintavételezés gyakorisága és k=0,1,2…





Amennyiben r = akkor az egyenlet: 





	Ha r = akkor az egyenlet: 



	Ha r =  akkor az egyenlet:







	Ha a  értékét behelyettesítjük az alábbi egyenletbe:







a következő kifejezést kapjuk:





Mivel a fenti kifejezések megegyeznek, arra a következtetésre jutunk, hogy az adott rendszer lineáris.







Vizsgáljuk ki az alábbi rendszer linearitását: 



Megoldás:



Ha r =  akkor az egyenlet:







Ha r =  akkor az egyenlet:







Ha r =  akkor az egyenlet:





Ha a kapott értékét behelyettesítjük:





mivel:





a fentiekből arra következtethetünk, hogy az adott diszkrét rendszer nem érvényes a szuperpozíció, vagyis az adott rendszer nem lineáris.
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[bookmark: _Toc302779149][bookmark: _Ref302779549]A folytonos és diszkrét konvolució

Kitérünk mind a folytonos- mind a diszkrét-idejű konvolució matematikai leírására és kihangsúlyozzuk a fontosságát az LTI rendszerek kimenetének (válaszának) a meghatározásánál tetszőleges bemenő jelekre. E fejezetben is példákkal szemléltetjük a konvolució számításának mechanizmusát.

[bookmark: _Toc286903592][bookmark: _Toc302779150]Bevezetés

A konvolúció mint művelet, igen fontos az irányítástechnika és a jelfeldolgozás területén. Folytonos esetben konvolúciós integrálról, míg diszkrét esetben konvolúciós összegről beszélünk. Általánosságban elmondhatjuk, hogy a konvolúció segítségével meghatározhatjuk egy olyan lineáris időinvariáns (LTI – Linear Time-Invariant) rendszer válaszát, melynek ismerjük az impulzus-válaszfüggvényét és a bemenő jelét.

Két fontos vizsgálójellel találkozhatunk. Egyik a Dirac-impulzus , a másik pedig a Heaviside - féle egységugrás függvény  vagy .

[bookmark: _Toc288637366][bookmark: _Toc302779151]A súlyfüggvény fogalma

A sima, FI, SISO rendszerre jellemző függvény a súlyfüggvény. Ismeretében, tetszőleges bemenő jel esetében is meghatározható a rendszer kimenete.

Szemléltessük egy módosított Dirac függvénnyel:

[image: ]

2.1. ábra. A függvény közelítése.



A Dirack impulzus közelétése: 





2.2. ábra. A rendszer gerjesztése Dirac impulzussal.



A függvény közelítése:





Majd: 





ahol  a rendszer  Dirac impulzusra adott válasza. Vagyis a rendszer impulzusválasza (súlyfüggvénye). A linearitásból adódóan a rendszer egy bizonyos gerjesztésére adott válasza:





Vagyis: 



[bookmark: _Toc286903593][bookmark: _Toc302779152]Folytonos-idejű konvolúció

[bookmark: _Toc286903594][bookmark: _Toc302779153]Definíció



Időtartományban vizsgálódva adott egy folytonos idejű rendszer bemenő jele   



és impulzus-válaszfüggvénye: 

Ekkor a LTI rendszer válasza az alábbi módon számítható:



ahol * a konvolúció szorzat (operátor) és konvolúciós integrálról beszélünk. Feltétele a konvolúciónak, hogy  és  közül legalább az egyik korlátos, másik pedig abszolút integrálható kell, hogy legyen.

Kétoldali konvolúcióról beszélünk, hogyha az integrálási határok  között vannak. Egyoldali a konvolúció, amennyiben  és  közötti az integrálási határunk. 





2.3. ábra. Az impulzus-válaszfüggvény szemléltetése Dirac gerjesztés esetén.



[bookmark: _Toc286903595][bookmark: _Toc302779154]Konvolúció más tartományokban

Amennyiben az időtartományról áttérünk a frekvenciatartományba, a konvolúció spektrumát az alábbi módon határozhatjuk meg:



ahol ,  a gerjesztés és a válasz spektruma,  pedig a rendszerre jellemző frekvenciafüggvény. A konvolúció tehát szorzattá egyszerűsödik le a frekvenciatartományban.

Amennyiben időtartományban lévő konvolúciót Laplace transzformáljuk (megfelelő belépő gerjesztés és belépő impulzus-válaszfüggvény esetén), átjuthatunk a komplex s tartományba:



ahol ,  a belépőgerjesztés és a belépőválasz Laplace-transzformáltja,  pedig a rendszer átviteli függvénye. A konvolúció tehát szorzattá egyszerűsödik le a komplex  tartományban is.

[bookmark: _Toc286903596][bookmark: _Toc302779155]Periodikus jelek konvolúciója

Periodikus jelekre is értelmezhetjük ezt a műveletet. Adott két,  és   –val periodikus jel, melyek periodikus konvolúciója



Ekkor elmondhatjuk, hogy az eredmény Fourier együtthatói: ck = T0·ak·bk

ahol ak az 1(t) jel és bk az (t) jel Fourier együtthatói.

[bookmark: _Toc286903597][bookmark: _Toc302779156]Tulajdonságok

1. Kommutativitás (felcserélhetőség):

x(t)*h(t)=h(t)*x(t) azaz y(t)==

2. Asszociativitás (csoportosíthatóság): {x(t)*h1(t)}*h2(t)=x(t)*{h1(t)*h2(t)}

3. Disztributivitás: x(t)*{h1(t)+h2(t)}=x(t)*h1(t)+x(t)*h2(t)

[bookmark: _Toc286903598][bookmark: _Toc302779157]Algoritmus

A folytonos idejű konvolúció az alábbi lépések segítségével algoritmizálható:

1. lépés: Ábrázoljuk  és  függvényeket figyelembe véve[footnoteRef:1], hogy  [1:   Segítség a transzláció (időtengelyen való eltolás) és a reflexió (időtükrözés) használatakor. ] 


2. lépés: A  függvénnyel „végig ablakoljuk” a  intervallumot ( a változó paraméter) és figyeljük a bemenő jel és az impulzus-válaszfüggvény relatív pozícióját.

3. lépés: Használva a képletet, felírjuk a konvolúciós szorzatot és az integrálási határokat az adott értékekhez igazítjuk. 

4. lépés: Második és harmadik lépést mindaddig folytatjuk, amíg  fel nem vesz minden valós értéket, és amíg van új relatív pozicíója -nek és -nak. 

[bookmark: _Toc286903599][bookmark: _Toc302779158]Mintapéldák az FI konvolúció számítására



Határozzuk meg a rendszer válaszát, ha a gerjesztés  és az impulzusválasz !



Megoldás

Induljunk ki a definícióból:



Mivel a gerjesztés belépő, ezért az alsó integrálási határt 0-nak választhatjuk. Az impulzusválasz is belépő, ezért a felső integrálási határ t lehet. Ezek után az egységugrást elhagyhatjuk, mivel értéke 1 ezen intervallumon.

Tehát: .

Az exponenciális tagban felbontható a zárójel. Ne feledjük, hogy az integrálást τ szerint végezzük el, és konstans érték kiemelhető az integrálás során.

Így: .

Ezután meghatározzuk a primitívfüggvényt 

Végezetül behelyettesítjük az integrálási határokat és elvégezzük a szorzást. 

)

Mivel a válasz jel is belépő, ezért 







Határozzuk meg a rendszer válaszát, ha a gerjesztés  és az impulzusválasz !



Megoldás

Induljunk ki a definícióból:



Mivel a gerjesztés belépő, ezért az alsó integrálási határt 0-nak választhatjuk. Az impulzusválasz is belépő, ezért a felső integrálási határ t lehet. Ezek után az egységugrást elhagyhatjuk, mivel értéke 1 ezen intervallumon. Tehát:



Az exponenciális tagban felbontható a zárójel. Mivel az integrálást τ szerint végezzük el, és konstans érték kiemelhető az integrálás során. Így:

Felhasználhatjuk az exponenciális függvényeknél tanult azonosságot



Ezután meghatározzuk a primitívfüggvényt 

Végezetül behelyettesítjük az integrálási határokat és elvégezzük a szorzást. 



Mivel a válasz jel is belépő, ezért 





Határozzuk meg az LTI rendszer válaszát, ha a bemenő jel  és a súlyfüggvénye .



Megoldás 

A definíció szerint .

A konvolúció számítása során  változó minden értéket felvesz a valós számok halmazáról. Ezen kívül szükségünk van  és  függvényekre. Utóbbit a  súlyfüggvényből kaphatjuk meg időintervallum eltolással és időtükrözéssel (transzláció és reflexió). Ezután  egy független paraméter és  az új változó. Az így transzformált  nem rögzítettük egy vonatkoztatási rendszerhez, mert az integrálás során  és  relatív pozíciója változni fog.



Amikor , akkor , mivel nincs átfedés a két jel között. 

[image: ]

2.4. ábra. A konvolúció számítása t<1.



Amikor , akkor 

[image: ]

2.5. ábra. A konvolúció számítása 1 ≤ t ≤3.

Amikor , akkor 

[image: ]

2.6. ábra. A konvolúció számítása 1 ≤ t−2 ≤3.



Amikor , akkor , mivel nincs átfedés a két jel között

[image: ]

2.7. ábra. A konvolúció számítása t−2 >3.



Összefoglalva:

[image: ]

2.8. ábra. Eredmény.



Látható, hogy  pontban az  függvénynek maximuma van. Ez azt jelenti, hogy itt a legnagyobb[footnoteRef:2] az átfedés  és  között. Ezt alkalmazzák plágiumellenőrzésnél is. [2:  konvolúció maximuma] 





[bookmark: _Toc286903600]Feladatok



Adott a folytonos idejű LTI rendszerünk két idődiagramja. Végezzük el a két jel konvolúcióját grafikusan!

[image: ]

2.9. ábra. A konvolválandó jelek.



Megoldás

[image: ]

2.10. ábra. Az eredmény.





Folytonos idejű rendszerünkön méréseket végeztünk. Az alábbi időfüggvényeket kaptuk:



Mondjuk meg, mit mérnénk a kimeneten?



Megoldás 







Folytonos idejű LTI rendszerünk bemenőjele x(t)=, súlyfüggvénye h(t)=. Határozzuk meg a két jel konvolúcióját!



Megoldás 







Az előző példát oldjuk meg grafikusan is!



Megoldás

[image: ]

2.11. ábra. Az eredmény.





Határozzuk meg a rendszer válaszfüggvényét, ha a bemenő jel időfüggvénye x(t)=  és az impulzusválasz .



Megoldás







Folytonos idejű rendszerünk súlyfüggvénye , a gerjesztése  Határozzuk meg a válasz időfüggvényét!



Megoldás







Tudjuk folytonos idejű LTI rendszerünk gerjesztés- és impulzusválasz-függvényét. Határozzuk meg a kimenő jel időfüggvényét! 





Megoldás







Folytonos idejű LTI rendszerünk gerjesztés- és impulzusválasz-függvénye ismert. Határozzuk meg a kimenő jel időfüggvényét!





Megoldás







Határozzuk meg a rendszer válaszának időfüggvényét, ha a bemenő jel  és az impulzusválasz  !



Megoldás






[bookmark: _Toc286903601][bookmark: _Toc302779159]Diszkrét-idejű konvolúció

Az általunk használt irányítástechnikai rendszerek digitális elven működnek. Ezért foglalkozni kell a konvolúcióval diszkrét esetben is.

[bookmark: _Toc286903602][bookmark: _Toc302779160]Definíció

Ha időtartományban vizsgálunk egy diszkrét idejű rendszert, melynek bemenő jele



illetve diszkrét impulzus-válaszfüggvénye



Akkor az LTI rendszer diszkrét válaszfüggvénye az alábbi összefüggés szerint számítható:



ahol * a konvolúciós operátor és konvolúciós szummáról beszélünk. 

[bookmark: _Toc286903603][bookmark: _Toc302779161]Konvolúció más tartományokban

Amennyiben a diszkrét időtartományról áttérünk a frekvenciatartományba, a konvolúció spektrumát az alábbi módon határozhatjuk meg:



ahol  a gerjesztés és a válasz spektruma,  pedig a diszkrét rendszer átviteli karakterisztikája. A konvolúció tehát szorzattá egyszerűsödik le a frekvenciatartományban.

Amennyiben a diszkrét időtartományban lévő konvolúciót z-transzformáltját vesszük (megfelelő belépő gerjesztés és belépő impulzus-válaszfüggvény esetén), átjuthatunk a komplex z-tartományba:



ahol X(z), Y(z) a belépőgerjesztés és a belépőválasz z-transzformáltja, H(z) pedig a diszkrét rendszer átviteli függvénye. A konvolúció tehát szorzattá egyszerűsödik le a komplex z-tartományban.

[bookmark: _Toc286903604][bookmark: _Toc302779162]Periodikus jelek konvolúciója diszkrét esetben

Adott két, 1[k] és 2[k] N–nel periódikus diszkrét jel, melyeknek diszkrét periodikus konvolúciója



Ekkor elmondhatjuk, hogy az eredmény Fourier együtthatói: ck = N·am·bm

ahol am az 1[k] jel és bm az [k] jel Fourier együtthatói.



[bookmark: _Toc286903605][bookmark: _Toc302779163]Tulajdonságok

1. Kommutativitás (felcserélhetőség): x[k]*h[k]=h[k]*x[k]

2. Asszociativitás (csoportosíthatóság): {x[k]*h1[k]}*h2[k]=x[k]*{h1[k]*h2[k]}

3. Disztributivitás: x[k]*{h1[k]+h2[k]}=x[k]*h1[k]+x[k]*h2[k]

[bookmark: _Toc286903606][bookmark: _Toc302779164]Mintapéldák DI jelek konvolúciójára



Legyen a diszkrét bemeneti jel  és a diszkrét súlyfüggvény . Határozzuk meg a kimeneti jelet!

[image: ]

2.12. ábra. A konvolválandó jelek.



Megoldás

Definíció szerint y[k]=x[k]*h[k]= kiszámíthatjuk y[k] értékeit az egész számok (ℤ) halmazán. 

y[0] = 0 + x [−1]·h[0−(−1)] + x[0]·h[0−(0)] + x[1]·h[0−(1)] + x[2]·h[0−(2)] + 0

Mivel x[n] csak [−1, 2] intervallumon nem nulla,ezért elegendő ennyi tagot felírni. Helyettesítési értéküket beírva:



Ugyanígy kiszámíthatjuk y[k]-t azon esetekben, amikor nem nulla értéket kapunk:

y[−1] = 0 + x[−1]·h[−1−(−1)] + x[0]·h[−1−(0)] + x[1]·h[−1−(1)] + x[2]·h[−1−(2)]+0

y[−1] = 0 + (−1)·h[0] + () ·h[−1] + (1)·h[−2] + (−)·h[−3] = − −

y[1] = 0 + x[−1]·h[1−(−1)] + x[0]·h[1−(0)] + x[1]·h[1−(1)]+x[2]·h[1−(2)]+0

y[1]= (−1)·h[2]+()·h[1] + (1)·h[0] + (−)·h[−1] = 

y[2] = x[−1]·h[2−(−1)] + x[0]·h[2−(0)] + x[1]·h[2−(1)] + x[2]·h[2−(2)]

y[2]=( −1)·h[3] + ()·h[2] + (1)·h[1] + (−)·h[0] = − + 

y[3] = x[−1]·h[3−(−1)] + x[0]·h[3−(0)] + x[1]·h[3−(1)] + x[2]·h[3−(2)]

y[3]=( −1)·h[4] + ()·h[3] + (1)·h[2] + (−)·h[1] = −1·0 +  + 1·(−) + (−)·1 = 

= 0 + −−= − 

y[4] = x[−1]·h[4−(−1)] + x[0]·h[4−(0)] + x[1]·[4−(1)] + x[2]·h[4−(2)]

y[4] = (−1)·h[5] + ()·h[4] + (1)·h[3] + (− )·h[2] = −1·0 + 

y[5] = x[−1]·h[5−(−1)] + x[0]·h[5−(0)] + x[1]·h[5−(1)] + x[2]·h[5−(2)]

y[5] = (− 1)·h[6] + ()·h[5] + (1)·h[4] + (−)·h[3] = −1·0 +  = − 

Belátható, hogy y[−2]=0, y[−3]=0, … és y[6]=0, y[7]=0, …

 





Határozzuk meg a kimenet jelét, ha a gerjesztése ] az impulzusválasz pedig 



A megoldás menete:

Definícióból való kiindulás szerint y[k]=, mivel a gerjesztés és a válasz is belépő függvény, ezért: y[k]=.

Ezután helyettesítsük be az ismert jeleket :y[k]=

Az összegzést n változó szerint végezzük el, a konstans értékek kiemelhetőek

y[k]=

A hatványozás azonosságait felhasználva: y[k]=

Ezután használva a mértani sor összegképletét: y[k]=.

Elvégezve a beszorzást és az egyszerűsítéseket:  = , mivel a gerjesztés belépő jel, ezért a kimenet is belépő jel lesz, azaz :y[k] = ε[k] · ().





Adott egy diszkrét rendszer. Gerjesztése: x[k] = ε[k]·0,2k . Impulzusválasza: h[k] = ε[k]·0,5k . Határozzuk meg a válaszjel időfüggvényét!



Megoldás

Induljunk ki a definícióból: y[k]=

Mivel a gerjesztés és a válasz is belépő jellegű, behelyettesítve a függvényeket

y[k]=

Az összegzést n változó szerint végezzük el, a konstans tag kiemelhető

y[k]= 

Kihasználva a hatványozás azonosságát: y[k]= 

Mértani sor összegét felírva és a szorzást elvégezve azt kapjuk, hogy:

0,5k· =  = 

Mivel a bemenőjel belépő, ezért a válaszjel is belépő, azaz

y[k]=ε[k]·()





MATLAB-ban számítsuk ki az következő jelek disztrétidejű konvolúcióját:  és 

A megoldás MATLAB kódja:

 n0=10;

n=-n0:n0;

u1=(n-4)>=0;

f=(-1/2).^n;

f1=f.*u1;

x=f1;

u2=(2-n)>=0;

h=(4).^n;

h2=h.*u2;

h=h2;

k1=-n0:n0;

y=conv(x,h)

length_output=length(x)+length(h)-1;

k2=linspace(-2*n0,2*n0,length_output);



figure(1);

clf;

subplot(2,2,1);

xlabel('k');

ylabel('x[k]');

title('System Input');

stem(k1,x,'filled');

grid;



subplot (2,2,2);

xlabel('k');

ylabel('h[k]');

title ('System Unit Impulse Response');

stem(k1,h,'filled');

grid;



subplot (2,1,2);

stem (k2, y, 'filled');

grid;

xlabel('k');

ylabel('y[k]');

title ('System Output Via Convolution');

[image: ]

2.13. ábra. A program eredménye.









Adottak a következő jelek:   és 



MATLAB segítségével határozza meg az  konvolúciót.



A megoldás menete



A konvolúció:  

Az x(n) és a h(n) jel kirajzoltatása:

k=-15:15;

u_0_7=(k>=0) & (k<=7);

u_0_7=(k>=0) & (k<=7);

x=(k+2).*u_0_7;

u=(k>=0);

h=u.*(4*(0.75).^k);

subplot(2,1,2);  stem(k,h); xlabel('k'); ylabel('h(k)');

subplot(2,1,1);  stem(k,x); xlabel('k'); ylabel('x(k)');

[image: ]

2.14. ábra. A program futásának eredménye.



A h függvény elfordítása és tologatása a konvolúciónak megfelelően:

n=-5;

u_n_minus_k=(n-k>=0);

h_n_minus5=4*0.75.^(n-k).*u_n_minus_k;

n=3;

u_n_minus_k=(n-k>=0);

h_n_3=4*0.75.^(n-k).*u_n_minus_k;

n=10;

u_n_minus_k=(n-k>=0);

h_n_10=4*0.75.^(n-k).*u_n_minus_k;

figure(2);

subplot(4,1,1); stem(k,x); xlabel('k'); ylabel('x(k)');

subplot(4,1,2); stem(k,h_n_minus5); xlabel('k'); ylabel('h(n-k), n<0');

subplot(4,1,3); stem(k,h_n_3); xlabel('k'); ylabel('h(n-k), 0<=n<7');

subplot(4,1,4); stem(k,h_n_10); xlabel('k'); ylabel('h(n-k) , n>7');

[image: ]

2.15. ábra. Az eredmény grafikon.



[image: ]

A konvolúció elvégzése:



y=conv(h,x);

figure(3);

subplot(3,1,1); stem(k,x); xlabel('k'); ylabel('x(k)');

subplot(3,1,2); stem(k,h); xlabel('k'); ylabel('h(k)');

subplot(3,1,3); stem(y); xlabel('k'); ylabel('y(k)');



[image: ]

2.16. ábra. A feladat megoldása.



[bookmark: _Toc286903607]Feladatok



Ismert a diszkrét idejű LTI rendszerünk bemeneti és impulzusválasz időfüggvénye

x[k] =ε[k] illetve h[k] = 

Határozzuk meg a kimenet időfüggvényét!



Megoldás

y[k] = 





Adott egy diszkrét idejű LTI rendszerünk bemeneti és impulzusválasz időfüggvénye

x[k] =ε[k] illetve h[k] = 

Határozzuk meg a kimenet időfüggvényét!



Megoldás

y[k] = 





Diszkrét rendszer eseten legyen adott x[k]=0,2k·ε[k] és h[k]=ε[k]. Határozzuk meg konvolúcióval a válasz időfüggvényét!



Megoldás

y[k]= ·ε[k]





Rendszerünk diszkrét és  x[k]=0,9k·ε[k] ill.  h[k]=ε[k]. Határozzuk meg konvolúció segítségével a válasz időfüggvényét!



Megoldás

y[k]= ·ε[k]





Az előző feladatok alapján mit mondhatunk általános esetben a kimenő jel időfüggvényéről, ha a gerjesztés és az impulzusválasz az alábbi formában áll rendelkezésünkre

x[k]=αk·ε[k] ill.  h[k]=ε[k]



Megoldás

y[k]= ·ε[k] , ha 0 < α < 1





Adott a diszkrét rendszerünk bemenő jelének és impulzusválaszának időfüggvénye:

x[k]=ε[k]−ε[k−4] és h[k]=·(ε[k]−ε[k-6])

Határozzuk meg a válaszjel időfüggvényét!



Megoldás







Adott egy diszkrét idejű rendszerünk átviteli függvénye és gerjesztésének időfüggvénye. Határozzuk meg a rendszer válaszának időfüggvényét!

H(z) =  , x(z) = 2·ε[k]·



Megoldás

y[k] = ε[k] ·{−1,67·}





Adott egy diszkrét rendszer gerjesztése és impulzus válasza

x[k] = ε[k]·0,1k  és h[k]=5

Határozzuk meg a kimenő jel időfüggvényét!



Megoldás

y[k]=ε[k]·{ 6,25·





Egy diszkrét idejű rendszer impulzusválasza és gerjesztése ismert. Határozzuk meg a válasz időfüggvényét! (Alkalmazzuk a z-transzformációt is!)



Megoldás

y[k] = ε[k]·()
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[bookmark: _Toc302779165][bookmark: _Ref302779570]Folytonos idejű jelek Fourier transzformációja

[bookmark: _Toc302779166]A Fourier-sor



Minden szakaszonként folytonos és differenciálható korlátos periodikus f(t,T) függvény előállítható Fourier-sor alakjában, tehát harmonikus szinuszos vagy koszinuszos rezgések összegeként. Egy harmonikus időfüggvény lefolyását a jel csúcsértéke (amplitúdója) körfrekvenciája vagyis periódusa, és kezdőfázisa határozza meg. A körfrekvencia () és a periódus (T) közötti összefüggés. 	



[image: ]

3.1. ábra. Illusztráció a Fourirer sorbafejtéshez.





Egy  periodikus jel Fourier-sorát a következőképpen határozhatjuk meg:



;





Az együtthatók a következő összefüggések alapján számíthatók:







; ; 

A Fourier-sor komplex alakját a következő helyettesítések alkalmazásával állítható elő:





;. Ekkor:







.



Bevezetve a  komplex együtthatókat, a Fourier-sor komplex alakja:





; ahol .







Tehát , ,   .







































A komplex együtthatók Euler alakja: . A  rendezett hármast nevezzük a jel spektrumának. Ha a  együtthatók  abszolút értékét az  függvényében ábrázoljuk, megkapjuk az  függvény amplitúdóspektrumát. Amennyiben a fázist ábrázoljuk a frekvencia függvényében a fázisspektrumhoz jutunk. A spektrum egyértelműen jellemzi az eredeti időfüggvényt. Matematikai spektrumról beszélünk az  hármas esetében ha  egész szám  között vesz fel értékeket. Fizikai spektrumról beszélünk ha  és az egész   között vesz fel értékeket. A matematikai és fizikai spektrum között fennáll, hogy ,   ,    , mivel érvényes, hogy: . Az amplitúdóspektrum páros, míg a fázisspektrumhoz páratlan. A jel átlagteljesítménye  meghatározható az amplitúdó-spektrumból. Egy adott frekvenciára jellemző teljesítmény meghatározható a következők szerint: .

A jel teljesítmény spektrumából meghatározható az az intervallum, amit a jel spektrális szélességének nevezünk, vagyis az ahol a jel jellemző összetevői elhelyezkednek. 

A jelspektrum alakjától és a feladat jellegétől függően többféleképpen meghatározhatjuk a jel spektrális szélességét:

· 

az a tartomány, ahol a jel teljesítményének  található,

· az az összefüggő tartomány ahol a teljesítményspektrum nem nulla,

· az a maximális teljesítmény körüli terület, amit a maximum körüli első nulla értékek határolnak (first lobe),

· az a maximális teljesítmény körüli terület, melyet a maximális teljesítményérték feléhez tartozó frekvenciák határolnak, 

· az a szélesség, amit a maximális teljesítményérték körül elhelyezhető ekvivalens négyzet meghatároz,

· az átlagteljesítménnyel meghatározott szélesség,

· az a terület ami egy adott érték feletti teljesítményeket tartalmazza.

· és még meg lehet határozni egyéb kritériumokat is.

[bookmark: _Toc302779167]A Fourier-integrál











A Fourier-sor által meghatározott kifejtés csak a periodikus  függvényekre alkalmazható. Periodikus jelek esetében, amennyiben a T periódusidőt növeljük eljutunk a  határesethez, amely egy nem periodikus függvényt eredményez. Ennek mintájára állíthatjuk, hogy minden aperiodikus függvény, olyan periodikus függvénynek fogható fel, melynek periódusideje a végtelen felé tart. A diszkrét  változó a  határesetre folytonossá válik és a  határátmenetet meghatározva egyre jobban megközelítjük az





; integrált, ahol 















Az  komplex spektrumot az  függvény Fourier-transzformáltjának nevezzük és sokszor  alakban jelöljük. Az  kifejezés a Fourier-integrál, a  kifejezés pedig az inverz Fourier-transzformáció és jelölése . A Fourier-transzformáció konvergenciájának biztosításához szükséges, hogy  legyen.







Az aperiodikus függvények  amplitúdósűrűség-spektruma folytonos. Az  sorozat értéke a  sávba tartozó jelösszetevők energiájával arányos.



[bookmark: _Toc302779168]Mintapéldák FI jel frekvenciatartománybeli ábrázolására





Határozzuk meg a 3.2. ábrán látható aperiodikus függvény komplex spektrumát.





3.2. ábra. Aperiódikus függvény.



Megoldás:





Tehát a megoldás az alábbi sinc függvény.

[image: ]

3.3. ábra. A megoldás.







Határozzuk meg az alábbi periodikus jel  Fourier sorát.



Megoldás:

[image: ]

3.4. ábra. Periódikus jel.



[image: ]



esetén L’Hopial szabály használatával:

[image: ]



A következő ábrán látható a jel spektruma ha .

[image: ]

3.5. ábra. A jel spektruma.
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[bookmark: _Toc302779169][bookmark: _Ref302779585]A diszkrét idejű jelek és rendszerek Fourier analízise

Ebben a fejezetben ismertetésre kerül a periodikus jelek leírása a diszkrét Fourier sor segítségével, és bemutatásra kerül a hasonlóság a folytonos időtartományhoz képest. Az aperiodikus jelek, leírására bevezetésre kerül a diszkrét Fourier-transzformácó mind a szintézis mind az analízis képletlének bevezetésével és összehasonlításra kerül a folytonos idejű Fourier transzformációval folytonos jelek esetében. A könnyebb érthetőség érdekében példákon keresztül mutatjuk be a Fourier transzformált számítási mechanizmusát.

[bookmark: _Toc302779170]DI jelek Fourier transzformáltja

Az FI jelek elméletéből már bebizonyosodott, hogy a különböző transzformáltak alkalmazása jelentős a lineáris időinvariáns rendszerek elemzésénél és tervezésénél. A jelek és rendszerek számos tulajdonsága sokkal hatékonyabban vizsgálható a jel transzformálásával. Az FI jelek esetében a legjelentősebb transzformációk a Fourier és a Laplace transzformációk. A Fourier transzformáció jelentősége lineáris időinvariáns rendszerek esetében két okból jelentős. Első, hogy az ilyen rendszerek esetében egy szinuszos gerjesztésre szinuszos a válasz, mely kimenetnek a frekvenciája megegyezik a bemenet frekvenciájával, fázisa és amplitúdója azonban megváltozik. A másik, hogy minden periodikus és aperiodikus FI jel felbontható véges számú harmonikus összetevőkre (periodikus jel esetében) vagy végtelen sokra (aperiodikus jel esetén). A Laplace transzformáció pedig az LTI rendszerek tetszőleges bemenetre adott válaszának vizsgálatánál bír jelentőséggel.

A DI jelek estében is nagy jelentőségük van a transzformációknak. A DFT bevezetéseként vizsgáljuk meg előbb a DI jel Fourier transzformáltját.





Egy  súlyfüggvénnyel rendelkező DI LTI rendszer bemenetét gerjesszük  komplex exponenciális jellel.

Amint már említettük a diszkrétidejű konvolúció a következő:



	(4.1)

Ekkor a rendszer válasza adott a következők szerint: 



 , ahol



 a rendszer frekvenciafüggvénye, és meghatározza a komplex exponenciális függvény komplex amplitúdóját. Tehát a DI rendszereknél is érvényes, hogy a rendszer válasza egy komplex exponenciális gerjesztésre komplex exponenciális, amely frekvenciája megegyezik a gerjesztés frekvenciájával.



A rendszer frekvenciakarakterisztikája általános esetben komplex, így: , amint már folytonos esetben is megszoktuk, külön lehet vizsgálni az amplitúdó és fáziskarakterisztikákat.



Az FI és a DI rendszerek frekvenciafüggvényei esetében van egy jelentős különbség, éspedig a DI rendszer frekvenciafüggvénye periodikus  periódusidővel, ugyanis 



	(4.2),



így elmondható, hogy a DI rendszereket elég csak  frekvenciákra vizsgálni.



Egy tetszőleges jel esetén a 



	(4.3)









kifejezés megadja az  jel frekvenciatartamát, más szóval  egy transzformációja az  DI jelnek. Tehát  a DI jel Fourier transzformáltja.











Vegyük észre, hogy  DI az időben, míg  transzformáltja folytonos és periodikus függvénye a frekvenciának  periódussal. Mivel  folytonos és periodikus függvény, akkor Fourier sorba fejthető. Ennek a Fourier sornak az együtthatói éppen  sor elemei. Ugyanis:



ha  akkor 



	(4.4)

a baloldalon szereplő integrál kiértékeléséhez felcserélhető az összeg és az integrál:



	(4.5)

akkor 



	(4.6)



A fenti kifejezés hasonlít a periodikus FI jel Fourier együtthatóinak meghatározására, amennyiben annak periódusa . Egyetlen különbség az exponens előjelében van, ami végül is a (4.3) definícióból ered. Tehát a (4.6) meghatározásával eljutottunk az inverz Fourier transzformációhoz DI jelek esetén.

A (4.3), (4.6) egyenletek Fourier transzformációs párt alkotnak.

A Fourier sor konvergál ha az idősor abszolút összegezhető, vagyis:



	(4.7)

Amennyiben az idősor stabil, akkor abszolút összegezhető és a Fourier sora véges. Másrészt minden véges hosszúságú sor abszolút értelemben összegezhető, amiből következik, hogy a FIR rendszerek mindig stabilak és Fourier sorba fejthetők. Egy másik lehetőség, hogy a sor kielégíti a négyzetes összegezhetőséget:



	(4.8)

Az ilyen sorok Fourier transzformáltjának konvergenciája is bizonyítható.

A DI jelek Fourier (4.3) szerinti transzformáltjának matematikai jelentősége van, ugyanis végtelen összegekről van benne szó. Gyakorlati megoldások esetében a DFT Diszkrét Fourier Transzformáció alkalmazható. A DFT a Fourier transzformáció diszkretizálásával kapható. A DFT alkalmazása a jelfeldolgozás területén nagy jelentőséggel bír.
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1. 

-ban  szerint periodikus, azaz 

2. 

linearitás: 

3. 

eltolási tulajdonság  

4. szimmetria tulajdonság:

		

	valós és páros	valós és páros

	valós és páratlan	valós és páratlan

	képzetes és páros	képzetes és páros

	képzetes és páratlan	valós és páratlan

5. 

idő megfordítása: 

6. 

moduláció: komplex exponenciálissal való szorzást frekvencia eltolásba visz át:


7. 

konvolúció tétel: 

8. 

periodikus konvolúció tétel:  

9. 

Parseval tétel: 

[bookmark: _Toc302779172]Diszkretizálás frekvenciatartományban



A (4.2) bizonyításhoz hasonlóan belátható, hogy (4.3) egyenlettel, vagyis az  megadott függvény is periodikus  periódussal. 











Vegyünk az  spektrumból  intervallumban  ekvidisztáns helyen mintákat. Ekkor a minták  frekvenciákon jelentkeznek. Legyen , akkor



	(4.9)



A végtelen számú elemek összege felírható végtelen számú összegzésre, ahol minden összegzésnek  eleme van, a következők szerint:



	(4.10)



Amennyiben a belső összegnél helyettesítünk  helyett -t írunk és felcseréljük az összegzéseket, akkor:



	(4.11)







Az  kifejezés valójában az  DI jel periodikus ismétlése  periódussal. A periodikus jelek Fourier sorba fejthetők, így



	(4.12)

Az együtthatók:





 vagyis 	(4.13)

Ekkor belátjuk, hogy az



	(4.14)











periodikus jel visszaállítható a spektrumból vett mintavételezéssel. Mivel  az  sor periodikus kiterjesztése, így belátható, hogy nem szabad átfedésnek lennie az idő tartomány mintái közt. Átfedés nem jelentkezik, amennyiben   hossza kisebb mint .









A 4.1. ábrán bemutatásra került egy véges, L hosszúságú  idősor, és annak kétféle periodikus  kibővítése. Az első esetben átfedés nélküli N≥L a kibővítés, a másodikban átfedéses N<L. Az első esetben az  jel kivehető az  jelből, míg a második esetben ez nem lehetséges.

[image: ]

4.1. ábra. Véges sor kibővítése. (a) eredeti sor L=5,
(b) átfedés nélküli kibővítés L<N=6, (c) átfedéses kibővítés L>N=4.







Mivel  ha , így 



	(4.15)



és ezt behelyettesítve a  be az alábbi összefüggést kapjuk:



	(4.16)



	(4.17)

vezessük be a 



	(4.18)



jelölést, ami valójában egy interpolációs függvény. A függvény a 4.2. ábrán látható. A függvényben szereplő  tag csak a fázisra hat, nem módosítja az amplitúdót.



A jelölés bevezetése után jutunk az , kifejezéshez. 
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4.2. ábra. Az interpolációs függvény N=8 értékre.





Mivel 	(4.19)





így belátható, hogy a visszaállítás folyamán a mintavételi pontokban a minták értékét kapjuk. A  függvénynek itt olyan a szerepe mint a  nek idő tartományban.

[bookmark: _Toc302779173]Véges sor Diszkrét Fourier Transzformáltja

















A fentiekből láttuk, hogy  periodikus sor és annak spektruma  visszaállítható spektrumának N ekvidisztáns mintavételezésével . Általános esetben a frekvenciatartományban vett mintákból nem állítható vissza az aperiodikus idősor, azonban, amennyiben  sor hossza  és , akkor  egyértelműen kiválasztható  -ből a következők szerint:



	(4.20)



Ebben az esetben tehát a frekvenciatartományban vett minták egyértelműen meghatározzák az aperiodikus jelet, amennyiben , akkor a sort kiegészítjük N-L számú nullával.





Az elmondottakat és , valamint  egyenleteket figyelembe véve jutunk az 



	(4.21)











DFT kifejezéshez, ami  esetében transzformálja az  hosszúságú  sort annak spektrumának  hosszúságú  sorába. A DFT itt a Diszkrét Fourier Transzformációt jelenti.

Az idősor visszaállítása (4.14) és (4.20) alapján



	(4.22)

szerint lehetséges, amit IDFT –nek , vagyis Inverz Diszkrét Fourier Transzformációnak nevezünk.





Grafikusan ábrázoljuk az idő és a frekvenciatartománybani mintavételezés hatását nem sávkorlátos jel esetén az idő és a frekvencia térben.



Megoldás.

[bookmark: OLE_LINK1][bookmark: OLE_LINK2]A 4.3. ábra (a) grafikonja mutatja az  folytonos idejű jelet. A jel véges  ideig tart, tehát időben korlátos. Az  jel spektruma  is folytonos értékkészletét tekintve és folyamatos a frekvencia függvényében ((b) grafikon), a spektrum nem sávkorlátos. A jel időben történő mintavételezését a (c) grafikon mutatja. A  mintavételi periódussal mintavételezett  jel spektrumát jelöljük  -val. A (d) grafikon illusztrálja, hogy az  spektrum a mintavételezés hatására periodikusan ismétlődik  frekvenciánként, ahol . A következő lépésben végezzünk mintavételezést a frekvencia tartományban  lépéssel, mint ahogy az (f) grafikon mutatja. Ekkor az időtérben az  függvény periodikusan ismétlődve jelenik meg, periodusidővel. Az egyes szinteken levő grafikonokra érvényes a kétirányú transzformálhatóság. Vegyük észre, hogy a (d) és (f) esetben átfedés, aliasing tapasztalható az amplitúdó spektrumokban. 
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4.3. ábra. A mintavételezés hatásának illusztrációja idő és frekvencia tartományban.
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Grafikusan ábrázoljuk a fázorok állását  értékre.



A megoldás menete 



. Csak a fázis változik a modulus minden esetben 1. Az eredményül kapott grafikonok mutatják a fázorok állását különböző n és k értékekre.
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4.4. ábra. A fázorok állása  értékre és különböző  értékekre.



























A DFT esetében a spekrumból  lépésenként  mintát vizsgálunk, amihez  frekvencialépés tartozik. Itt  a frekvencia felbontást jelenti.  pedig az időtartománybeli mintavételi frekvenciát melyhez  periódusidejű mintavételezés tartozik. Az idősor így  időtartományt fed le. Elmondhatjuk, hogy a diszkrét idejű jel frekvencia válasza periodikus, és a periódus: . Amint már az előzőekben megadtuk a komplex exponenciális és a szinusz függvények ugyanazon értékeket adják  radiánonként. Ezért a diszkrét komplex exponenciális és harmonikus jeleket csak alapsávban  szemléljük. Ekkor  az egyenáramú komponenst jelöli, vagyis az  jel középértékét.













Tekintsük  és  sorokat vektorként, ahol a vektorokat  és  jelöli. Akkor a transzformációs együtthatók -es mátrixba rendezhetők a következők szerint:



	(4.23)

ahol 



	(4.24)

és az egyes elemek által meghatározott 



	(4.25)

komplex értékek ortogonális bázist képeznek. A mátrixban szereplő függvényeket rotációs függvényeknek nevezzük, ugyanis csak a komplex számok argumentuma változik, a modulusuk mindig 1 marad. 





Adja meg a  és  mátrixok előállításának MATLAB kódját és azok értékeit.



Megoldás:

Az alábbi matlabkód hivatott előállítani a mátrix komplex elemeit:

N=8;

W=ones(N);

for n = 0:N-1

   for k = 0:N-1

       W(n+1,k+1)=exp(-i*2*pi*n*k/N);

   end

end

A kód futtatásainak eredménye a következő:

1.0   1.0000           1.0000           1.0000           1.0000           1.0000           1.0000           1.0000

1.0   0.7071-0.7071i   0.0000-1.0000i  -0.7071-0.7071i  -1.0000-0.0000i  -0.7071+0.7071i  -0.0000+1.0000i   0.7071+0.7071i

1.0   0.0000-1.0000i  -1.0000-0.0000i  -0.0000+1.0000i   1.0000+0.0000i   0.0000-1.0000i  -1.0000-0.0000i  -0.0000+1.0000i

1.0   0.7071-0.7071i  -0.0000+1.0000i   0.7071-0.7071i  -1.0000-0.0000i   0.7071+0.7071i   0.0000-1.0000i  -0.7071+0.7071i

1.0  -1.0000-0.0000i   1.0000+0.0000i  -1.0000-0.0000i   1.0000+0.0000i  -1.0000-0.0000i   1.0000+0.0000i  -1.0000-0.0000i

1.0  -0.7071+0.7071i   0.0000-1.0000i   0.7071+0.7071i  -1.0000-0.0000i   0.7071-0.7071i  -0.0000+1.0000i  -0.7071-0.7071i

1.0  -0.0000+1.0000i  -1.0000-0.0000i   0.0000-1.0000i   1.0000+0.0000i  -0.0000+1.0000i  -1.0000-0.0000i  -0.0000-1.0000i

1.0   0.7071+0.7071i  -0.0000+1.0000i  -0.7071+0.7071i  -1.0000-0.0000i  -0.7071-0.7071i  -0.0000-1.0000i   0.7071-0.7071i



Amennyiben N=4 , a forgatómátrix a következőképpen alakul:

   1.0000             1.0000             1.0000             1.0000          

   1.0000             0.0000 - 1.0000i  -1.0000 - 0.0000i  -0.0000 + 1.0000i

   1.0000            -1.0000 - 0.0000i   1.0000 + 0.0000i  -1.0000 - 0.0000i

   1.0000            -0.0000 + 1.0000i  -1.0000 - 0.0000i   0.0000 - 1.0000i



A mátrix elemei között felfedezhető egyfajta periódusosság és mindegyik elem egy – egy pontot határoz meg a komplex sík egységköre mentén.

Továbbá érvényes, hogy a létezik a transzformáció inverze 



,	(4.26)



,	(4.27)



tehát diagonális egységmátrix. Ebből következtethetünk, hogy  ortogonális mátrix és, hogy a DFT és az IDFT ortogonális transzformációk.
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Elemezzük az  jelet és határozzuk meg annak DFT transzformáltját!



A megoldás menete:

A jelet ábrázoló grafikon a következő:

[image: ]

4.5. ábra. A feladatban megadott jel.

Az ábráról leolvasható, hogy a DI jel periodikus és periódusa N=1. 





















Erre a jelre nem érvényes a  konvergencia feltétel, így a Fourier transzformációját sem lehet a hagyományos módon az  segítségével meghatározni. Mégis némi okoskodással eljuthatunk a keresett transzformációhoz. Szemléljük a feladatban megadott jelet mint Dirack impulzusok végtelen sorát . Ekkor . Az összegzés sorrendjét felcserélve jutunk a , akkor  . Az eredmény pontosításához írjuk fel, hogy: . Mivel a DI jel Fourier transzformáltja periodikus  periódussal, így . Az eredmény az elvárt szerint alakult, ugyanis a jelnek csak egyenáramú komponense van, nem lehet más frekvencián összetevője csak az  frekvencián. Az összetevő értéke pedig megegyezik a jel átlagértékével.





Határozzuk meg az alábbi DI függvény DFT –jét.





4.6. ábra. Illusztráció a példához.



A megoldás menete:

A DFT általános alakja:







esetünkben  , ekkor 





Az egyes összetevők kifejtve:





vezessük be a következő egyszerűsítéseket:















.

Az egyszerűsítések alkalmazásával jutunk a:





megoldáshoz. Az idősor páros, így a DFT csak valós összetevőket tartalmaz.

Az amplitúdó és fázis spektrum a következők szerint határozható meg:





 és 

az értékeket táblázatba rendezve:

		k
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		     0°
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		     0°
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4.7. ábra. Az amplitúdó és fázis spektrum.





Határozza meg az alábbi jelalak Fourier együtthatóit:
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4.8. ábra. Illusztráció a példához.



Megoldás:



Az ábrából látszik, hogy a periódusidő  és  





















Határozza meg az alábbi jel Fourier együtthatóit:



Megoldás







    Minden -ra 





Határozza meg az alábbi jel Fourier együtthatós alakját:







Megoldás

A periódus idő: 







A Fourier együtthatók az alábbiak:

 minden további  együttható 0.









Határozza meg az alábbi jel Fourier együtthatós alakját:







Megoldás







A Fourier együtthatók az alábbiak:

 				

minden további  együttható 0.





Határozza meg az alábbi jel Fourier együtthatós alakját:







Megoldás







A Fourier együtthatók az alábbiak:

, minden további  együttható 0.





Határozza meg az alábbi ábrán látható  jel Fourier transzformáltját!
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4.9. ábra. Illusztráció a példához.



Megoldás

Az ábrából látszik, hogy:     

-et eltolva 0-ba  adódik.



Így kapjuk: 



Végül az eltolási tétel alkalmazásával: 



[bookmark: OLE_LINK24][bookmark: OLE_LINK25]

Határozza meg a következő jel inverz Fourier transzformáltját!
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4.10. ábra. Illusztráció a példához.



Megoldás









Határozza meg a következő jel inverz Fourier transzformáltját!









Megoldás









Határozza meg az  jel Fourier transzformáltját!







Megoldás





 		



Határozza meg az alábbi jel inverz Fourier transzformáltját!





             



Megoldás













Határozzuk meg az ábrán szereplő DI függvény DFT –jét.





4.11. ábra. Illusztráció a példához.



A megoldás menete:





rendezéssel eljutunk a





komplex sorhoz.





, 
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4.12. ábra. Az amplitúdó és fázis spektrum.





DFT felhasználásával határozzuk meg az  FI jel spektrumát, ahol  az egységugrás függvény.



A megoldás menete:

Tudjuk, hogy a feladatban szereplő FI jelre vonatkozóan a Fourier transzformált: . Amplitúdó spektruma: 

Látható, hogy a jel nem sávkorlátos. A jel amplitúdó spektruma monoton csökkenő. A továbbiakban a jel spektrumának azon részét tárgyaljuk, ahol az amplitúdó spektrum a maximális érték 1%-a felett van. Mivel , így a sávkorlátot meghatározó érték , és a hozzá tartozó határfrekvencia:  , , . Figyelembe véve a kiszámított sávkorlátot és a mintavételi törvényt, meghatározhatjuk az idő tartománybani mintavétel periódusidejét:  .

A feladat megoldásának folytatásában meghatározzuk a jel lefutási idejét. Elméletileg a vizsgált  függvény monoton csökken és csak a végtelemben lesz nullaértékű. A gyakorlatban azonban elegendőnek bizonyul az  választás. Tehát válasszuk a lefutási időt  értéknek. 

Az időtartományban vett minták száma ekkor  , ami nem egész szám és nem kettő hatványa. Ezen feltételek teljesülése érdekében vegyük a minták számát -nak. Ekkor a mintavételi idő . 

A DFT számításához szükség van a frekvenciatartománybeli mintavételezésre. A minták lépésének értéke  frekvenciákként, vagyis  körfrekvenciákként található.

Amint már ismert a jel spektruma periodikus  periódussal, így  , tehát . Ezért elegendő a spektrumot  intervallumban megfigyelni. A konjugált spektrum szimmetriájának tulajdonságából ered, hogy , alkalmazva még a periodikusságot, vagyis  belátható, hogy a spektrum értékei  és  intervallumok felett megegyeznek a következők szerint: , , … , . Mindent figyelembe véve belátható, hogy a spektrumot elegendő  intervallum felett megfigyelni. A példa esetében:.



A feladat megoldására alkalmas MATLAB kód:

T_0=4; N_0=256;

T=T_0/N_0; t=(0:T:T*(N_0-1))';

x=T*exp(-2*t); x(1)=T*(exp(-2*T_0)+1)/2;

X_k=fft(x);k=[-N_0/2:N_0/2-1]'; omega_k=k*2*pi/T_0;



omega=linspace(-pi/T,pi/T,4097); X=1./(j*omega+2);



subplot(211);

plot(omega,abs(X),'k',omega_k,fftshift(abs(X_k)),'ko');

xlabel('\omega');ylabel('|X(\omega)|')

axis([-0.01 40 -0.01 0.5]);

legend('FT',['DFT, ahol T_0=',num2str(T_0),', N_0=',num2str(N_0)],0);

subplot(212);

plot(omega,angle(X),'k',omega_k,fftshift(angle(X_k)),'ko');

xlabel('\omega');ylabel('\angle X(\omega)')

axis([-0.01 40 -pi/2-0.01 0.01]);

legend('FT',['DFT, ahol T_0=',num2str(T_0),', N_0=',num2str(N_0)],0);



Az eredmények jobb kiértékelhetősége érdekében a grafikonok ábrázolását célszerű nem 128 pontra, hanem 28 pontra megtenni. A független változó ekkor:  értékeket veszi fel. 

A MATLAB kód futásának eredménye:

[image: ]

4.13. ábra. Az  függvény amplitúdó és fázis spektrum.



Az eredmény alapján kijelenthető, hogy az  határfrekvencia választás megfelelő, ugyanis a jel energiájának jelentős része ezen frekvencián belül helyezkedik el.

[bookmark: _Toc302779175]A gyors Fourier-transzformáció (Fast Fourier Transform FFT)







Könnyen belátható, hogy az  pontos DFT műveletigénye  komplex szorzás és  komplex összeadás, ami egy 1000 pontos DFT esetén ez kb. egymillió komplex szorzást és egymillió komplex összeadást jelent. 



Tekintsünk egy speciális esetet, amikor . Ez a feltétel könnyen teljesíthető, ugyanis mindig elvégezhetjük a sor nullákkal való kiegészítését a kívánt elemszámig.

A DFT számítható a következőkből (4.21):



.









Belátható, hogy a fenti kifejezés jelentős szimmetriát tartalmaz. Például azon elemek, melyeknek indexére érvényes, hogy  és , ahol  azonos súllyal vannak szorozva. Páratlan  értékekre az együtthatók csak előjelükben különböznek. Az egyszerűbb kiszámítás érdekében a szimmetriák felhasználásával a (4.21) átrendezhető időben vagy frekvenciában. 







A  tulajdonságai:



	(4.28)





                     	 (4.29)



	(4.30)



	(4.31)



	(4.32)

A (4.21) felbontható két összegre, a páros és a páratlan indexeket tartalmazó összegekre:



	(4.33)

A már említett szimmetriát figyelembe véve:







  vagyis  és .





Vezessük be az következő jelölést:  és  akkor:



	(4.34)







A (4.21) két  hosszúságú DFT sort reprezentálnak, az egyik  a másik .

Így felírható:



	(4.35)



Az  -nél nagyobb indexekre érvényes, hogy:



	(4.36)



A periódusságból ered, hogy :  vagyis:



	(4.37)



Az algoritmus működésének bemutatásaként a továbbiakban példákon keresztül kerül elemzése egy nyolcpontos FFT. A feladat megértése érdekében először egy kétpontos FFT kerül megoldásra, majd négypontos és végül a célul kitűzött nyolcpontos FFT.





Példa kétpontos FFT-re:



Az idősor elemei: 



A megoldás menete: 



                       



                       

Grafikusan ábrázolva a 4.14. ábrán látható a kétpontos FFT.

[image: ]

4.14. ábra. Kétpontos FFT.



Példa négypontos FFT-re:

[image: ]

4.15. ábra. Négypontos FFT.


Példa nyolcpontos FFT-re:
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4.16. ábra. Nyolcpontos FFT információáramlás.



A 4.16. ábra illusztrálja az információ áramlást egy  pontos DFT esetén két darab  DFT felhasználásával a feladatban továbbra is érvényes, hogy  .


A továbbiakban bemutatásra kerül az előző modulok eredményeit részeredményként felhasználó  pontos DFT megoldását végző struktúra.



[image: C:\Documents and Settings\Raig.Maria\Asztal\Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\4\4.17..jpg]

4.17. ábra. Nyolcpontos FFT.



Egy kétpontos lepkeművelet struktúrája látható a 4.18. ábrán.
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4.18. ábra. Kétpontos lepkeművelet.


Egy 8 pontos DFT megoldásának műveleti sorrendjét ábrázoló teljes folyam látható a 4.19. ábrán.
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4.19. ábra. A 8 pontos FFT megoldásának művceleti sorrendje.



Az irodalomban több megoldás is található a DFT hatékony kiszámítására. Ezek csoportosíthatók: 

· 

 algoritmusokra, melyek gyűjtőneve radiks-2 

· 

 algoritmusokra, melyek gyűjtőneve radiks-4 

· 

 algoritmusokra, melyek gyűjtőneve radiks-8 

· 



 algoritmusokra, melyek gyűjtőneve radiks-R, ahol a követelmény .

Mindenütt a cél a komplex összeadások és szorzások számának csökkentése, valamint az számítási erőforrások hatékony kihasználása.




MATLAB programcsomag felhasználásával határozzuk meg az  időfüggvény fizikai amplitúdó spektrumát, valamint a nulla középértékű zajjal terhelt jel fizikai spektrumát.



A megoldás MATLAB kódja:

Fs = 1000;                    % a mintavételezési frekvencia

T = 1/Fs;                     % a mintavétel periodusideje

L = 1000;                     % az időbeni minták száma

t = (0:L-1)*T;                % az idővektor

f1=50;f2=125;f3=200;          % a jelben jelenlevő frekvenciák

% az időfüggvény három harmonikus összege

x = 0.6*sin(2*pi*f1*t) + sin(2*pi*f2*t)+ 0.5*sin(2*pi*f3*t); 

s = 2*randn(size(t)); y=x+s;  % nulla kozeperteku zaj számítása

Fs = 1000;                    % a mintavételezési frekvencia

T = 1/Fs;                     % a mintavétel periodusideje

L = 1000;                     % az időbeni minták száma

t = (0:L-1)*T;                % az idővektor

close all;

figure(1);

plot(Fs*t(1:50),x(1:50),'r');hold on;stem(Fs*t(1:50),x(1:50));

title('Zaj nélküli jel');xlabel('idő (milisec)');hold off

figure(2);

plot(Fs*t(1:50),y(1:50));grid;

title('Zajjal terhelt jel');xlabel('idő (milisec)');



NFFT = 2^nextpow2(L); % a legközelebbi pow(2), minták száma

X = fft(x,NFFT)/L;    % a hasznos jel spektrumának meghatároása

Y = fft(y,NFFT)/L;    % a zajos hasznos jel spektrumának meghatároása

f = Fs/2*linspace(0,1,NFFT/2);



% A fizikai amplitúdó spektrumok megjelenítése

figure(3);

plot(f,2*abs(X(1:NFFT/2))); 

title('A zaj nélküli jel fizikai amplitudó spektruma x(t)');

xlabel('Frekvencia (Hz)');

ylabel('|X(f)|');

figure(4);

plot(f,2*abs(Y(1:NFFT/2))); 

title('A zajjal terhelt jel fizikai amplitudó spektruma y(t)');

xlabel('Frekvencia (Hz)');

ylabel('|Y(f)|');

A program futása során a 4.20. és a 4.21. ábrán látható grafikonokat kapjuk.

		[image: ]

4.20. ábra. A zaj nélküli jel.
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4.21. ábra. A zajjal terhelt jel.







A zaj nélküli és a zajjal terhelt jel idő tartományban igen jelentősen különböznek egymástól.
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4.22. ábra. A zaj nélküli jel fizikai spektruma
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4.23. ábra. A zajjal terhelt jel fizikai spektruma







A frekvencia tartományban, mindkét esetben impulzusok csúcsosodnak ki a jelet képező frekvenciákon, ahogy ez a 4.22.  és a 4.23. ábrán is látható.




MATLAB alkalmazásával demonstráljuk a frekvenciatartománybeli mintavételezés hatását a spektrumra. A példában használjuk fel a  diszkrét harmonikus függvényt.



A feladat megoldását végző kód:

n = [0:29]; % Harminc minta az időben

x = cos(2*pi*n/10); % 10 mintát veszünk periodusonként

N1 = 64; % Három módon számoljuk az FFT-t

N2 = 128;N3 = 256;

X1 = abs(fft(x,N1)/size(x,2));

X2 = abs(fft(x,N2)/size(x,2));X3 = abs(fft(x,N3)/size(x,2));

F1 = [0 : N1 - 1]/N1; % A frekvencia normalizálása 0 tól 1 – 1/N ig.

F2 = [0 : N2 - 1]/N2;F3 = [0 : N3 - 1]/N3;

subplot(3,1,1);plot(F1,X1,'-x'),title('N = 64'),axis([0 1 0 0.6])

subplot(3,1,2);plot(F2,X2,'-x'),title('N = 128'),axis([0 1 0 0.6])

subplot(3,1,3);plot(F3,X3,'-x'),title('N = 256'),axis([0 1 0 0.6])

Az eredményül kapott spektrumok az alábbi ábrán láthatók.
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4.24. ábra. FFT eredménye különböző frekvenciatartománybeli mintavételezés esetén.



Látható, hogy a frekvenciákat normalizáltuk 0 és 1 közé. A spektrumon két csúcs jelent meg a 0.1-nél és a 0.9-nél. Ez a példában megadott koszinusz frekvenciájának felel meg (1/10). Az ábrázolt jel csak alap harmonikust tartalmaz. Azt is látjuk, hogy függetlenül attól, hogy 64, 128, 256 mintát veszünk, frekvenciatartományban a spektrum ábrázolása nem módosul jelentsen.




MATLAB alkalmazásával vizsgáljunk meg különböző hosszúságú idősorok hatását a spektrumra. A példában használjuk fel a  diszkrét harmonikus függvényt.



Megoldás:

n = [0:29]; 

x1 = cos(2*pi*n/10); % 3 periódus

x2 = [x1 x1];        % 6 periódus

x3 = [x1 x1 x1];     % 9 periódus

x4 = [x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3 x3]; % 90 periódus

N = 2048;F = [0:N-1]/N;

X1 = abs(fft(x1,N)/size(x1,2));X2 = abs(fft(x2,N)/size(x2,2));

X3 = abs(fft(x3,N)/size(x3,2));X4 = abs(fft(x4,N)/size(x4,2));

subplot(4,1,1);plot(F,X1),title('3 periodus'),axis([0 1 0 1])

subplot(4,1,2);plot(F,X2),title('6 periodus'),axis([0 1 0 1])

subplot(4,1,3);plot(F,X3),title('9 periodus'),axis([0 1 0 1])

subplot(4,1,4);plot(F,X4),title('90 periouds'),axis([0 1 0 1])
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4.25. ábra. Különböző hosszúságú idősorok hatása a spektrumra.

A példában lényegében különböző hosszúságú idősorokat elemzünk. Az első spektrum a jel 3 periódusú hosszára vonatkozik, a második 6 periódusra, a harmadik 9 periódusra és végül a negyedik 90 periódus hosszúságú jel elemzésének eredményét mutatja. A koszinusz jelet változó méretű ablakon keresztül figyeljük. Jelen ablakozás lényegében egy négyszögjellel való szorzást jelent. A négyszögjel Fourier transzformáltja a sinc() függvény. A folytonos idejű koszinusz Fourier transzformáltja a jel frekvenciájánál lévő Dirac-impulzus. Tehát minél nagyobb az ablak, annál jobban érvényesül a koszinusz Fourier transzformáltja, és annál kevésbé a négyszögjelé. Az idősor méretének növelésével egyre jobban egy Dirac-impulzusra fog hasonlítani a DFT és nem pedig a sinc() jelre, mely a jel frekvenciájára van eltolva.

Ha tehát időben meghosszabbítom a sort, akkor jobb minőségű Fourier transzformációt tudok végezni. A frekvenciatartományban vett minták száma viszont nem változtatja meg a Fourier transzformáció eredményét jelentősen. 





MATLAB alkalmazásával hozzuk létre egy harmonikus jel matematikai és fizikai spektrumát relatív egységekben.

A példában használjuk fel a  diszkrét harmonikus függvényt.



Megoldás:

n = [0:149];x1 = cos(2*pi*n/10);N = 2048;

X = abs(fft(x1,N)/size(x1,2));X = fftshift(X);

figure(1);

F = [-N/2:N/2-1]/N;plot(F,X),

title('A matematikai spektrum');xlabel('frekvencia / f s')

figure(2);

F = [0:N/2-1]/N;plot(F,2*abs(X(N/2+1:N))); 

title('A fizikai spektrum');xlabel('frekvencia / f s');
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4.26. ábra. A harmónikus jel matematikai spektruma
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4.27. ábra. A harmónikus jel fizikai spektruma





A matematikai spektrum esetében a jel energiája megoszlik a pozitív és a negatív frekvenciákon ahogy ez a 4.26. ábrán is látható. A fizikai spektrum csak pozitív frekvenciákat tartalmaz, melyet a 4.27. ábrán figyelhetünk meg.



130	JELEK ÉS RENDSZEREK PÉLDATÁR

4. A DISZKRÉT IDEJŰ JELEK ÉS RENDSZEREK FOURIER ANALÍZISE	115



www.tankonyvtar.hu	 Pletl Szilveszter, Magyar Attila

 Pletl Szilveszter, Magyar Attila                                                 www.tankonyvtar.hu

[bookmark: _Toc302779176][bookmark: _Ref302779605]A Z-transzformáció

A Z-transzformáció egy hasznos eszköz a diszkrét idejű jelek és rendszerek analíziséhez. Míg a folytonos idejű rendszereknél a Laplace transzformációt használjuk, addig a diszkrét idejű jelek és rendszereknél a Z-transzformációt. A Z-transzformáció alkalmas az egyenlő együtthatójú differenciaegyenletek megoldására, az adott bemenetű lineáris idő-invariáns rendszerek, és a lineáris szűrők válaszainak kiértékelésére.

Ebben a fejezetben bepillantást nyerünk a Z-transzformációba, és megvizsgáljuk, hogy hogyan lehet ennek a segítségével a különböző problémákat megoldani.

[bookmark: _Toc288637411][bookmark: _Toc302779177]A Z-transzformáció definíciója

A diszkrét idejű érték az  sorozat Fourier –transzformációjának az összegével egyenlő (DTFT=Discrete-Time Fourier Transform).



Habár rendszerint ez a sorozat konvergens, szükséges hogy a jel összegezhető legyen. Ennek ellenére a legtöbb gyakorlatban előforduló jel nem összegezhető, és ezért ez az összegképlet nem alkalmazható. 



Néhány bevezető példa: 



A Z-transzformáció a DTFT általánosítása, amivel az összes sorozat megoldható, és a következő képen definiálható:

Definíció: A folytonos idejű  jel diszkrét idejű Z-transzformációja a következő képen definiálható:  ahol komplex szám. 

A Z-transzformációt tekinthetjük úgy, mint a DTFT-nek egy exponenciálisan súlyozott sorozatát. Specifikusan, magyarázva a -val:  így láthatjuk, hogy az  az  sorozat diszkrét idejű Fourier transzformáltja. Belátható az is, hogy a konvergenciatartomány:

 Mivel a Z-transzformáció komplex értékkel való művelet, azért a következő képen is felírható:  ahol  a z-sík valós, míg az  a z-sík képzetes része. Ahogy az 5.1. ábrán látható, z-vektor felfogható egy egység sugarú kör egy vektoraként, vagyis . A vízszintes tengely a valós tengely, míg a függőleges a képzetes tengely.

Tehát a Z-transzformáció kiértékelhető az egységsugarú körön is a DTFT-hez a következő képen:



		[image: ]

5.1. ábra

		Több specifikációban az  kiértékelését úgy értelmezik, mint egy egységnyi sugarú kör körvonalának pontjait. Ennek kezdőpontja, ez folytatódik -n keresztül (), egészen –ig (). Így  megkaphatjuk az értékét a intervallumban.



A fontosabb jelek többségének a digitális jelfeldolgozásban van Z-transzformáltja, ami egy racionális törtfüggvény formájában írható fel: 







A számláló és a nevező megfelelő polinomjainak hányadosával az egyenlet a következőképen írható fel: . A számláló polinomjának gyöke, , az  zérusa, a nevező polinomjának gyöke, , az  pólusa. Tehát így a racionális törtfüggvény tartalmazza a pólusokat és a zérusokat, valamint egy konstans szorzót. Éppen ezért ez a képlet sokkal reprezentatívabb az -vel kapcsolatban, mert megadja a z-sík pólus-zérus pontjait. A pólusokat "x "-szel, míg a zérusokat "0 "-val jelöljük. 

A megoldások halmaza, amit konvergenciasugárnak, vagy konvergenciatartománynak neveznek (region of convergence=ROC), általában   nagyságú körvonal.

Ha, akkor a megoldások halmaza tartalmazza a pontot, illetve ha, akkor a megoldások halmazába beletartozik a végtelen is. Az  racionalizálásához a megoldások halmaza nem tartalmazhat pólust. A megoldások halmazának 3 fontos tulajdonsága van: 

1. Egy véges hosszú sorozatnak van Z-transzformáltja, és a megoldások halmazába beletartozik a teljes z-sík, kivéve a -t és a -t. A  pontot akkor tartalmazhatja, ha az esetén. A -t akkor tartalmazza, ha az esetén. 

2. A jobbról korlátos sorozatnak van Z-transzformáltja, és a megoldások halmazába a kör kívüli rész tartozik bele, vagyis  

3. A balról korlátos sorozatnak van Z-transzformáltja, és a megoldások halmazába a kör belső része tartozik bele, vagyis 

[bookmark: _Toc288637412][bookmark: _Toc302779178]Tulajdonságok:

További DTFT-vel kapcsolatos fontos és hasznos tulajdonságok:

[bookmark: _Toc288637413]Linearitás

A Z-transzformáció egy lineáris operátor. Tehát ha x(n)-nek létezik Z-transzformáltja (X(z)), amelynek a konvergenciasugara Rx, és y(n)-nek is létezik Z-transzformáltja (Y(z)), amelynek a konverganciasugara Ry, akkor :  és a  megoldásának a konvergenciasugara tartalmazza  és  metszetét 

Például:

, így az  és az  megoldásának a halmaza . Habár , vagyis az egész z-sík.

[bookmark: _Toc288637414]Eltolás

Legyen  olyan sorozat, amelyet (tetszőleges módon) kiterjesztünk negatív indexekre is, és legyen  az egységugrás sorozat. Legyen továbbá az X = Z{xn} Z-transzformált konvergencia sugara , és legyen  rögzített egész. Ekkor 

a)			(eltolás jobbra)

b)	,	(eltolás balra)

[bookmark: _Toc288637415]Idő megfordítása

Ha  sorozatnak létezik  Z-transzformáltja  konvergenciasugárral, aminek a körgyűrűje  nagyságú, akkor az időben visszafordított sorozat  Z-transzformáltja 

 

és a konvergencia sugara , ami egy  konvergenciasugarat jelent. 

[bookmark: _Toc288637416]Exponenciálissal való szorzás

Ha egy  sorozatot egy komplex  exponenciálissal szorzunk akkor,

 

ezáltal a konvergencia sugár skálázódik 

 

[bookmark: _Toc288637417]Konvolúciós tétel

Talán a legfontosabb Z-transzformációs tulajdonság a konvolúciós tétel. 

Két időfüggvény konvolúciója, a függvények transzformáltjainak szorzataként is megadható.

[bookmark: ZEqnNum269830] 

Ezt, ha konvergens sorokra kiterjesztjük, akkor:  

 konvergencia sugara így  metszete lesz. 

Megjegyzés: Az  konvergencia sugár akár nagyobb is lehet az  eredmény pólus-zérus kiejtésével.

[bookmark: _Toc288637418]Konjugálás

Ha  Z-transzformáltja , akkor  komplex konjugáltjának Z-transzformáltja:

 

Következésképpen ha  valós érték  akkor: 

[bookmark: _Toc288637419]Deriválás

Ha  sorozat Z-transzformáltja , akkor  Z-transzformáltja:z



nx(n)			-z 

Ez a tulajdonság érvényes bármely  sorozat Z-transzformálására (bármely k egész számra).

[bookmark: _Toc288637420]Kezdeti érték tétel

Ha , akkor  meghatározható a sorozat Z-transzformáltjának ismeretében:

 

[bookmark: _Toc288637421][bookmark: _Toc302779179]Az inverz z-transzformáció

A Z-transzformáció egy hasznos eszköz a lineáris rendszerek analízisében. Ugyanolyan fontos egy  sorozat Z-transzformálása, mint egy X(z) érték invertálása, hogy abból visszanyerjük az eredeti  sorozatot. Itt található 3 lehetséges mód az invertálásra.

[bookmark: _Toc288637422]Racionális törtfüggvény alakú z-transzformáltak esetén



Ez egy egyszerű és viszonylag könnyen elvégezhető módja az inverz Z-transzformációnak, ha -t parciális törtekre bontjuk.

Feltételezve, hogy , és a nevező gyökei egyszeres pólusok,  minden -ra  a következőképen írható fel: 

ahol Ak a következőképen írható fel: .

Ha , akkor a parciális törtfüggvényünk egy polinom osztás lesz. A polinom osztás együtthatóit hosszú osztás eredményeként kapjuk meg.

Magasabb rendű pólusok esetén a törtfüggvény módosul. Például másodrendű pólusok esetén , 2 részre oszlik:  ahol  a következőképen adható meg:  , 

[bookmark: _Toc288637423]Hatványsor

A Z-transzformált nem más mint egy hatványsor:

 

Ha sorba tudjuk fejteni -t,  elemei együtthatói lesznek.

[bookmark: _Toc288637424]Görbe menti integrál

A harmadik lehetőség, hogy egy  inverz Z-transzformáltját megkapjuk, hogy vesszük az  görbe menti integráltját. Ez a módszer a Cauchy-féle integrál tételen alapszik, azaz hogy létezik egy C pozitív irányítású zárt görbe, ami közrezárja az origót, és teljes egészében a konvergenciasugárban fekszik, akkor  együtthatóit a következőképen kapjuk meg:



Ezt az integrált a Reziduum-tétel segítségével értékeljük ki: 

 

Reziduumok C-be eső z = αk egyszeres pólus esetén:

Res[x(z)zn-1 |z = ] = [(1 - ) X(z)

A vonal menti integrálás akkor hasznos, ha x(n)-nek csupán néhány értékére vagyunk kíváncsiak.

[bookmark: _Toc288637425][bookmark: _Toc302779180]Az egyoldalas Z-transzformáció

Az eddigiek során a kétoldalas, úgynevezett bilaterális Z-transzformációt tárgyaltuk. 

A következőkben az egyoldalas, úgynevezett unilaterális Z-transzformációról lesz szó.

Az egyoldalas Z-transzformációt a következőképen definiáljuk:

 

[bookmark: _Toc288637426][bookmark: _Toc302779181]Tulajdonságok

Ugyanazok a tulajdonságok érvényesek az egyoldalas Z-transzformációra, mint a kétoldalasra, kivéve egyet; az eltolási tulajdonságot. Arra a következő képlet érvényes:

z1



x(n1)		 X1(z) + x( 1)

Az egyoldalas Z-transzformációt a kezdeti értékkel rendelkező állandó együtthatós differenciaegyenletek megoldására használják.

[bookmark: _Toc288637427][bookmark: _Toc302779182]Feladatok

[bookmark: _Toc288637428]

Mi a következő sorozat Z-transzformáltja? Használjuk a Z-transzformáció definícióját. Ábrázoljuk a konvergencia tartományt! 

Megoldás

		  

A sorozat akkor konvergens, ha . Ezért a konvergencia tartomány az  . vagyis, az -nál nagyobb sugarú konvergencia tartomány (konvergencia sugár). Vagyis  . Tehát -nek -ban van zérusa, és - ban van pólusa. 

A pólus-zérus, és a konvergencia tartományt az 5.2. ábrán láthatjuk.

		



5.2. ábra







Számítsuk ki az  sorozat Z-transzformáltját! Használjuk a Z-transzformáció linearitási tulajdonságát!



Megoldás

Euler-formula szerint:  





[bookmark: _Toc288637430]

Oldjuk meg a  differenciaegyenletet!



Megoldás

Vegyük az egyenlet mindkét oldalának Z-transzformáltját  , 

és használjuk a kezdeti érték feltételt: 

.



[bookmark: _Toc288637431]

Mi a következő sorozat Z-transzformáltja?   , ahol .



Megoldás

X(n) sorozatot tekinthetjük egy exponenciális sorozatnak is.

		    	     > αz



Így x(n) Z-transzformáltja: X(z) =    	      > α





Számítsuk ki az inverz Z-transzformáltját a következő Z-transzformáltnak: X(z) = 



Megoldás

Parciális törtekre bontás módszerével: X(z) =  = z  =  vagyis: {X(z)} = 



Mi a következő 2 időfüggvény konvolúciója? x(n) = u(n)      h(n) = δ(n)  α δ(n 1)



Megoldás

x(n) Z-transzformáltja: 		 X(z) =           > α

h(n) Z-transzformáltja:   		 H(z) = 1 α         < 0

Mint látszik, a 2 sorozat Z-tanszformáltja egymás inverze. Így a 2 Z-transzformált konvolúciója: Y(z) = X(z)*H(z) =    1 α = 1 





Mi a következő függvény inverz Z-transzformáltja? X(z) = 



Megoldás

x(n) = 3n + 2





Z-transzformált módszerével adjuk meg a következő rekurziókat!

  5  6 = 0, 	 = 1, 	 = 0,



Megoldás

X(z) = 





Mi a következő sorozat Z-transzformáltja? x(n) = 



Megoldás

X(z) = 





Mi a következő függvény inverz Z-transzformáltja? X(z) = 



Megoldás

x(n) = (2n +1) 



 Pletl Szilveszter, Magyar Attila                                                 www.tankonyvtar.hu

[bookmark: _Toc302779183][bookmark: _Ref302779620]A jelek szűrését végző rendszerek 

Általában a szűrők feladata, hogy összetevőket válasszanak szét. A jelfeldolgozás esetében a szétválasztás általában frekvencia alapon történik. Ami valójában azt jelenti, hogy a szűrő bemenetére vezetjük a szűrni kívánt jelet, a kimeneten pedig megjelenik a nem kívánt összetevők nélküli, módosított bemenet.









Mivel a szűrők LTI rendszerek, így annak kimenete FI esetben meghatározható mint a rendszer súlyfüggvényének és a bemenetének konvolúciója:, ahol  a szűrő súlyfüggvénye,  a szűrő bemenete,  pedig annak kimenete. 











Amint ismeretes az idő tartománybeli konvolúció frekvencia tartományi megfelelője a szorzás. Ezért :, ahol , , . A rendszer frekvenciafüggvénye ekkor: .

A frekvenciafüggvény a szűrő amplitúdó erősítését és fáziseltolását írja le a frekvenciatartományban. A komplex függvény felbontható az amplitúdót módosító részre: 







 és a fázist módosító részre: .

A frekvenciafüggvény két polinom hányadosaként jelentkezik, ugyanis az egy bemenetű és egy kimenetű LTI rendszer állandó együtthatós differenciálegyenlettel írható le a következők szerint:



, vagyis: 







A fenti időtartománybeli leírásnak a képe frekvenciatartományban, figyelembe véve, hogy az időbeni deriváltnak -val való szorzás felel meg a következő:









.

A polinom per polinomos alak jelentősen megkönnyíti az amplitúdó és fázisváltoztatás elemzését.

[bookmark: _Toc302779184]Bode diagram

Az amplitúdó és a fázis frekvenciafüggésének ábrázolására alkalmazható a Bode diagram. Az amplitudó:









 alkalmas számítása a logaritmust felhasználó változat, ami a következőképen számítható: . Az erősítés  grafikus ábrázolása   esetében a Bode diagram amplitúdó görbéje.

Az ábrázolás során a független változót is logaritmikus skálában vesszük fel. 

A komplex számban hordozott másik információ a fázis. A szűrő fázist módosító függvénye a fázis karakterisztika. Számítása a következő:





. Az  ábrázolása a frekvencia függvényében a Bode diagram fázis diagramja.

A frekvenciafüggvény polinomjai felírhatók gyöktényezős alakban a következők szerint. A nevező: 























 ahol - az  gyök multiplicitása, -a különböző valós nullák száma, - valós nulla - pedig annak multiplicitása, -a különböző komplex nullák száma, - a komplex nulla, - pedig annak multiplicitása. . A polinom valós, így érvényes, hogy a zérushelyek száma .

A számlálóra gyöktényezős alakja:



















-a különböző valós nullák száma, - valós nulla - pedig annak multiplicitása, -a különböző komplex nullák száma, - a komplex nulla, - pedig annak multiplicitása. Itt is érvényes, hogy a polinom valós, így érvényes, hogy a zérushelyek száma 

A fentiekkel összhangban a frekvenciafüggvény a következők szerint alakul:







 ahol





. Vegyük a függvény modulusát és annak decibeles változatát: 

A szorzat és a hányados logaritmusára vonatkozó törvény alkalmazásával:





A függvény argumentuma: 





A fenti egyenletekből látható, hogy az amplitúdó és a fázis karakterisztika előállítható 4 alapvető grafikon összegéből és különbségéből.

Ezek közül az első:





						

Az első alakhoz tartozó amplitúdó és fázis karakterisztika a 6.1. ábrán látható.

[image: E:\#Munka\#Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\6\6.1.jpg]

6.1. ábra. Az első alak.



A grafikon egyszerű. Az amplitúdó karakterisztika állandó, a fázis karakterisztika pedig nulla, a frekvenciától függetlenül.

A második alak:





,	

A második alakhoz tartozó amplitúdó és fázis karakterisztika a 6.2. ábrán látható.

[image: E:\#Munka\#Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\6\6.2.jpg]

6.2. ábra. A második alak.



Az amplitúdó karakterisztika ebben az esetben egy egyenes, mely annyiszor 20dB/dekád meredekséggel esik amekkora az adott gyök multiplicitása. A fázis karakterisztika pedig állandó. Egy egyszeres multiplicitású ilyen típusú gyök 90 fokot fordít a fázison.

A harmadik alak:





,			









Bode javaslatára a grafikon egyszerűbb ábrázolása érdekében fogadjuk el a következő approximációt: 





A harmadik alak ábrázolásának megértésére elemezzük a következő példát:









Legyen . A példához tartozó Bode diagram, mely a 6.3. ábrán látható két grafikont tartalmaz. A szaggatottal ábrázolt a való, míg a telivel az aszimptotikus amplitúdó diagram. Az ábrából látható, hogy az aszimptotikus és valós diagram közötti legnagyobb eltérés éppen  esetben mérhető, az eltérés értéke pedig . A görbe lefelé törik mert az átviteli függvény pólusáról van szó .

[image: E:\#Munka\#Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\6\6.3.jpg]

6.3. ábra. A harmadik alak.















A fáziskarakterisztika ábrázolására Bode azt javasolta, hogy a fázisváltozást egy egyenessel közelítsük, mely  ból indul  frekvenciánál és  nél fejeződik  értéknél. Értéke  nál pontosan . Itt is szaggatottal látható a pontos fáziskarakterisztika, telivel pedig annak közelítése.

A negyedik alak a következő:





, 	

Ebben az esetben és közelítsük a függvényt a következők szerint:





A negyedik alak ábrázolásának megértésére elemezzük a következő példát: 





A példához tartozó grafikon a 6.4. ábrán látható.

[image: E:\#Munka\#Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\6\6.4.jpg]

6.4. ábra. A negyedik alak.



A 6.4. ábra elemzéséből kiderül, hogy jelen esetben az approximáció nem minden esetben helytálló. A csillapítás függvényében jelentős eltérés tapasztalható a valós és a közelítő görbe között.



Példa egy tetszőleges összetett függvényre:





A példára jellemző Bode diagram a 6.5. ábrán látható.

[image: E:\#Munka\#Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\6\6.5.jpg]

6.5. ábra. Példa megoldása.









A diagram rajzolása előtt szükséges meghatározni a törésfrekvenciákat. A példában az első  frekvencián található, ezért az első típusú alakhoz tartozó elem hatására az erősítés 20dB/dekád meredekséggel csökken. A második  frekvencián van. Ez a törésfrekvencia felfelé töri a görbét. A harmadik  frekvencián újból lefelé töri a görbét. Az eredő amplitúdó karakterisztika az egyes aszimptotikus karakterisztikák összegéből áll össze és vastag teli vonallal van ábrázolva a 6.5. ábrán.

[bookmark: _Toc302779185]Sávszélesség





Egy jel esetében azon komponensek jelentősek, melyek amplitúdója nagyobb az  amplitúdó -el szorzott értékénél.



Ebből kiindulva beszélhetünk sávszélességről. Az az , melyre érvényes, hogy:



 a jel sávszélessége. 





[bookmark: _Toc302779186]Szűrés

		[image: ]

6.6. ábra

		A szűrők feladata, hogy a bemeneten megjelenő, szűrni kívánt jelet módosítja úgy, hogy a kimeneten a nem kívánt összetevők nélküli jel, vagyis a módisított bemenet, jelenjen meg.

A lineáris, folytonosidejű szűrő tag ábrázolható az alábbiak szerint: 

A rendszer frekvencia függvénye:









Ideális szűrők esetén a szűrő csak a jel amplitúdóját módosítja, a fázisát nem. Ideális esetben a jel azon frekvencia összetevőit, melyeket nem szeretnénk átengedni a szűrőn 0 értékkel, míg azokat, amelyeket át szeretnénk engedni a szűrőn 1 értékkel szorozunk. Ideális szűrő csak elméletben, a matematikai felírásokban létezik. A valóságban csak az ideálishoz közelítő szűrőkarakterisztikákat tudunk előállítani.

A legfontosabb szűrő típusok:

1.	Aluláteresztő szűrő

2.	Felüláteresztő szűrő

3.	Sáváteresztő szűrő

4.	Sávvágó szűrő.

Az ideális aluláteresztő szűrő amplitúdó frekvencia karakterisztikája:

		

És a leíró függvénye: 

		[image: ]

6.7. ábra







Az ideális felüláteresztő szűrő amplitúdó frekvencia karakterisztikája:

		

És a leíró függvénye:

		[image: ]

6.8. ábra





Az ideális sáváteresztő szűrő amplitúdó frekvencia karakterisztikája:

		

És a leíró függvénye:

		[image: ]

6.9a. ábra





Az ideális sávszűrő amplitúdó frekvencia karakterisztikája:

		

És a leíró függvénye: 

		[image: ]

6.9b. ábra







A valós folytonosidejű aluláteresztő szűrő frekvenciafüggvénye és frekvenciakarakterisztikái, ahol  a szűrő vágási frekvenciája





		[image: ]

6.10. ábra. Aamplitúdó karakterisztika.

		[image: ]

6.11. ábra. Fázis karakterisztika.









A valós folytonosidejű felüláteresztő szűrő frekvenciafüggvénye és frekvenciakarakterisztikái: .

		[image: ]

6.12. ábra. Aamplitúdó karakterisztika.

		[image: ]

6.13. ábra. Fázis karakterisztika.









A valós folytonosidejű sáváteresztő szűrő frekvenciafüggvénye és frekvenciakarakterisztikái: .

		[image: ]

6.14. ábra. Aamplitúdó karakterisztika.

		[image: ]

6.15. ábra. Fázis karakterisztika.





[bookmark: _Toc302779187]Analóg szűrők vizsgálata

MATLAB programcsomag segítségével ábrázoljuk a 6.16. ábrán látható kapcsolás frekvenciakarakterisztikáját!





6.16. ábra. Egytárolós rendszer.



A feladatban szereplő az áramkör egy feszültséggenerátor, egy kondenzátor és egy ellenállás soros kapcsolásból áll. Legyen a rendszer bemenete a feszültséggenerátor feszültsége  kimenete pedig . A rendszer analitikus megoldásához Kirchoff második törvénye alapján írjuk fel, hogy . Másrészt felírható az áramkörben folyó egységes  áram, hogy . Az , azaz , behelyettesítve a feszültségeket tartalmazó összefüggésbe kapjuk, hogy , ,  és ekkor  valamint . =.

A feladatban megadott áramkör egy aluláteresztő szűrő, ugyanis:  ahol:  a törési frekvencia.

A feladat megoldására alkalmas MATLAB kód:

>> C=1e-3; R=2e3*pi;

>> omb=2*pi*1/(R*C)

>> num=[1]; den=[1/omb 1];

>> bode(num,den)

[image: ]

6.17. ábra. A MATLAB-ban kapott grafikon.



A rendszer paraméterei alapján a törési frekvencia . Ezen a frekvencián a csillapítás 3dB, a fáziskésés pedig 45 fok.

Módosítsuk az előző rendszert úgy, hogy a kimenete legyen .

Ekkor  és 

A feladatban megadott áramkör egy felüláteresztő szűrő, ugyanis:  ahol:  a törési frekvencia.

A feladat megoldására alkalmas MATLAB kód:

>> C=1e-3; R=2e3*pi;

>> omb=2*pi*1/(R*C)

>> num=[1 0]; den=[1 omb];

>> bode(num,den) ; grid;

[image: ]

6.19. ábra. A MATLAB-ban kapott grafikon.



Nem decibelben az amplitúdó karakterisztika meghatározása:

>>w=0:0.02:100; omb=1;

>>magGs=1./sqrt(1+1./(w.*omb).^2);

>>semilogx(w,magGs); grid

[image: ]

6.20. ábra. Nem decibelben az amplitúdó karakterisztika.



Az ábrán leolvasható a csillapítás értéke a törésfrekvencián, ami .

[bookmark: _Toc302779188]Digitális szűrők

A digitális szűrőnek, mint diszkrétidejű lineáris rendszernek az a feladata, hogy a bemenetén jelentkező jelsorozaton amplitúdó és fázismódosításokat végezzen el.

A digitális szűröknek két típusa van. Ezek: a véges impulzusválaszú FIR (Finite Impulse Response) és a végtelen impulzusválaszú IIR (Infinite Impulse Response) digitális szűrő.







Legyen  a rendszer bemenete  pedig a kimenete, ekkor a DI rendszer általános alakja adott a következők szerint:.











Amennyiben , minden -ra, viszont az , akkor FIR (Finite Impulse Response) szűrőről van szó azaz a FIR szűrő esetében a kimenetet csak a korábbi bemenet határozzák meg, és nem vesszük figyelembe a korábbi kimeneteket. Az IIR (Infinite Impulse Response) szűrő esetében, pedig van olyan ,  érték, amely 0-tól különböző. Ebben az esetben tehát a kimenet meghatározásához figyelembe vesszük a korábbi bemenetek mellett a korábbi kimeneteket is. 

A digitális szűrő tervezés a következő lépésekből áll:

1.	Eldöntjük, FIR vagy IIR struktúrával akarjuk-e közelíteni az előírt paramétereket,

2.	Kiválasztjuk a szűrő fokszámát és meghatározzuk az együtthatókat,

3.	Megválasztjuk a szűrő struktúrát a kvantálás hatásának figyelembevételével,

4.	Ellenőrizzük, mennyiben tesz eleget a szűrő az előírt specifikációknak. Ha nem megfelelő a szűrő viselkedése, más beállításokkal megismételjük a tervezési eljárást. A digitális szűrő tervezése így iteratív módon történik.





Tervezzünk digitális FIR aluláteresztő szűrőt, melynek vágási frekvenciája .



A megoldás menete

A szűrő megtervezéséhez MATLAB-ban indítsuk el az fdatool (Filter Design and Analysis Tool) szűrőtervező programot. A program szabad paramétere legyenek a következők szerint adottak:

% All frequency values are in Hz.

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

Fpass = 9600;            % Passband Frequency

Fstop = 12000;           % Stopband Frequency

Dpass = 0.057501127785;  % Passband Ripple

Dstop = 0.0001;          % Stopband Attenuation

dens  = 20;              % Density Factor

Az aluláteresztő szűrőre vonatkozó, a tervezést befolyásoló paraméterek értelme az fdatool kezelőfelületét bemutató 6.20. ábrán láthatóak.
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6.20. ábra. Az fdatool kezelőfelülete.



A tervezés eredményének vizsgálata a 6.21. ábrán látható.
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6.21. ábra. Amplitúdó karakterisztika



Az amplitúdó karakterisztikát megvizsgálva belátható, hogy az eredményül kapott FIR szűrő eleget tesz a feladatban meghatározott feltételeknek.
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6.22. ábra. A szűrő fázis karakterisztikája.

		[image: ]

6.23. ábra. A csoport késés.







A csoport késés változása a frekvencia függvényében állandó:

A szűrő egységugrásra adott válasza a 6.24. ábrán látható. 
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6.24. ábra. Az egységugrásra adott válasz.



[bookmark: _GoBack]Ellenőrizzük a kapott rendszer szűrési képességét. Vezessünk a szűrő bemenetére egy harmonikus jelet, melynek frekvenciája megegyezik a tervezett vágási frekvenciával. A feladat megoldására alkalmas MATLAB kód: 

%  teszteljük a megtervezett szűrőt:

b=Hd.Numerator; a=1;

t=0:1/Fs:2e-3;

x=sin(2*pi*Fpass *t);

y=filter(b,a,x);

figure(1) ; stem(t,[x',y']) ;
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6.25. ábra. A szűrő fázis karakterisztikája.
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6.26. ábra. A csoport késés.







A szűrő kimenete ebben az esetben csak kis mértékben tér el a bemenettől.

Most végezzük el a vizsgálatot a vágási frekvenciával megeggyező frekvenciájú harmónikus jellel. A feladat megoldására készített kód:

x=sin(2*pi* Fstop *t);

y=filter(b,a,x);

figure(2)

stem(t,[x',y']) ;

A szűrő kimenet ebben az esetben közel nulla, tehát a szűrő elnyomja a magasabb frekvenciákat.





Készítsen diszkrétidejű felüláteresztő szűrőt a következők szerint:

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

 

N     = 20;     % Order //  változtatható

Fstop = 9600;   % Stopband Frequency

Fpass = 12000;  % Passband Frequency

Wstop = 1;      % Stopband Weight

Wpass = 1;      % Passband Weight

dens  = 20;     % Density Factor

A szűrő modelje:







., ahol  a rendszer bemenete,  pedig a kimenete.

Végezzen változtatásokat, a szűrő fokszámát illetően és a tervezési módszereket is változtassa.

Hogyan hatnak ezek a változtatások az amplitúdó és a fázis karakterisztikára, valamint a csoport késésre?

Hasonlítsa össze az egyes szűrők válaszát egy adott bemenetre.

Adja meg a kimenetek közötti hibajel energiáját. 



A megoldás menete:







A feladatunk egy felülátresztő FIR szűrő megtervezése a fenti paraméterek alapján. Mivel FIR (Finite Impulse Response) szűrőről van szó, így a fentiekben megadott egyenletben, az , minden -ra, viszont az , azaz a FIR szűrő esetében a kimenetet csak a korábbi bemenet határozzák meg, és nem vesszük figyelembe a korábbi kimeneteket. A szűrő megtervezéséhez indítsuk el az fdatool-t és állítsuk be a fentiekben megadott paramétereket.
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6.27. ábra. A feladat megoldásához szükséges beállítások..



Amennyiben beállítottuk a paramétereket, megkezdhetjük a szűrő tervezését. Az így megtervezett szűrő esetében az Analysis->Magnitude and Phase Responses menüpontra kattintva megtekinthetjük az amplitúdó és fáziskarakterisztikát, mely a 6.28. ábrán látható.
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6.28. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.29. ábra. A csoport késés.







Az Analysis->Grup Delay Response-ra kattintva, pedig megnézhetjük a szűrő csoportkésleltetését, mely a 6.29. ábrán látható.

Látható, hogy a szűrő csoportkésleltetése független a frekvenciától, értéke pedig 10. Készítsük el a szűrőhöz tartozó m-file-t, a File->Generate M-file menüpont segítségével. Ezt mentsük el, mert majd később az összehasonlításoknál fel fogjuk használni. A következő feladat, hogy válasszunk másik tervezési módszert. Legyen ez a Least-squares módszer.
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6.30. ábra. A feladat megoldásához használt beállítások.



Itt is vizsgáljuk meg és hasonlítsuk össze az előbb kapott eredményekkel az amplitúdó és fáziskarakterisztikát, valamint nézzük meg a szűrő csoportkésleltetését.
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6.31. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.32. ábra. A csoport késés.







A 6.31. és a 6.32. ábrán látható, hogy a tervezési módszertől függ a kapott amplitúdó és fáziskarakterisztika, de a csoportkésleltetés nem változik. Itt is készítsük el a szűrőhöz tartozó m-file-t, és mentsük el. Állítsuk vissza a tervezési módszert a korábbi Eqiripple módszerre, és változtassuk meg a szűrő fokszámát 40-re. A szűrő fokszáma azt határozza meg, hogy hány darab korábbi bemenetet veszünk figyelembe.
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6.33. ábra. A feladat megoldásához szükséges beállítások. 



Nézzük meg ennél a szűrőnél is az amplitúdó és fáziskarakterisztikát, valamint a csoportkésleltetést.
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6.34. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.

		[image: ]

6.35. ábra. A csoport késés.







A 6.34. és a 6.35. ábrán látható, hogy a szűrő fokszámának megváltoztatása nemcsak az amplitúdó és fáziskarakterisztikát módosítja, hanem a szűrő csoportkésleltetését is. Ebben az esetben a csoportkésleltetés 20 lett. Nézzük meg a három különböző paraméterrel megtervezett szűrő Fpass és Fstop frekvenciájú szinuszos gerjesztésre adott válaszát, majd nézzük meg a kimenetek közötti hibajel energiáját.

A feladat megoldásához szükséges kód:

% Equiripple Highpass filter designed using the FIRPM function.

% All frequency values are in Hz.

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

N     = 20;     % Order

Fstop = 9600;   % Stopband Frequency

Fpass = 12000;  % Passband Frequency

Wstop = 1;      % Stopband Weight

Wpass = 1;      % Passband Weight

dens  = 20;     % Density Factor

% Calculate the coefficients using the FIRPM function.

b  = firpm(N, [0 Fstop Fpass Fs/2]/(Fs/2), [0 0 1 1], [Wstop Wpass], ...

           {dens});

Hd1 = dfilt.dffir(b);

 

% FIR least-squares Highpass filter designed using the FIRLS function.

% All frequency values are in Hz.

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

N     = 20;     % Order

Fstop = 9600;   % Stopband Frequency

Fpass = 12000;  % Passband Frequency

Wstop = 1;      % Stopband Weight

Wpass = 1;      % Passband Weight

% Calculate the coefficients using the FIRLS function.

b  = firls(N, [0 Fstop Fpass Fs/2]/(Fs/2), [0 0 1 1], [Wstop Wpass]);

Hd2 = dfilt.dffir(b);

 

% Equiripple Highpass filter designed using the FIRPM function.

% All frequency values are in Hz.

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

N     = 40;     % Order

Fstop = 9600;   % Stopband Frequency

Fpass = 12000;  % Passband Frequency

Wstop = 1;      % Stopband Weight

Wpass = 1;      % Passband Weight

dens  = 20;     % Density Factor

% Calculate the coefficients using the FIRPM function.

b  = firpm(N, [0 Fstop Fpass Fs/2]/(Fs/2), [0 0 1 1], [Wstop Wpass], ...

           {dens});

Hd3 = dfilt.dffir(b);

 

% Teszteljük a megtervezett szűrőt:

t=0:1/Fs:2e-3;

x1=sin(2*pi*Fpass *t);

x2=sin(2*pi* Fstop *t);

a=1;

% Első szűrő tesztelése

b=Hd1.Numerator;

y1=filter(b,a,x1);y2=filter(b,a,x2);figure(1);

subplot(2,1,1);stem(t,[x1',y1']);title('First filter test with Fpass frequency');

subplot(2,1,2);stem(t,[x2',y2']);title('First filter test with Fstop frequency');

% Második szűrő tesztelése

b=Hd2.Numerator;

y3=filter(b,a,x1);y4=filter(b,a,x2);figure(2);

subplot(2,1,1);stem(t,[x1',y3']);title('Second filter test with Fpass frequency');

subplot(2,1,2);stem(t,[x2',y4']);title('Second filter test with Fstop frequency');

% Harmadik szűrő tesztelése

b=Hd3.Numerator;

y5=filter(b,a,x1);y6=filter(b,a,x2);figure(3);

subplot(2,1,1);stem(t,[x1',y5']);title('Third filter test with Fpass frequency');

subplot(2,1,2);stem(t,[x2',y6']);title('Third filter test with Fstop frequency');

e1=y1-y3;e2=y1-y5;e3=y2-y4;e4=y2-y6;

E1=e1*e1';E2=e2*e2';E3=e3*e3';E4=e4*e4'

A kód első részében a három szűrőhöz tartozó, a korábbi lépések során legenerált MATLAB kód található. Ezután létrehozunk két szinusz jelet. Az egyik frekvenciája megegyezik a szűrő Fpass, a másik a szűrő Fstop frekvenciájával. Ezután, ezeket a szinusz jeleket használjuk a szűrők bemeneteként és megvizsgáljuk, hogy milyen válaszokat kapunk. Végül kiszámoljuk a kapott válaszok közötti különbséget, a 6.36. ábrának megfelelően.





6.36. ábra. A kapott válaszok különbsége.



Végül, pedig meghatározzuk ennek a hibajelnek az energiáját a következő összefüggés alapján:



.

Vesszük a hibajel négyzetét, ami lényegében egy skaláris szorzásnak felel meg. Ezt a MATLAB esetében egyszerűen a két vektor összeszorzásával érhetjük el.

A kapott eredmény az Equiripple tervezési módszer és 20-as szűrő fokszám esetén 6.37. ábrán látható.
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6.37. ábra. Equiripple tervezési módszer 20-as szűrő fokszám.



A kapott eredmény a Least-squares tervezési módszer és 20-as szűrő fokszám esetén 6.38. ábrán látható.
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6.38. ábra. Least-squar es 20-as szűrő fokszám.
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6.39. ábra. Equirippler 40-es szűrő fokszám.







A kapott eredmény az Equiripple tervezési módszer és 40-es szűrő fokszám esetén 6.39. ábrán látható.

A szűrők kimenetei közötti különbség, vagyis a hiba energiája, pedig az alábbiaknak megfelelően alakul. A számítás során az Equiripple tervezési módszerrel, 20-as fokszámot választva megtervezett szűrő kimenetéhez hasonlítjuk a másik két módszerrel megtervezett szűrő kimenetét, mind az Fpass mind, pedig az Fstop frekvenciák esetén.

E1 =0.1596, 	E2 =144.8489, 	E3 =0.1385, 	E4 =1.0651







Készítsen diszkrétidejű sáváteresztő szűrőt az alábbiak alapján:

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

N      = 20;     % Order

Fstop1 = 7200;   % First Stopband Frequency

Fpass1 = 9600;   % First Passband Frequency

Fpass2 = 12000;  % Second Passband Frequency

Fstop2 = 14400;  % Second Stopband Frequency

Wstop1 = 1;      % First Stopband Weight

Wpass  = 1;      % Passband Weight

Wstop2 = 1;      % Second Stopband Weight

dens   = 20;     % Density Factor



Végezzen változtatásokat a szűrő fokszámát és a tervezési módszereket is változtassa.

Hogyan hatnak ezek a változtatások az amplitúdó és a fázis karakterisztikára, valamint a csoport késésre?

Hasonlítsa össze az egyes szűrők válaszát egy adott bemenetre.

Adja meg a kimenetek közötti hibajel energiáját.





A megoldás menete

Ebben a feladatban, fentiekben megadott paraméterekkel rendelkező sáváteresztő szűrőt kell készítsünk. Itt is ugyanúgy járunk el és ugyanazokat a teszteket végezzük el, mint az előző feladat esetén. A szűrőtervező program (fdatool) beállítása a 6.40. ábrán látható.
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6.40. ábra. Az fdatool beállítása a feladatnak megfelelően.



A megtervezett szűrő amplitúdó és fáziskarakterisztikája, valamint a csoportkésleltetés a 6.41. és 6.42. ábrán látható.
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6.41. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.42. ábra. A csoport késés.







Tervezzük meg ugyanezt a szűrőt a Least-squares módszer segítségével is. Ekkor a kapott amplitúdó és fáziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés a 6.43. és a 6.44. ábrán látható.
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6.43. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.

		[image: ]

6.44. ábra. A csoport késés.







Tervezzük meg ugyanezt a szűrőt az Equiripple módszer segítségével, de 40-es fokszámmal. Ekkor a kapott amplitúdó és fáziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés a 6.45. és 6.46. ábrán látható.
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6.45. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.46. ábra. A csoport késés.







Teszteljük a három, különböző paraméterekkel megtervezett szűrőt, az előző feladathoz hasonlóan. Itt azonban három különböző Fstop1, Fstop2, és Fpass1+(Fpass1-Fpass2) frekvenciájú szinusz jelet használjunk, és nézzük meg, hogy valóban csak a két stop frekvencia közötti részt engedi át a szűrőnk.

Az ezt megvalósító MATLAB kód a következő.

% A megtervezett 3 szűrő MATLAB kódja

% Teszteljük a megtervezett szűrőt:

t=0:1/Fs:2e-3;

x1=sin(2*pi*Fstop1 *t);

x2=sin(2*pi* Fstop2 *t);

x3=sin(2*pi* (Fpass1+(Fpass2-Fpass1)) *t);

a=1;

% Első szűrő tesztelése

b=Hd1.Numerator;

y1=filter(b,a,x1);y2=filter(b,a,x2);y3=filter(b,a,x3);figure(1);

subplot(3,1,1);stem(t,[x1',y1']);title('First filter test with Fstop1 frequency');

subplot(3,1,2);stem(t,[x2',y2']);title('First filter test with Fstop2 frequency');

subplot(3,1,3);stem(t,[x3',y3']);title('First filter test with Fpass1+(Fpass2-Fpass1) frequency');

% Második szűrő tesztelése

b=Hd2.Numerator;

y4=filter(b,a,x1);y5=filter(b,a,x2);y6=filter(b,a,x3);figure(2);

subplot(3,1,1);stem(t,[x1',y4']);title('Second filter test with Fstop1 frequency');

subplot(3,1,2);stem(t,[x2',y5']);title('econd filter test with Fstop2 frequency');

subplot(3,1,3);stem(t,[x3',y6']);title('Second filter test with Fpass1+(Fpass2-Fpass1) frequency');

% Harmadik szűrő tesztelése

b=Hd3.Numerator;

y7=filter(b,a,x1);y8=filter(b,a,x2);y9=filter(b,a,x3);figure(3);

subplot(3,1,1);stem(t,[x1',y7']);title('Third filter test with Fstop1 frequency');

subplot(3,1,2);stem(t,[x2',y8']);title('Third filter test with Fstop2 frequency');

subplot(3,1,3);stem(t,[x3',y9']);title('Third filter test with Fpass1+(Fpass2-Fpass1) frequency');

e1=y1-y4;e2=y1-y7;e3=y2-y5;e4=y2-y8;e5=y3-y6;e6=y3-y9;

E1=e1*e1';E2=e2*e2';E3=e3*e3';E4=e4*e4';E5=e5*e5';E6=e6*e6'

A 6.47. ábrán található az Equiripple tervezési módszerrel és 20-as szűrő fokszámmal meghatározott szűrő válasza.
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6.47. ábra. Equiripple 20-as szűrő fokszám.



A 6.48. ábrán látható eredmény a Least-squares tervezési módszer és 20-as szűrő fokszám esetén.
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6.48. ábra. Least-squares 20-as szűrő fokszám.
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6.49. ábra. Equiripple 40-es szűrőfokszám.







A 6.49. ábrán látható eredmény az Equiripple tervezési módszer és 40-es szűrő fokszám esetén.

A 3 különböző módszerrel megtervezett szűrő közötti hiba energiája, a három különböző frekvenciájú bemeneti jel esetén:

E1 =0.0165,	E2 =0.9733,	E3 =0.0150,	E4 =1.0442,	E5 =0.1261,	E6 =139.3701



Készítsen diszkrétidejű sávszűrőt az alábbiak alapján:

Fs = 48000;  % Sampling Frequency

N      = 20;     % Order

Fpass1 = 7200;   % First Passband Frequency

Fstop1 = 9600;   % First Stopband Frequency

Fstop2 = 12000;  % Second Stopband Frequency

Fpass2 = 14400;  % Second Passband Frequency

Wpass1 = 1;      % First Passband Weight

Wstop  = 1;      % Stopband Weight

Wpass2 = 1;      % Second Passband Weight

dens   = 20;     % Density Factor



Végezzen változtatásokat a szűrő fokszámát és a tervezési módszereket is változtassa.

Hogyan hatnak ezek a változtatások az amplitúdó és a fázis karakterisztikára, valamint a csoport késésre?

Hasonlítsa össze az egyes szűrők válaszát egy adott bemenetre.

Adja meg a kimenetek közötti hibajel energiáját. 

A megoldás menete

Hasonlóan az előző két feladathoz, itt is egy szűrőt, méghozzá egy sávszűrőt kell tervezni a fentiekben megadott paraméterekkel, az fdatool segítségével. A tervezőprogram beállításai a 6.50. ábrán láthatóak.
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6.50. ábra. A feladat megoldásához szükséges beállítások.



A megtervezett szűrő amplitúdó és fáziskarakterisztikája, valamint a csoportkésleltetés a 6.51.  és a 6.52. ábrán láthatóak.
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6.51. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.52. ábra. A csoport késés.







Tervezzük meg ugyanezt a szűrőt a Least-squares módszer segítségével is. Ekkor a kapott amplitúdó és fáziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés a 6.53. és 6.54. ábrán láthatóak szerint alakulnak.
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6.53. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.54. ábra. A csoport késés.







Tervezzük meg ugyanezt a szűrőt az Equiripple módszer segítségével, de 40-es fokszámmal. Ekkor a kapott amplitúdó és fáziskarakterisztika valamint a csoportkésleltetés a 6.55. és 6.56. ábrán látható módon alakul.
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6.55. ábra. A szűrő fázis és amplitúdó karakterisztikája.
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6.56. ábra. A csoport késés.







Teszteljük a három, különböző paraméterekkel megtervezett szűrőt, az előző feladathoz hasonlóan három különböző frekvenciájú szinusz jellel a szűrőnél beállított frekvenciatartományoknak megfelelően.

A 6.57. ábrán található az Equiripple tervezési módszerrel és 20-as szűrő fokszámmal meghatározott szűrő válasza.

[image: ]

6.57. ábra. Equiripple 20-as szűrőfokszám.



A 6.58. ábrán látható eredmény a Least-squares tervezési módszer és 20-as szűrő fokszám esetén.
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6.58. ábra. Least-squares 20-as szűrőfokszám.
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6.59. ábra. Equiripple 40-es szűrőfokszám.







A 6.59. ábrán látható eredmény az Equiripple tervezési módszer és 40-es szűrő fokszám esetén.

A 3 különböző módszerrel megtervezett szűrő közötti hiba energiája, a három különböző frekvenciájú bemeneti jel esetén:

E1 =0.1207,	E2 =1.6376,	E3 =0.1261,	E4 =1.6098,	E5 =0.0150,	E6 =3.5116





Készítsen FIR rendszert, ami egy útszakaszon az 1 perc alatt áthaladó járművek számát tartalmazó idősorból előállítja az 5 perc alatt áthaladt járművek számát tartalmazó sort.

A megoldás menete

Tegyük fel, hogy van egy forgalmas út, ezen csak autók közlekednek. Percenként feljegyezzük, hogy hány autó haladt el előttünk. A megfigyelés eredménye a következő:
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1. perc: 20

2. perc: 17

3. perc: 12

4. perc: 21

5. perc: 30

6. perc: 28

7. perc: 40

8. perc: 28

9. perc: 40

10. perc: 18

11. perc: 42

12. perc: 1



A feladatnak megfelelően egy FIR szűrőt kell tervezni, ami kiszámolja az 5 percenként áthaladó autók számát. Felhasználva a digitális szűrők első feladatban bemutatott egyenletét a következő MATLAB kóddal megoldható a fenti feladat:

a=1;

b=[1 1 1 1 1];

autok_szama=[0 0 0 0 0 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];

y=filter(b,a,autok_szama)

stem(y);grid;

Itt tehát egy olyan FIR szűrőt kell tervezni, amely esetében az előző 5 bemenetet vesszük figyelembe, mindegyiket 1-es súllyal. A kapott eredmény a 6.60. ábrán látható.

0 0 0 0 0 20 37 49 70 100 108 131 147 166 154 168 129 101 61 43 1 0
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6.60. ábra. Percenként áthaladó autók száma.
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6.61. ábra. Öt percenként áthaladó autók száma.







Készítsünk egy olyan FIR szűrőt is, amely segítségével az 5 percenként áthaladó autók számának átlagát lehet meghatározni. Ezt a feladatot megoldó MATLAB kód:

a=5;

b=[1 1 1 1 1];

autok_szama=[0 0 0 0 0 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];

y=filter(b,a,autok_szama)

stem(y);grid;

Az eredmény értékeinek grafikus ábrázolása a 6.61. ábrán látható.

 0 0 0 0 0 4.0000 7.4000 9.8000 14.0000 20.0000 21.6000 26.2000 29.4000 33.2000 30.8000 33.6000 25.8000 20.2000 12.2000 8.6000 0.2000 0

Mindkét esetben jól látható a szűrő 5-ös csoportkésleltetésének a hatása, ugyanis 5 darab aktuális bemenet kell annak érdekében, hogy a szűrő kimenetén a helyes érték jelenjen meg.

Egy másik módszer a feladat megoldására. Az előbbiekben megtervezett FIR szűrő (az 5 percenként az áthaladó autók számát összeadó) impulzus válasza [1 1 1 1 1]. Ha ezt konvolváljuk a bemenettel, akkor megkapjuk a szűrő kimenetét. A bemenet itt most az áthaladó autók száma. Tehát:

h=[1 1 1 1 1];

u=[0 0 0 0 0 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];

y=conv(h,u);



0 0 0 0 0 20 37 49 70 100 108 131 147 166 154 168 129 101 61 43 1 0 0 0 0 0



Az autók 5 percenkénti átlagát számító FIR szűrő impulzus válasza [1/5 1/5 1/5 1/5 1/6]. Tehát:

h=[1/5 1/5 1/5 1/5 1/5];

u=[0 0 0 0 0 20 17 12 21 30 28 40 28 40 18 42 1 0 0 0 0 0];

y=conv(h,u);



0 0 0 0 0 4.0000 7.4000  9.8000 14.0000 20.0000 21.6000 26.2000 29.4000 33.2000 30.8000 33.6000 25.8000 20.2000 12.2000 8.6000 0.2000 0 0 0 0 0





Feladat: zaj létrehozása és elemzése.

Generáljunk két féle zajt, egyet normális eloszlással és egyet Gauss-eloszlással, majd elemezzük a kapott jeleket.









Azt, hogy az X valószínűségi változó normális eloszlást követ, a következő módon szoktuk jelölni: , ahol  a középértéket,  pedig a szórás négyzetét jelöli. A hozzá tartozó sűrűségfüggvény: .



Speciálisan, ha , akkor X-et standard normális eloszlásúnak (vagy sztenderd normális eloszlásúnak) nevezzük.



A feladat megoldása

A feladat megoldását végző MATLAB kód a következő:

N=1024; % Define Number of samples

R1=randn(1,N); % Generate Normal Random Numbers

R2=rand(1,N); % Generate Uniformly Random Numbers

figure(1); % Select the figure

subplot(2,2,1); % Subdivide the figure into 4 quadrants

plot(R1); % Plot R1 in the first quadrant

grid;title('Normal [Gaussian] Distributed Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Amplitude');

subplot(2,2,2); % Select the second qudrant

hist(R1); % Plot the histogram of R1

grid;title('Histogram [Pdf] of a normal Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Total');

subplot(2,2,3);plot(R2);grid;

title('Uniformly Distributed Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Amplitude');

subplot(2,2,4);hist(R2);grid;

title('Histogram [Pdf] of a uniformly Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Total');

A színes és a fehér zaj időfüggvényeit és hisztogramjait a 6.62. ábra tartalmazza.

[image: ]

6.62. ábra. Színes és fehér zaj időfüggvényei és hisztogrammjai.



A 6.62. ábra első sorában az látható, hogy Gauss-os eloszlású a hisztogram, tehát bizonyos (a 0 frekvenciához tartozó amplitúdó, az egyenáramú komponens) amplitúdók többször szerepelnek a jelben. Az alsó sorban, pedig egy egyenletes eloszlású hisztogram látható, tehát az egyes amplitúdók nagyjából azonos számban szerepelnek, a jelben.

Keressük meg a Fourier transzformáltját ezeknek a jeleknek:

N=1024; % Define Number of samples

R1=randn(1,N); % Generate Normal Random Numbers

R2=rand(1,N); % Generate Uniformly Random Numbers

figure(1); % Select the figure

subplot(2,3,1); % Subdivide the figure into 4 quadrants

plot(R1); % Plot R1 in the first quadrant

grid;title('Normal [Gaussian] Distributed Random Signal');

xlabel('Sample Number');

ylabel('Amplitude');

subplot(2,3,2); % Select the second qudrant

hist(R1); % Plot the histogram of R1

grid;title('Histogram [Pdf] of a normal Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Total');subplot(2,3,4);

plot(R2);grid;title('Uniformly Distributed Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Amplitude');subplot(2,3,5);

hist(R2);grid;title('Histogram [Pdf] of a uniformly Random Signal');

xlabel('Sample Number');ylabel('Total');

N = 2048;

X1 = abs(fft(R1,N));X1 = fftshift(X1);F = [-N/2:N/2-1]/N;

subplot(2,3,6),plot(F,X1),xlabel('frequency / f s')

X2 = abs(fft(R2,N));X2 = fftshift(X2);F = [-N/2:N/2-1]/N;

subplot(2,3,3),plot(F(1024-100:1024+100),X2(1024-100:1024+100)),xlabel('frequency / f s')

A kapott eredményből, mely a 6.63. ábrán látható kitűnik a nagy hasonlóság a hisztogram és az amplitúdó spektrum között.

[image: ]

6.63. ábra. Színes és fehér zaj Fourier transzformáltja.





[bookmark: _Toc302779189][bookmark: _Ref302779630]Moduláció

Ebben a részben röviden tárgyalásra kerül néhány alapvető modulációs eljárás, mint: a szinuszos amplitúdó moduláció folytonos időtartományban, az amplitúdó moduláció a diszkrét időtartományban, a frekvencia moduláció, valamint megemlítésre kerül az időosztásos és a frekvenciaosztásos multiplexelés elve. 

Számos esetben, módosítás nélkül lehetséges a jeleket átvinni valamilyen átviteli csatornán keresztül. Az ilyen átvitelt nevezzük alapsávon történő átvitelnek, azonban napjainkban rendelkezésre állnak más jelátviteli megoldások is. Ezen megoldások mindegyike az átvitel előtt és után jelfeldolgozási feladatokat igényel. Az eljárás lényege, hogy egy determinisztikus periodikus jel valamely paraméterét módosítjuk az átvitelre kerülő jel jellemzőinek függvényében. Az eljárást modulációnak nevezzük. Az eljárás célja, hogy a hasznos információt hordozó jelet úgy dolgozzuk fel, hogy az alkalmas legyen az átviteli csatornán való továbbításra. Az átvitelre szánt jelet moduláló jelnek, a determinisztikus, periodikus segédjelet hordozónak, míg az eljárás végén jelentkező jelet modulált jelnek nevezzük.

Természetesen az átvitel után a vevő oldalon szükséges kinyerni az információt modulált jelből. A vevő oldalán elengedhetetlen egy olyan jelfeldolgozási folyamat alkalmazása, mely a moduláció inverze. Ezt az eljárást demodulációnak nevezzük. Az eljárásokat végző eszközöket MODULÁTOR-nak, vagy DEMODULÁTOR-nak nevezzük. Azt a berendezést, amely mindkét műveletet képes elvégezni egy kétirányú csatornán, MODEM- nek nevezzük. Tehát a moduláció és demoduláció két együtt járó eljárása a jelátvitelnek.

Napjainkban számos modulációs eljárást ismerünk. Az eljárásokat elsősorban a modulált jel alakja alapján osztályozzuk, így megkülönböztetünk folytonos és impulzusos modulációkat. A folytonos moduláció esetében a szinuszos hordozójel három paramétere közül, amplitúdó, frekvencia és fázis, módosítunk valamit. Amennyiben a moduláló jel módosítja a hordozó jel amplitúdóját, akkor amplitúdómodulációról (AM) beszélünk. Amennyiben a moduláló jel módosítja a hordozó jel frekvenciáját, akkor frekvenciamodulációról (FM) beszélünk. Amennyiben a moduláló jel módosítja a hordozó jel fázisát, akkor fázismodulációról beszélünk. A frekvencia és fázis modulációkat szögmodulációknak hívjuk.





Határozzuk meg az AM jel spektrumát.

Legyen a hordozójel a következő: , a modauláló jel pedig: .

Az amplitúdómodulált jel ekkor úgy áll elő, hogy a hordozó jel amplitúdóját módosítjuk a moduláló jellel: . 



A továbbiakban feltételezzük, hogy  akkor:







Az  modulált jel spektrumából kitűnik, hogy amennyiben , akkor nem jelenik meg impulzus a hordozó frekvenciákon. Ekkor hordozó elnyomásáról beszélünk.



[image: C:\Documents and Settings\Raig.Maria\Asztal\Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\7\7.1..jpg]

7.1. ábra. A moduláló jel matematikai amplitúdó spektruma.
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7.2. ábra. A modulált jel matematikai amplitúdó spektruma.



A 7.1. és 7.2. ábra mutatják a moduláló  és a modulált  jel amplitúdó spektrumát, amennyiben a moduláló jel sávkorlátos  korláttal.



A példát illusztráljuk egy konkrét jel AM modulálásával. Legyen a moduláló jel a következő: .



A jel spektruma és időfügvénye ebben az esetben a 7.3. ábrán látható.  

[image: C:\Documents and Settings\Raig.Maria\Asztal\Typotex\20110825\JelekEsRendszerekPeldatarAbrak03\Abrak\7\7.3..jpg]

7.3. ábra. A jel időfüggvénye és spektruma.





A modulált jel: 
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7.4. ábra. A modulált jel időfüggvénye és spektruma. 





Jelölje az  a moduláló jelet, melynek spektruma korlátozódik az frekvenciatartományra. Jelölje  a hordozójelet. Határozzuk meg az  hordozófrekvencia értékét úgy, hogy a modulált spektrum szélességének és az  értékének aránya 1% legyen!



Megoldás.

Jelöljük  vel a modulált jelet. Ekkor:  

A moduláló jel és a modulált jel spektruma a 7.5. ábrán látható.
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7.5. ábra. A moduláló és a modulált jel spektruma.



A modulált jel sávszélessége: 

A feladatban megadottak szerint: , 





Az  moduláló jelet egy  alakú jellel szorozzuk. A modulált jel ennek megfelelően x(t) = . Az így kapott jelet demoduláljuk úgy, hogy szorozzuk -val.

a) Határozzuk meg az alulátáresztő szűrő kimenetén megjelenő jelet, ha bemenetére a modulált jelet vezettünk! A szűrő feladata, a demodulált jelből kiemelni az alapsávban elhelyezkedő moduláló jelet.

b) Mekkora a  értéke ha a kimeneten megjelenő jel amplitúdója a maximális lehetséges amplitúdó 90% kell, hogy legyen?

c) Ha az  spektruma  tartományban található, mekkora kell legyen  legkisebb értéke, hogy az  szorzatból az  moduláló jel kiemelhető legyen!



Megoldás:

Az alábbi ábrán a modulációs és demodulációs eljárás látható.
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7.6. ábra. Moduláció és demoduláció.



a) A modulációs eljárás leírható az  , míg a demodulációt az alábbi módon írhatjuk le: .

Jelöljük -vel a demodulált jelet, ekkor az a következőképp alakul:

.

A trigonometrikus függvények szorzatának összegekre való bontása után:

.

Az  demodulált jelnek két összetevője van. Az első a  csillapított moduláló jel. A második tag alakjára való tekintettel, szintén egy modulált jel amelynek hordozó frekvenciája  .

Az  demodulált jelet az aluláteresztő szűrő bemenetére vezetjük. Szerepe az alapsávban lévő moduláló jel kiemelése a fenti jelkompozícióból. Ennek megfelelően a kimenetén megjelenő  jel alakja: 

Amint látható mind a modulációs mind a demodulációs eljárás jelek szorzatára vezethető vissza. Az így kapott szorzatokat, az eljárásnak megfelelően szűrők segítségével átdolgozzák a kívánt hatás elérése érdekében. Mivel a modulált jel spektruma nem tartalmazza a hordozó jel komponensét, ezt a modulációs eljárást elnyomott hordozójú két oldalsávos amplitúdó modulációs eljárásnak nevezzük. AM-DSB-SC.



b) Tételezzük fel, hogy a demodulációs eljárás ideális, azaz  .

Ekkor az aluláteresztő szűrő kimenetén megjelenő jel:

 .

Mivel a  csökkenő függvény a  tartományban, a  kimenő jel kisebb lesz annak lehetséges legnagyobb értékétől. Amennyiben  feltételt kell kielégíteni, akkor:  .

Az  feltétel teljesítése érdekében biztosítani kell az:  . 

Az egyenlőtlenséget megoldva, a keresett  érték 



c) A 7.7. ábrán az (t) demodulált jel spektruma látható.
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7.7. ábra. Az (t) demodulált jel spektruma.

Az időbeni analitikus alak:

A 7.7. ábrán látható, hogy az alapsávban lévő spektrumösszetevő csak akkor emelhető ki, ha az egyes spektrumösszetevők nem fedik egymást, azaz . Az egyenlőtlenséget megoldva  és végül: .





Az  moduláló jelet az  modulációs eljárás segítségével magasabb frekvenciatartományba helyezzük át. Amennyiben az  jelet egy  lokális hordozójel segítségével demoduláljuk, majd az eredményt egy aluláteresztő szűrővel szűrjük, határozzuk meg a szűrő kimenetén megjelenő jelet!



Megoldás.

A demodulációs és jel rekonstrukciós eljárás az alábbi ábrán adott.
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7.8. ábra. Demodulációs és jel rekonstrukciós eljárás.



Az 1 pont jel alakja:  Behelyettesítés után:  A sorozat összegre való bontása után:  

Az aluláteresztő szűrő feladata, hogy az alap sávtartományokon kívül eső demodulált jelkomponenseket elnyomja, az alapsávba esőket pedig kiemelje. Az elmondottak alapján a 2 pont alakja  





A szögmodulációk. Adott a  alakú hordozójel. A periodikus négyszög alakú  jel amplitúdói   és   .

a) ábrázoljuk a  jelet a  jel függvényében, ábrázoljuk a fázisszöget az idő függvényében,

b) ábrázoljuk a frekvenciát az idő függvényében ha a  jel amplitúdó-értékei   és .



Megoldás:

a) A  jel nélkül a hordozójel egy egyszerű harmonikus jel lenne  körfrekvenciával. 

Amennyiben a  állandó, akkor egy újabb periodikus jelet kapunk bizonyos fáziseltolással. Amennyiben a fázisérték időbe változik, akkor a periodikus jel pillanatnyi értéke is változik majd a fázisérték változásának függvényében. A feladat megoldására alkalmas SIMULINK kacsolás a 7.9. ábrán található:
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7.9. ábra. A SIMULINK modell.



A hordozó a moduláló és a modulált jel a 7.10. ábrán található:
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7.10. ábra. A hordozó, a moduláló és a modulált jel.



A 7.10. ábrán látható szinuszos jel a hordozó jel, a négyszögjel a fázis változását illusztrálja a középső ábra pedig a modulált jel.

A példában szereplő jel paraméter módosítást szögmodulációnak nevezzük. A szögmodulációs eljárásokat további két csoportba osztjuk: fázis modulációk és frekvencia modulációk, attól függően, hogy a fázisváltozás arányos-e a moduláló jellel, vagy pedig a moduláló jel integráljától függ. Az első esetben fázis a másodikban frekvencia modulációról beszélünk.

Mivel a példában szereplő esetben a  jel a moduláló jellel arányos, itt fázis modulációról beszélünk.

A jel fázisa , ahol a körfrekvencia t pedig az idő. A pillanatnyi körfrekvencia, vagyis a szögsebesség  . Legyen  a periodikus hordozójel argumentuma. Az argumentum egyenlő . Ennek időszerinti első deriváltja a jel körfrekvenciáját adja, azaz . Amikor a fázisjel a  értékről az  értékre ugrik, az első deriváltja az ugrás helyén egy pozitív Dirac delta impulzust fog tartalmazni amelynek magassága . Amikor a fázisjel -ról  -ra ugrik, első deriváltja az ugrás helyén egy negatív delta impulzust fog tartalmazni melynek magassága . A körfrekvencia időbeli változását a 7.11. ábra szemlélteti.
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7.11. ábra. A körfrekvancia időbeli változása.





A következő  fázismodulált jel esetében a moduláló jel periodikus harmonikus függvény. Ábrázoljuk a fázismodulált jel spektrumát a k=5.0, k=1.2, k=10 értékekre!



A megoldás menete:

A modulált jel spektrumának meghatározásakor egy lehetséges megoldás a jel Bessel sorba fejtése. Az adott esetben a sor alakja az alábbi

 

Amint az látható, a sort végtelen sok periodikus jel összege alkotja, amelyek a hordozó jel körfrekvenciája körül helyezkednek el. Minden jel amplitúdója az n-rendű és k argumentumú Bessel együtthatóval arányos. A Bessel féle együtthatókat vagy táblázatból, vagy analitikus úton határozzuk meg.

A k=0.5 értékre a Bessel együtthatók értékei a következők: , , , , , . A sor végessé tehető, ha bevezetjük azt a feltételt, hogy csak azon komponenseket vesszük figyelembe, melyek teljesítménye meghaladja a modulálatlan hordozójel teljesítményének 1%-át. Az adott feltétel alapján az alábbi egyenlőtlenséget írhatjuk fel:  A fenti feltételek csak a  együttható tesz eleget így a modulált jel alakja:  A szögmodulált jelek spektruma diszkrét jellegű, mint ahogy azt a fenti kifejezés is mutatja. A spektrum szélességét a Bessel együttható értéke határozza meg. Minél nagyobb a k argumentum, annál nagyobb a Bessel együttható értéke is. Az értékek növekedésével növekednek az egyes komponensek teljesítményei is. Ha a komponens teljesítménye meghaladja a fent meghatározott kritériumot, akkor, az már nem tekinthető elhanyagolhatónak, és mint jelentős komponens fog megjelenni a modulált jel spektrumának szélein, növelve ezzel a spektrum szélességét.

A modullált jel fizikai spektruma a 7.12. ábrán látható.
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7.12. ábra. A modulált jel fizikai spektruma.



A k=1.2 értékre a Bessel együtthatók: ,  ,  ,  ,  ,  ,  . Ebben az esetben is a fent említett kritériumot fogjuk alkalmazni, így a modulált jel alakja:  .

Amint látható a jelet három összetevő alkotja: egy, amely a hordozó jelet írja le és két komponens amelyek a hordozó jel komponense körül helyezkednek el a moduláló körfrekvencia távolságában. A környező komponensek amplitúdói a Bessel együtthatók értékétől függnek. Mivel megnőtt a Bessel görbe argumentuma, két újabb komponens jelent meg, amelyeknek teljesítménye nem tekinthető elhanyagolhatónak a fenti kritériumnak megfelelően. A modulált jel spektruménak szélessége  . A fizikai spektrum a 7.13. ábrán adott.
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7.13. ábra. A fizikai spektrum.



A k=10 értékre a Bessel együtthatók értékei:  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  , . A fent említett eljárások alapján a modulált jel alakja  ebben az esetben a fizikai spektruma a 7.14. ábrán adott.
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7.14. ábra. A fizikai spektrum.





A kommunikációs csatorna kihasználásának javítása érdekében gyakran alkalmazunk multiplexelési (nyalábolási) eljárásokat. Az irodalomban megkülönböztetünk: frekvenciaosztásos, időosztásos és hullámhosszosztásos multiplexelési eljárásokat. Az időosztásos multiplexelés esetében több kis sebességű forrásból beérkező jelet továbbítunk egy közös nagy sebességű csatornán keresztül. Szinkron időosztás esetén egy-egy forrás az átviteli csatornát körkörösen csak egy-egy rövid időszelet idejére kapja meg. Az alábbi példa esetében egy 4 csatornás időosztásos (Time-Division Multiplexing TDM) módszerrel működő csatornanyalábolást alkalmazó rendszert vizsgálunk meg. Tehát a TDM rendszeren át 4 jelet továbbítunk, melyek legyenek a következők:  ,  ,   , . 

Feladat, hogy meghatározzuk a szükséges legkisebb mintavételezési frekvenciát egy jel esetében, valamint határozzuk meg a kommutátor sebességét figyelembe véve, hogy minden jelet azonos frekvenciával mintavételezünk!





A megoldás menete:

A TDM átviteli rendszert a 7.15. ábra szemlélteti.
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7.15. ábra. A TDM átviteli rendszer.



A jeleket átvitele folyamán egy multiplexer(MUX) segítségével sorra mintákat veszünk a bemenetekből és egy jelbe tömörítve átvezetjük azokat a hírközlő csatornára. Az így létrehozott jelet a csatorna az átviteli karakterisztikája alapján módosítja. Miután a jelet az átviteli rendszeren át továbbítottuk, egy demultiplexer (DEMUX) segítségével a mintákat a megfelelő kimenő csatorna bemenetére kiválogatjuk. Az egyes kanálisok bemenetén elhelyezett aluláteresztő szűrő a bemenetére jutó minták alapján rekonstruálja az analóg jelet. Ha az átvitel elején a mintavételezési törvénynek eleget tettünk és a csatorna átviteli karakterisztikája , akkor az aluláteresztő szűrő kimenetén a torzításmentes analóg jelet kapjuk vissza.

Az átvitelre szánt jelek alapján látható, hogy az  jel frekvenciája a legnagyobb,  . Ez azt jelenti, hogy a mintavételezési frekvenciának egy jel esetében legalább kétszer nagyobbnak kell lennie ennél a frekvenciánál, azaz .

A kommutátor frekvenciája alatt a körbekapcsoló logika frekvenciáját értjük. Mivel 4 csatorna nyalábolásáról van szó, így a kapcsolási frekvencia . A művelet illusztrációja a 7.16. ábrán látható.
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7.16. ábra. A négy cstorna nyalábolásának illusztrációja.



A nem tökéletes szinkronizációból eredően az átvitelben hibák léphetnek fel. A szinkronizáció lényege, hogy a bemeneti csatornán megjelenő jel a neki megfelelő kimeneti csatorna kimenetén jelenjen meg. Amennyiben ez nem sikerül, akkor megtörténhet, hogy a kommutátor a jelet rossz csatornára továbbítja, esetleg az egyik csatorna átviteli idejének egy része a szomszédos csatornára tevődik át. Ezt a jelenséget a híradástechnikában áthallás jelenségének nevezzük, mert egyik csatorna kimenetén hallani lehet a másik csatorna jelét is.





Egy TDM rendszeren át 3 jelet továbbítunk, melyek legyenek a következők:  ,  ,  , ahol ,  . Határozzuk meg kommutátor frekvenciáját!



Megoldás:

Tételezzük fel, hogy a jelek alap sávtartományban definiáltak. A kommutátor frekvenciája a csatornaszám és a mintavételezési frekvencia szorzata. Tehát  , , így 
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[bookmark: _Toc302779190][bookmark: _Ref302779654]A mintavételezés

Ebben a fejezetben bevezetésre kerül az analóg (folytonos) jelek mintákkal való reprezentációja és a mintavételi tétel, valamint a folytonosidejű jel visszaállításának technikája. Példákon keresztül érzékeltetjük mind a mintavételezés mind a visszaállítás mechanizmusát. 

[bookmark: _Toc302779191]Az analóg jelek mintavételezése





Legyen a mintavételezendő jel:, tekintsük a következő impulzus sorozatot , ekkor az idő tartományban mintavételezett jel előállítható mint:





Grafikus ábrázolva a 8.1. ábrán látható az analóg jel, az impulzus sorozat és a mintavételezett jel. A mintavételezett jel csak a mintavételi időpontokban értelmezett.
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8.1. ábra. Az analóg jel mintavételezése.





Legyen az analóg jel a következők szerint meghatározott:



,
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8.2. ábra. Az analóg és mintavételezett jel spektruma.



A mintavételezett jel az idő tartományban:













Most vizsgáljuk meg a mintavételezés hatását frekvenciatartományban:







Ahol: 









Grafikusan ábrázolva a 8.2. ábrán látható, hogy a korlátos spektrumú analóg jel spektruma mintavételezés után periódikusan megjelenik a mintavételi frekvencia periódusával. Amennyiben a mintavételezés eleget tesz a mintavételi törvénynek, miszerint a mintavételezés frekvenciája a korlátos spektrumú analóg jel felső korlátjának legalább kétszerese, azaz , akkor a mintavételezett jelből, információ vesztés nélkül, sávszűrő segítségével visszaállítható az eredeti jel. A frekvencia korlátot gyakran nevezzük Nyquist frekvenciának. Amennyiben a mintavételi törvény nem teljesül átfedés, alias jelentkezik a frekvencia tartományban, mint ahogy a 8.3. ábra is mutatja.
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8.3. ábra. Az alias hatás.





Határozzuk meg a zérusredű tartószerv átviteli függvényét.







Az átviteli függvény meghatározásához szükséges a Laplace transzformáció alkalmazása. Egy  jel kétoldali Laplace transzformációja meghatározható mint: , ahol . 
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8.4. ábra. Az ideális mintavételező

		



Az ideális mintavételező kimenete a bemeneten megjelenő analóg jel értéke a mintavételi időpontban.  Legyen a mintavételező bemenete , kimenete pedig . Ekkor a Dirac impulzus sorozattal mintavételezett jel meghatározható mint:











Az időben eltolt impulzus Laplace transzformáltja: 



Ekkor : 
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8.5. ábra. f(t) analóg jel ideális mintavételezése.	
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8.6. ábra. A nulladrendű tartószev kimenete.







Egy kauzális f(t) analóg jel mintavételezése T mintavételezési periódussal, ideális mintavételező kapcsoló alkalmazásával található a 8.5. ábrán. Amennyiben a mintavételezett jelet nulladrendű tartószerv bemenetére vezetjük, az a kimenetén megtartja a mintavételi jelértéket a következő mintavételig. A 8.6. ábra a nulladrendű tartószerv kimeneti jelét ábrázolja, abban az esetben, ha a bemenet a 8.5. ábra szerinti sorozat. A nulladrendű tartószervet időtartományban az





 összefüggéssel adhatjuk meg, ahol  az egységugrás függvény. Ennek Laplace-transzformáltja:







. Mivel:  így a zérusrendű tartószerv átviteli függvénye: 
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[bookmark: _Toc302779192][bookmark: _Ref302779669]A jelfeldolgozás néhány alapvető módszere

Ebben a fejezetben bemutatásra kerül az A/D (analóg/digitális)és D/A (digitális/analóg) átalakítók működése és típusai. A kvantálás zajmodellje. A véges regiszterhosszúság hatás a jelfeldolgozás pontosságára.

[bookmark: _Toc302779193]A/D átalakítás

Az Analóg/Digitális átalakítás fontos lépése a kvantálás. Kvantálás esetében a függvény értékkészletét véges számú diszkrét értékekre osszuk. Ez a felosztás lehet egyenletes, lineáris 
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9.1. ábra. Lineáris kvantálás.
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9.2. ábra. Lineáris kvantálás.







és lehet nemlineáris is. A 9.1. ábra egy lineáris kvantálási lehetőségét ábrázolj az  jelnek. Amennyiben a nulladrendű tartószerv kimenetén jelentkező jelet kvantáljuk, digitális jelhez jutunk. Az ilyen jelet ábrázolja a 9.2. ábra.
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9.3. ábra. Az A/D átalakítás hatásvázlata.



Az Analóg-Digitális (A/D) átalakítás hatásláncának utolsó lépése a kvantált jelértékek kódolása. A kódolás digitális jelfeldolgozás esetén valamely digitális számábrázolással történik.

Az ideális A/D átalakítók a valóságban nem megvalósíthatók. Ennek több oka is van, például: a valós folytonos jelek sosem teljesen sávkorlátosak, az ideális szűrők nem megvalósíthatóak. Az ideális A/D átalakítók a valóságban csak approximálhatóak. A valóságban az analóg-digitális átalakítók tervezése és megvalósítása számos megoldandó kérdést vet fel. 

























A  (LP, Low Pass) aluláteresztő szűrő feladata, hogy a mintavételezési törvény alapján határolja az analóg jel spektrumát  frekvenciára, ahol  a mintavételezés frekvenciája. Így kiküszöbölhető az átfedés (aliasing) megjelenése. A gyakorlatban még a sávkorlátos jelek esetében is jelen van a magasfrekvenciás zaj komponense, ezért az LP szűrőre mindenképp szükség van. Legyen a bemenő jel tartománya  korlátok között , így a szűrő áteresztő zónáját állítsuk  értékre. A zárósáv alsó határa  meghatározható  alapján. A valós szűrőknek van átmeneti sávjuk, aminek szélessége  . A gyakorlatban a  feltétel szoros teljesítése helyett legtöbbször a  vagy  gyakorlat a szokás. A valós szűrők esetében az amplitúdó karakterisztika mellett gyakran fontos a fáziskarakterisztika is.

A mintavételező és tartó egység feladata, hogy két mintavétel között is legyen értéke a mintavételezett jelnek. A nulladrendű tartó kimenetén két mintavétel között nem változik a jel értéke.

A kvantálás a minták amplitúdójának folytonos értékkészletét diszkrétté alakítja. Az eredeti értékkészletet kvantálási lépcsőkkel intervallumokra osztja. Mindegyik intervallumban kijelöl egy referencia értéket, a kvantálási szintet. Az eredeti pillanatnyi amplitúdóhoz azt a kvantálási szintet rendeli, amelyik a pillanatnyi amplitúdóval egy kvantálási lépcsőben van. A kvantálási folyamat egyértelműen leírható egy olyan lépcsős függvénnyel, amelynek független változója a kvantálandó függvény, függő változója pedig a kvantált mennyiség. Így tehát a kvantálás egy memóriamentes nemlineáris transzformáció.

Ha a kvantálási lépcsők azonosak és a kvantálási szintek a lépcsők közepére esnek, akkor lineáris kvantálásról beszélünk. A kvantálási lépcsőknek nem kell sem azonosnak sem a nullára szimmetrikusnak lenniük, és az sem szükséges, hogy a kvantálási szintek a kvantálási lépcsők közepére essenek.

Ha a kvantálás a nulla ponthoz és környezetéhez a 0 kvantálási szintet rendeli, akkor a kvantálás nulltartó, ha nincs zérus értékű kvantálási szint, akkor nullkitérő. A kettő között az alapvető különbség az, hogy a jelszünethez a nulltartó kvantálás jelszünetet, a nullkitérő kvantálás pedig hamis jelet rendel. A pillanatnyi amplitúdó és a kvantálási szint különbsége a kvantálási hiba. A kvantált jel tehát az eredeti jel és a kvantálási hiba összegéből áll.

A kvantálási szintek jellemezése a kódolásban nyilvánul meg. A leggyakrabban alkalmazott kódok:

· természetes bináris kód (pozitív egész számok)

· előjel abszolútértékes bináris kód (pozitív és negatív egész számok)

· eltolt nullpontú bináris kód

· Gray kód

· 2-es komplemens kód (előjeles egész számok)

· es komplemens kód

· Lebegőpontos ábrázolás (előjel, törtrész, kitevő)

· BCD kód.





Az egyenletes (uniform) kvantáló bemenetére az  jelet vezetjük. Határozzuk meg az  kvantált jelet, a kvantált jel  teljesítményét, valamint a kvantálási zajt az alábbi esetekre:

a) a mintavételezési frekvencia , a kvantálási szintek száma q = 2.

b) a kvantálási szintek száma q = 4.

c) a mintavételezési frekvencia , a kvantálási szintek száma q = 16.

A megoldás menete:

Az első feltételnek megfelelően a kvantáló kimenetén megjelenő kvantált jel két értéket fog megjeleníteni a következők szerint:  

A kvantált jel átlagteljesítménye: 

 

A kvantálási hiba az és az  jelek különbségéből ered, azaz: 



A kvantálási hiba teljesítménye: 

A fentieknek megfelelően a teljesítmény: 

  

  

A kvantálási hiba és a kvantálási jel teljesítményének aránya ennek megfelelően:

 

A második esetben négy szintet különböztetünk meg. Mivel a kvantálási lépést az alábbi kifejezés alapján határozzuk meg:  ezért a kvantált jel értékei a következő képen alakulnak: . 

A kvantált jel teljesítménye: 

.  

A kvantálási hiba teljesítménye: 

 

A kvantálás során jelentkező jel-zaj viszony a következő:

 

A harmadik esetben a kvantálási szintek száma 16. Így  

Mivel az analóg  jelet nyolcszor gyorsabban mintavételezzük, a kvantizált jel is több értékből fog összeállni, éspedig:

 

A mintavételezési periódus . Az analóg jelet az alábbi időpontokban mintavételezzük: .

Az analóg jel értékei ezekben az időpontokban: 

.

A kvantált értékek ekkor: 

.

A kvantált jel teljesítménye:

 .

A kvantálási hiba (zaj) teljesítménye: 

 

A jel/zaj viszony ekkor: 

A fentiekből levonható az a következtetés, hogy a kvantálási szintek és a mintavételezési sebesség növelésével a kvantálási zaj csökkenthető.





A következő példában különböző mintavételi frekvenciákkal mintavételezzük az alábbi periodikus jelet:  , ahol  a jel alapperiódusa. A kvantálási szintek száma legyen mindig nyolc.

[bookmark: OLE_LINK3][bookmark: OLE_LINK4]Először alkalmazzunk  mintavételi frekvenciát, majd ennek kétszeresét. 

Az első esetben a kvantálás lépése:  . A kvantált jel szintjei ennek alapján: 



Az s(t) jel mintavételezési időpontjai: 

Az s(t) jel értékei ezekben a pontokban: 



A kvantált jel értéke a mintavételi pillanatokban: 



A kvantált jel teljesítménye:



Az  jel teljesítménye:  

A kvantálási zaj teljesítménye:  

A kvantálási zaj és jel teljesítményének aránya 

 

A következő esetben emeljük meg a mintavételezési frekvenciát a duplájára.

Ekkor a jel értékei a mintavételek pillanatában:

 

A kvantált jel értéke a mintavételi pillanatokban: 

 

A kvantált jel teljesítménye: 

Vegyük észre, hogy miközben a mintavételezési frekvenciát megnöveltük és a kvantálási szintek számát nem változtattuk a kvantált jel teljesítménye nem változott.

A kvantálási zaj teljesítménye: . 

A kvantálási zaj és jel teljesítményének aránya 



Látható, hogy a mintavételi eljárás minőségi paramétere nem változott. Ebből arra következtetünk, hogy a kvantálási szintek számának változtatás nélkül, csupán a minták számának növelésével, nem javítható minőségileg a mintavételezés és kvantálás.





Határozzuk meg a mintavételezési frekvencia alsó és felső étékét, amennyiben ismert a kvantálási szintek száma és az s(t) jel mely spektrumának legnagyobb frekvenciája  .



A megoldás menete:

A mintavételezési frekvencia alsó értékét a mintavételi tétel határozza meg:  . Az előző példa tanulsága szerint, amennyiben az s(t) jel változása olyan lassú, hogy a következő mintavételezési időpontban nem haladja meg az előző kvantálási szintet, akkor az újabb mért érték az előzővel lesz egyenlő. Az eljárást minőségileg úgy lehetne feljavítani, ha a mintavételezési frekvenciát úgy állítjuk be, hogy az új minták mindig más kvantálási tartományba essenek, ekkor: . Az  különbséget a jel deriváltjának felhasználásával is felírhatjuk:  , ahol  az analóg jel időszerinti első deriváltja,  a mintavételezési periódusa. Továbbfejtve: , amint már ismert:  ekkor:  . A feladat megoldása érdekében a határértéket vesszük figyelembe, vagyis: .

Végül kifejezve a mintavételezési periódust, annak alsó és felső határa a következők szerint alakul: 



A mintavételi periódusidő alsó és felső határának ismerete erőforrás megtakarítást tesz lehetővé, azonban a képlet alkalmazása érdekében elengedhetetlen a jel deriváltja maximumának ismerete.
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