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1. fejezet

Altalanos jelolések

1.1. Elméleti o6sszefoglalo

A halmaz fogalmat alapfogalomként hasznaljuk, nem kertil definidlasra. Egy 4 halmaz szd-
mossagat |A|-val jeloljiik ; jelen feladatgylijteményben minden eléforduld halmaz véges, meg-
szamlalhatoan végtelen vagy kontinuum szdmossagu lesz, ezeket szintén alapfogalomként ke-
zeljik. Az dires halmazt ) jeloli. Az A halmaz hatvanyhalmaza a P(A) = {B : B C A} halmaz.
Jol ismert, hogy tetszdleges 4 halmazra |4| < |P(A4)|. Az A és B halmazok direkt szorzata az
AxB={(a,b):aecA,b e B} halmaz, melyben tehat azon rendezett elemparok szerepelnek,
melyeknek elsd elemiik 4-beli, masodik elemiik B-beli. Az 4 és B halmazok kozti (vagy A-
bol B-be mend) reldcio az A x B direkt szorzatnak egy tetszéleges részhalmaza, vagyis egy
0 C 4 x B halmaz. Kényelmi okokbol az (a, b) € o tényt gyakran egyszeriien apb jeldli. Tet-
szOleges A halmazra az {(a, a) : a € A} identikus relaciot A 4 jeloli. Ha o € 4 x B egy relacid
¢€s a € A, akkor ap jeloli mindazon B-beli elemek halmazat, melyekkel a a o relacidban all,
vagyis a {b € B: apb} C B halmazt. Amennyiben 4, B és C halmazok, o CAxBésp CBxC
relaciok, gy a o €s p relaciok kompoziciojaa pop={(a,c)eAxC: IbeB agb N bpc} TAxC
relacid.
Amennyiben 4 egy halmaz és o C A x A4 egy relacid A-bol A-ba, ugy definidljuk tetszéleges
n > 0 egész szamra o hatvanyait induktiv médon a kdvetkezoképp: 0° = Ay és tetszdleges
n > 0-ra legyen 0" = 0"~ ! 0 0. Tovabba ekkor o* jeldli a | J o” relaciot. A o C 4 x B rel4ci6
n>0
inverze a Q_l ={(b, a) : apb} C B x A relacio.
Ao C A? relacio reflexiv, ha Ay C o; irreflextv, ha AyNo = @; szimmetrikus, ha o = 0~ !;
antiszimmetrikus, ha o N o~ C Ay; tranzitiv, ha o> C o; ekvivalenciarelicié, ha reflexiv,
szimmetrikus és tranzitiv. Amennyiben o C A2 ekvivalenciarelacié és a € 4, ugy a/o jeloli
az a elem o szerinti osztdlyadt, vagyis a {b € A : apb} halmazt. Tovabba ha B C A, akkor
B/o={a/o:a e B}.
Konnyi latni, hogy o* a legszlikebb olyan reflexiv és tranzitiv relacio, mely tartalmazza o-t,
ezért nevezzik p*-ot a o reflexiv-tranzitiv lezartjanak.
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2. fejezet

Nyelvek és nyelvtanok

2.1. Elméleti osszefoglalo

Abécén egy tetszbleges ¥ véges, nemiires halmazt értiink, elemeit betiiknek is nevezziik. Egy
Y abéce feletti szo X betliinek egy tetszlleges véges (esetleg lires) w = aja; . . . a, sorozata.
Ennek a szonak a hossza |w| =n, a szot alkoto betlik szdma. Specidlisan ha n=0, a sz6 az iires
szo, melynek jele . Hau=aja; . . . a, a ¥ dbécé feletti sz6 és a € X egy betti, akkor |u|, jelenti
az u-ban el6forduld a betlik szadmat, vagyis az {ie{1, ..., n}:a;=a} halmaz méretét. A X feletti
Osszes szo halmazat ¥* jeloli. Vilagos, hogy X* egy (megszamlalhatoan) végtelen halmaz.
Amennyiben u=aia, ...a, €sv=>b1b, ... by azonos X abéc¢ folotti szavak, gy konkatendci-
Ojuk vagy szorzatuk azu-v=aya, . ..a,b1by ... by, szintén X folotti szo. Vilagos, hogy ¥* a
konkatenalas miiveletével egy kancellativ monoidot alkot, melynek egységeleme az iires sz6
(tulajdonképpen (X%, -) a X folott szabadon generalt szabad monoid). A konkatenacio - jelét
gyakran elhagyjuk.

A X abéce f0lotti nyelven X folotti szavak tetszoleges (véges, végtelen, esetleg iires) halma-
zat értjik, vagyis nyelv egy L € X* halmaz. Azonos ¥ abécé folotti L1, L, nyelvek esetén
értelmezziik a szokasos halmazelméleti miiveleteket: a két nyelv metszetét: LiNLy={ue X*:
cuely Auely},egyesitesét: L\ULy={ue X*:uel) V ucl}és az L komplementerét:
Li={ue X*:u¢L}. Ezen feliil ha L, L, C %*, akkor konkatendltjuk az Ly -Ly = {uv :
:u € L1, v € Ly} nyelv. Nyelvek konkatenaldsanak segitségével definidljuk egy L nyelv n.
hatvanyat is tetszleges n > 0 egészre: legyen L? = {g} és tetszSleges n > 0-ra L" = L" 1. L.
Az L nyelv (Kleene-)iterdltja az L* = | ) L" nyelv. Vilagos, hogy (P(Z*), -) szintén monoidot

n>0
alkot, melynek egységeleme az lires szot tartalmazo egyelemii {e} nyelv. Az @ iires nyelv a

monoid zéruseleme. Az is igaz tovabba, hogy a Kleene-iteralt egy lezdrdsi operator, vagyis
tetsz6leges L C X* esetén L C L*, (L*)* =L* ésha Ly C L,, akkor L} C L3 is teljesiil.

Ha ¥ és A abécék, f: ¥ — P(A*) pedig egy olyan leképezés, mely minden a € ¥ betiihoz
egy L, nyelvet feleltet meg, akkor fkiterjesztése szavakra: f(e) = {e}; f(xa) = f(x)f(a), ahol
a € ¥, x € ¥* Az fmivelet kiterjesztése nyelvekre: f(L) = ng f(x), ezt behelyettesitésnek

nevezzik. Az f: ¥ — A* behelyettesitéseket homomorfizmusnak nevezziik, vagyis minden
a € ¥-hoz A* valamely szavat rendeli. Az L nyelv (f szerinti) inverz homomorfképe: 1 (L) =
={xe X*|flx) elL})
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2.1. ELMELETI OSSZEFOGLALO 7

Ha ¥ egy abécé és ® C ¥* x X* egy ekvivalenciarelacio szavak kozt, akkor ® jobbkong-
ruencia, ha tetszéleges u®v szavakra és w szora uw®vw. ® balkongruencia, ha tetszdleges
u®v szavakra és w szora wu®wv. © kongruencia, ha jobb- és balkongruencia egyben, vagy
ezzel ekvivalensen, ha tetszéleges u Ouy, vi Ov, szavakra uvi Ouzvs.

Az L € ¥* nyelv meghataroz egy v; jobbkongruenciat és egy w; kongruenciat X*-on a ko-
vetkezOképpen: tetszéleges u, v € X* szavakra

1. uvpv pontosan akkor, ha tetszéleges w € X* szérauw e L & vw e L;
2. uppv pontosan akkor, ha tetszleges wy, wy € £* széra wiuw, € L <& wivw, € L.

A vy relaciot L szintaktikus jobbkongruenciajanak, -t pedig az L szintaktikus kongruenci-
djanak nevezziik.

Altaldban, ha M = (M, -,1) egy monoid az 1 egységelemmel és © az M egy kongruencidja
(vagyis olyan ekvivalenciarelacid M-en, melyre a;®as, b1®b; teljesiilése maga utan vonja
a1b1®asb; teljesiilését), akkor az M @O szerinti faktormonoidja az M /O = (M/©, -,1/0)
monoid, melyre a/®-b/ O = (ab)/®. Specialisan tehat mivel (X*, -, &) monoid és tetszdleges
L C ¥* nyelvre v egy kongruencia X *-on, igy X* /vy is egy monoid, melyet L szintaktikus
monoidjanak neveziink.

Véges nyelveket egyszeriien megadhatunk elemeik felsorolasaval, végtelen nyelvek leirasara
azonban valamilyen general6 eszkdzre van sziikséglink. Egy ilyen eszkdz a generativ nyelv-
tan, mely egy G = (V, Z, R, S) négyes, ahol X a termindlis abécé, V a X-t0l diszjunkt nem-
terminalis abécé, S € V a kezdoszimbolum, R pedig u — v alak dtirdsi szabalyok egy véges
halmaza, ahol u, v € (VU X)*, u pedig tartalmaz legalabb egy nemterminalis jelet (vagyis
ue (VUX)*V(ruxy*). Tetszoleges G = (V, X, R, S) generativ nyelvtan meghataroz egy
= atirasi relaciot a (VU X)* halmaz elemein a kovetkezoképpen: az u, v € (VU X)* sza-
vakra pontosan akkor all fenn u = v, ha léteznek olyan wy, o,  és w, szavak, melyekre
u=wiawy, v=wiBw;y és o — f € R. Ekkor azt is mondjuk, hogy v egy 1épésben levezethetd
u-bol (G szerint). A = ¢ relacionak a szokdsos modon definialjuk a =, n. hatvanyat, illetve
=, reflexiv-tranzitiv lezartjat; ha u =, v, azt is mondjuk, hogy v n 1épésben levezethetd
u-bol (G szerint), u =, v esetén pedig, hogy v levezethetd u-bol (G szerint). Ha a kornyezet-
bol egyértelmii, a G indexet az olvashatosag kedvéért elhagyjuk. A G nyelvtan altal generalt
nyelv az L(G) = {u € £* : S =, u} nyelv.

A generativ nyelvtanokat négy osztalyba soroljuk attol fliggden, milyen atirasi szabalyokat
engediink meg benniik: a G= (V, Z, R, S) nyelvtan

0. tipusu (vagy dltalanos) mindenképpen, erre a tipusra nem tesziink megszoritast.

1. tipusu (vagy kornyezetfiiggo), ha benne minden szabaly «48 — ayp alaka, ahol
a, B € (VUX)* tetszOleges jelsorozatok, A € V egy nemterminalis és y € (VU X)*
nemiires jelsorozat. Ezen feliil megengedett az S — ¢ szabaly (melyben tehat o = 8 =
=y =¢¢és A =235, akezdészimbolum), de csak abban az esetben, ha S nem fordul el
egyetlen szabaly jobb oldalan sem.

2. tipusu (vagy kornyezetfiiggetlen), ha benne minden szabaly 4 — y alaku, ahol 4 € V
nemtermindlis és y € (VU X)* tetszOleges jelsorozat.
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8 2. NYELVEK ES NYELVTANOK

3. tipusu (vagy jobblinearis), ha benne minden szabaly 4 — uB, vagy A — u alaku, ahol
A, B € V nemterminalisok, u € £* pedig terminalis sz0.

Egy L nyelvet i tipusunak mondunk (i = 0,1,2,3), ha generéalhat6 i tipust nyelvtannal. Az i
tipusu nyelvek osztalyat i =0,1,2,3 esetén L; jeloli. Ismert, hogy bar nem minden kdrnyezet-
fiiggetlen nyelvtan kdrnyezetfiiggd, mégis minden kornyezetfliggetlen nyelv kornyezetfiiggd
is. A Chomsky-hierarchidt ez a négy nyelvosztaly alkotja, a tartalmazkodasi relaci6 szerint
rendezve: L3 C Lo C L1 C Lo. Ismert, hogy mindharom tartalmazkodas valodi.
Feladatainkban bizonyos specialis nyelvosztalyok tulajdonsagait is vizsgaljuk, ezeket a tulaj-
donsagokat az alabbiakban foglaljuk 6ssze:

Egy L C ¥* nyelv k-definit a k> 0 egész szamra, ha tetszéleges u, ve £*, |v| =k szavak esetén
uve L & ve L. Az L nyelv definit, ha k-definit valamilyen k-ra.

Az L C ¥* nyelv prefixmentes, ha tetszdleges u, v € £* szavakra, melyekre u, uv € L, igaz,
hogy v=e.

Az L C ¥* nyelv aperiodikus, ha van olyan n > 0 egész, melyre tetszdleges x € ¥* sz6 esetén
X" L xn+1 )

A X abécé feletti csillagmentes nyelvek a legsziikebb olyan nyelvosztalyt alkotjak, melyre
igazak a kovetkezok :

1. minden véges nyelv csillagmentes;;

2. ha L és L; csillagmentesek, akkor L; ULy, L1L, €s Ly is csillagmentes.

2.2. Feladatok

2.2.1. Feladat. Legyen X ={a, b}, L1 ={a, b},_L2 ={aa, b}. Hatdrozza meg az L1 UL,, L1NL;,
Li—Ly, Ly—Ly, LiLy, LY, L¥L%, (L ULy)*, Ly és LK nyelveket' !

2.2.2. Feladat. Legyen X ={a, b}, L1 ={aba, b}, L, ={aab, ab, b}. Hatarozza meg az L1 UL;,
LiNLy, Ly — Lo, Ly — Ly, L1 Ly, L} és LE nyelveket!

2.2.3. Feladat. Legyen X ={a, b}, Ly ={a"b" :n,m > 0}, L, ={a"b" : n > 0}. Hatdrozza meg
azLiULy, LiNLy, L1 —Lyr,Lo—L{,L{Ly, LT, LTL;, (L1 ULy)*, Ly és Llf nyelveket!

2.2.4. Feladat. Legyen X ={a, b}, L ={weX*:|w|,= |w|b},L2={a”bi: n, m>0}. Hatdrozza
megaz L1\ULy, LiNLy, L1 —1Ls, Lo — Ly, L1L>, LT, LTL;, (L1 ULy)*, L; és Llle nyelveket!

elolés: haw=ajay . ..ap, a;€ ,i=1, ..., n,akkor wR=a, ... ara; (tehat w® a w sz6 , visszafelé olvasva”
és LR = {(wR:wel).
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2.2. FELADATOK 9

2.2.5. Feladat. Legyen X = {a, b}. Milyen x(, y) € £* esetében allnak fenn az alabbi egyen-
16ségek ?

1. ax=xa; 4. xabb = abbx;
2. ax=xb;
3. axb=abx; 5. xy=yx.

2.2.6. Feladat. Legyenek x, y, u, v e ¥* szavak, melyekre xy = uv és |x| < |u|. Mutassa meg,
hogy valamilyen z € £* szérau =xz és y =zv!

2.2.7. Feladat. Legyenek x, y, z € ¥* szavak, melyekre xy =yz. Mutassa meg, hogy valamely
u,ve X*raésn>0-rax=uv,y=uv)'uész=vu!

2.2.8. Feladat. Legyenek x, y € ¥* szavak és m, n > 0 ugy, hogy x” =)". Mutassa meg, hogy
akkor x = ZF és y= Zt valamilyen z € ¥*-ra és k, £ > 0-ra!

2.2.9. Feladat. Egy x € &% sz0 primitiv, ha x=)"-b6l kovetkezik, hogy y=x és n=1. Mutassa

meg, hogy minden x € £+ szora 1étezik pontosan egy primitiv y sz6 és egy k > 0 szam, amire
— k)

x=)"!

2.2.10. Feladat. Igazolja, hogy (X*, -) mint grupoid...

1. ... asszociativ! 3. ... kancellativ!

2. ... rendelkezik egységelemmel ! 4. ... nem rendelkezik zéruselemmel!
2.2.11. Feladat. Igazolja, hogy a nyelvek kozti konkatendcié monoton, vagyis ha K1 C K3 és
L C Ly, akkor K1L; C KpL,!

2.2.12. Feladat. Igazolja, hogy a Kleene-iteracié monoton, vagyis ha K C L, akkor K* C L*!
2.2.13. Feladat. Igazolja, hogy tetszdleges L nyelvre L*L* = L*!
2.2.14. Feladat. Mikor iires...

1. ...L*? 2. ..L1ULy? R ARY LY

2.2.15. Feladat. Mikor véges...

1. ...L*? 2. ..L1ULy? 3. ... L1 Ly?
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2. NYELVEK ES NYELVTANOK

2.2.16. Feladat. Legyenek L, L, és L3 azonos X abécé feletti nyelvek. Igazak-e az alabbi
egyenldségek ? Ha igen, igazolja, ha nem, adjon ellenpéldat!

1.
2.

(L1L2)L3 =L1(L2L3);

(L1ULy)Ly =L1L3ULyL3;

. Li(LyULs) =L1Ly UL L3,

(LiNLy)Ly=L1L3NLyL3;

. Li(rNL3)=L1L,NL{Ls3;

(LiULy)* =LTUL§;

(LiNLy)* =LT ﬂL;;

9.
10.
I1.
12.
13.
14.
15.
16.

(L)*=L};

(Ly1ULy)* = (LTLY)*;
(L1ULy)* = (LTL2)*LT;
(LTL2)*LY = (LTL3)%;
(LU{eh* =(L—{eh*;
(LUS)*=%* hal C T*;
(LiULy)* = L%, haLy C L};

(LiLy)* = L¥L%.

2.2.17. Feladat. Igazolja, hogy (P(X*), U, -) idempotens félgyiirii’ !

2.2.18. Feladat. Igazolja, hogy (X%, -, ¢) a ¥ altal szabadon generalt szabad monoid!

2.2.19. Feladat. Legyen X = {a, b}. Fejezze ki {ab}*-ot a véges nyelvekbdl a metszet, unio,
konkatenacié és komplementalas muveletekkel (vagyis: iteracio nélkiil)!

2.2.20. Feladat. Mutassa meg, hogy minden L nyelvre L* = L*U{e}! Mikor igaz, hogy L* =
=L*—{e}?

2.2.21. Feladat. Mutassa meg, hogy a Kleene-iteracio lezarasi operator (vagyis: tetszéleges
Lnyelvre L C L*, (L*)* € L* ésha Ly C Ly, akkor L} C L%)!

2.2.22. Feladat. Mutassa meg, hogy a pozitiv Kleene-iteracio lezarasi operator (vagyis: tet-
szoleges L nyelvre L C L™, (L") C L™ ésha Ly C Ly, akkor LT C L3)!

2.2.23. Feladat. Igazolja a kovetkezdket:

1.
2.
3.

4.

0 ={e};
{e}* ={e};
gt =0;
{e}" ={e};

5
6
7
8

(LY=L
A REVAR
(W= (9,

i (LR)+ — (L+)R.

ZVagyis: (P(X*), U) kommutativ és idempotens monoid (tehat egységelemes félhalo), (P(Z*), -) monoid,
amiben (P(Z*), U) egységeleme zéruselem, tovabba - disztributiv U f616tt.
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2.2. FELADATOK 11

2.2.24. Feladat. Igazolja, hogy a ¥ abécé folotti O-definit nyelvek X* és ¢!

2.2.25. Feladat. Igazolja, hogy ha egy nyelv k-definit valamilyen k-ra, akkor &’-definit minden
K > k-ra.

2.2.26. Feladat. Igazolja, hogy minden véges nyelv definit!

2.2.27. Feladat. Igazolja, hogy egy L € ¥* nyelv pontosan akkor definit, ha L=L UX*-L,
valamely Ly, L, véges nyelvekre!

2.2.28. Feladat. Legyen X egy abécé. Definialjuk a nyelvek kozotti © relaciot a kovetkezo-
képpen: L1 ®L, pontosan akkor, ha szimmetrikus differencidjuk, Ly A Ly=(L;—Ly)U(Ly—Ly)
véges. Mutassa meg, hogy ® ekvivalenciarelacid! Kongruencia-e ® ?

2.2.29. Feladat. Igazolja, hogy ha L és L, aperiodikus nyelvek, akkor L1 UL;, L1L, és Ly is
aperiodikusak !

2.2.30. Feladat. Mutassa meg, hogy a kovetkezd nyelvek csillagmentesek :
1. X*; 2. {ab}*.
2.2.31. Feladat. Mutassa meg, hogy minden csillagmentes nyelv aperiodikus!
2.2.32. Feladat. Adjunk példat olyan K és L véges nyelvekre, melyekre |[KL| < |K]|-|L]|!
2.2.33. Feladat. Mikor igaz egy L C ¥* nyelvre, hogy L* = L*?

2.2.34. Feladat. (Arden lemmaja.)
Mutassuk meg, hogy ha K, L, X C ¥* nyelvek, ¢ ¢ K és X=KXUL, akkor X= K*L!

2.2.35. Feladat. Legyen L C X* tetsz6leges nyelv. Igazolja, hogy L* a legszlikebb olyan
X C ¥* nyelv, melyre LXU{e} C X, vagy amelyre LXU {g} = X!

2.2.36. Feladat. Legyenek L, L' C T* tetsz6leges nyelvek. Igazolja, hogy L*L a legsziikebb
olyan X C X* nyelv, melyre LXUL' C X (ill. LYUL' = X)!

2.2.37. Feladat. Legyenek L, L' C T* tetsz6leges nyelvek. Igazolja, hogy ha ¢ ¢ L, akkor az
X=LXUL' egyenlet egyetlen megoldasa L*L"!

2.2.38. Feladat. Igazolja, hogy az

X=aXUbYU{e}
Y=bXUaY

egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van az {a, b} feletti nyelvek kozt! Adja meg a
megoldast.
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2.2.39. Feladat. Igazolja, hogy az

X=aXUaYU{e}
Y=bXUbY

egyenletrendszernek pontosan egy megoldasa van! Adja meg a megoldast.

2.2.40. Feladat. Igazolja, hogy az
X=XXUaXbUbXaU{e)

egyenlet legszlikebb megoldasa az {a, b} abc felett az L = {w : |w|, = |w|p} nyelv!

2.2.41. Feladat. Igazolja, hogy az
X=aXbXUbXaXU{e}

egyenlet legszlikebb megoldasa az {a, b} abc felett az L = {w : |w|, = |w|p} nyelv! Van-e mas
megoldas?

2.2.42.Feladat. Legyen L, L'C ¥* e L. Adjameg az X=LXUL’ egyenlet 6sszes megoldasat
a X felett!

Megoldasok

2.2.1. Feladat. Ha X = {a, b}, L| = {a, b}, Ly = {aa, b}, akkor

LiULy ={a, aa, b}
LiNL, =1{b}
Ly— L, ={a}
Ly — Ly ={aa}
LiLy ={aaa, ab, baa, bb}
1 =X* (minden {a, b} fol6tti s20)
LiL;=%*
(LiULy)*=X%*
Li={ueX*:|ul>2vagyu=s)}
LR ={a, b} (=Ly).
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2.2.2. Feladat. Ha X = {a, b}, L| = {aba, b}, L, = {aab, ab, b}, akkor

L1ULy ={aab, ab, aba, b}
LiNLy ={b}
Ly — Ly ={aba}
Ly — Ly ={aab, ab}
L1L, ={abaaab, abaab, abab, baab, bab, bb}
L} ={e, aba, b, abaaba, abab, baba, bb, .. .}
(azok a szavak, melyekben a paratlanadik a-k utédn b jon, majd a)
LR ={aba, b} (=Ly).

2.2.5. Feladat.

1. ax=xa & x=d" valamilyen n > 0-ra (x € {a}*);

2. ax =xb sosem teljesiil (a bal oldalon az a-k szama mindenképp eggyel tobb);

3. axb=abx < x=»b" valamilyen n > 0-ra;

4. xabb = abbx < x = (abb)" valamilyen n > 0-ra;

5. xy=yx < havalamilyenz € X*-raésn, k> 0 egészre x =z" és y = z*.
2.2.14. Feladat. L* > ¢, tehat sosem tires. L UL, pontosan akkor lires, ha L1 = L, =@. Végiil,
L1 - Ly pontosan akkor iires, ha L1 =) vagy L, = 0.

2.2.15. Feladat. L* pontosan akkor véges, ha L=0 vagy L={e}. L1 UL, pontosan akkor véges,
ha Ly és L, is véges. Végiil, L - L, pontosan akkor véges, ha L és L is véges, vagy ha L1 =0,
vagy ha Ly = 0.

2.2.16. Feladat.

1. Igaz. Tegyiik fel, hogy u € (L1L;)L3. Ekkor u felirhat6 u = «/u3 alakban ugy, hogy u' €
€ L1L; és u3 € L3. Emiatt o/’ felirhatd «’ = ujuy alakban Ggy, hogy u; € Ly és up € L.
Ekkor u=uuyus, igy valasztva az u” =upus szot, u” € LoLs ésu=uju”,uy €L, u’ € LyL3
miatt kapjuk, hogy u € L1(L>L3). A masik irdny hasonl6.

2. Igaz. Egyrészt L1, L, € L1 UL; és a konkatendcid6 monotonitasat alkalmazva kapjuk,
hogy LiL3, LyLz € (L1 ULy)L3, emiatt LiL3ULyL3 € (L1 ULy)L3. A masik irdnyu
tartalmazkodashoz legyen u € (L U Ly)L3. Ekkor u = ujus 0gy, hogy u; € LiUL; és
u3 € L3. Mivel u; € L1 UL,, ezért vagy u; € Ly (ekkor u € L1L3), vagy u; € L, (ekkor
u € LyL3). Tehat mindkét esetben u € L1L3 ULy L3.

3. Igaz, az el6zdvel analdg modon bizonyithato.
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10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

. Nem igaz. Ellenpélda: L = {a}, L, = {aa}, L3 = {a, aa}. Ekkor (L1 NLy)L3 =, mig

LiL3sNLyL3 ={aa, aaa}N{aaa, aaaa} = {aaa}.

. Nem igaz. Ellenpélda: L| = {a, aa}, L, = {aa}, Lz = {a}. Ekkor L{(Ly NL3) =, mig

LiLyNL{L3y ={aaa}.

Igaz. L C L* miatt a monotonitast alkalmazva L* C L**, a masik irAny( tartalmazkodas-
hoz elég belatni, hogy tetszbleges n-re (L*)" C L*. Ez n=0-ra vilagos, {¢} C L*; tegyiik
fel, hogy igaz n-re és belatjuk n+ 1-re: (L*)"*! = (L*)"L* C L*L* C L*.

Nem igaz. Ellenpélda: L| ={a}, L, = {b}. Ekkor (L1 ULy)*={a, b}* 2 ab ¢ {a}*U{b}" =
= L*ULL.

. Nem igaz. Ellenpélda: L| = {a}, L, = {aa}. Ekkor (L1 NLy)* = ({a}N{aa})* = 0" = {e}

{aa}* ={a}* N{aa}* = LTNL3.

. Nem igaz. Ellenpélda: L) =@ a ¥ ={a} dbécé f6l6tt. Ekkor (L1)* = (a*)* =a*, mikdzben

LT:E:aJ’.

Igaz. Egyrészt L C LT € L7L5 (mert ¢ € L), hasonloképpen L, C L]L3, igy L U
ULy C LYL3, ezért (L1 ULy)* C (LTL})*. A masik irdnyu tartalmazkoddshoz: mivel
Ly, Ly €L ULy, igy L, L3 € (L1 ULy)*, ezért LYL% € (L1 ULy)*)? C (L1 ULy)*, végiil
(LTL3)* C (L1ULy)* = (L1 ULy)*.

Igaz. Egyrészt mivel L1, Ly € L1 ULy, igy LT C (L1 ULy)*, ezért LTLy € (Lymikrel U
ULy)*Ly € (L1ULy)*(L1ULy) C (L1 ULy)*, emiatt (L7L2)* € (L1 ULy)* = (L1 ULy)*,
végil pedig (LTLQ)*LT C (L ULz)*Li< C(LIUL)*(L1ULy)* C (L1ULy)*.

A masik iranyu tartalmazkodashoz: megmutatjuk, hogy tetszéleges n>0-ra (L1UL,)" C
C (L1L2)*L}. Ez n =0 esetén vilagos, {e} C (L7L2)*L}, hiszen e € (LTLy)* és e € L}.
Tegyiik fel, hogy az 4llitas igaz n-re és tekintsiik 7 + 1-et: mivel (Lj ULy)™! = (L; U
U Ly)"Ly U (L1 U Ly)"Ly, elég megmutatnunk, hogy mindkét nyelv részhalmaza a
jobb oldalnak. Ez pedig teljesiil, hiszen (L U L>)"L; € (L7L>2)*LiL (indukcids fel-
tevés és monotonitds szerint), ami pedig része (L]Ly)*L]-nak, tovabba (L1 ULy)"L, C
C (LTL2)*LLy € (L7L2)*, ezzel az allitast belattuk.

Igaz, mindkett6rol lattuk mar, hogy (L1 ULy)*-gal esik egybe.

Igaz. Ehhez elég latnunk, hogy L* = (LU {e})* tetsz6leges L nyelvre. Ez pedig fennall,
hiszen (LU {e})* = (L*{eD*L* = L*"L* = L*L* = L*.

Igaz: (ZUL)*=(X*L)*EX*=X* mert ¢ € (X*L)*.

Igaz. Ha Ly C L3, akkor Ly ULy C L3 és igy (L1 ULy)* C L;* = L, a masik irAnya
tartalmazkodas pedig L, C LU L,-bol * monotonitasat alkalmazva kovetkezik.

Nem igaz. Ellenpélda: L1 = {a}, L, =¥ esetén (L1L2)* = ({a}0)* =0* = {e}, mig LTL} =
={a}*0* ={a}*{e} = {a}".
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2.2.17. Feladat. (P(X*), U) kommutativ idempotens monoid, hiszen tetszéleges K, L, M nyel-
vekre KUL=LUK, KUK=K, KU(LUM) = (KUL)UM és ) egységelem.

Tovabba, (P(X*), -) monoid, mert (KL)M = K(LM) tetszéleges K, L, M nyelvekre, ebben a
monoidban {J zéruselem és {¢} egységelem.

Tovabba az is igaz, hogy K(LUM) = KLUKM és (KUL)M = KMU LM, ezzel a teljes allitast
belattuk.

2.2.18. Feladat. Legyen M = (M, o,1) tetszéleges monoid és /1 : ¥ — M leképezés. Azt kell
csak belatnunk, hogy % azon A* (egyértelmil) kiterjesztése X*-ra, melyre h*(ayas . . . a,) =
=h(ay)oh(ay)o...oh(a,), egy monoidhomomorfizmus.

Valoban, hiszen tetszéleges u =ay ...a,, v=>b;...b, szavakra W (uv) = h(ay)o...oh(a,) o

oh(by)o...oh(by) =h*(u)oh®(v) és h'(e) = 1.

2.2.19. Feladat. {ab}* = @({aa, bb})PN{b}PNB{a}, hiszen ebben a nyelvben pontosan azok a
szavak vannak benne, amikben nem fordul el6 részszoként sem aa, sem bb (emiatt a utan b,
b utan a jon benniik), nem kezdddnek b-vel €s nem végzddnek a-val.

2.2.24. Feladat. Az vilagos, hogy ¥ és £* mindketten 0-definit nyelvek. Tegyiik fel, hogy
L C ¥* nemiires 0-definit nyelv és legyen u € L. Akkor u =u-¢, |¢| = 0 miatt ¢ € L, és igy
tetszéleges w € L*-ramivel w=w-¢, |e| =0 és ¢ € L, kapjuk, hogy w € L, ekkor tehat L =X*.

2.2.25. Feladat. Legyen k < k' és L C X* k-definit nyelv. Belatjuk, hogy L egyben k’'-definit
is. Ehhez legyen u, v € ¥*, |v| = kK. Meg kell mutassuk, hogy uv € L < v € L. Mivel ¥ >k,
v felirhatd v = vivy, |v2| = k alakban. Mivel L k-definit, kapjuk, hogy

uwel & uviv eL
Swvmel
S vy eL
sSvel,

tehat L valoban k' -definit is egyben.

2.2.26. Feladat. Legyen L C X* véges nyelv és k= 1 + max{|w| : w € L}. Akkor L k-definit,
hiszen tetszdleges u, v € X*, |v| = k szavak esetén uv ¢ L és v ¢ L is fennall.

2.2.27. Feladat. Legyen L C ¥* k-definit a k > 0 szamra. Akkor L=L;UX*L,, ahol L; ={we
eL:|w|<k}ésLry={welL:|w| =k}. Nyilvan mind L, mind L; végesek, hiszen k fels6 korlat
a benniik levo szavak hosszara.

A masik irany igazolasahoz legyen L=L1UX*-L, az L1, L, véges, X folotti nyelvekre. Legyen
k=1+max{|w|:we L{UL;}. Ekkor L k-definit, hiszen tetszoleges u, ve £*, |v| =k sz0 esetén

uvel & uve T Ly (mert |uv| > k miatt uv ¢ L)
S v, vy v=vivm, v €Ly
Svel,

tehat L valoban k-definit.
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2.2.35. Feladat. Tudjuk, hogy L* = LL* U {e}. Most tegyiik fel, hogy LXU {e} C X. Belatjuk,
hogy L" € X minden n-re.
Ha n=0, akkor L" = {g} C X. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz n-re. Ekkor L"*' =LL" CLXC X.

2.2.37. Feladat. Azt mar tudjuk, hogy L*L megoldas. Tegyiik fel, hogy az X C X* nyelvre
LXUL' = X. Ekkor minden n > 0-ra

L*'xur'r’'u... UL =X.

Az L"™1X nyelv minden szava legaldbb 7+ 1 hossz(l. Tehat tetszéleges n-re X legfeljebb n
hosszl szavainak halmaza megegyezik L*L’ legfeljebb n hosszl szavainak halmazaval. Ezért
X=L*L".

2.2.38. Feladat. Tegyiik fel, hogy X, ¥ megoldast alkotnak. Ekkor a méasodik egyenletbdl Y=
= a*bX. Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve kapjuk, hogy

X=aXUba*bXU{e} = (aUba™b)XU{e},

ahonnan
X=(aUba*b)*, Y=a*b(aUba™b)*.

Tehat X a paros sok b-t, Y pedig a paratlan sok b-t tartalmazo nyelv. Kénnyen lathato, hogy
ezek a nyelvek megoldast adnak.

2.2.40. Feladat. Azt is belatjuk, hogy L a legsziikebb olyan X nyelv, amelyre XXUaXbUbXaU
Ufe} CX.

Hau, ve L, akkor uv, aub, bua € L. Mivel ¢ € L, igy azt kapjuk, hogy LLUalLbUbLaU{e} C L.
Most tegyiik fel, hogy az X C {a, b}* nyelvre XXUaXbUbXaU{e} C X. Belatjuk, hogy L C X.
Legyen ue L. Hau=¢, akkor vilagos, hogy u € X. Teljes indukcidt alkalmazva tegyiik most fel,
hogy |u| >0, és az allitast igazoltuk az L |u|-néal rovidebb szavaira. Ha u az a betlivel kezdddik,
akkor felirhat6 axby alakban ugy, hogy x, y € L. Az indukcids feltevés szerint x, y € X, és igy
axb, axby € X. Tehat u € X.

Végiil legyen L'=LLUaLbUbLaU{¢c}. Belatjuk, hogy L CL'. Ehhez vegyiik észre, hogy L' C L
miatt L'L' Ual’bUbL'aU{e} C LLUaLbUbLaU{e} C L, és igy a fentiek szerint L C L'.

2.2.42. Feladat. A megoldasok az L*(L'UL") alakd nyelvek, ahol L” C T* tetszéleges nyelv.
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3. fejezet

Regularis nyelvek

3.1. Elméleti osszefoglalo
AzM= (0, X, 34, qy, F) 6tos egy (X abéce feletti) (véges) automata, ahol
1. Q az allapotok véges, nemiires halmaza;
2. ¥ az input abécé;
3. §: 0 x ¥ — Q az adtmenetfiiggvény;
4. q, € QO a kezddallapot;
5. F C Q avégallapotok halmaza.

Az M automata § fiiggvénye kiterjeszthetd egy 6* : O x ¥* — Q fiiggvénnyé a kovetkezd
mobdon: tetszéleges g € O-ra §*(q, €) =q és tetszbleges u=av,a € X, v e X* szora §*(q, av) =
=6*(8(q, a), v). Ha § a szovegkornyezetbdl egyértelmil, §*(g, u) helyett (g, u)-t, g-u-t vagy
egyszeriien qu-t irunk. A fenti M automata egy konfigurdacioja egy (q,u) € Q x ¥* par. A
konfiguracidk kozti - ys kézvetlen rakovetkezési relaciot a kovetkezoképp definidljuk : legyen
(p, u)Fup(q, v) akkor és csak akkor, ha valamely a € X betiire § (p, a)=q és u=av. Amennyiben
M egyértelml a szovegkornyezetbdl, az M indexet elhagyjuk.

A fenti M automata elfogadja az u sz6t, ha qyu € F, kiilonben elveti azt. (Ezzel ekvivalensen,
ha (g, u) = *(qp, ¢) valamely g, € F allapotra.)

Az M altal felismert nyelv L(M) = {u € £* : qqu € F}.

Az L nyelv (automataval) felismerhetd, ha L = L(M) valamely M véges automatéra.

3.1.1. Allitas. Ha M = (0, %,6,qy, F) az L € T* nyelvet felismeré automata, akkor M =
=(0, %, 4, g9, O\F) az L komplementerét felismerd automata.

Egy M=(Q, X, 8, q,, F) automata k-definit a k> 0 egész szamra, ha tetsz6leges ue X%, |u| >k
szora és p, g € Q allapotokra p-u = g-u. Az M automata definit, ha k-definit valamely k-ra.
Az M automata egyvégii, ha pontosan egy végallapota van.

HaM; =(0;, £, 41, q(l), F1) és My =(0,, Z, 87, q%, F») véges automatak ugyanazon X abécé
felett, akkor direkt szorzatuk barmely olyan M = (Q, X, 8, q,, F) automata, melyre
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1. 0=0,x0s;
2. 8((q1, q5), a) = (81(q1, a), 62(q,, a)) tetszéleges g, € O, ¢, € O, és a € X esetén;

3. q0= (g5, 93)-

Vagyis M| és M, egy direkt szorzatdnak megadéasahoz elegendd annak F C O, x O, végalla-
pothalmazat megadni.

3.1.2. Allitas. Ha M, =(Q,, £, 81, g, F1) és My =(0,, Z, 82, 3, F») véges automatak, akkor

1. az L(M1) N L(M>) nyelvet felismeri M| és M, azon direkt szorzata, melynek végalla-
pothalmaza {(q;, q,) : q; € F1 és g, € F»};

2. az L(M) U L(M3) nyelvet felismeri M| és M, azon direkt szorzata, melynek végalla-
pothalmaza {(q;, q;) : q; € F1 vagy q, € F2}.

AzN=(0, Z, A, qy, F) 6tos egy (X abécé feletti) nemdeterminisztikus véges automata, ahol
0, Z, q9, F ugyanazok, mint véges automata esetében, A : O x X, — P(Q) pedig a (O x ;)
halmazt allapotok halmazaba képz6 fliggvény, ahol X, = X U{e}.

A fenti N nemdeterminisztikus automata egy konfigurdcioja szintén egy (p, u) € Q x X*-
beli par, a rdakovetkezési relaciot pedig a kdvetkezOképp definialjuk: legyen (p, u) - n(g, v)
pontosan akkor, ha valamely a€ X, esetén g€ A(p, a) és u=av. Nemdeterminisztikus automata
esetén is hasznalni fogjuk a p-u ill. pu jeloléseket, ahol p € O, u € T*, melyet a kdvetkezdképp
definidlunk: pu={ge Q: (p,u) -"(q, &)} .

A fenti N automata elfogadja az u sz6t, ha (q, u)—* (qf, ¢) valamely qreF allapotra, kiilonben
elveti azt.

Az N altal felismert nyelv L(N) = {u € ¥* : N elfogadja u-t}.

Az L nyelv nemdeterminisztikus automataval felismerhetd, ha L = L(N) valamely N nemde-
terminisztikus automatéra.

Az M és M, (determinisztikus vagy nemdeterminisztikus) automatak ekvivalensek, jelben
M| = M;, ha L(My) = L(M>).

3.1.3. Allitas. Minden nemdeterminisztikus automatéhoz 1étezik ekvivalens determinisztikus
automata.

Az allitas bizonyitasa konstruktiv:

3.14. Algoritmus N= (0, Z, A, gy, F) nemdeterminisztikus automatahoz ekvivalens M =
= (0, £, 4, qy, F') determinisztikus automata megadasara

Jelolje tetszéleges Q' C Q allapothalmazhoz Q az allapotok {g-¢ : ¢ € O’} halmazat. A Q
halmaz meghatarozhato6 a kovetkezd iteracioval:

Hy=0,
Hi =HU | 8(p. ).

PEH;

Az iteracio befejezodik, amikor H;y = H; €s ekkor Q =H,.
Ezek utin az M= (Q', X, 8, g, F') determinisztikus automatat a kovetkezoképp definialjuk :
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1. O'=P(Q);
2. qé):{;\o};

3. F={Q'CO:0ONF 0};

4. tetsz6leges Q' CQésac X esetén §'(Q', a) = | cS(/q\,a).
qeQ'

Ekkor L(M) = L(N).
AzM=(Q, X, 8, q, F) automata egy részautomatdja az M =(Q', ¥, §', q,, F') automata, ha
Q' C O, tetszbleges a € T és g € Q' esetén §(q, a) € O, 8’ a § megszoritisa a Q' x X halmazra
ésF =FNQ.
3.1.5. Allitas. TetszGleges automata ekvivalens barmely részautomatajaval.
AzM=(Q, ¥, 8, qy, F) automata dsszefiiggd részeazaz M'=(Q', ¥, §', q, F') részautomatija,
melyre Q' ={qou:ue X*}. Vilagos, hogy M sszefiiggd része a legkisebb részautomataja, mely
M minden M részautomatdjanak részautomataja. Tovabba Q' meghatarozhatd a kovetkezd
algoritmussal:

3.1.6. Algoritmus. Az M = (0, X, §, g, F) automata Osszefiiggd részének meghatarozasara.
Q' meghatarozhat6 a kovetkez6 iteracioval:

Ho ={q};
Hi+1 :]—Ilu{a(Q9 a) °q eHl" ace E}

Az iteracio befejezddik, mikor H; = H;,1, és ekkor Q' = H;.

Ezutan az M 6sszefiiggd része a (Q', £, §', g, F') automata, ahol §" a § megszoritasa Q' x X-
ra, I’ pedig FNQ'.

3.1.7. Kovetkezmény. Tetszdleges M automata ekvivalens 6sszefliggd részével.

Ah:Q— O leképezés az M= (Q, X, 8, qo, F) automatabdl az M' = (0', £, &', q;,, F') auto-
mataba mend homomorfizmus, ha h(q,) = q;, és kompatibilis §-val (vagyis tetszéleges g € O,
a € T esetén h(8(q, a)) = 8'(h(q), a)) és melyre h~'(F') = F. Ha h sziirjektiv, akkor M az
M-nek homomorf képe; ha pedig bijektiv, akkor M és M’ izomorfak.

3.1.8. Allitas. Ha van M-bdl M -be mend homomorfizmus, akkor M és M’ ekvivalensek.

zésével automatakon, ami a kovetkez6:

Legyen M=(Q, %, §, q,, I) egy automata és © COx Q egy relacio. ® az M egy kongruencidja,
ha ekvivalenciarelacio és valahanyszor p®gq a pp, q allapotokra, p € F < g € F, tovabba
tetszbleges a € X-ra §(p, a)®d(q, a).

Amennyiben ® az M = (Q, %, 8, q,, F) automata egy kongruencidja, gy az M-nek a © 4ltal
meghatarozott faktorautomatdja az

M/©=(0/0,%,5/0,q,/0,F/0)

automata, ahol tetszdleges p € O-ra p/® jeldli p osztalyat, vagyis a {g € O : pOq} halmazt,
tovabba
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1. 0/©0={p/®:pec};
2. (8/0)(p/O,a)=((p,a)/0O;
3. F/O@={p/®:peF}.

Ha ® kongruenciarelacio, akkor a fenti M/ ® joldefinialt.
3.1.9. Allitas. Tetszéleges M automata barmely homomorf képe izomorf M egy faktorauto-
matdjaval.
Tetszdleges M= (0, X, 6, q, F) automatidhoz definialjuk a o)y C O x Q relaciot a kovetkezo-
képpen: legyen poyq pontosan akkor, ha tetszoleges u € ¥* szérapu € F < qu € F.
3.1.10. Allitas. Tetszéleges M automata esetén oy az M egy kongruencidja.
Tovabba, oy az M legdurvabb kongruencidja, vagyis M tetszéleges ® kongruenciajara ® C
< om-
A oy reléci6 algoritmikusan kiszamithato :
3.1.11. Algoritmus. Tetszéleges M = (O, X, 8, q, F) automata oy kongruencidjanak kisza-
mitasara.
oy meghatarozhat6 a kovetkezo iteracioval:
pPooq < (peF o qel);
poi+19 < (pa)oi(qa) tetszdleges a € X, esetén.

Az iteraci6 befejezddik, ha o; = 0;+1, és ekkor gyr = 0;.
Egy M automata osztja az M’ automatat, ha M az M’ egy részautomatajanak homomorf képe.

3.1.12. Allitas. TetszSleges L automataval felismerhetd nyelvhez izomorfizmus erejéig egyér-
telmiien 1étezik az L-et felismerd My minimalis automata, mely minden, L-et felismerd véges
automatat oszt (ebbol kdvetkezden az L-et felismerd automatak koziil minimalis allapotsza-
mu is). Létezik olyan algoritmus, mely tetsz6leges M automatahoz megkonstrualja az My
automatat.

Az allitas masodik részében szereplo algoritmus a kovetkezo :

3.1.13. Algoritmus. M = (Q, X, 8, g, F¥) automatat minimalizal6 algoritmus.
. Meghatarozzuk M 6sszefliggd részét, legyen ez M' = (Q', £, 8, gy, F).
II. Meghatarozzuk a g,, kongruenciat.

Az L(M)-et felismerd minimalis automata a M’/g,, automata.
Az M automata ¢€s L szintaktikus jobbkongruenciaja kozt szoros 0sszefiiggés all fenn:

3.1.14. Allitas. Tetszdleges L € ¥* automataval felismerhetd nyelvre My izomorf az M =
=(X*/v;, X, 8, ¢/vr, L/vr) automataval, ahol 8 (u/vy, a) = (ua)/vr.
3.1.15. Allitas. Tetszéleges L C X *-ra a kovetkez6k ekvivalensek :

1. L automatéval felismerhetd nyelv;

2. vyg véges indexi;
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3. ur véges indexi.

Nemcsak nyelvekhez, de automatakhoz is rendelhetiink monoidokat a kdvetkez6képpen. Ha
O egy halmaz, akkor a O folotti f: Q — Q fiiggvények egy 0%-val jel5lt monoidot alkotnak a
kompoziciéra mint miiveletre nézve: vagyis haf, g: O — Q, akkor /- g az a Q — Q fiiggvény,
melyre (f-2)(q) = g(f(q)) tetszdleges q € Q esetén. Ennek a monoidnak az identikus g — ¢
fliggvény az egységeleme.

Egy M=(0, X, 8, q,, F) véges automatdhoz rendelhetjiik a kdvetkezd T(M) C 0% monoidot,
melyet M datmenetmonoidjanak neveziink: f: O — Q € T(M) pontosan akkor, ha van olyan
ur € ¥, melyre f(q) = quystetszéleges g € O-ra. Kénnyen lathat6, hogy T(M) valéban mono-
id, 0%-nak egy részmonoidja. Az L nyelv szintaktikus kongruenciajaval a kovetkezé szoros
kapcsolatban all:

3.1.16. Allitas. Tetszoleges L automataval felismerhet nyelvre $* /u; izomorf T(M;)-lel, az
L-et felismeré minimalis automata atmenetmonoidjaval.

Nyelveket felismerthetiink monoidokkal is a kdvetkezOképpen: az L C ¥* nyelv felismerheto
az M = (M, o,1) monoidban, ha van olyan /4 : ¥* — M monoidhomomorfizmus (vagyis
olyan 4 : ¥* — M leképezés, melyre h(uv) = h(u) o h(v) és melyre h(e) =1) és FFC M halmaz,
melyre h_l(F) = L. A definiciébodl kovetkezéen tetszdleges L nyelv felismerheté a X*/uy
faktormonoidban. Ennél tobb is igaz:

3.1.17. Allitas. Tetsz6leges L C ¥* nyelvre az alabbiak ekvivalensek:
1. L automataval felismerheto;
2. L felismerhet6 egy véges monoidban;
3. X%/ véges.

Nyelvek megadasara az el6z6 fejezetben szerepld nyelvtanokon és az ebben a fejezetben
megismert automatékon ill. monoidokon feliil egyéb modszerek is léteznek, nyelvet példa-
ul megadhatunk regularis kifejezéssel is. A X abécé folotti regularis kifejezések halmaza az
a legszlikebb halmaz, melyre:

1. @ regularis kifejezés' ;
2. tetszlleges a € X esetén a regularis kifejezés;
3. ha R; és R, regularis kifejezések, akkor (R +R3) és (R -R») is regularis kifejezés;
4. ha R regularis kifejezés, akkor (R*) is regularis kifejezés.
Az R regularis kifejezés daltal jelolt |R| nyelvet a kovetkezOképp definidljuk:
1. |9 =0;
2. haa € X, akkor |a| = {a};
3. haR=(R1+Ry), akkor |R| = |R{|U|R3|;

'mplicit moédon feltessziik, hogy ¥ ¢ .
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4. haR=(R|-Ry), akkor |R| =|R1|-|R2|;
5. haR= (RT), akkor |R| = |R;|*.

Az L C ¥* nyelv regularis, ha 1étezik L-et jelold X folotti regularis kifejezés. Ha az Ry és R,
regularis kifejezésekre |R1| =|R;|, akkor azt mondjuk, hogy a két kifejezés ekvivalens, jelben
Ry =R>.

A kovetkezd allitas a fenti definiciobol kozvetlentil adodik :

3.1.18. Allitas. A regularis nyelvek osztilya a legsziikebb olyan nyelvosztaly, mely tartal-
mazza a véges nyelveket és zart a regularis miiveletekre (vagyis az uniora, konkatenaciora és
Kleene-iteraciora).

A konnyebb olvashatosag érdekében felallitjuk a miiveleti jelek kozt a kovetkezd preceden-
ciat: a * operator kot a legerésebben, melyet a szorzas, majd végiil az 6sszeadas kovet. Az
igy €s az 0sszeadas, szorzas asszociativitasa miatt feleslegessé valo zargjeleket és a szorzas -
jelét elhagyhatjuk. Tovabba bevezetjiik a ¢ = #* roviditést, melyre |e| = {e}.

3.1.19. Allitas. Minden felismerhetd nyelv regularis. Tovabba, tetsz6leges N nemdeterminisz-
tikus automatahoz effektiven megadhato egy L(N)-et jelolo regularis kifejezés.

Az allitdsban szerepl6 algoritmus a kovetkezd:

3.1.20. Algoritmus. Kleene algoritmusa az N=(Q, X, A, q,, F) automata 4ltal felismert nyel-
vet jelolo regularis kifejezés eloallitasara.

Feltehetjiik, hogy O={1, ..., n}, ahol n=|Q|. Definidljuk tetszdleges 1 <i, j<n-re és 0<k<n-re
az Rf.f ; regularis kifejezést a kovetkezokeppen:

a, hak= 0;
RE = )aex, jeAli.a)

i _ 1 ke - LA

R+ R REDTRED,  egyébkeént.

Ekkor az L(N)-et jeldld regularis kifejezés > Ry .
qeF

Az allitds a masik irdnyban is igaz:
3.1.21. Allitas. Minden regularis nyelv felismerhetd. Tovabba, tetsz6leges R regularis kifeje-
zéshez effektiven megadhato egy |R|-et felismerd automata.
Egy algoritmus a kovetkezd:

3.1.22. Algoritmus. R regularis kifejezéshez olyan Np nemdeterminisztikus automata konst-
rualasa, melyre L(Ng) = |R|.
Az automatat R felépitése szerinti indukcioval konstrualjuk meg.

1. Ha R =0, akkor N = ({g9}, 2, A, g, ¥), ahol A(g, a) =¥ minden a € X, esetén.

2. HaR=aazae X jelre, akkor Ne=({q, qf. X, A, q, {q/}), ahol A(q, a) ={q,} ¢s minden
egyéb (p, b) parra A(p, b) = 0.

3. HaR=(R1+Ry), akkor legyen Ng, = (01, X, A1, q1, F1) és Ng, =(0,, Z, A2, q5, F2).
Feltehetjiik, hogy O, és O, diszjunkt. Ekkor legyen Nr=(Q;UQ,U{q}, Z, A, q¢, F1U
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UF?), ahol g, 1) allapot, az dtmenetrelacio pedig a kovetkezd: tetszéleges g€ O, UQ,U
U{go} €és a € Z; esetén

{91, 92}, hag=gy, a=¢;
Ai(qy,a), hag; € Qy;
A2(qy,a), hag, € Oy;
@, egyébként.

A(g,a)=

Feltehetjiik, hogy O, és O, diszjunkt. Ekkor legyen Np = (Q; U Q,, X, A, q;, F2), az
atmenetrelacio pedig a kovetkez0: tetszdleges g € Q; UQ, és a € X, esetén

A1(q,a)U{q,}, hageFjésa=c¢;
A(g, a) = { Aax(q, a), ha g € O;
A1(q, a), egyébkeént.

5. Ha R = (R}), akkor legyen Np, = (0, X, A1,q,,F1). Ekkor Np = (Q; U
U{go}, 2, A, q9, {g0}), ahol g, 0y allapot, az atmenetrelacio pedig a kovetkezd: tet-
szleges g € Q1 U{qy} és a € X, esetén

{a1}, hag=gq, a=¢;
A(g,a)={A1(q,a)U{qy}, hageF,a=¢;
A1(q, a), egyébként.

Emlékezziink vissza, egy G = (V, X, R, S) nyelvtant 3. tipusunak, jobblinearisnak vagy re-
gulérisnak neveztiink, ha benne minden szabaly 4 — uB vagy A — u alaka, ahol 4,B € V'
nemterminalisok, u € ¥* pedig terminalis sz6. Egy nyelvet pedig 3. tipusunak, ha van 6t
generalo 3. tipusu nyelvtan.

3.1.23. Allitas. Tetsz6leges 3. tipust nyelv felismerhetd automataval. Tovabba, barmely G =
= (V, 2, R, S) jobblinearis nyelvtanhoz effektiven megadhatd egy olyan (nemdeterminiszti-
kus) automata, mely L(G)-t ismeri fel.

Az éllitasban szerepld algoritmus a kovetkezd:

3.1.24. Algoritmus. G= (V, X, R, S) jobblinearis nyelvtanhoz ekvivalens automata megada-
sara. Az altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy minden R-beli szabaly 4 — aB
vagy A — ¢ alaku, ahol 4, B € V nemterminalisok, a € ¥ pedig egy terminalis bet.

AzN= (VU {qf}, ¥, A, S, F) nemdeterminisztikus automata, ahol qr Uj szimbolum ¢€s tetszo-
leges 4 € VU{qy} és a € &, eseten

{q haa=¢és4— ¢ €R;
A4, a)= 10, ha g = g
{BeV:A— aB e R}, egyébként,

tovabba F' = {q4, felismeri L(G)-t.

© Esik Zoltdn, Gombdas Eva, Ivan Szabolcs, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

24 3. REGULARIS NYELVEK

Az allitas visszafele is igaz:

3.1.25. Allitas. Tetsz6leges automataval felismerhetd nyelv generalhaté 3. tipust nyelvtannal.
Tovabba, barmely N = (Q, X, A, q,, F) nemdeterminisztikus automatdhoz megadhato vele
ekvivalens 3. tipusu nyelvtan, mely L(N)-et generalja.

Az allitasban szerepld algoritmus a kovetkezd:

3.1.26. Algoritmus. N= (0, X, A, q,, F) nemdeterminisztikus automatédhoz ekvivalens 3. ti-
pust nyelvtan megadésara.
A G=(0, Z,R, q,) 3. tipust nyelvtan, ahol

R={p—>aq:p,geQ,ace X, qge A(p,a)}U{p —> e:peF},

az L(N)-t generalo jobblinearis nyelvtan.

Nyelvek megadéasanak egy tjabb mddja a nyelvbe tartozé szavakat karakterizal6 tulajdonsag
leirasa valamely logikai nyelven. Egy ilyen logika a monadikus masodrendii (MSO) logika,
melynek szintaxisat és szemantikéjat az alabbiakban definialjuk.

Legyen X| = {x1, x3, ...} elsérendii és X, = {X|, X3, ...} masodrendi valtozok megszamlal-
hatéan végtelen halmaza és ¥ egy abécé, ahol X, X és A, paronként diszjunktak. Ekkor a X
feletti MSO formuldk halmazat és az F formuldban szabadon eléfordul6 valtozok Free; (F) C
C A ¢és Free, (F) C A, halmazat a kdvetkezoképpen definialjuk:

1. Haa € ¥ és x € Xy, akkor p,(x) egy (atomi) MSO formula, Free;(p,(x)) = {x} és
Freex(p,(x)) = 0.

2. Hax, ye X}, akkor x <y és x+1=y is (atomi) MSO formuldk, Free; (x+1=y)=Free| (x <
<y)={x,y} és Free;(x+1 =y) =Freex(x <y) =0.

3. Hax € &} és X € A, akkor x € X egy (atomi) MSO formula, Free|(x € X) = {x} és
Free,; (x € X) = {X}.

4. Ha F MSO formula, akkor (—F) is MSO formula, Free|(—F) = Free; (F), Free; (—F) =
= Free, (F).

5. Ha F és G MSO formulak, akkor (FV G) is MSO formula, Free; (FV G) = Free () U
UFree | (G) és Freey (FV G) = Freey (F) UFree, (G).

6. Ha FMSO formula és xe X elsérendu valtozo, akkor (3xF) MSO formula, Free (3xF)=
= Free | (F) — {x}, Free,(IxF) = Free;, (F).

7. Ha FF MSO formula és X € &, masodrendi valtozo, akkor (IXF) MSO formula,
Free| (3XF) = Free| (F), Free, (AXF) = Free, (F) — {X}.

8. Ezek és csak ezek az MSO formulak.

crer

C A&, V) C &, valtozok véges halmazai, akkor egy X f0lotti (Vy, Va)-struktura egy olyan
u=(ar, Vi, Vh)(az, Vi, V3) ... (an, V{, V3) € (2 x P(V1) x P(V2))"
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sz6, melyben tetszéleges x € V' esetén létezik pontosan egy olyan 1 < pos,(x) < n pozicid,
melyre x € Vllms“(x).

Legyen F egy X folotti MSO formula, Free;(F) = Vi, Freeo(F) = Voo Az u =
= (a1, Vi, V) (az, V3, V3) ... (an, VI, V) (V1, Va)-struktira kielégiti F-et, jelben u |= F, ha
az alabbi esetek valamelyike fennall:

1. F=p,(x) €s apos,(x) = a;

2. F=x <yéspos,(x) <pos,();

3. F=x+1=yéspos,(x)+1=pos,(y);
4 F=xeXés Xe B9,

5. F=(—G) ésu = G;

6. F=(GVH)ésul=Gvagyul=H;

7. F = IxG, x € X} és van olyan 1 < i < n index, melyre az az u/.:
= (a1, V', VD) (ag, V2, V2) .. (an, V', V) (V1Ufx}, Va)-struktira, melyben V"= Vi U

U{x} és minden j i esetén V’q/ = V] —{x}, kielégiti G-t;

8. F=3XG, X € X, és van olyan I C {1,...,n} indexhalmaz, melyre az az ' =
= (a1, V1, ViY(aa, V2, V3) .. (an, V1, V2') (V1, V2 U (X})-struktira, melyben

yi_ | iUt haie
27| V,—{X}, kiilonben,

kielégiti G-t.
Az F formulat kielégitd strukturdk nyelvét L jeldli, vagyis
Lp= {u € (E x P(Free| (F)) xP(Freez(F)))* ulEe F}.

Ha F olyan formula, melyre Free| (F) =Free, (F) =0 (vagyis F' mondat), akkor Lg-et azonosit-
hatjuk egy X folotti nyelvvel, vagyis ekkor Lp={a; ...a,€ ¥*: (a1, ?,9) ... (an, 9, D) =F}.
Ha szintaktikus megszoritasokat tesziink, az MSO aldbbi toredékeit kapjuk:

1. az F formula MSO[+1]-formula, ha nincs benne x < y alaku részformula;
2. az F formula MSO[ <]-formula, ha nincs benne x+ 1 = y alakt részformula;

3. az F formula IMSO[+1]-formula, ha 3X;3X, ... 3X,G alaki MSO[+1]-formula, ahol
G-ben nincs AXH, X € X, alaka részformula;

4. az F formula FO[+1]-formula, ha nincs benne x < y, x € X, sem 3IXG alaku formula,
ahol X e X>;

5. az F formula FO[<]-formula, ha nincs benne x+1 =y, x € X, sem 3XG alaka formula,
ahol X € X;.

© Esik Zoltdn, Gombdas Eva, Ivan Szabolcs, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

26 3. REGULARIS NYELVEK

Ha C a fenti logikak valamelyike, azt mondjuk, hogy az L C ¥* definidlhato C-ben, ha van
olyan F' C-formula, melyre Lr = L.

3.1.27. Tétel. Az alabbiak ekvivalensek tetszéleges L C ¥* nyelvre:
1. L reguléris;
2. L definialhato IMSO[+1]-ben;
3. L definialhato MSO[+1]-ben;
4. L definialhaté MSOJ[ <]-ben;
5. L definidlhat6 MSO-ban.

3.1.28. Allitas. Van olyan regularis nyelv, mely nem definialhat6 FO[<]-ben. Tovabba, van
olyan nyelv, mely definialhat6 FO[<]-ben, de FO[+1]-ben nem.

Az eddigiek szerint tehat az alabbiak ekvivalensek tetszéleges L C ¥ * nyelvre:

1. L felismerhetd véges automataval ;
L felismerheté nemdeterminisztikus véges automatéval;

L regularis;

S

L generalhat6 jobblineéris nyelvtannal;

W

vz, véges indexii;
ur véges indexii;

L felismerhetd véges monoidban;

o =2

L definialhat6 IMSO[+1]-ben;

9. L definialhaté MSOJ[+1]-ben;
10. L definialhato MSOJ[ <]-ben;
11. L definialhato MSO-ban.

Az szamossagi okokbol is vilagos, hogy vannak nem reguléris nyelvek (pl. adott X abécé
folott csak megszamlalhatdan sok reguldris kifejezés, viszont kontinuum sok nyelv van). A
pumpalo lemma egy sziikséges feltételt fogalmaz meg egy nyelv regularitdsahoz:

3.1.29. Lemma. Tetszdleges L € ¥* regularis nyelvhez 1étezik olyan N > 0 egész, melyre
barmely we L, [w|> N szo6 felbonthaté w=w;w,ows alakban ugy, hogy a kovetkezok teljesiilnek :

L. [wiwz| < N;

2. wy &;

www. tankonyvtar.hu © Esik Zoltdn, Gombéas Eva, Ivéan Szabolcs, SzTE


www.tankonyvtar.hu

3.1. ELMELETI OSSZEFOGLALO 27

3. tetszdleges i > 0-ra W1W3W3 el.

A lemmanak egy erdsebb valtozata a kovetkezd:

3.1.30. Lemma. Tetszéleges L € X* regularis nyelvhez létezik olyan N > 0 egész, melyre
barmely we X%, |w|>N sz6 felbonthatd w=w;w,ow3 alakba igy, hogy a kdvetkezok teljesiilnek :

L. [wiwa| < N;
2. w €;
3. tetszbleges u, v € X* szavakra és i > 0 szamra uwlwéww el & uwvel.

Automatékat (avagy szekvencialis gépeket) nem csak nyelvek felismerésére, de szofliggvé-
nyek kiszamitasara is hasznalhatunk, amennyiben kimenettel is ellatjuk azokat. Attdl fiiggden,
hogy egy-egy output jel kiirasat &tmenethez vagy allapothoz kétjiik, kapjuk a Mealy ill. Moore
= (0, X, A, 8, L) rendszer, ahol O a (nemiires, megszamlalhato) allapothalmaz, ¥ és A az
input ill. output abécék, § : O x ¥ — Q az atmenetfiiggvény és A : O x ¥ — A a kimenetfligg-
vény. Ha O véges, a Mealy gépet is végesnek nevezziik. Ha M a fenti Mealy gép és g € Q egy
allapota, akkor M g-ban indukal egy A, : ¥* — A* leképezést, melyet induktiv modon a ko-
vetkezOképp definialunk: A, (e) =¢ és tetszlleges a € X, u € X* esetén A, (ua) =1y (u)A(qu, a).
AzM=(Q, X, A, §, u) rendszert pedig Moore gépnek nevezziik, ahol O, X, A és § ugyanaz,
mint a Mealy gépek esetében, u : Q — A pedig a kimenetfiiggvény. Ha g € Q a fenti gépben,
akkor az M altal g-ban indukalt p1,: X* — A* leképezést a kovetkezoképp definialjuk induktiv
modon: py(g) = € és tetszbleges a € X, u € L* esetén g (ua) = py(u) u(q(ua)).

Egy M (Mealy vagy Moore) gép ¢ éllapota ekvivalens egy M (Mealy vagy Moore) gép ¢
allapotaval, ha az M altal g-ban indukalt leképezés megegyezik az M’ altal ¢’-ben indukalt
leképezéssel. Az M és M’ gépek ekvivalensek, ha M tetszbleges p allapotahoz van M '-nek
ekvivalens p’ allapota és viszont.

3.1.31. Allitas. Tetsz6leges Mealy géphez van vele ekvivalens Moore gép.

3.1.32. Algoritmus. Az M=(Q, X, A, §, A) Mealy géphez ekvivalens Moore gép megadasara.
Definidljuk az M = (QUQO x X, A, &', 1) Moore gépet a kovetkezOképp :

1. tetszbleges g € Q és a € T esetén legyen 8'(q, a) = (¢, a) és 1’ (q) = b tetszbleges A-beli
betli;

2. tetszéleges g € O, a; € X és ay € T esetén legyen 8'((q, a1), az) = (8(q, a1), ap) és
n((g, a1)) =r(q, a1).

Ekkor M’ ekvivalens M-mel.
3.1.33. Allitas. Tetszéleges Moore géphez van vele ekvivalens Mealy gép.

3.1.34. Algoritmus. Az M = (Q, X, A, §, u) Moore géphez ekvivalens Mealy gép megada-
sara.

Definidljuk az M’ = (Q, =, A, 8, 1) Mealy gépet a kovetkezéképp: tetszbleges g€ Qésaec T
esetén legyen A(q, a) = n((q, a)).

Ekkor M’ ekvivalens M-mel.
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Egy a : ¥* — A* leképezést automata leképezésnek neveziink, ha hossztartd és prefixtarto,
vagyis ha tetszéleges x € L*-ra |x| = |a(x)| és tetsz6leges x, x" szavakra ha x az x’ prefixe,
akkor a(x) az a(x') prefixe. (Ez utobbival ekvivalens az a feltétel, hogy tetszéleges x, y € £*
szavakra a(xy) = a(x)ay(y) valamely ay, csak a-tol €s x-t6l fliggd leképezésre.)

3.1.35. Allitas. Tetszleges o : £* — A* leképezésre a kovetkez6 harom allitas ekvivalens:
1. o indukélhat6 valamely Mealy gép egy allapotdban;
2. o indukalhaté valamely Moore gép egy allapotaban;
3. « automata leképezés.

Egy leképezés véges automata leképezés, ha indukalhat6 véges Mealy (vagy Moore) géppel.
Nyilvanvaléan minden véges automata leképezés egyben automata leképezés is.

3.1.36. Allitas. Tetszéleges o : £* — A* leképezésre a kovetkezOk ekvivalensek :
1. o véges automata leképezés;
2. o automata leképezés és az {o, : x € £*} halmaz véges.

Végezetiil, automatékat végtelen szavakbol 4ll6 nyelvek felismerésére is alkalmazhatunk a
kovetkezOképpen. Ha X dbécé, jeldlje X azaja;y . . . végtelen sorozatok halmazat, ahol a;e &
minden i € {1,2, ...} esetén. ¢ tetszéleges részhalmazat (X folotti) w-nyelvnek nevezziik.
Ha L C ¥*, akkor L® jeldli az ujuy - - - : u; € L alaki w-szavak altal alkotott nyelvet. Tovabba,
ha K C ¥* és L € X?, akkor definialhatjuk a KL = {uv:u € K, v € L} C ¢ nyelvet.
AzN=(0, Z, A, q,, F) (nemdeterminisztikus) véges automata egy futdisa azajaz . ..€ Z“ w-
szon egy olyan végtelen g, b1, q1, b2, q,, ... sorozat, ahol g,€ O, b;€ X, b1by - - -=a1az . ..
(tehat a b;-k sorozataban véges hosszu Osszefliggd e-szekvencidk eléfordulhatnak) és g,,; €
€ A(g;, biy1) minden i > O-ra. A futés elfogado, ha van olyan g € F allapot, mely a futdsban
végtelen sokszor eléfordul, az N altal felismert L“(N) nyelv pedig azon w-szavak halmaza,
melyeken N-nek Iétezik elfogado futdsa. Egy L C ¢ nyelvet reguldaris w-nyelvnek neveziink,
ha van 6t felismeré nemdeterminisztikus véges automata.

Végtelen szavak esetében mar nem igaz a determinizalo tétel :

3.1.37. Allitas. A ¥ ={a, b} feletti azon w-szavakbol 4116 nyelv, melyek csak véges sok b-t tar-
talmaznak, regularis w-nyelv, mely azonban nem ismerhet6 fel determinisztikus automataval.

3.2. Véges automatak

3.2.1. Feladat. Nevezziink egy automatat nem ujraindulo automatanak, ha kezddallapotaba
nem vezet d&tmenet. Mutassa meg, hogy minden automatédhoz effektiven megadhat6 egy vele
ekvivalens, nem Ujraindul6 automata!

3.2.2. Feladat. Adjon meg az alabbi nyelveket felismerd véges automatéakat!

1. 9;
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2. {a, b}*;
3. {d"b" :n,m>0};
4. {w € {a, b}* : |w|, paratlan};
5. {wela,b}*:wl,=1 (mod 3)};
6. {3 :n>0};
7. {w € {a, b}* : w a-val kezdddik vagy b-re végzodik};
8. {a}*U{b}";
9. {wela, b, c}* : |w|p+|w|. paratlan};
10. {(we{a, b, c}* : |wlp+|wl, = 2 (mod 3)};
11. {we{a,b,c}*:2-|w|,+|wlp =3 (mod 5) vagy 2- |w|,+|w|p =4 (mod 5)};
12. {w e {a, b}* : |w|p =0 (mod 3) és |w|p paros};
13. {we{a, b}* : |w|, =0 (mod 3) és |w|p paros};
14. iwel{a,b,c}*:3-\w|p+2-|w|. =2 (mod 5)};
15. {we{a, b}*: |w|,— |w|p oszthatd 3-mal};
16. {we{a, b}*:|w|, <3};
17. {wefa, b, c}* : wla+2-wlp = 7};
18. {a"b" :n£m (mod 2)};
19. {@"b™ :n£m (mod 4)};
20. (wef{a, b}* : |w|,=|w|p (mod 2)};
21. {welia, b, c}* : |lw|, = |w|p (mod 3)};
22. {uabv:u,v € {a, b}*};
23. {uab : u € {a, b}*};
24. {abu : u € {a, b}*};
25. {a"p" ™43 . ;1 > 0}, ahol n mod k az n szam k-val vett osztasi maradéka;

26. {we{a, b}* :|w|, > |w|p mod 2}.
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3.2.3. Feladat. Mutassa meg, hogy ,,végtelen allapotu automataval” barmilyen nyelv felis-
merhetd !

3.2.4. Feladat. Tudja, hogy az /: N — N fiiggvény olyan, hogy az {¢"5"™ : n > 0} nyelv
regularis. Mit tud mondani f~ré1?

3.2.5. Feladat. Igazolja, hogy minden definit nyelv regularis !

3.2.6. Feladat. Adjon meg olyan regularis nyelvet, mely nem definit!

3.2.7. Feladat. Igazolja, hogy minden definit automatéval felismerhetd nyelv definit!
3.2.8. Feladat. Igazolja, hogy minden definit nyelv felismerhetd definit automataval!

3.2.9. Feladat. Igazolja, hogy tetszdleges M= (Q, X, §, q, F) automatara |Q| > min{|u|:u €
€ L(M)} és |Q| > min{|u| : u € L(M)} (itt legyen min J = 0)!

3.2.10. Feladat. Tegyik fel, hogy az L C X* regularis nyelvhez léteznek ugy
XlyoeesXny Vps ..., Y, € ¥ szavak valamilyen n-re, hogy x;y; € L pontosan akkor teljesiil
az 1 <i,j < n szamok esetén, ha i = j. Mutassa meg, hogy ekkor barmilyen L-et elfogado N
nemdeterminisztikus automatanak legalabb » allapota van.

3.2.11. Feladat. Igazolja, hogy ha M egyvégli automata, akkor tetszdleges u, v, w szavakra
ha u, uv, w € L, akkor wv € L!

3.2.12. Feladat. Tegyiik fel, hogy L olyan regularis nyelv, hogy tetszéleges u, v, w szavakra,
amelyekre u, uv, we L, igaz, hogy wve L. Igazolja, hogy L felismerhetd egyvégli automatdval !

3.2.13. Feladat. Igazolja, hogy tetszdleges L regularis nyelv eldall véges sok olyan nyelv
unidjaként, melyek felismerhetok egyvégli automataval!

3.2.14. Feladat. Igazolja, hogy minden prefixmentes reguldris nyelv felismerhetd egyvégi
automataval !

3.2.15. Feladat. Igazolja, hogy egy L € ¥* nyelv pontosan akkor reguléris, ha megadhat6
egy olyan véges K nyelv, hogy tetszdleges x € X* szohoz létezik olyan y € K, amire xvzy!

3.3. Miuveletek automatakon

3.3.1. Feladat. Mutassa meg, hogy minden véges nyelv felismerhetd !
3.3.2. Feladat. Adjon meg az alabbi nyelveket felismerd véges automatakat!

1. {w e {a, b}* : |w|, paros és |w|, paratlan};
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2. {wela,b,c}*:|w|, paros és |w|. > 3};

3. f{wela, b, c}*: |wlg=1 (mod 3) vagy [w|p+2-|w|. > 6};

4. twefa, b, c}*  wla+|wlp =1 (mod 3) és |w|. =0 (mod 3)};

5. {wefa, b, c}* : (|w|, paros vagy |w|p paratlan) és |w|. =0 (mod 3)};

6. {wela,b,c}*: (Jw|, paros vagy |w|. % 0 (mod 3)) és |w|, paratlan};

7. {wela,b,c}*: (|wlg > (lw]p mod 3) ) vagy |w|p — [w|. =0 (mod 3)}.
3.3.3. Feladat. Adjon meg az alabbi nyelveket felismerd véges nemdeterminisztikus auto-
matakat, majd hajtsa végre rajtuk a determinizal6 algoritmust!

1. {we{a, b, c}* : w3 darab a betlire végzddik};

2. {we{a, b, c}* : w-ben el6fordul az abc részszd} ;

3. {we{a,b, c}* : w-ben eléfordul a baba részszo};

4. {w € {a, b, c}* : w-ben nem fordul el6 az aba részszo};

5. {w e {a, b, c}* : wminden 4 hosszl részszavaban van legalabb egy b} ;

6. {w € {a, b, c}* : w minden 4 hosszl részszavaban pontosan egy b van};

7. {w € {a, b, c}* : w-ben jobbrol a negyedik betii b};

8. {we{a,b, c}” : w-ben jobbrol a harmadik betli a vagy c}.
3.3.4. Feladat. Adjon meg olyan n-allapoti nemdeterminisztikus automatéat (minden n-re),

amelyekre végrehajtva a determinizal6 algoritmust sokkal nagyobb (vagyis © (2") allapottal
rendelkezd) automatat kap !

3.3.5. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha a nemdeterminisztikus automatdban megengediink
tobb kezddallapotot is (amelyek koziil az automata az elsd 1€pésben valaszt egyet), akkor ez
az 0j automatacsalad is pontosan a regularis nyelveket ismeri fel !

3.4. Automatak minimalizalasa

3.4.1. Feladat. Adjon minden n > 1 szdmhoz olyan 0sszefiiggd automatat, amelyre a mini-
malizal6 algoritmusbeli iteracié pontosan n 1épésben ér véget!

3.4.2. Feladat. Minimalizalja az aldbbi, diagrammal megadott véges automatat!
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3.4.4. Feladat. Igazolja, hogy az alabbi harom allitas ekvivalens egy L € ¥* nyelvre!
1. L kommutativ, azaz L = Com(L).

2. L minimalis automataja kommutativ, azaz a minimalis automata barmely ¢ allapotara
¢és barmely a, b € X-ra gab = gba.

3. L szintaktikus monoidja kommutativ.
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3.5. Regularis kifejezések

3.5.1. Feladat. Adjon meg olyan algoritmust, amely a bemenetként kapott ¥ feletti R regu-
laris kifejezésrol eldonti, hogy |R|...

1. ... lres-e; 4. ... egyelemii-e;
2. ... az {¢} nyelv-¢; 5. ... részhalmaza-e¢ X-nak;
3. ... véges-e; 6. ... X*-e.

3.5.2. Feladat. Hatarozza meg, hogy a kovetkezo6 regularis kifejezések koziil melyek ekvi-
valensek !

1. (a*ba*)* 6. a(b*a)* 11. a*b*a*

2. b(a+b)(ab)* 7. a*(ba*)* 12. a(a+b)*

3. (a+b)* 8. (a*b*)* 13. b(ab)*

4. (ab)* 9. a(b*(a+¢))* 14. (a+ab+b)*
5. @*+a(ba)*b 10. (a*b)*a* 15. (a+ab)*

3.5.3. Feladat. Adjon meg egy-egy, a 3.2.2 ¢és 3.3.2 feladatban szerepld nyelveket jelold
regularis kifejezést!

3.5.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy nincs olyan R regularis kifejezés, amely nem tartalmazza
a * operatort és mely ekvivalens (ab)*-gal!

3.5.5. Feladat. Mutassa meg, hogy minden véges nyelv regularis !

3.5.6. Feladat. Adjon meg egy-egy, {0, 1} fol6tti nyelvet jelolo reguldris kifejezést!
1. {x:x-ben el6fordul 001 részszdként};
2. {x : x-ben nem fordul el6 001 részszoként}.
3.5.7. Feladat. Mutassa meg, hogy minden reguléris nyelv jelolhetd olyan regularis kifeje-

zéssel, mely R = Ry +R> +- - - + R, alaku valamely n > 1-re ugy, hogy az R; kifejezések nem
tartalmazzak a + operatort!
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3.6. Ekvivalens atalakitasok automatak, regularis nyelvta-
nok és regularis kifejezések kozott

3.6.1. Feladat. Adjon meg a kovetkez6 regularis kifejezések altal jelolt nyelvet a) felismerd
nemdeterminisztikus véges automatat, b) azt generalo jobblinearis nyelvtant!

1. (a(a+ba)*)*; 3. (ab)*+(ba)*;

2. (a+(b+ab)*)*; 4. a*+(ab)*.
3.6.2. Feladat. Adjon megaz L=|R|, ahol R=a*ba*ba*b(a+b)*, nyelvhez olyan G jobblinearis
nyelvtant, amelyre L(G) = L!

3.6.3. Feladat. Kleene algoritmusaval adjon meg egy-egy regularis kifejezést, mely az alabbi
automatak altal felismert nyelvet jeloli!

90 | 91 | 92
q1 | 92 | %1
9> | 92 | 91

d0 | 91 | 92
q1 |92 | 91
9 | 92 | 91

S |a | b

90 | 90 | 71
q1 | 491 | 90

Egy ,,nemdeterminisztikus automataval ekvivalens jobblinedris nyelvtant ill. determinisz-
tikus automatat készitd” tipust feladatokat megoldassal generdld program letolthetd a
http ://www.inf.u-szeged.hu/ szabivan/download/nfa.jar cimr6l.
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3.7. Pumpal6 lemma regularis nyelvekre

3.7.1. Feladat. Igazolja vagy cafolja, hogy az alabbi nyelvek reguléarisak!

1. {a"b" :n > 0}; 7. {wela, b}* 1wl [Wip};

2. {d"b": 0 < n <59876}; 8. {a"b" :m < n <2m};

3. {@"ba" :n > 0}; 9. {wel{a, b} 1 [wlp < Iwla < 2[wlp};
4. {a"b"a" :n,m > 0}; 10. {a”2 :n>0};

5. {d"b™ :n < m); 11. {@* :n>0};

6. (wela, b} |wl,=|wlp}; 12. {a” : p prim}.

3.7.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy /: N — N olyan monoton névd fiiggvény, hogy minden & >
> 0-ra létezik olyan n > 0, amelyre f(n) < k és f(n+1) > 2k. Igazolja, hogy ekkor {@/" : n > 0}
nem regularis!

3.8. Regularis nyelvek zartsagi tulajdonsagai

3.8.1. Feladat. Igaz-e, hogy...

1. ... minden nyelvet tartalmaz egy regularis nyelv ?

2. ... minden nyelv regularis?

3. ... minden nyelvnek van egy olyan részhalamza, mely regularis nyelv ?

4. ... minden nemiires nyelvnek van egy olyan részhalmaza, mely regularis?

5. ... minden nemdiires nyelvnek van egy olyan részhalmaza, mely nem regularis ?

6. ...halL; C L, C L3 és Ly, Lz regularis nyelvek, akkor L; is az?

3.8.2. Feladat. Igazolja vagy cafolja a kovetkezoket!
1. Ha L1 UL; reguléris és Ly véges, akkor L, regularis.
2. Ha L1 UL, reguléris és L regularis, akkor L, regularis.
3. Ha L{L; regularis és L véges, akkor L, regularis.

4. Ha L|L, regularis és L @ véges, akkor L, regularis.
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5. Ha LiL; regularis és L @ regularis, akkor L, reguléaris.

6. Ha L* regularis, akkor L is regularis.

3.8.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a regularis nyelvek osztalya zart...

1. ... a metszetre;

2. ...azuniora;

3. ... a komplementalésra;
4. ... a konkatenaciora;

5. ... aKleene-iteraciora;
6. ... a megforditasra’;

7. ... homomorfizmusra: ha 4 : ¥ — A* egy fliggvény és L egy ¥ folotti regularis nyelv,
kkor (L) = {h(a)h(az) ... h(a,) : ay ...a, € L} is reguléaris;

8. ... inverz homomorfizmusra: ha 4 : ¥ — A* egy fiiggvény és L egy A folotti regularis
nyelv, akkor h_l(L) ={ai...ay:h(ay)...h(a,) € L} is reguléris.

3.8.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a regularis nyelvek osztalya nem zart a...

1. ... végtelen uniodra’;

2. ... végtelen metszetre.

3.8.5. Feladat. Rogzitsiink egy X abécét. Jelolje u ~ v azt, hogy minden a € X-ra |ul, = |v|,
(vagyis, u ~ v pontosan akkor, ha minden betiibol ugyanannyi van benniik). Ha L C ¥*, akkor
jelolje Com(L) az L kommutativ lezdrtjat, vagyis a {u € * : Iv € L u ~ v} nyelvet. Igy pl.
Com(a*b*) = {a, b}*.

Mutasson olyan L nyelvet, amelyre...

1. ... L és Com(L) is regularis;

2. ...sem L, sem Com(L) nem regularis;
3. ... L reguléris, Com(L) nem az;

4. ... L nem regularis, Com(L) viszont az!

2Vagyis: ha L regularis, akkor L% is az

o0
3vagyis: adjon meg olyan L1, Ly,...reguléris nyelveket, hogy | J L; nem reguléris.
i=1
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3.8.6. Feladat. Egy nyelv ko-véges, ha komplementere véges. Mutassa meg, hogy minden
ko-véges nyelv regularis !

3.8.7. Feladat. Legyen L C {a}* tetsz6leges nyelv. Bizonyitsa be, hogy L* regularis!

3.8.8. Feladat. Legyen L egy tetszdleges X abécé feletti regularis nyelv. Igazolja, hogy ekkor
az alabbi nyelvek is regularisak !

1. Lpeefix = {ue *: Ivuvel};

2. Louiiix = {(ve T*: uuvel);

3. Linfix = {ue X*: vy, vy (viuvy € L)};
4. Lyar = {u € T*: v, ul = v, uv € L};
5. ={ueX*:IveT*uve LAy =2";
6. '={ueX*:IveT*uve LAl =u?};
7. L={ueX*:Ive T*uve LAV =2|ul};
8. L'={ueX*:Ive Z*uv e LA2|v| = |ul};
9. '={ueX*:IveT*uweLAlv|=u};

10. '={ueX*:Ive T uve LA|u| < |v| <|ul*}.

Ha u,v € ¥* szavak, jelolje uLllv az u és v shuffle-szorzatat, azaz az {a1byaxb, . ..aub, :
tat,...,an,by,....,b, € XU{e},ay...a,=u,by...b, =v} nyelvet és legyen tetszéleges

Ly, Ly C ¥*nyelvekre LiLLLy = |J  ulliv. Tetszbleges L C T* nyelvre és n > 0 egészre
ueli,vely

legyen L® "W ={¢} éshan>0, L" W=LLL"~! 'Y Tovabba, legyen az L nyelv shuffle-iterdltja,
L**az | L" ™ nyelv.
n>0
3.8.9. Feladat. Igazolja, hogy ha L és L, regularisak, akkor LiLLIL, is az!
3.8.10. Feladat. Adjon példat olyan véges L nyelvre, amelyre L* "~ nem regularis!
3.8.11. Feladat. Igazolja, hogy ha L C {a}* véges nyelv, akkor L* " regularis!
3.8.12. Feladat. Igazolja, hogy ha L C {a}* regularis nyelv, akkor L* " is regularis!

3.8.13. Feladat. Egy G=(V, X, R, S) nyelvtan ballinearis, ha benne minden szabaly 4 — Ba
vagy A — ¢ alakl. Bizonyitsa be, hogy egy nyelv pontosan akkor generalhatd ballineéris
nyelvtannal, ha generalhatd jobblinedrissal is!
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3.8.14. Feladat. Egy G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan linearis, ha benne minden
szabaly jobboldalan legfeljebb egy nemtermindlis szerepel. Mutasson olyan linearis nyelvtant,
amely nem ekvivalens egyetlen jobblinearis nyelvtannal sem!

3.9. Szintaktikus félcsoport, atmenetmonoid, regularis nyel-
vek felismerése monoidokkal

3.9.1. Feladat. Adjon meg egy olyan véges monoidot, mely nem izomorf egy nyelv szintak-
tikus monoidjaval sem!

3.9.2. Feladat. Adjon meg két monoidot, M = (M, +,0) és N = (N, o,1), valamint egy &
leképezést ugy, hogy tetszdleges x,y € M esetén h(x+y) = h(x) o h(y), de h nem monoid
homomorfizmus M-bél N -be!

3.9.3. Feladat. Jobbkongruenciak, illetve kongruenciak-e az alabbi relaciok X*-on, ahol X =
={a, b}?

1. {(x,»):|x| —|y| paratlan};

2. {Cx,y) : Ix| = |y| paros};

3. {0 ) xl =yl

4. {Cx, p) t x| = |yl vagy Ixl, v] = 2};

)]

{(x,y) : x és y ugyanarra a betlire végzodik} ;

6. az az ekvivalenciarelacio, melynek osztalyai: {¢}, {a}, {xaa : x € *}, {xab : x € £*},
{xba :x € X*} és {xbb:x € X*};

7. az az ekvivalenciarelacio, melynek osztalyai: {¢}, {a}, {aax : x € £*}, {abx : x € £*},
{bax :x € £*} és {bbx : x € *}.

3.9.4. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszleges L nyelv esetén vy = vy!
3.9.5. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszleges L nyelv esetén py = uy!

3.9.6. Feladat. Adjon meg egy olyan L C ¥* nyelvet a ¥ = {a, b} abécé folott, melyre vy,
osztalyai {e}, {ax:x € £*} és {bx :x € £*}!

3.9.7. Feladat. Hatarozza meg az aldbbi atmenettablazattal megadott automata dtmenetmo-
noidjat!

S |la | b

do | 92 | 91
q1 | 493 | 90
92 | 90 | 93
93 191 | 492
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3.10. Regularis nyelvek megadasa logikai formulakkal

3.10.1. Feladat. Adjon meg egy olyan First(x) FO[+1]-formulat, melynek x szabad valtozoja
¢és melyet egy u struktura pontosan akkor elégit ki, ha pos,(x) = 1!

3.10.2. Feladat. Adjon meg egy olyan Last(x) FO[+1]-formulat, melynek x szabad valtozdja
¢és melyet egy u struktira pontosan akkor elégit ki, ha pos,,(x) = |u]!

3.10.3. Feladat. Adjon meg egy-egy, az alabbi regularis kifejezésekkel jelolt, az {a, b} abécé
feletti nyelveket definiald6 MSO formulat! Ahol tud, FO[<] vagy FO[+1]-formulat is adjon.

1. (a+b)*; 5. a*b*;
2. €, 6. (aa)*;
3. a+b; 7. (ab)*;
4. a*b*; 8. ((a+hb)a)”.

3.10.4. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszdleges V1 C &, V) C X, véges halmazokra és X
abécére a X folotti (V7, V,)-struktarak altal alkotott nyelv regularis!

3.10.5. Feladat. Mutassa meg, hogy minden, automataval felismerhetd nyelv definidlhato
AMSOJ[+1]-ben!

3.10.6. Feladat. Mutassa meg, hogy minden csillagmentes nyelv definidlhatdo FO[<]-ben!

3.11. Automatak végtelen szavakon

3.11.1. Feladat. Adjon meg az alabbi w-nyelveket felismerd véges automatakat az {a, b}
abécé folott!

1. a%;

2. (ab)“;

3. (a*b)*a® (vagyis a véges sok b-t tartalmazo szavak nyelve);

4. (a*b)® (vagyis a végtelen sok b-t tartalmazo szavak nyelve);

5. b*(a*b")® (vagyis azon szavak nyelve, melyek végtelen sok a-t és végtelen sok b-t is
tartalmaznak).
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3.11.2. Feladat. Mutassa meg, hogy az (a*b)*a® nyelv nem ismerhet6 fel determinisztikus
automataval !

n
3.11.3. Feladat. Mutassa meg, hogy ha L C X regularis w-nyelv, akkor L=|_J K;M’ valamely
i=1
i >0 egészre és K;, M; C ¥* regularis nyelvekre!

3.11.4. Feladat. Mutassa meg, hogy ha K C ¥* regularis és L C X¢ w-regularis nyelvek,
akkor KL is w-regularis!

3.11.5. Feladat. Mutassa meg, hogy ha K C ¥*, akkor K“ regularis w-nyelv!
3.11.6. Feladat. Mutassa meg, hogy a regularis w-nyelvek osztalya zart a véges uniora!

3.11.7. Feladat. Mutassa meg, hogy a regularis w-nyelvek osztalya zart a komplementerkép-
zésre !

3.12. Mealy és Moore gépek

3.12.1. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszdleges M = (Q, X, A, §, A) Mealy gépre, hag € Q
ésx,y € X%, akkor Ay (xy) = Ay(x) A (¥)!

3.12.2. Feladat. Mutassa meg, hogy ha M=(Q, X, A, §, u) egy Moore gép,ge Q¢€sx, ye X,
akkor g (xy) = g (X) pgx () !

3.12.3. Feladat. Mutassa meg, hogy ha M= (Q, X, A, §, A) egy Mealy gép ¢s g € O, akkor
Mg automata leképezés!

3.12.4. Feladat. Mutassa meg, hogy ha M = (0, X, A, §, 1) egy Moore gép ¢és g € O, akkor
Ag automata leképezés!

3.12.5. Feladat. Mutassa meg, hogy tetszéleges automata leképezés indukalhat6 valamely
Mealy gép egy allapotaban!

3.12.6. Feladat. Mutassa meg, hogy ha o egy automata leképezés és az {o, : x € £*} halmaz
véges, akkor o indukalhat6 valamely véges Mealy gép egy allapotaban !

3.12.7. Feladat. Mutassa meg, hogy ha o egy véges Mealy gép egy allapotaban indukalt
leképezés, akkor az {a, : x € ¥*} fliggvényhalmaz véges!
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Megoldasok

3.2.2. Feladat. Itt és a tovabbiakban véges automatakat irdnyitott, élcimkézett graffal is meg-
adhatunk, melyben a szogpontok az allapotok, a kezddallapotot egy nyillal jeldljiik, az élcim-
kék hatarozzak meg az &tmeneteket, a végallapotokat pedig kettds karikazassal kiilonboztetjiik
meg.

Ezen feliil véges automatat atmenettablazataval is megadhatunk a kdvetkezdképp: O elemeit
a sorok fejlécei adjak; X elemeit az oszlopok fejlécei; a kezddallapot mindig az els6 sorban
lesz; a végallapotokat pedig félkovér betiitipussal szed;jiik.

1. M=({qo}. 2,6, q9, V), ahol (g, a) = 5(qy. b) = q,-

a,b

2. M= ({qo}. {a. b}, 8. q9. {q0}), ahol 6(qy, @) = (qy. b) = qo.

a,b
_)

3. M=({q9. 91,92}, {a, b}, 8, q9. {q9- q1}), ahol § a kovetkezd tablazattal adott:

a b a,b
{ ? b % ? a
S |a | b
90 | 90 | 11 } Q

91 |92 | 91
D19 | 9D

4' M= ({QO7 ql}v {a7 b}’ 5’ q07 {q]})7 ahOI 8(‘]0’ a) =Q1’ 8(q]a a) =CI0 éS 5(%» b) =qi’ l=071
b b

S |a | b

q0 | 91 | 90 a
q1 |90 | 91
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5. M=({q0, 91> 92}, {a, b}, 8, g9, {q,}), ahol é(g;, a) =4 (i+1)mod3 s 8(g; b)=¢;,i=0,1,2.
b

—>

90 | 91 | 90 b
91 |92 | %
92 1 90 | 92

qo | 91
q1 | 92
92 | 43
43 | 94
d4 | 90

S |a |b

90 | 94 | 9p
9a | 9a | Ya
Ip qp
q9 1|49 |49

Q

S |a |b

90 | 94 | 9p
qa qa qt
9 | 9: | 9p
q4: 1 49: | 9¢

9. Otlet: szdmolja modulo 2 a b-ket és c-ket, a-k olvasdsa hagyja helyben az allapotokat.

10. Otlet: szamolja modulo 3 a b-ket és c-ket, a-k olvasasa hagyja helyben az allapotokat.

3.2.3. Feladat. Az L C X* nyelv felismerheté az M; = (£*, X, -, &, L) ,,végtelen allapota
automataval”.

3.2.5. Feladat. Legyen L C X* egy k-definit nyelv a £ > 0 szamra. Akkor L = LoU L1, ahol
Lo={welL:|w|<k}ésLi=X"{welL:|wl =k} Mivel Ly és {w € L : |w| =k} véges, tehat
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regularis nyelvek, ¥* is regularis és a regularis nyelvek osztalya zart a konkatenaciora és a
(véges) uniora, kapjuk, hogy L is reguldris.

3.2.6. Feladat. Pl. a ¥ = {a, b} folotti L = {e}U{a} X* nyelv nem definit: tegyiik fel, hogy L
k-definit. Akkor a* € L, de ba* ¢ L, ami ellentmondas.

3.2.7. Feladat. Megmutatjuk, hogy az M = (Q, X, §, g, F) k-definit automataval felismert
L(M) nyelv k-definit. Ehhez legyen u, v € £*, |v| = k. Mivel |v| =k, qy-v = (qou) - v. Emiatt
uvelLM) & quveF & qyveF & veL(M), az allitast igazoltuk.

3.2.8. Feladat. Legyen L C X* egy k-definit nyelv. Definidljuk az My = (Q, X, 8, q, F) au-
tomatat a kovetkezdképpen:

1. 0= %% alegfeljebb k hosszu szavak halmaza;
2. qo=¢;
3.geF&qgel;

ua, halu| <k

4. §(u,a) = {

v, halul=késua=0bv,|V|=k.

Egyrészt meg kell mutassuk, hogy L(My) = L, masrészt, hogy M; egy k-definit automata.
Ehhez a kdvetkezo allitast hasznaljuk: tetszéleges u € X* esetén

u, halu| <k
qo-uU= / / *
v, hau=vvaVv,veX* |v|=kszavakra,

amit pl. |u| szerinti indukcidéval mutathatunk meg.
Ekkor egyrészt tetszdleges u € X%, |u| = k szora és p € Q éllapotra pu = u, tehat My valoban
k-definit. Tovabba, tetszdleges u € X* szora u € L < ggu € F, hiszen

1. ha |u| < k, akkor qqu = u és definicid szerintu e F < ueL;

2. ha|u|>k, vagyis u=ujuy valamely u1, up € £*, |uz|=k szavakra, akkor gou=qouiuzr=us,
ésmivel L k-definit, ue L ©upy e L < uy € F.

Ezzel igazoltuk, hogy M} épp az L nyelvet felismerd k-definit automata.

3.2.11. Feladat. Tegyiik fel, hogy M = (Q, X, 8, q,, F) egyvégl és u, uv, w € L. Mivel M
egyvegl, F'={q,} a qr€ O allapotra, ezért u, uv, w € L szerint gyu = gouv =qow = g, Ebbol azt
kapjuk, hogy g, (wv) = (ggw)v =g = (qou)v=qo(uv) =q,€ F, vagyis wv € L valoban fennall.

3.4.2. Feladat. Az automata Osszefiiggd részének allapotai: {4, B, C, D, E}.
00=1{14,B,C}, (D, E} },
hiszen A, B, D nem végallapotok, D, E pedig igen;
o1={ {4}, {B,C}, (D, E}},

© Esik Zoltdn, Gombdas Eva, Ivan Szabolcs, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

44 3. REGULARIS NYELVEK

hiszen pl. Ab=B € {4, B, C},de Bb=D ¢ {4, B, C}, igy Ao1B nem all fenn;
02={ 14}, {B,C), (D, E}},

tehat a minimalis automata a g, szerinti faktorautomata:

3.4.3. Feladat. Az automata 0sszefiiggd részének allapotai: {4, B, C, D, E}.

0o={ (D, B}, (4,B,C}},

mivel pedig Ba=A4 € {4, B, C} és Aa=D € {D, E} kiilonboznek, igy {4, B, C} tovabb bomlik
a kovetkezo iteracioban:

o1={{D.E}, {4,C}, (B} },
ami mar a végeredmény, hisz Da=FE € {D, E}, Ea=D € {D, E}, Db=Eb=B € {B}, igy {D, E}
nem bomlik fel a kdvetkez6 iteracioban, tovabbad Aa=D € {D, E}, Ca=E € {D, E}, Ab=Cb =
=Ce {4, C}, igy {4, C} sem bomlik fel a kovetkezd iteracidoban, tehat a minimalis automata
a kovetkezo faktorautomataként all elo:

) AC - @ b
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3.5.1. Feladat. Néhany algoritmus, a tobbi hasonléan megkonstrualhat6:

bool ures(R){
if (R == 0) return true;
if (R == a) return false;
if (R == R1+R2) return ures(R1) and ures(R2);
if (R == R1R2) return ures(R1) or ures(R2);
return false;

}

bool vanNemuresSzo( R ){
if (R == 0) return false;

if (R == a) return true;

if (R == R1+R2) return vanNemuresSzo(R1l) or vanNemuresSzo(R2);

if (R == R1R2) return (vanNemuresSzo(R1l) or vanNemuresSzo(R2))
and not (ures(R1) or ures(R2));

if (R == R1*) return vanNemuresSzo(R1);

+
bool isEpsilon(R){
return not (ures(R) or vanNemuresSzo(R));

}

bool isFinite(R){
if (R == 0) return true;
if (R == a) return true;

if (R == R1+R2) return isFinite(R1) and isFinite(R2);

if (R == R1R2) return (isFinite(R1) and isFinite(R2))
or ures(R1) or ures(R2);

if (R == R1*) return not vanNemuresSzo(R1);

3.5.2. Feladat. (a*ba*)* az {u € {a, b}* : u =& vagy |ulp > 0} nyelvet jeldli;
b(a+b)(ab)* a {ba, bb, baab, bbab, baabab, bbabab, . ..} nyelvet;

(a+b)*, a*(ba*™)*, (a*b*)*, (a*b)*a* és (a+ab+b)* az {a, b}* nyelvet;

(ab)* és V* +a(ba)*b az {e, ab, abab, ababab, . ..} nyelvet;

a(b*a)* az {u : u € X*, u a-val kezd6dik és végzdédik} nyelvet;

a(b*(a+e))* és a(a+b)* az {au : u € {a, b}*} nyelvet;

a*b*a* az {uvw : u, w € {a}*, v € {b}*} nyelvet;

b(ab)* a {b, bab, babab, ...} nyelvet;

(a+ab)* pedig az {¢, a, ab, aa, aab, aba, abab, aaa, aaab, aaba, abaa, . . .} nyelvet.

3.5.4. Feladat. Otlet: igazolja a kifejezés felépitése szerinti indukciéval, hogy ilyen kifeje-
zéssel csak véges nyelv jelolheto.

n
3.5.5. Feladat. Az L = {uy, ..., u,} nyelvet a ) u; regularis kifejezés jeloli.
i=1
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3.5.7. Feladat. Legyen R az L regularis nyelvet jelld regularis kifejezés. Megadunk egy R,
fenti formaju kifejezést, mely szintén L-et jeldli, ehhez indukciot alkalmazunk R felépitése
szerint.

1. Ha R =0 vagy R = a valamely a € ¥ esetén, R’ = R megfeleld alakq.

2. HaR = (R1+Ry), akkor R’ = (R} +R}) megfelel6 alaki.

3. Ha R = (R Ry), akkor legyen R} = RI+RZ+-- - +R" és R, =Ry +R3+---+RE. Ekkor
R= YRR, megfelel kifejezés.

1<i<m,1<j<k

4. Ha R = (R%), akkor legyen R} = R} + R? +---+R". Ekkor az R’ = (R}"R¥" ... RI™)*

kifejezés megfeleld alaka ekvivalens kifejezés.
3.6.1. Feladat. a) A regularis kifejezésbdl nemdeterminisztikus véges automatat konstrualéd

algoritmus végrehajtasaképp el6allo automatak rendre:

1. (a(a+ba)*)*-bol:
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2. (a+(b+ab)*)*-bol:

Eszrevehetjiik, hogy ez az automata minden {a, b} folotti sz6t elfogad, igy persze az
alabbi automata is megfeleld:

a,b

3. (ab)* +(ba)*-bol:
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Egy ekvivalens, kisebb méretli automata:

G
O

4. a*+ (ab)*-bol:

Egy ekvivalens, kisebb méretli automata:
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b) A fenti ,,kisebb” automatakbol konstrualt jobblinearis nyelvtanok szabalyai pedig:
1.

S—ad|e
A— aA | bB
B — a4

S—aS|bS|e

S—A|B
A—aC|e
C— bA
B—bD|¢
D — aB

S—A4|B
A—ad|e
B—aCle
C— bB

3.6.2. Feladat. Megadunk egy M automatat, amelyre L(M) = L.
Az a(a+b)*+b(a+b)*a nyelvet az alabbi M automata felismeri:

M:—»Oblbzb@a,b
@ @ ¢
G =({0.1.2.,3}, {a. b}, R.0), ahol
R={0— a0|bl
1 — al|b2

2— a2 | b3
3— a3 |b3]¢}
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3.6.3. Feladat.

1. Agyr— 1, q; — 2, g, — 3 allapot-atnevezések utan mivel /' = {3}, a megoldas az R?J
regularis kifejezés lesz. Elvégezve a rekurziv atirasokat,
R?,3 = R%,3 +R%,3(R%,3)*R§,3§
R%,s = R},3 +R},2(R5,2)*Ré,3§
R%,3 = Ré,3 +R%,2(R5’2)*R§,3;
R%,z = R%,z +R%,2(R5,2)*R%,2;
R%,3 = R(l),3 +R(1), 1 (R?, 1)*R(1),3?
R%,z = R(l),z +R(1), 1 (R?, 1)*R(1),2?
R%,z = Rg,z "‘Rg, 1 (R?, 1)*R(1),2?
R%,3 = Rg,3 "‘Rg, 1 (R?, 1)*R(1),3?
R%,3 = Rg,3 "‘Rg, 1 (R?, 1)*R(1),3?

1 _ p0 0 /p0 \*p0 .
Ry, =R3,+R3 1 (R] )R] 5

ebbe visszahelyettesitve az

0 _ 0 _ 0 _
Rii=e Riy=a, Ri; =0,
0 _ 0 _ 0 _
Ry =Y, Ry, =b+e, Ry 3 =a,

kifejezéseket (alulrol folfelé), kapjuk, hogy

R}, =b+Pc*a=b;

R% y=a+e+Pe’b=a+e;

R}y =a+Ve*b=a;
R),=b+e+Pe*a=b+e;

R, =a+ec*a=a;

R} 3=b+ee™b=b;

R§’3 =a+e+b(b+e)*a=e+b*a
R% s=b+a(b+e)*a=b+ab*a;

Ri3 =b+ab*a+(b+ab*a)(e+b*a)* (e +b*a) = (b+ab*a)(b*a)*,

igy a valasz (b+ab*a)(b*a)*.

Megjegyzés: az algoritmus kozben éltiink a UR=RA=0, (e+R)*=(e+R)*(e+R) =R",
R*R=R", R, +R§R1 =RJR;, eR=Re =R, R+R=R ekvivalencidkkal, hogy a kifejezések
hossza ne ndjon til nagy mértékben.

Megjegyzés: szintén ekvivalens reguléris kifejezés b+ (a+b)*a is.

www. tankonyvtar.hu © Esik Zoltdn, Gombéas Eva, Ivéan Szabolcs, SzTE


www.tankonyvtar.hu

3. FEJEZET: MEGOLDASOK 51

2. Agyg— 1, q; — 2, g, — 3 allapot-atnevezések utdn mivel /' = {2}, a megoldas az R% )
regularis kifejezés lesz. Elvégezve a rekurziv atirasokat,

R?,z :R%,2+R (R3 3)*R3 25
R%,z :Ri,2+R1,2(R2,2)*R2,2»
R%,3 = R%,3 "‘R%,z(R%,z)*Réa;
R§,3 :R%,S +R;,2(R5 2)*Ré 35
R%,3 =R(1),3 +R(1),1(R 1)*R1 3>
R%,2=R(1),2+R(1),1(R 1)*R1 25
Ré,z =R2,2+R(2),1(R 1)*R1 25
Ré,3 =R2,3 +R(2),1(R 1)*R1 35
R§,3 =R(3),3 +R(3),1(R 1)*R1 35
R%,z =R(3),2+R(3),1(R 1)*R1 25

ebbe visszahelyettesitve az

0
R11—8 Rlz— R1,3:b’

kifejezéseket (alulrol folfelé), kapjuk, hogy

R§’2=b+@8*azb;
R} ;=a+e+Pe*b=a+e;
Réj =a+0c*b = a;
R}, =b+e+fc*a=b+e;
R% ,=a+eg*a=a;
1 y=b+ee*b=b;
R} ;=a+e+b(b+e)'a=c+b*a
R%j =b+a(b+e)*a=b+ab*a;
R§2=a+a(b+e)*(b+e) = ab*;

1 , =ab*+(b+ab*a)(e+b*a)*b = ab™ + (b+ab*a)(b*a)*b,

tehat a valasz ab™ + (b+ab*a)(b*a)*b.

Megjegyzés: szintén ekvivalens reguléris kifejezés a+ (a+b)*b is.
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3.

3.7.1.

A gy 1, g; — 2 allapot-atnevezések utdn mivel /= {1}, a megoldas az Ri] regularis
kifejezés lesz. Elvégezve a rekurziv atirasokat,

R%,l =R%,1 +R%,2(R5,2)*Ré,l;

R%,z = R(l),z +R(1),1 (R(l), 1 )*R(l)g?

Ré,z = R(z),z +R(2),1 (R(l), 1 )*R?g?

R%,l :Rg,l +R(2),1 (R(l),l)*R(l),l;

R%,l :R(l),l +R(1),1(R(1),1)*R(1),1;

ebbe visszahelyettesitve az

R(l)’1=a+8, R?’Zzb,
Rg,lz ) Rg’2:a+8
kifejezéseket (alulrol folfelé), kapjuk, hogy
Ri = (a+e)+(a+te)(a+e) (a+e) = a*;
R} | =b+b(a+e)*(a+e) = ba*;
R%gz =(a+e)+bla+e)*b=a+e+ba™b;
Ri,=b+(a+e)(a+e)*b=a*b;
R} | =a*+a*b(a+e+ba*b)*ba* = a* +a*b(a+ba*b)*ba*;
tehat a valasz a*+a*b(a+ba*b)*ba*.

Megjegyzés: szintén ekvivalens reguléris kifejezés a* (ba*ba™)*a* is.

Feladat.

. L=1{a"b" : n > 0} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpald lemma

szerinti konstans. Vegyiik a w = a™b" € L sz6t, ekkor |w| > N. Tetszéleges olyan w =
= wiwyws felbontdsra, amelyre |wiwa| < N és wy &, wy = a' valamilyen 1 <i < N-re.

Ekkor pedig W]W%W:; = a"V*p" ¢ L, ami ellentmondas, igy L nem regularis.
{a"b" : 0 < n < 59876} regularis, hiszen véges nyelv.

{a"ba" :n>0} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpal6 lemma szerinti
konstans. Vegyiik a w = aVba® € L sz6t, ekkor |[w| > N. Tetszbleges olyan w = wiwaw3
felbontésra, amelyre |[wiwy| < Néswp &, wy = a valamilyen 1 <i < N-re. Ekkor pedig

W1W%W3 =a"*ba" ¢ L, ami ellentmondas, igy L nem regularis.

Egy mésik megoldas: ha {a"ba" :n> 0} regularis nyelv, akkor a regularis nyelvek inverz
homomorfizmusra és metszetre vald zartsagat felhasznalva kapjuk, hogy {a"bc" : n > 0}
is regularis, erre alkalmazva a homomorfizmusra vald zartsagot kapjuk, hogy {a"b" :
: n > 0} is regularis, ami ellentmondas.
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10.

11.

. {d"b™a" : n, m > 0} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpal6 lemma

szerinti konstans. Vegyiik a w = aVba" € L szét, ekkor |w| > N. TetszSleges olyan w =
= wiwows felbontasra, amelyre [wiws| < N és wy €, wy = a' valamilyen 1 <i < N-re.
Ekkor pedig w 1W%W3 = a™ba" ¢ L, ami ellentmondas, igy L nem regularis.

. {a@"b" :n<m} nemregularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpald lemma szerinti

konstans. Vegyiik a w = aVb" € L szot, ekkor |w| > N. Tetsz6leges olyan w = wiwow;3
felbontésra, amelyre |wywy| < N és wy &, wp =a’ valamilyen 1 <i < N-re. Ekkor pedig

w1w§W3 =aV*p" ¢ L, ami ellentmondas, igy L nem reguléris.

{w € {a, b}* : |w|, = |w|p} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpalo
lemma szerinti konstans. Vegyiik a w=a"b" € L sz6t, ekkor |w| > N. Tetsz6leges olyan
w=wiwrws felbontdsra, amelyre [wiw;p| < N és wy &, wy =a’ valamilyen 1 <i < N-re.

Ekkor pedig wlwgm = g™V ¢ L, ami ellentmondas, igy L nem regularis.

Egy masik megoldas: mivel a regularis nyelvek zartak a metszetre €s {a}*{b}* regularis
nyelv, ha {w € {a, b}*: |w|,=|w|p} regularis, akkor {w € {a, b}* : |w|,=|w|p}N{a}*{b}* =
={a"b" : n > 0} is az, ami ellentmondas.

{w e {a, b}* : |w|, |w|p} nem regularis, hiszen komplementere sem az.

Ha a pumpal6 lemmaval kozvetleniil probaljuk meg igazolni, akkor tegyiik fel, hogy az
és legyen N a pumpal6 lemma szerinti konstans. Vegyiik a w=aVb"*™N' e L szbt, ekkor
|w| > N. Tetsz6leges olyan w=wiw,ws felbontasra, amelyre [wiwy| <N éswy €, wr=a’
valamilyen 1 < i < N-re. Ekkor pedig wlezv!/ N+NIpN+NY ¢ [ ami ellentmondas,

igy L nem regularis.

i
w3 =a

{a"b" : m < n <2m} nem regularis. Tegytk fel, hogy az, és legyen N a pumpal6 lemma
szerinti konstans. Vegyiik a w = a™b" € L sz6t, ekkor |w| > N. Tetszéleges olyan w =
= wiwows felbontasra, amelyre |[wiwy| < N és wy &, wy = a’ valamilyen 1 < i < N-re.
Ekkor pedig W]WZZ\[+1W3 = aV+D+HpN ¢ [ ami ellentmondas, igy L nem regularis.

{w e {a, b}* : |wlp < |wl|s < 2|w|p} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a
pumpalé lemma szerinti konstans. Vegyiik a w=a"b" €L szot, ekkor |w|>N. Tetsz6leges
olyan w = wiwywj3 felbontasra, amelyre |wiws| < N és wy &, wo = o' valamilyen 1 <
< i < N-re. Ekkor pedig W1W12V+2W3 = VDN ¢ [ ami ellentmondas, igy L nem

regularis.

{a”2 :n > 0} nem regularis. Tegylik fel, hogy az, és legyen N a pumpald lemma szerinti
konstans. Vegyilik a w = el szot, ekkor |w| > N. Tetszbleges olyan w = wiwows
felbontésra, amelyre |wiwy| < Néswp &, wy = a valamilyen 1 <i < N-re. Ekkor pedig
wi W§W3 =g+ ¢ L, hiszen N> < N>+i <N?+N < (N+1)? és két szomszédos négyzetszam

ko6z¢ nem eshet négyzetszdm. Ez ellentmondas, igy L nem regularis.

{a®" : n > 0} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpald lemma szerinti
konstans. Vegyiik a w = el sz6t, ekkor |w| > N. Tetszbleges olyan w = wiwows
felbontésra, amelyre |wywy| < N és wy &, wy =a’ valamilyen 1 <i < N-re. Ekkor pedig
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WIWs W3 = a¥*i ¢ I hiszen 2V < 2V +i < 2V 4+ N < 2M*1 2 2 két szomszédos hatvéanya
k6z¢é nem eshet egyetlen hatvanya sem. Ez ellentmondas, igy L nem regularis.

12. {a”: p prim} nem regularis. Tegyiik fel, hogy az, és legyen N a pumpald lemma szerinti
konstans. Legyen M egy N-nél nagyobb primszam (ilyen van, mert végtelen sok prim-
szam van). Vegyiik a w = a” € L szot, ekkor |w| > N. Tetszbleges olyan w = wiwyws
felbontésra, amelyre |[wiwy| < Néswp &, wy = a valamilyen 1 <i < N-re. Ekkor pedig
wiwhlwsy = MM = GME+D ¢ [ ami ellentmondds, igy L nem regularis.

3.8.5. Feladat.
1. L=X%*, ekkor Com(L) = X£* is regularis.
2. L={u€{a, b}*: |u|,=|ulp}, ekkor Com(L) = L nem regularis.

3. L ={ab}* C{a, b}*. Ekkor Com(L) = {u € {a, b}* : |u|, = |u|p} ismerten nem regularis
nyelv.

4. L={a"b" :n> 0}U{a}*U{b}{a, b}* C{a, b}* nem regularis nyelv (hiszen LN {a}*{b}* =
={a"b" : n > 0}, ami ismerten nem regularis, viszont Com(L) = {a, b}* regularis.

3.8.6. Feladat. Az allitas kovetkezik abbdl, hogy minden véges nyelv reguléris és hogy a
regularis nyelvek zartak a komplementerképzésre.

3.8.7. Feladat. Ez nyilvanvald, ha L véges. Tegyiik tehat fel, hogy L végtelen.

Legyen a, a2, ... az L nemiires szavainak egy felsorolasa, és képezzik az my, my, ... sza-
mokat ugy, hogy m; az iy, ..., i; legnagyobb kozos osztdja teszdleges j > 1 esetén. Ekkor
my > my > ..., igy van olyan k, hogy mj; = my41 = . ... Legyen m = my. Ekkor L* = (a™)* —
— Lo egy véges L nyelvre. Mivel (a™)* regularis, és mivel a regularis nyelvek tartalmazzak
a véges nyelveket és zartak a halmazelméleti miiveletekre, ebbdl azt kapjuk, L* is regularis.

3.8.8. Feladat.

1. Otlet: ha M=(Q, X, 8, q,, F) felismeri L-t, akkor M=(Q, %, 8, g, F'), ahol F' a Q azon
részhalmaza, melyben pontosan azok az allapotok vannak, melyekbdl elérhetd egy F-
beli allapot, felismeri Lpfix-€t.

2. Lsuffix = (Lgreﬁx)R’ a regularis nyelvek pedig zartak a prefixképzésre (1d. el6z6 pontbéli
feladat) és a megforditasra.

3. Linfix = LprefixSuffix-

4. Legyen M= (0, 2, §, g, F) olyan véges determinisztikus automata, mely felismeri az
L nyelvet. Minden g € Q éllapotra tekintsiik azt a véges nemdeterminisztikus M’q =(0Ox
x 0, X, 8., (90, 9), {g} x F) automatat, amelyre

8,((q1, 92), @) ={(8(qy, @), 8(q,, b)) : b € T}
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tetszlleges ¢q;, ¢, € O és a € X esetén. Konnyen igazolhat6 (teljes indukcdval), hogy
ekkor tetszéleges u € X* szora és q1, ¢,, ¢, q, allapotokra akkor és csak akkor van u
hatésara atmenet a (¢, ¢,) allapotbol a (¢}, ¢5) allapotba, ha 8(q,, u) = ¢ és létezik
olyan v € X* sz0, amelyre |u| = |v| és 8(g,, v) = ¢,. Ezt felhasznalva adodik, hogy az
M; altal felismert nyelv:

L(My) ={ueX":8(qp,w) =g, Iv(Iv|=|ulA8(q.v) € P)}.

gy
Lyar = L(M))
q€Q

regularis nyelv.

5. Megoldas Legyen M = (Q, X, 6, q, F) olyan véges determinisztikus automata, mely
felismeri az L nyelvet. Jelolje S az M transzformaciés monoidjat. Képezziik az

M =(QxP(S), %, 8, (g9, 50), F)

véges determinisztikus automatat, ahol P(S) az S hatvanyhalmaza és tetszéleges X C S
€sa € ¥ esetén

8'(q, X) = (8(¢, a), X*).

Itt X2 = {fg : . g € X} az X-beli fiiggvényekbdl képezheté O — O osszetett fiiggvények
halmaza. Tovéabba S a betlik altal indukalt transzformécidk halmaza, tehategy f: O— QO
figgvény akkor ¢és csak akkor van Sp-ban, ha Iétezik olyan a € X, hogy f(q) = 8(q, a)
minden g € Q allapotra. Végiil F az 6sszes olyan (g, X) € O x P(S) rendezett parbol all,
hogy 1étezik olyan f € X, amelyre f(q) € F.

Legyen tetszéleges n > 1 esetén S, az 0sszes olyan f': O — Q leképezés halmaza,
amelyhez létezik M-ben f-et indukald 2" hosszu szo. (Ez 6sszhangban van a fent be-
vezetett Sp jeloléssel.) Konnyii belatni teljes indukcioval, hogy tetszéleges u € ¥ * szora
8'((49, S0), u) = (8(qg. 1), Sju)- Ez azon mulik, hogy Sj,q =S}, mindenu € £* ésae T
esetén. Ezt felhasznalva: u € L(M') akkor és csak akkor, ha létezik olyan f€ S}, amelyre
f(6(qq,u)) € F,azazhaue L.

6. Legyen M= (0, X, 8, q, F) olyan véges determinisztikus automata, mely felismeri az
L nyelvet. Jeldlje S az M transzformacioés monoidjat, és tetszoleges u € X *-ra jelolje §,
az u altal indukalt leképezést. Képezziik az

M = (QXP(S) XP(S)’ Ev 8’ (QO’XO’ YO)’F/)
véges determinisztikus automatat, ahol

§'((¢. X, V), a) =8((q.a), X, Y)
X’:UBb:be ¥}
Y ={fghd,:feX, g hecY. bec X},
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Xo =Yy ={8} és I az Osszes olyan (g, X, Y) rendezett hArmasbol all, amelyre 1étezik
olyan f'€ Y, hogy f(q) € F.

Legyen minden n > 1-re (az n = 0 esetén bevezetett jeldlés kiterjesztéseként)

X,={8,:ueX* |ul=n}
Yo={8u:uex* |ul=n?).

Ekkor tetszdleges u € £* esetén

5/((QO’X0» YO)’ u) = (S(CIOa U), )(|u|’ Y|u|)

Ennek felhasznalasaval konnnyen adodik, hogy L(M') = L'.

3.8.13. Feladat. Otlet: ha egy bal- vagy jobblinearis nyelvtanban minden jobboldalt megfor-
ditunk, akkor az eredeti nyelv megforditottjat generaljuk. A regularis nyelvek osztalya pedig
zart a megforditasra.

3.8.14. Feladat. A G=({S}, {a, b}, {S— aSh, S— ¢}, S) linearis nyelvtan altal generalt {a"b"
: n > 0} nyelv a pumpal6 lemma szerint nem regularis, igy nem is generalhatd jobblinearis
nyelvtannal.

3.9.6. Feladat. Olyan L C {a, b}* nyelvet keresiink, melyre v; az adott v relacio. A szintak-
tikus jobbkongruencia definicidja szerint uvyv pontosan akkor all fenn, haux €e L <& vx € L
tetsz6leges x € {a, b}* szavakra, specialisan x = ¢-ra is. Tehat csak olyan L nyelv johet szoba,
melyet a fenti v felbont (vagyis mely eldall v osztalyainak egyesitéseképpen), ez, ha v indexe
k, 6sszesen 2% darab szobajévé nyelvet ad. Mivel tetszéleges L nyelv esetén vy = vz, elegen-
d6 21 nyelvet megvizsgalni. Egy-egy nyelv vizsgalatakor pl. eljarhatunk ugy, hogy felirjuk
minimalis automatajat; ha annak allapotszdma megegyezik v indexével, akkor a nyelv szin-
taktikus jobbkongruenciaja épp v, ha pedig nem (ekkor kisebb lesz), akkor v, bévebb, mint v.
Jelen esetben & = 3, a lehetséges 22 = 4 szObajové nyelvet egyenként megvizsgaljuk :

1. L=f esetén L minimalis automatdjanak nem harom, hanem egyetlen allapota van. (Ezzel
L ={a, b}*-ot is kizartuk.)

2. L ={e} esetén L minimalis automataja kétallapotu lesz, ez sem jo. (Ezzel L = {a, b}*-t
is kizartuk.)

3. L={ax:x € ¥*} minimalis automatéaja harom allapotu, igy erre a nyelvre v; =v. (Ezzel
L={e}U{bx:x € ¥*}-rais belattuk ezt.)

4. Végiil, L = {bx : x € ¥*} minimalis automataja szintén harom allapotu, erre (és komp-
lementerére) is igaz, hogy vy = v.

Osszesen tehat négy nyelv van, melyek szintaktikus jobbkongruenciaja a megadott v.

3.10.1. Feladat. First(x) =Vy (=(y+1 =x)).
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3.10.2. Feladat. Last(x) =Vy (—=(x+1 =y)).

3.10.3. Feladat.

—_—

. Vx (pa(¥) vV pp(x))

2. Va(x <x)

3. V(2 ) V) A (=00 <39)) A Bx(p, (0 V()

4, 3X(\’y(y <x—=p,M) AVy(x<y— pb(y))) ATxp, (x) A Bxpy (x)
5. (Vx(x <x)) v EIx(Vy(y <x > p)) A V(x <y— pb(y)))

6. Vxp,(x) A EIX(VxVy(x+1 =y— (xeX<-—y eX)) A (Vx(First(x) —X eX) A Vx(Last(x) —

—oceX))

7. ¥x(pa(x) \/pb(x))/\VxVy<(x+l =) = (pa(x) < pb(y)))
AVx(First(x) — p,(x) AVxLast(x) — pp(x)

8. Vx(pa(x) \/pb(x)) A EIX(VxVy(x+ I=y) > (xeX< —ye X)) /\Vx(First(x) — —x e X) A
AVx(Last(x) = x € X) AVx(x € X — p,(x))
3.10.4. Feladat. Tekintiik a kovetkezd M = (Q, £ x P(V1) x P(V2), 8, q, F) automatat:
1. O=P(V1)U{q,}, ahol g, 0 allapot;
2. q9=19;
3. F={Ink

HUV|, haHeP(h)ésHNV| =0;
4. 8(H, (a, V', V5)) =
q; egyébkeént.

Ez az (egyvégll) automata pontosan a X folotti (V7, V5)-strukturak éltal alkotott nyelvet ismeri
fel.
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3.10.5. Feladat. Legyen N = (O, X, A, g, F) az L nyelvet felismerd nemdeterminisztikus
automata, az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetiik, hogy O={1, ..., n} és hogy N-ben
nincs e-atmenet. Tekintsiik a kovetkez6 F formulat:

FN:EIXlEle...EIX,,(Vx(xeXl\/xeXz\/...\/xeXn)/\
v\ —GeXiaxeX)a

I<i<j<n

VxVy((x+1 =y) — \/ (x eXy;nyeX, /\pa(y)))/\
PEqa

Vx (First(x) — p>q<a (x € X, Ap, (x)))

vx(Last(x) > \/ x € Xp).
peF

crer

potat hozza tudjuk rendelni (a formula elsé két sora szerint az X; halmazok particidt alkotnak
u pozicioin) ugy, hogy két szomszédos pozicidhoz rendelt allapot lokalisan konzisztens az
atmenetrelacidval, az els6 pozicidhoz rendelt allapot olyan, ahova az els6 betli olvasasa utan
qo-bol eljuthat a gép és az utolso betithoz rendelt allapot egy végallapot. Ez pontosan akkor
teljesiil az u nemiires szora, ha u € L(N).

Az Fy formulat mindenképp kielégiti az iires szo. igy ha ¢ € L(N), akkor L(Fy) = L(N); ha
pedig ¢ ¢ L(N), akkor L(FyATx—(x=x+1)) = L(N).

3.11.2. Feladat. Tegyiik fel, hogy az M= (0, £, §, g, F) determinisztikus automata felismeri
az L=(a*b)*a® nyelvet. Ekkor definialjuk az n; egészeket induktiv modon a kovetkez6képpen :
legyen ng = 0 és minden i > 0 esetén tekintsiik az u =a"ba™' b . .. a"'b sz6t. Mivel ua® € L,
kell legyen olyan n, melyre gyua”™ € F; legyen n; a legkisebb ilyen n.
Ekkor M elfogadja az a"°ba™ ba™ . .. ¢ L w-sz6t, ami ellentmondas.

3.11.4. Feladat. Otlet: a korabbi konstrukcié nemdeterminisztikus automatak altal felismert
nyelvek konkatenaltjanak felismerésére itt is alkalmazhato.

3.11.5. Feladat. Otlet: a korabbi konstrukcid nemdeterminisztikus automatak altal felismert
nyelv Kleene-iteraltjanak felismerésére itt is alkalmazhato.

3.11.6. Feladat. Otlet: a korabbi konstrukcid nemdeterminisztikus automatak altal felismert
nyelvek uniojara itt is alkalmazhato.

3.11.7. Feladat. Figyelem: itt nem alkalmazhat6 a korabbi konstrukcid, mert ahhoz determi-
nisztikussa kellett tegyiik az automatat, amit w-nyelvek esetén nem tehetiink meg.

3.12.1. Feladat. Alkalmazzon indukciot |y| szerint.

3.12.2. Feladat. Alkalmazzon indukcidt |y| szerint.
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3.12.3. Feladat. El8szor is A, hossztarto, hiszen tetsz6leges p € O-ra A,(¢) = ¢, innen a sz
hossza szerinti indukciot alkalmazhatunk annak megmutatasara, hogy A, hossztart6 leképezés
minden p € Q allapotra.

Masodszor, tetszoleges x, y szavakra A, (xy) = A4(x)Agx(y), ahol A4, csak g-tol €s x-t6l fiigg.

3.12.4. Feladat. Hasonldan az el6z6hoz.

3.12.5. Feladat. Legyen « : ¥* — A™ automata leképezés, M = ({ay : x € ¥}, X, A, 5, 1),
ahol § (o, a) = ayy és A(ay, a) = ac(a).

Azt allitjuk, hogy ekkor tetszéleges x-re M «,-ben (mint allapotban) a,-et (mint leképezést)
indukalja. Ehhez elég megmutassuk, hogy A, () =, (y) minden y € ¥*-ra, amihez |y| szerinti
indukciot alkalmazunk. Valoban, y=¢ esetén Ay, (¢) =€ =0, (y) és ha y=)'a, ahol a € £, akkor
ra, (V@) =g (V )Aaxy, (a) = () oty (@) = o (y'a). Tehat a-t M az o, allapotban indukalja.

3.12.6. Feladat. Az el6z6 feladat konstrukcioja egy véges Mealy gépet ad ebben az esetben.

3.12.7. Feladat. Legyen g a megadott Mealy gép azon allapota, melyre A, = . Tudjuk, hogy
ay a gx allapotban indukalt leképezés tetszéleges x € X* esetén, igy ha véges sok allapot van,
azok természetesen csak véges sokféle leképezést indukalhatnak, igy {o, : x € £*} is véges
lesz.
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4. fejezet

Kornyezetfuggetlen nyelvek

4.1. Elméleti osszefoglalo

4.1.1. Definicié. Kornyezetfiiggetlennek neveziink egy G = (V, X, R, S) generativ nyelvtant,
ha R minden szabalya A — w alak(, ahol4 € V,w e (VUX)*.

4.1.2. Definicié. Kornyezetfiiggetlen nyelvnek neveziink egy L C ¥* nyelvet, ha van olyan
G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amely generalja az L-t, vagyis L = L(G).

4.1.3. Definicid. Legyen G=(V, X, R, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Baloldali (jobbol-
dali) levezetésnek, vagy derivacionak neveziink egy ug = u; = - - - = u, levezetést G szerint,
ha minden i < n esetén u;41 Ugy all eld, hogy u;-ben balrdl (jobbrol) az elsé nemterminalist
helyettesitjiik egy rd vonatkozo szabaly jobb oldaldval.
Baloldali levezetés jelolése:

U) = U] =>] -+ - = Up, VAZY U =] Up.
Jobboldali levezetés jeldlése:

U) =y U] =y - - =>p Uy, VAZY UY = Up.

G feletti derivacios fanak nevezziik az olyan véges, irdnyitott, rendezett fat, melynek cstcsai
a VU X U{e} halmaz elemivel cimkézettek gy, hogy valahanyszor egy cstcs ¢és leszarma-
zottjainak cimkéi rendre X, X1, ..., X, (n > 1), mindannyiszor X — X ...JX, € R. Tovabba
minden levél csucs cimkéje a ¥ U{e} halmazban van és ha egy csucs valamely leszdrmazottja
¢-nal van cimkézve, akkor a csucsnak egyetlen leszarmazottja van. Ha a gyokércsucs cimkéje
X, akkor azt mondjuk a derivacios fa X-bdl indul. A derivécios fa levelei cimkéinek sorozata
a derivacios fa hatara vagy frontja. A t derivacios fa frontjanak jelolése fr(¢).

4.1.4. Allitas. Legyen G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, X € VU X, u € T*.
X=>, u akkor és csak akkor teljesiil, ha Iétezik X-bol indul6 derivacios fa, melynek frontja u.

4.1.5. Kovetkezmény. Legyen G = (V, X, R, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Ekkor tet-
szOleges u € X* sz0 esetén az alabbi allitasok ekvivalensek:

e uecL(G)
o S=*u
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o S :>?< u
e |étezik olyan S-bdl induld derivacios fa G felett, melynek frontja az u szo.

4.1.6. Definicio. Egy G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant egyértelmiinek neveziink,
ha minden u € L(G) sz6hoz pontosan egy baloldali levezetés 1étezik az S-bdl.

4.1.7. Definicié. Egy G = (V, X, R, §) kornyezetfliggetlen nyelvtant e-mentesnek neveziink,
ha R nem tartalmaz 4 — ¢ alaku szabalyokat, ahol 4 € V, kivéve esetleg az S — ¢ szabalyt.
Ha § — & € R, akkor S nem fordul el6 semelyik R-beli szabaly jobb oldalan.

4.1.8. Allitas. Tetsz6leges G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté olyan e-mentes Gy
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G1) = L(G).

4.1.9. Algoritmus. G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz az ekvivalens G| =
= (M1, £, Ry, S1) e-mentes nyelvtan meghatarozasara.

1.1épés: H={4 € V| A =" ¢} meghatarozasa a kovetkez? iteracioval:
Hi={4deV|A— ¢€R}
Hiy1= HiU{Ade V|34 — o eR, hogy a € H}}.
Az iteracio befejezodik, ha H;,| = H; és ekkor H = H;.
2.1épés: A G| =(V1, 2, Ry, S1) definidlasa a H ismeretében:
R={A— a|aeésI4d— o €R, hogy « eldall az o’-bél

ugy, hogy toroljiik beldle a H-beli nemterminalisok 0 vagy
tobb elofordulasat}.

Ha S¢ H, akkor S; =S,V =VésR; =R,
ha S € H, akkor S| egy (j nemtermindlis, /'y = VU{S|} és R = R'U{S| — S| ¢}.
4.1.10. Definicio. Tetszéleges G=(V, X, R, S) nyelvtant ldncszabdlymentesnek neveziink, ha

R-ben nem fordul el6 4 — B alaku szabaly, ahol 4, B € V. Az A — B alaku szabalyokat
lancszabalyoknak nevezzik.

4.1.11. Allitas. Tetsz6leges G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhat6 olyan Gy lancsza-
balymentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L(Gy) = L(G).

4.1.12. Algoritmus. G = (V, £, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtannal ekvivalens G; =
=(V, X, Ry, S) lancszabalymentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan meghatarozasara.

1. 1épés: Minden 4 € V-re meghatarozzuk a V4 ={B € V| A =* B 10gy, hogy csak lancsza-
balyokat alkalmazunk a levezetésben} halmazt.

2.1épés: Az Ry halmaz megkonstruédlasa:

Ri={Ad— a|AeV,IB— acRhogyBeV ésa ¢V}

4.1.13. Allitas. A lancszabalymentesitd algoritmus megérzi a nyelvtan jobblinearis és e-
mentes tulajdonsagat.
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4.1.14. Definicio. Legyen G = (V, X, R, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Az A € V nemterminalist termindlonak nevezziik, ha van olyan w € £*, melyre 4 =* w.
Az X € (VUX) szimbbolumot elérhetonek nevezziik, ha vannak olyan «, 8 € (VU X)* szavak,
melyekre S =* aXp.

Az X € (VUZX) szimbolumot haszndlhatonak nevezziik, ha vannak olyan x, y, z € ¥* szavak,
melyekre § =* xXz =* xyz.

A Gy =V, ,R1,8)1) ésa Gy =(V2, X, Ry, $») nyelvtanok ekvivalensek, jelben G| = G, ha
L(Gy) = L(G2).

4.1.15. Allitas. Legyen G egy olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L(G) #. Ekkor meg-

adhato6 olyan G’, G-vel ekvivalens kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melynek minden szimbdluma
hasznalhato6 és L(G') = L(G).

4.1.16. Algoritmus. A 4.1.15. allitdsban megadott tulajdonsagi G = (V, X, R, S) nyelvtannal
ekvivalens G' = (V, ¥/, R’, S) nyelvtan meghatdrozasa:

1.1épés: G| = (V1, X, Ry, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan meghatarozasa, melyre teljesiil,
hogy L(G1) = L(G) és minden nemterminalisa terminalo.
V1 meghatarozéasa az alabbi iteracioval:

H ={4eV|34— weR,aholwe X*}
Hiy1= HU{A€ V|34 — a €R,ahol x € (H;UX)*}.

Az iteracio befejezddik, ha H;y 1 =H; és ekkor V1 =H;. R| az 0sszes olyan R-beli szabalyt
tartalmazza, melyben csak (V] U X)-beli jelek szerepelnek.

2.1épés: G, = (V2, Xa, Ry, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan meghatarozasa, melyre teljesiil,
hogy L(G>) = L(G1) és Ga-ben minden X € (V> U ¥5) szimbdlum elérhetd.
V> és ¥y meghatarozasa az alabbi iteracioval:

Ky = {S}
K1 = K;UX e (VUS) |34 — aXB € Ry, ahol A € K;, o, B € (V] UT)*).

Az iteraci6 befejezddik, ha K1 = K; és ekkor V, = V1 NK;, ¥y = X NK;. Ry az 0sszes
olyan Ri-beli szabalyt tartalmazza, melyben csak (VU X,)-beli jelek szerepelnek.

4.1.17. Definicid. Legyen G = (V, X, R, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és legyen 4 €
€ V. G-ben az A nemterminalist kozvetleniil balrekurzivnak nevezzilkk, ha 4 — Aa € R va-
lamely @ € (VU X)* esetén. G-ben az 4 nemterminalist balrekurzivnak nevezziik, ha 4 =7
=% Ao valamely @ € (VU X*) esetén. A G nyelvtant balrekurzivnak nevezziik, ha legalabb
egy nemterminalisa balrekurziv.

4.1.18. Allitas. Legyen G = (V, =, R, S) egy kormyezetfiiggetlen nyelvtan, o, 8 € (VU X)*,
BeVésA— aBp € R. Legyenek az R-beli B baloldalu szabalyok B— y1 | ... | yu,n> 1.
Legyen R = (R— {4 — aBBHUA — ayiB| ... | ayuB} és G = (V, %, R, S). Ekkor
L(G") = L(G). (1. tipusu transzformdcid)
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4.1.19. Allitas. Legyen G = (V, =, R, S) egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan, legyen 4 € V koz-
vetleniil balrekurziv és az A baloldalu szabalyok legyenek A — Aoy | ... |Aa, | B1] --- | Bms
ahol By, ..., B egyike sem kezdddik 4-val. Legyen ekkor a G| = (V1, X, Ry, S) az a kornye-
zetfliggetlen nyelvtan, melyre

V1= VU{4'}, ahol A" & (VU X) egy ij nemterminalis,

Pi= (P—{Ad— daj | ... | day)Uid — Bid | ... | Bud Y UL — aid'| ... | apd'}U
Ufd' — ay | ... | ay).

Ekkor teljesiil, hogy L(G1)=L(G) és G1-ben 4 nem kozvetlentiil balrekurziv. (2. tipusu transz-
formacio)

4.1.20. Allitas. Tetszoleges G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhat6 olyan G’ nem bal-
rekurziv kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G') = L(G).

4.1.21. Algoritmus. Az allitasban leirt tulajdonsagu G’ nyelvtan megkonstrualasa G ismere-
tében.

1.1épés: A 2. tipusu transzformaciok alkalmazasaval megkaphat6 olyan nyelvtan, melyben
mar nincsenek kozvetleniil balrekurziv nemterminalisok.

2.1épés: Haaz 1. Iépés utan a kapott nyelvtan balrekurziv, akkor van olyan 4 nemterminalis,
hogy az A baloldala szabalyok 4 — vy | ... | yu, ahol y1, ..., y, egyike sem kezd6dik
A-val, és mivel A =% Aa, ezért 3B — AP szabaly, ahol B A. Ekkor alkalmazzuk az
1. tipust transzformaciot minden B — Ap alakl szabdly torlésére, mellyel elérheto,
hogy A-ban mar nem lesz kozvetleniil balrekurziv a nyelvtan. Amennyiben a 2. [épés
utan a nyelvtanban kozvetleniil balrekurziv nemterminalisok jelennének meg, akkor az
algoritmust az 1. lépéssel folytatjuk.

4.1.22. Definicié. Egy G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant Chomsky normalforma-
junak nevezziik, ha R minden szabalya A — BC vagy A — a alaku, ahol4,B,CeV,a€ X,
kivéve esetleg az S— ¢ szabalyt, de ekkor az S nem szerepelhet semelyik R-beli szabaly jobb
oldalan.

4.1.23. Allitas. Minden L C ©* kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan generalhaté Chomsky normal-
formaj nyelvtannal.

4.1.24. Algoritmus. G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtannal ekvivalens G’ =
=(V, 2, R, S) Chomsky normalformaji nyelvtan megadasa.

1.1épés: A G nyelvtannal ekvivalens G| e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan megadasa.

2.1épés: A G| e-mentes nyelvtannal ekvivalens G, lancszabalymentes kornyezetfiiggetlen
nyelvtan megadasa.

3.1épés: A G, nyelvtannal olyan ekvivalens G3 e-mentes, lancszabalymentes kornyezetfiig-
getlen nyelvtan megadasa, melynél a szabalyok 4 — a, S» — ¢ vagy 4 — « alakuak,
ahol o € V* és |a| > 2.
Legyen G, = (V2, X, Ry, $7), ekkor Gz = (V3, X, R3, $?), ahol
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Vi= VoU{X,|ae X} és

Ry={A— a|A— a€Ryésa BCvagya,ahol B,CeV, ac X vagy A=95>, a=¢}U
U{X,— alaeZ}U{d— B’ | J4— BER,, ahol B&XU{e} és B’ elball a B-bol tgy,
hogy minden benne eléforduld a termindlist helyettesitjiik az X, nemtermina-
lissal}.

4.1épés: A G3 nyelvtannal ekvivalens G’ Chomsky normalformaju nyelvtan megadasa.
R’ megkonstrualasa:

— minden R3-beli 4 — «, |a| < 2 alaku szabaly R'-nek eleme;

— minden egyes A — Ap...A, €R3, n>2 szabaly esetén uj By, . .., B, nemtermi-
nalisokat vesziink fel és R'-be bevessziikk azA4A— ABy, B1— A»B>, ..., B,_2—
— A,—14, szabalyokat.

V' = V3U{az R’ megkonstrualdsa soran bevezetett ij nemterminalisok}, S’ = S,.

4.1.25. Definicio. Egy G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan Greibach normalformaju,
ha R-ben minden szabaly S — & vagy 4 — ac« alak, ahol a € X és o € V™.

4.1.26. Allitas. Minden G kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhat6 olyan G’ Greibach nor-
malformaju kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre teljesiil, hogy L(G") = L(G).

4.1.27. Algoritmus. A G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan ismeretében a G-vel ek-
vivalens G'=(V', £, R, §') Greibach normalformaji kornyezetfiiggetlen nyelvtan megadasa:

1. 1épés: A G nyelvtannal ekvivalens G1=(V1, X, Ry, S1) e-mentes, ldncszabalymentes, nem
balrekurziv kérnyezetfiiggetlen nyelvtan megadasa.

2. 1épés:
— Legyen < C V'x Vegy olyan parcialis rendezés a V elemei kozott, melyre teljesiil,
hogy VA, B € V-re A < B < Ja € V¥, hogy A =" Ba.

— Megadunk V elemei kozott egy olyan 41, A», . . ., 4, lineéris rendezést, amibe a <
parcialis rendezés beagyazhato.
— A Gy nyelvtan atalakitasa az alabbiak szerint egy G, nyelvtanna:
minden i-re, ahol 7 értéke valtozik n-tdl 1-ig
minden j-re, ahol j értéke valtozik i+ 1-t6l n-ig
minden 4; — Ajo szabalyra végrehajtjuk az 1. tipusu
transzformaciot az 4; — y1 | ... | yu szabalyokkal,
ahol y1, ..., ym az Aj-re addig kialakult 6sszes alternativa.

A 2. 1épés eredményeként el6allo Gr=(V7, X, Ry, S1) nyelvtanra teljesiil, hogy L(G») =
=L(G)) és Ry-ben a szabalyok S| — & vagy A — ac« alaktiak, aholae X ésa e (VUX)*.

3.1épés: A G, nyelvtan ismeretében a G' = (V', ¥, R, S1) nyelvtan megadasa:

V' = V1U{X, | a € £}, ahol X,-k 0j nemterminalisok,
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R’ szabalyai:

Ha S| — ¢ €Ry,akkor S| — ¢ R/,
ha 4— aXi...X, €Ry, akkor4 — aX;...X, € R, ahol

v | X haXien
il X, haX;=ae X,

mindena € X-raX, — acRk.

4.1.28. Definicio. Veremautomatanak neveziink egy M=(Q, ¥, I, 8, q, Zo, F) rendszert, ahol

QO egy véges, nemiires halmaz, az dllapotok halmaza;
3 egy véges, nemiires halmaz, az input abéce;
' egy véges, nemiires halmaz, a verem abéceé;

§: Ox X, xI'e = P(QxT*) az atmenetfiiggvény, ahol £, =X U{e}, ', =T"'U{e}, §(q, a, Z)
véges minden g € Q,a € ., Z € ', esetén;

q0 € Q akezddallapot;
Zy € I' averem kezddszimbolum ;

F C Qavégallapotok halmaza.

Verematutomata reprezentalhato cimkézett, iranyitott graffal az alabbiak szerint: a graf csucs-
pontjai O elemei, a kezddallapot a csiicsba mutato nyil, a végallapotokat korvonal jeloli, egy
g cstcsbol g’ csuesba akkor és csak akkor vezet a, Z — a cimkéjii €1, ha (¢, ) € §(q, a, Z),
aholae X,, ZeTl',,a € T'*.

4.1.29. Definicio. Legyen M = (Q, X, T, 68, q¢, Zo, F) egy veremautomata. Ekkor a C = O x
x ¥* x I'* halmaz az M konfigurdcioinak halmaza.

A F ) € C x C konfigurdcios atmeneti relaciot a kovetkezoképpen definialjuk: tetszéleges
p,q€EQ,aeX, , weX*, Zel,,a, y eT*ra: (¢, aw, Zy) F y(p, w, ay) akkor és csak akkor,
ha (p, «) €d(q, a, Z). (Ha egyértelmii, hogy melyik veremautomata konfiguracios atmenetérol
beszéliink, akkor |,/ helyett a - jelolést alkalmazzuk.) A - relacio reflexiv, tranzitiv lezartjat
F* jeloli.

4.1.30. Definicio. Legyen M = (Q, X, T, 8, qq, Zo, F) egy veremautomata. Az M veremauto-
mata altal végallapotokkal felismert nyelven az

LiM)={we X" | (g9, w,Zo) F"(q, €, y) valamely g € F-re és y € I'*-ra}

nyelvet értjiik.
4.1.31. Definicio. Legyen M = (Q, X, T, 8, q(, Zo, I) egy veremautomata. Az M veremauto-
mata altal iires veremmel felismert nyelven az

Lg(M) ={w e X% | (g9, w, Z0) F*(q, &, €) valamely q € Q-ra}

nyelvet értjiik. (Ilyenkor F-nek nincs szerepe.)
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4.1.32. Allitas. A veremautomatakkal végallapotokkal felismerhetd nyelvek osztilya meg-
egyezik a veremautomatakkal iires veremmel felismerhetd nyelvek osztalyaval.

4.1.33. Megjegyzés. Az eddigi veremautomata definici6 modosithatd a kifejezd erejének
megdrzése mellett ugy, hogy

— minden 4tmenetnél a verem tetején levd szimbdlom kiolvasasra kertil;

az atmeneteknél a verembe pontosan egy szimbolum beirasa torténik ;

végallapotokkal felismerd veremautomata kezdeti verem tartalma iires;

egyetlen elemii a végallapotok halmaza.

4.1.34. Allitas. Minden kérnyezetfiiggetlen nyelv felismerhet$ veremautomataval.

4.1.35. Médszer. A G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan ismeretében az M =
=(0, X, 1,4, qy, Zy, F) veremautomata megadasa, melyre L(M) = L(G).
Legyen O =1{qy. 9. g/}, F={qs}, T = VUZ U{Z}

(q,5Zy) hap=gqgg,a=¢e,Z=2

(g, @) hap=qg,a=¢,Z€VésZ—>aeR
(g, ¢€) hap=q, a,Ze X ésa=27

(qp€) hap=gq,a=eésZ=1.

8([7, a?Z):

4.1.36. Allitas. Minden veremautomataval felismert nyelv kornyezetfiiggetlen.

4.1.37. Médszer. Az M = (Q, X, 1,6, qy, Zo, F) veremautomata ismeretében egy G =
= (V, £, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan megadasa, melyre L(G) = Ly(M). Az M-1dl fel-
tessziik, hogy minden atmenetnél a verem tetejét kiolvassa. Legyen S egy 0j szimbolum, vagy-
isSZVUXUll), V={S}U{lgZr]l | q,r € O, Z € T'}, R legyen a legsziikebb olyan halmaz,
melyre az aldbbiak teljesiilnek:

— minden ¢ € Q-ra legyen S — [gyZoq] € R;

— minden g € Q, a € ¥,, Z € I'ra ha (sg,Z...Zx) € 8(q,a,Z) (ahol 59 € O, k >
> 1, Z1...,7Z; € T'), akkor minden s1,...,st € Q sorozatra legyen [gZsi] —
— alsoZ1s1]...[Sk—1Zksk] € R;

— mindenqg € Q,a € X, Z € I'ra, ha (so, €) € §(q, a, Z), akkor legyen [gZsg] — a € R.

4.1.38. Kovetkezmény. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya megegyezik a veremautoma-
takkal felismerhet6 nyelvek osztalyaval.
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4.1.39. Definicio. Az M = (0, £, T, 8, q¢, Zo, I) veremautomata determinisztikus, ha
1. |6(q,a,Z)| <1mindeng € Q,a € ., Z € I', esetén,
2. had(q, ¢, Z) ¥, akkor §(q,a,Z) =@ minden g € Q,a € X, Z € I', esetén,
3. haé(q, a, ¢) 0, akkor 6(q, a, Z) =@ minden g € O, a € ¥., Z € T esetén.

4.1.40. Lemma. (Pumpalo lemma kérnyezetfiiggetlen nyelvekre.) Legyen L C X* tetszOleges
kornyezetfiiggetlen nyelv. Ekkor van olyan (L-t6]1 fiiggd) p > 1 egész szdm, hogy minden w €
€ L esetén, ha |w| > p, akkor vannak olyan u, v, x, y, z € ¥* szavak, melyekre az alabbiak
teljestilnek :

1. w=uvxyz

2. lwyl<p

3. v >0

4. Vi > 0-rauw'xy'ze L.

4.1.41. Allitas. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart a regularis miiveletekre, vagyis
ha Ly, L, € ¥* kornyezetfliggetlen nyelvek, akkor L1 UL;, L1L;, (L1)* kdrnyezetfliggetlen
nyelvek.

4.1.42. Allitas. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya nem zart a metszetre, a komplementer
képzésre.

4.1.43. Allitas. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart a regularis nyelvekkel vald met-
szetre, vagyis ha L kornyezetfiiggetlen nyelv és R regularis nyelv, akkor LN R kornyezetfiig-
getlen.

4.1.44. Allitas. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart a behelyettesitésre.

4.1.45. Allitas. A kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalya zart a homomorfizmusra és az inverz
homomorfizmusra.

4.2. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok

4.2.1. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, T, X}, X = {a, b},

R={S— aTb | bTa
T— XTX|X]|e
X— a|b}.

1. Igaz vagy hamis: T= T;
2. Igaz vagy hamis: T=* T,

3. Igaz vagy hamis: S =* ¢;
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4. Igaz vagy hamis: L(G) elemei az egy hosszisagu szavak ;

5. Igaz vagy hamis: 7-bdl levezethetd szavak halmazat az (a+b)* regularis kifejezés defi-
nialja;

6. Igaz vagy hamis: L(G)-t az a(a+b)*b+b(a+b)*a regularis kifejezés definialja.

7. Adjon meg olyan G’ jobb-linearis nyelvtant, melyre L(G') = L(G) !
) g J

4.2.2. Feladat. Legyen G= (V, X, R, S), ahol V'={S, 4}, ¥ ={a, b, c},

R={S— abSha | A
A— cAc| cc}.

1. Bizonyitsa be, hogy a w = (ab)2c2(ba)? € L(G)!
2. Adja meg L(G)-t!

4.2.3. Feladat. Legyen G=(V, X, R,K), ahol V=K, T, F}, ¥ ={a, b, *, +, (,)},

R={K— K+T|T
T— TxF|F
F— (K)|a]| b}

Bizonyitsa be, hogy w= (a*xa+b+a)xbx(a+b) € L(G)!

4.2.4. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, £ ={a, b, c},

R={S— a|AB
A— b|aC
B— Cle¢
C— cC|AB}

és legyen w=acbh®. Adjon meg a w szohoz két kiilonbdzé S gydkert derivacios fat és baloldali
levezetéseket az S-bol kiindulva!

4.2.5. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, ¥ ={a, b},

R={S— aB | b4
A— al|aS|bAA
B— b|bS|aBBj}.

Legyen wy = aabb, wy = babbaa, wiz = aaabbabbba.
Adjon meg a fenti szavakhoz S-bdl induld
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1. baloldali levezetést,
2. jobboldali levezetést,

3. derivacios fat!

4.2.6. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, ¥ ={a},

R={S— ABS| AB
A— ad|a
B — bA}.

Az alébbi szavak koziil melyek vannak L(G)-ben? Allitasat indokolja!
1. aabaab,
2. aaaaba,
3. aabbaa,

4. abaaba.

4.2.7. Feladat.
1. Adja meg a 4.2.6. Feladatban szereplé G nyelvtan éltal generalt nyelvet!

2. Adjon meg G-vel ekvivalens G’ jobb-linearis nyelvtant!

4.2.8. Feladat. Legyen G = ({S}, {a}, {S— SS|a},9).
1. Igazolja, hogy G nem egyértelmii!

2. Hatdrozza meg L(G)-t!

4.2.9. Feladat. Hatarozza meg az alabbi nyelvtanok altal generalt nyelveket!
1. Gi1={S}, {a,b},{S— aSa|bSh|¢e},S)
2. G2 =({S},{a, b}, {S— aSa | bSb | a| b}, S)

98]

. G3=({S}, {a, b}, {S— aS|Sbh|a},S)
4. G4=({S},{a,b},{S— aSa | bb|c},S)

W

. Gs=({S}, {a, b}, {S— aS|Sh|a]|SS},S)
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4.2.10. Feladat. Legyen G = ({S, 4, B}, {a, b}, R, S), ahol
R={S— ABA
A— a|bb
B— bS| e}
Adja meg L(G)-t!

4.2.11. Feladat. Legyen G = ({S, 4, B}, {a, b}, R, S), ahol
R={S— aSa|bSh| A4
A— aBb | bBa
B — aB | bB | ¢}.
Adja meg L(G)-t!

4.2.12. Feladat. Adjon meg olyan kornyezetfliggetlen nyelvtanokat, melyek az alabbi nyel-
veket generaljak!

1. {a"b" | n>0};
{a"b" | n > 0};

{@"b*" | n > 0};

v N

{@"b™ | n < m};
{a"d"™ | n < 2m};
{a"b" | 2n > m};
{a"b" | m <n<2m};
{a"b"™ | n m};

(@b | n = 0};

o ® =2

10. {1532 | 5 > 0):
11. {a"by |y € (a™b)", m> 1},

12. {a"b*c" | n, k> 0};

13. {d"b"c* | n k,m > 0};

14. {a"b"ck | n,m, k> 0ésn=kvagy m=k};
15. {a@"b"ck | n,m, k> 0ésn mvagy m k};
16. {a"b" ™™ | n,m > 0};

17. {a"b"™™c™ | n,m > 0};

18. {d"b" X | k> n+m, n,m>0};
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19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.

(@b | k<n+m, n,m=>0};
(@b | k n+m);

{a"b"cP | m+2n=p};

{a"b"cP | m+2n > p};

{a"b"a™b™ | n,m > 0};

{a"b"a"b" | n, m > 0};

{@"b*a"b" | k m,n > 0};

{@"b"™"a" | m,n > 0} U{a"b" | n > 2};
(ww® | w e {a, b}*};

{we{a, by |w=wk};

{w € {a, b}* | w barmely prefixében legalabb annyi a betli van, mint b} ;

{wela, by | Iwla=Iwlp};
{wela, b} [ Iwla < [wlp};
{wefa, b} | Iwla Wlp};

{uw € {a, b} | u w};

{wefa, by | 2lwla = wlp};
{wela, b} | Iwlp =2|wla+3};

{a"b"Pd? | m+n=p+q};

{wix | w, x € {a, b})*, wR az x-nek prefixe} ;

#y | x,y €l{a, b} ésx y};
{uacvb | u, v € {a, b}* és |u| = |v|};
{wiwR | w € {a, bYT}*;

(uB#v | u, v € {a, b}*, uav-ben részszod};

{(t®#v | u, v € {a, b}*, uav-nek részsorozata}'.

YAZu=uy ... uy részsorozata vagy szétszort részszava a v = vq

Vi, =u minden 1 </ < k esetén.
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4.3. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok ekvivalens atalakitasai,
normalformak

4.3.1. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C, D}, ¥ ={a, b},

R={S— C|D
B— CS|b
C— aD|bS|b
D — CD | Da}.

Adjon meg olyan G’ nyelvtant, melynek minden szimboluma hasznalhato !
4.3.2. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, ¥ ={a, b},
R={S— bCB | bBB | abD
A— ADb | bD
C— bBc|aCB

D— DD|Ch|e).

1. Adjon meg olyan G-vel ekvivalens G’ nyelvtant, melynek minden szimboluma hasz-
nalhato!

2. Adjameg L(G)-t!

4.3.3. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, ¥ ={a, b},

R={S— AB|CA
A— a
B— BC|AB
C— aB | b}.

1. Adjon meg olyan G-vel ekvivalens G’ nyelvtant, melynek minden szimboluma hasz-
nalhato!

2. Adja meg L(G)-t!
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4.3.4. Feladat. G=(V, I, R, S), ahol V={S, 4, B, C, D, E, F}, ¥ = {a, b, ¢},

R={S— AC|BS|B
A— ad|aF
B— CF|b
C— cC|D
D— aD|BD|C
E— aAd | BSA
F— bB | b}.

Adjon meg olyan G-vel ekvivalens G'=(V, {a, b, ¢}, R', S) nyelvtant, melynek minden szim-
boéluma hasznalhat6!

4.3.5. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, £ ={a, b, c},

R={S— ACA
A— ada |B|C
B— bB|b
C— cC|e}.

Adjon meg G-vel ekvivalens e-mentes G' = (V/, {a, b, ¢}, R, S) nyelvtant!

4.3.6. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, ¥ = {b},

R={S— ABC
A— BB|e¢
B— CCl|4
C— AA| b}.

Adjon meg G-vel ekvivalens, e-mentes G| nyelvtant!

4.3.7. Feladat. Legyen G=(V, ¥, R,E),ahol V={E,T,T,F,F'}, X ={+, %, (,), a},

R={E— TT
T— +TT | ¢
T— FF
F— xFF | ¢
F— (E)]al}.

Adjon meg G-vel ekvivalens, e-mentes G nyelvtant!
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4.3.8. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B, C, D}, ¥ ={a, b},

R={S— B
A— AbB | BA | b
B— adB | e
C— DC|e
D— CD|e¢g}.

Adjon meg olyan G-vel ekvivalens, e-mentes G nyelvtant, melynek minden szimb6luma
hasznalhato !

4.3.9. Feladat. Adjon meg az alabbi nyelvtanokkal ekvivalens kdrnyezetfiiggd nyelvtanokat!
1. Gi=(S,4, B, C, D}, {a, b}, Ry, S), ahol

Ri={S— bB|aC
A— aAd|SB
B— C|ad
C— ¢|SBD
D — CB | SD}.

2. G2=({4, B, C, D}, {a, b}, R, §), ahol

Ry={S— bB|aCD
A— e|aD
B— BA|SD
C— DA | Da
D — AA | BBj}.

4.3.10. Feladat. Legyen G=(V, £,R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, £ ={a, b},

R={S— ASB|B
A— Aa|B
B— b|C
C— al.

Adjon meg G-vel ekvivalens lancszabalymentes G' = (V, X, R/, S) nyelvtant!

4.3.11. Feladat. Adjon meg ekvivalens e-mentes és lancszabalymentes nyelvtanokat a 4.3.6,
4.3.7, 4.3.8 feladatokban szerepld nyelvtanokhoz!
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4.3.12. Feladat. Adjon meg a 4.2.12. feladatban szerepld nyelvek mindegyikéhez csak hasz-
nalhato szimbolumokat tartalmazd, e-mentes és lancszabalymentes nyelvtanokat!

4.3.13. Feladat. Legyen G=(V, £,R,S), ahol V'={S, X, Y}, ¥ ={a, b} és
R={S— S+S|SxS|a] (S}

Adjon meg G-vel ekvivalens és nem balrekurziv G' = (', £, R/, S) nyelvtant!

4.3.14. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, ¥ ={a, b},

R={S— BB
A— Ab|a
B — Aa | BA | b}.
Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R’, S) nem balrekurziv nyelvtant!

4.3.15. Feladat. Legyen G= (V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, ¥ ={a, b},
R={S— A4]a
A— Ba|aB
B — Sb | ba}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R’, S) nem balrekurziv nyelvtant!

4.3.16. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, X, Y}, X ={a, b},

R={S— XYX|ab
X— SYS| ba
Y — XSX| b}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R, ) nem balrekurziv kornyezetfiiggetlen nyelv-
tant!

4.3.17. Feladat. Legyen G= (V, X, R, S), ahol V'={S, M, N}, ¥ ={a, b, ¢},

R={S— McN|cN|Mc|c
M— aM | a
N — bN | b}.

Adjon meg G-vel ekvivalens Chomsky-normalformaju G’ = (V, £, R', §') nyelvtant!

4.3.18. Feladat. Legyen G=(V, X,R, S), ahol V'={S, 4, B, C}, ¥ ={a, b, ¢},

R={S— aABC|a
A— ad|a
B — beB | be
C— cC|cl.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R’, §') Chomsky-normalformaju nyelvtant!
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4.3.19. Feladat. G=(V, X, R, A), ahol V= {4, B}, = = {0},

R={4— BAB|B|e
B— 00| &)

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R’, §') Chomsky-normalformaju nyelvtant !

4.3.20. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S),ahol V={S, 4, T}, £ ={+, (,), b},

R={S— ¢|4
A— T|A+T
T— b|(4)}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V, £, R, §') Chomsky-normalformaja nyelvtant!

4.3.21. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, X, Y}, ¥ ={a, b},

R={S— ¢ |aXY
X— aX|Y
Y— bY|e}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V, ¥, R’, §’) Chomsky-normalformaji nyelvtant!

4.3.22. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, ¥ ={a, b},

R={S— ¢ | ASB
A— a
B — b}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R, §') Chomsky-normalformaja nyelvtant !

4.3.23. Feladat. Legyen G= ({S}, £, R, S),ahol X ={~, D, [, ], p, q},
R={S§S—>~S|[SDS]Iplq}

Adjon meg G-vel ekvivalens Chomsky-normalformaju G' = (V', ¥, R', §') nyelvtant!

4.3.24. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, £ ={a, b},

R=1{S— bA|aB
A— bAA|aS|a
B—> aBB | bS|b).

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R’, §’) Chomsky-normalformaju nyelvtant!
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4.3.25. Feladat. Legyen G=(V, £,R,S), ahol V'={S, 4, B, C}, £ ={a, b},

R={S— BA|AbS| CC
A — BB | bA
B— e|ab
C— aB}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V, ¥, R’, §’) Chomsky-normalformaji nyelvtant!

4.3.26. Feladat. Legyen G= (V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, ¥ ={a, b},

R={S— AB
A— Ba|a
B — Ab | b}

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V, , R, §) Greibach-normalformaju nyelvtant!

4.3.27. Feladat. Legyen G = ({S}, {a, b}, R, S), ahol R={S — a | aS | aShS}. Adjon meg
G-vel ekvivalens G' = (V', ¥, R, §’) Greibach-normalformaja nyelvtant!

4.3.28. Feladat. Legyen G = (V,X,R,S), ahol V = {S}, ¥ = {a,b}, R = {§ —
— aSa | bSb | aa | bb}. Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V', £, R, S) Greibach-
normalformaji nyelvtant!

4.3.29. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V={S}, £ ={+, %, (,), a},
R={S— S+§5|S5xS|a| (5}

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V, X, R’, §') Greibach-normalformaji nyelvtant!

4.3.30. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, £ ={a, b},

R={S— A]a
A— Ba|aB
B — S| ba}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V, X, R, §') Greibach-normalformaji nyelvtant!
4.3.31. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, X, Y}, X ={a, b},

R={S— XYX|ab
X— SYS|ba
Y— XSX| b).

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V/, £, R, §') Greibach-normalform4ju nyelvtant!
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4.3.32. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4, B}, £ ={a, b},

R={S— BB
A— Ab|a
B — Aa | BA | b}.

Adjon meg G-vel ekvivalens G' = (V', £, R’, §') Greibach-normalform4ju nyelvtant!

4.3.33. Feladat. Legyen G=(V, £, R, S), ahol V'={S, 4, B}, £ ={a, b},

R={S— ASB|A|B
A— ad|a
B — bB | b}.

1. Adjon meg G-vel ekvivalens G| = (V1, X, Ry, S1) Chomsky-normélforméju nyelvtant!

2. Adjon meg G-vel ekvivalens G, = (V7, X, Ry, $2) Greibach-normélformaju nyelvtant!

4.3.34. Feladat. Legyen G=(V, X, R, S), ahol V'={S, 4}, ¥ = {a, b},

R={S— aS4|¢
A — Ab | ab}.

1. Adjon meg G-vel ekvivalens G| = (V, X, Ry, S1) Chomsky-normalformaju nyelvtant!

2. Adjon meg G-vel ekvivalens G, = (V2, X, Ry, S2) Greibach-normalformaju nyelvtant!

Egy Chomsky-normalforméra hozo feladatokat megoldassal egyiitt generald program letolt-
hetd a http ://www.inf.u-szeged.hu/ szabivan/download/cfg.jar cimr6l.

4.3.35. Feladat. Legyen G = (V, X, R, S) Chomsky-normalform4ji nyelvtan. Mutassa meg,
hogy ha S w, akkor m < 2|w|— 1.

4.3.36. Feladat. Mutassa meg, hogy minden L e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelv generalha-
to olyan G=(V, X, R, S) kdrnyezetfiiggetlen nyelvtannal, melynek szabalyai4 — a, 4 — aB
vagy A — aBC alakuak, ahol 4,B,CeV,ae X.

4.4. Veremautomatak

4.4.1. Feladat. Legyen L ={w € {a, b}* | [w|, = |wl|p}.

1. Adjon meg L-et végallapotokkal felismerd veremautomatat!
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2. Adjon meg L-et iires veremmel felismerd veremautomatat!

3. Szemléltesse graffal az 1. és 2. részben megadott veremautomatat!

4.4.2. Feladat. Legyen M = ({qy, q;, 42}, {a, b}, {4}, 8, q¢, 4. {g5}), ahol

O % I'.| O I
4o 4 € 1q A
§: g9 b A |q ¢
g1 b &g ¢
4 b A |q ¢

1. Vizsgalja meg, az alabbi szavak koziil melyeket fogadja el végallapotokkal az AM'!
1. abbb 2. aab 3. &?b* 4. a*b?

2. Adja meg az M éltal végallapotokkal felismert L(M) nyelvet!

4.4.3. Feladat. Legyen M = ({0,1,2}, {a, b}, {Zo, a}, 8,0, Zy, {1,2}), ahol

0O X I'.|Q I*
0 a e |0 a
0 ¢ e |1 ¢
6: 0 b a |2 ¢
1 ¢ a |l ¢
2 b a2 ¢
2 ¢ a |2 ¢

1. Vizsgélja meg, az alabbi szavak koziil melyeket ismeri fel végallapotokkal az M
1. b 2. a?b? 3. a®b

2. Adja meg az M altal végallapotokkal felismert LA(M) nyelvet!

4.4.4. Feladat. Adjon meg az alabbi nyelveket felismerd veremautomatéakat!
1. Ly ={a"b" | n < m};
2. Ly ={ad"b" | n > m};
3. Ly={cdcrblem i j, k,l,m=>1ésj>1};
4. Ly={d'bc*|jkési,j k> 0};
5. Ls={d'Vd*! | i,j > 0};
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6. Le=1{a"b" | 0 <n <2m};

7. L7={a"b" | 0 <n<m<2n},

8. Lg={a"b" |0 <m <n <2mj;

9. Lo={a'b/cF|i,j k> 0¢ési=j+k};

10. Lig = {w € {a, b}* | [wlp < |wla};

1. Ly ={we{a,b,c}* |0 < [wlg < [Wlp};

12. Liz={we{a,b}* |0 < |wlp < [wla < 2|Wlp};
13. L3 = {d'V | 2i 3j};

14. Lig={w € {a, b}* | 2|wl, 3|wlp};

15. Lis={d't/c* |i,j,k>0ési=jvagyi=k};
16. Lig = {wnw® | w € {a, b}*};

17. Liz={we{a, b, c}* | Iwla = |wlp vagy [wlq = [Wlc};
18. Lig = {wi#twy | wi, wa € {a, b}, wi wa};

19. Lig={w € {a, b, c}* | w barmely x prefixében |x|, > |x|, és |w|. paros}.

4.4.5. Feladat. Legyen L ={a"b" | n > 0}.
1. Adjon meg L-et végallapotokkal felismerd determinisztikus veremautomatat!

2. Adjon meg el6z6 részben definidlt veremautomata szerinti konfiguraciésorozatot, mely
bizonyitja, hogy a veremautomata elfogadja az a2h? szot!

4.4.6. Feladat. Mutassa meg, hogy az alabbi nyelvek determinisztikus veremautomatakkal
felismerhetok !

1. Ly ={cFa"cv"e™ | k1, m,n>0};

2. Ly ={a"b*" | n>0};

(98]

. Ly ={d®b" | n>0};

I

. La={ue{a, b} | lula=2|ulp};

W

. Ls={uefa, b, c}* | |ula=2lulp};

N

Le = {ucu® | u € {a, b}*};
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7. Ly = {wucu® € {a, b, c}* | w, u € {a, b}*};
8. Ly=1{a'/ct | i, j, k>0ési+k=j};
9. Lo={d'¥ |i,j>0és2i=3j};

10. Lig={d'b/c* i j, k> 1¢ési=j};

1. Ly ={d'VcF | i,j,k>16si}.

4.5. Ekvivalens atalakitasok veremautomatak és kornyezet-
fiiggetlen nyelvtanok kozott
4.5.1. Feladat. Legyen G = ({S, 4}, {a, b}, R, S), ahol R={S — adA, A — aS|bS|a}.
1. Adjon meg olyan M veremautomatat, amelyre L(M) = L(G)!
2. Bizonyitsa be, hogy a*ba*ba® € L(G)!
3. Adjon meg az 1. részben definidlt M veremautomata szerint az a>ba*ba’ szohoz olyan

konfiguracios sorozatot, amely bizonyitja, hogy a*ba*ba’ e LAM).

4.5.2. Feladat. Adjon meg veremautomatakat a 4.2.12. feladatban szereplé nyelvekhez, is-
merve a generalo kornyezetfliggetlen nyelvtanokat !

4.5.3. Feladat. Legyen L =a*b*c*—{a"b"c" | n> 0}, ¥ ={a, b, c}.
1. Adjon meg L-et generdlo kornyezetfliggetlen nyelvtant!

2. Adjon meg L-et felismerd veremautomatat !

4.5.4. Feladat. Legyen L = {a"b*" | n > 0}U{a"d" | n > 0}. Adjon meg
1. L-et general6 kornyezetfiiggetlen G = (V, {a, b}, R, S) nyelvtant!
2. L-et felismerd veremautomatat!
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4.5.5. Feladat. Adjon meg olyan G=(V, X, R, S) kornyezetfliggetlen nyelvtant, mely az M=
=(0, £, T, 6, q, Zy, ¥) veremautomata altal lires veremmel felismert nyelvet generalja, ahol
O=1{p,q}, ¥ ={a, b}, T ={%, a},

O X I', | TI*

g a Z|q aZ

g a a |q aaa
8.

g b a|p

p b aj|p

p € Zy|p

4.5.6. Feladat.

1. Adjon meg olyan G = (V, £, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant, mely az M =
=(0, £, T, 4, q, Zyp, ¥) veremautomata altal lires veremmel felismert nyelvet generalja,
ahol O={p, q}, X ={a, b}, I' ={Zy, a},

O X, I', | TI*
qg ¢ Zy|q ¢
6. q a Z() p (,ZZ()
q b a|q ¢
p a a |q aaa

2. Adjameg az 1. részben definialt M veremautomata altal iires veremmel felismert nyel-
vet!

4.5.7. Feladat. Adjon megolyan G=(V, Z, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant, mely az M=
=(0, £, T,46,0, Zy, ¥) veremautomata altal iires veremmel felismert nyelvet generalja, ahol
0={0,1}, ¥ ={a, b}, I' ={Zy, a, b},

O X I',|Q0 T~
0 e Zy| 0 ¢
0 a Zy| 0 azy
0 b Zy| 0 bz
0 a b |0 ab
0 a a | 0 aa

6: 0 a a |1 I3
0O b a |0 ba
0O b b |0 bb
0 b b |1 €
1 a a |1 €
1 b b |1 €
1 & Z() 1 &
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4.5.8. Feladat. Legyen M = ({0,1}, {a, b}, {Zo, X}, 8,0, Zy, #) veremautomata, ahol

O X I'.|o T*
0 ¢ Z |0 €
0 a« X |1 X

6: 0 b Z() 0 XZ()
0 b X |0 XX
1 a Zy| 0 2%
1 b X |1 3

1. Adjonmegolyan G=(V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant, amelyre L(G)=Lgy (M) !

2. Adjameg az Ly(M) nyelvet!

4.5.9. Feladat. Az alabbi kornyezetfliggetlen nyelvtanok ismeretében adjon meg olyan ve-
remautomatakat, melyek felismerik a nyelvtanok 4ltal generalt nyelveket!

1. Gy =V, 21, Ry, S),ahol V1 ={S,4,B,C}, ¥1={a, b, c},

Ri={S— a|AB
A— b|aC
B— Cle
C— S| AB}.

2. Gy=(V2, 22, Ry, 8),ahol V2 ={S,4, B, C}, ¥y ={a, b, c},

Ry={S— ABC
A— b|AA
B— c|BB
C— a|CC).

3. G3=(V3, ¥3,R3,5), ahol V3 ={S, 4}, ¥3 ={a, b},

R3={S— ¢|aSa|bAd
A— e | bA}.

4. G4 = V4, 24, R4, S), ahol V4 ={S, 4, B}, 34 ={a, b},

Ry={S— e|aaS|bA
A— bbA|B|e
B— ¢ | bB|aS}.
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4.6. Pumpalé lemma kornyezetfiiggetlen nyelvekre

4.6.1. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha L C ¥* olyan kornyezetfiiggetlen nyelv, melynek
minden részhalmaza is kornyezetfliggetlen, akkor L véges!

4.6.2. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi nyelvek nem kornyezetfiiggetlenek !
1. Ly ={d"b"c" | n > 0}
2. Ly={a"b"a" | n > m}
3. Ly={d'b'd |j > i)
4. Ly={dbck|i<j<k}
5. Ls={d'b'd | i <j <2i)
6. Lg ={a"b"c"d" | n,m > 0}
7. Ly={d" |i>1)
8. Lg={d”’ | p prim}
9. Lo={a? |i>0}
10. Lig={a'b” | i>0)
11. Ly = {d'V/ ¥ | k=max{i, j}}
12. Lip ={ww | w € {a, b}*}
13. L1z = {(wwf | w e {a, b}* és |w|, = [w|p)
14. Liz={wr|we{a by k> 1)
15. Lis = {wewRew | w € {a, b}*}
16. Lig={scr|s,r € {a, b}, Isla = Irlqa €s |s|p = |r|p}
17. Ly7={scr|s,r €{a, b}*, |sla = 1|rlp €s |s|p = |rla}
18. Lig={we{a,b,c}* | [wla=|wlp > [Wl}

19. Lig = {a'b* 31| i > 0}

4.6.3. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az

1. Ly = {a'b*¢ | i, j > 0} nyelv kornyezetfiiggetlen !
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2. Ly ={d'¥/c¢¥ | i,j > 0} nyelv kornyezetfiiggetlen !

3. L=L;NL; nyelv nem kornyezetfiiggetlen !

4.6.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az
1. Ly ={d'b'dd | i,j > 0} nyelv kornyezetfiiggetlen !
2. Ly ={d'bVdd" | i, J, k> 0} nyelv kornyezetfiiggetlen!

3. L=L;NL; nyelv nem kérnyezetfiiggetlen !

4.6.5. Feladat. Az alabbi nyelvek koziil melyek kornyezetfiiggetlenek ?
Allitasat igazolja!

1. L ={d'b/c* | i,j, k> 1és (2i = 3k vagy 7j = 5k)}
2. Ly={d'b/c* | i,j, k> 1és (2i=3kés Tj=5k)
3. Ly={(d'b)' | i=1}
4. Ly={d'bckd |i,j, k 1>16s (i=jésk=1)}
5. Ls={d'b/ckd |i,j, k,1>1¢s (i=késj=1)
6. Lo={a'b/c*d |i,j, k,1>1¢és (i=1ésj=k)}
7. Ly={d'V |ijési?2)
8. Ly = {(wnwfw | w e {a, b}*}
9. Lo={a, b, c}* —{d'b'c' | i> 1}
10. Lig={d'Vb'd | i,j> 0}

11. Ly ={d'V*d | i,j, k,1>0¢&s (i <1és] k)

4.7. Kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

4.7.1. Feladat. Bizonyitsa be a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai alapjan,
hogy az alabbi nyelvek kornyezetfiiggetlenek !

1. Ly = {wi#wy | wi, wa € {a, b}* és wi wy vagy |wi| < [wal}

2. Ly={d'V | i}}

© Esik Zoltdn, Gombdas Eva, Ivan Szabolcs, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

86

4. KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

9.
10.

. Ly =a*b*c* —{a'b'ct | i > 0}

Ly={a'b/c*|i=jvagy =k
Ls = {ucvewct € {a, b, c¢}* | u, v, w, t € {a, b}*, u =%, v=wk}
Le={d'b/cF|i,j k>0¢ésj>i+k}

Lr={a, b, c}* —{a"b"" | n> 1}

. Ly ={a, b}* —{ww | w € {a, b}*}

Lo = {ucvewct € {a, b, c}* | u, v, w, t € {a, b}*, u t*}

Lig ={a, b}* —{(a"b™)" | n,m = 1}

4.7.2. Feladat. Adjon meg kornyezetfiiggetlen nyelvet, melynek van nem kornyezetfiiggetlen
részhalmaza!

4.7.3. Feladat. Adjon meg egy olyan L C {a, b}* kornyezetfliggetlen nyelvet, hogy L* nem
regularis!

4.7.4. Feladat. Igaz-e, hogy regularis nyelv kommutativ lezartja mindig kornyezetfiiggetlen ?

4.7.5. Feladat. Bizonyitsa be a kdrnyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai alapjan ¢s
felhasznélva, hogy az Li = {a’Pa'V | i,j > 1} nyelv nem kérnyezetfiiggetlen, hogy az L =
={ww | w € {a, b}*} nyelv nem kornyezetfiiggetlen!

4.7.6. Feladat.

1.

Bizonyitsa be, hogy az alabbi nyelvek kornyezetfiiggetlenek !
Li={d'bc|i,j, k>0ési<k},
Ly={a'b/cF|i,j, k>06ésj<k],
Ly={d't/c* |i,j k>0¢ési> k),
Ly={d'bcF|i,j k>0¢ésj>k).

Bizonyitsa be, hogy az aldbbi nyelvek kornyezetfiiggetlenek, felhasznalva a kdrnyezet-
fiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagait!

L={dVcF|i,j k>0ésk>min{i,j}},

L' ={dWcF|i,j, k> 0ésk<max{i,j}}.

4.7.7. Feladat. Bizonyitsa be, hogy a kornyezetfliggetlen nyelvek osztalya nem zart a

1.
2.
3.

L+ max(L) ={x € L | barmely xy € L esetén y = ¢} miiveletre;
L+ min(L) = {x € L | x barmely y prefixére, melyre x y, y & L} miiveletre;

L +— L*" miveletre!
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4.7.8. Feladat. Bizonyitsa be a kornyezetfliggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagait felhasz-
nalva, hogy az
L={wela,b,c}* | wla=Iwlp=wlc}

nyelv nem kornyezetfiiggetlen !

4.7.9. Feladat. Bizonyitsa be, hogy ha L1, L, € ¥*, L kdrnyezetfiiggetlen nyelv, L, pedig
reguléris nyelv, akkor L1 /L; nyelv kdrnyezetfiiggetlen, ahol

Li/Ly={xeX*|3yely:xyel}

4.7.10. Feladat. Legyen L C X* kornyezetfiiggetlen nyelv. Bizonyitsa be, hogy
prefix(L)={x e X* | Jye " :xy e L}

kornyezetfiiggetlen nyelv!

4.7.11. Feladat. Legyen L C ¥* kornyezetfiiggetlen nyelv. Bizonyitsa be, hogy
suffix(L)={y e &* | Ixe Z*:xy e L}

nyelv kornyezetfiiggetlen !

4.7.12. Feladat. Legyen L C X* kornyezetfiiggetlen és R C X* regularis nyelv.
1. Kornyezetfiiggetlen nyelv-e az L — R nyelv?

2. Mi éllithaté az R — L nyelvrol?

4.7.13. Feladat. Legyen L C ¥* kornyezetfiiggetlen nyelv. Bizonyitsa be, hogy
sub(L)={ye X* | Ix,ze ¥ :xyz € L}

kornyezetfiiggetlen nyelv!

4.7.14. Feladat. Legyen L C X* kornyezetfiiggetlen nyelv. Bizonyitsa be, hogy L% is kor-
nyezetfiiggetlen !

4.7.15. Feladat. Legyen L C ¥* kornyezetfiiggetlen nyelv. Bizonyitsa be, hogy
cycle(L) = {)Clxz | X1, X2 € * és X2X1 € L}

kornyezetfiiggetlen nyelv !
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Megoldasok

4.2.1. Feladat.

1. hamis 4. hamis
2. igaz 5. igaz
3. hamis 6. igaz

7. Az a(a+b) *x+b(a+b)*a nyelvet az alabbi M automata felismeri:

a,b

e
/1\@
\ /

a,b
M ismeretében az L(M)-et generald jobb-linearis nyelvtan:
G=0V,%,R,S),ahol V={0,1,2,3},5 =
R ={0— al|b2
1— al|bl|b3
2—>a2|b2|a3
3— ¢}.

4.2.2. Feladat.
1. we L(G), mivel

— §-bdl az alabbi levezetés adhatdo meg w-hez:

S= abSha = (ab)’S(ba)* = (ab)’A(ba)’ = (ab)*c*(ba)®

— masik megoldas: w € L(G), mivel az alabbi ¢ G szerinti S gyokerti derivacios fara
teljesiil, hogy fr(¢) = w.
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T
a b S b a

| T
a b S b a

2. L(G) ={(ab)"(cc)™(ba)" |n>0,m > 1}

4.2.3. Feladat. Otlet: adjon meg K-bél kiinduld levezetést a w szoéhoz G szerint, vagy adjon
meg K gyokeri derivacios fat, melyre fr(f) = w.

4.2.4. Feladat. Az alabbi ¢; és t, defivacios fakra teljesiil, hogy fr(¢)) =fr(tz) = w:

f: S

1. S
A B A B
PN I PN I
a C C a C £
PN PN PN
c C A B c C
PN I I PN
A B b I3 A B
I I I I
b € b C
PN
A B
I I
b €

A baloldali levezetések a #1 €s #, ismeretében konnyen megadhatok :
S=¢AB=yaCB=acCB=yacABB=jacbBB=yacbB=jacbC=acbAB=yacbbB=>yacbb

¢sS=¢AB=¢aCB =y acCB =y acABB =, achBB =; acbCB = acbABB =, achbBB =
= acbbB =, acbb.
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4.2.5. Feladat.
1. § =yaB =y aaBB = aabB =; aabb
S =y bAd = baS =y babA =y babbAA =, babbaA =, babbaa
S = aB =y i®B* =, &®B> = i*bB? = i*b*SB = a*b*aB* =
= a>b*abB = a*b*ab*S = A*b*b’ A =¢ a*b*ab’ A = a*b*ab’a

2. § =,aB =, aaBB =, aaBb =, aabb

=, bA =, baS =, babA =, bab*4AA4 =, bab*Aa =, bab*a*

=, aB =, a*B* =, a*BbS =, a*Bb*A =, a*Bb*a =, a*B*b*a =,
=, a*BbSb*a =, a’BbaBb*a =, a>Bbab*a =, a*b*ab’a

U 0,

3. wi-hez tartozo derivacios fa a £, a wp-hoz tartozo derivacios fa a f,, a w3-hoz tartozo
derivacios faa t3:

S S
— T PN
a B b A
— T PN
a B B a S
I I PN
b b b A
b A A
I I
Figure 4.1. t Figure 4.2. t;
S
/ N\
a B
e
a B B
>~/ \
a B B b S
L/ N/ \
b b S b 4
/ N\ I
a B a
I
b

Figure 4.3. t3
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4.2.6. Feladat.
1. Nincs L(G)-ben, mert G nem general b-vel befejez6dd szot.
2. Létezik § gyokeri derivacios fa a szohoz, igy L(G)-ben van.

3. Nincs L(G)-ben, mert G nem general olyan szot, melyben valamely el6fordulasat h-nek
ne az a kovetné.

4. L(G)-ben van.

4.2.7. Feladat.
1. L(G) = (a*ba*)*.
2. G=,%,R0),ahol V={0,1,2,3},

R ={0— al
1 — al|b2
2—>al|a3

3—> a3 | e}

4.2.8. Feladat.

1. Az alébbi t; és t, derivacios fakra teljesiil, hogy t1 £, és fr(t1) =fr(t2) = aaa:

4 : S t: S
NG NG
S S S S
| PN PN |
a S S S S a
| | | |
2. L(G) =a".

4.2.9. Feladat.
1. L(Gy) = {w € {a, b}* | w=wR és |w| paros}
2. L(Gy) = {w € {a, b}* | w=wR és |w| paratlan}
3. L(G3) ={a"b" | n>1,m > 0}
4. L(Gy) = {d"bba" | n > 0}U{a*" | n > 0}
5. L(Gs) ={aw | w € {a, b}*}
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4.2.10. Feladat. S = ABA = AbSA = AbABAA =* (4b)"A"™' =* (ab+bbb)" (a+bb)"™*!
L(G) = | (ab+bbb)" (a+bb)™!.

n>0

4.2.11. Feladat. S =* wAwWR = waBbw® =* wafa, b}"bwR, aholw e =*,n >0
L(G) = {waubw® : u, w € {a, b}*}.

4.2.12. Feladat.

1.

2.

3.

10.

I1.

12.

G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSh | &}
G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSbh | ab}
G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSbhb | ¢}
G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSb | Sb | ¢}
G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSb | aaSbh | Sb | €}
G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSb | aSbb | aS | a | ab}
G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aSb | aaSh | ¢}

G=(S, 81, 82}, {a, b}, R, S), ahol

R={S—> S1 |S2
Sl—> aSlb|S1b|b
S» — aSb | aSy | a}

L(G) = {a"b" | n < m}U{a"b"™ | m < n)

G =({S}, {a. b}, R, S), ahol R = {S — aaShbb | ¢}

G =({S}. {a. b}, R, S), ahol R = {S — aaShbb | abb}
G =({S. Y}, {a. b}, R, S), ahol

R={S— aSY|abY
Y— aY|ab}

G=(8, B}, {a, b, c}. R, S), ahol

R={S— aSc|B
B — bB| ¢}
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13. G=({S, 81, S5, B}, {a, b, c}, R, S), ahol

R={S— S |%
S1 — aSic| Sic| Be
Sy — aSyc | aSy | aB
B — bB | b}

L(G) = {a"b"cF | n <k, m > 0} U{a"b™ck | n > k, m > 0}
14. G=({S, 81,52, 4, B}, {a, b, ¢}, R, S), ahol

R={S— §||4%;
St — aSic|B
S»— bS)| e
A— ad|e
B— bB|¢}

L(G)={a"b"" | n,m > 0} U{a"b"c™ | n,m > 0}

15. Legyen L(Gy) = {a@"b"c* | k, m,n > 0 és n m},
L(Gy) = {a”bmck | k,m,n > 0¢ésm k}, akkor G; = (V1,{a, b,c},R1,S1) és Gy =
= (Va,{a, b, ¢}, R2, S») a 13. pontbeli feladathoz hasonléan megadhat6 gy, hogy V1N
NV, =@. Mivel L(G)UL(G>) = {@"b"cK | n,m, k> 0ésn m vagy m k}, igy G= (V11U
UV, U{S}, {a, b, c}, R, S),ahol R=R{UR,U{S — S1 | S2}.

16. G=({S, X}, {a, b, c}, R, S), ahol

R={S— aSc|X

X— bXc| ¢}
17. G=({S, X, Y}, {a, b, c}, R, S), ahol
R={§S— XY
X— aXb| ¢
Y— bYc| ¢}

18. G=({S, X}, {a, b, ¢}, R, S), ahol

R={S— aSc|X
X— bXc | Xc|c}
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19

20

21
22

23

24

25

26

27

. G=(S, 81, 82,X, Y}, {a, b, c}, R, S), ahol

R={S— a$5|$
St — aSic|aS1 | X
X— bXc|bX|e
Sr— aSc|aS | Y
Y — bYc|bY| b}

. Legyen L; ={a"b"c* | k <n+m}, L ={a"b"c* | k> n+m}, mely nyelvekhez a general6
G =V, 2, R, 81), Go=(V3, X, Ry, $») nyelvtanokat, melyekre V1 NV, =0, az el6z6
két feladat megoldasa alapjan megadhatjuk. Mivel L1 ULy = {a"b™c* : k n+m}, ezért
G=UIruU{sS}, Z,R,S),ahol R=R{URyU{S — 8] | $»}.

. G=(S,4},{a,b,c},R,S),ahol R={S— aSc | A,A— bAcc | ¢}.
. G=({S, 4}, {a, b, c}, R, S), ahol

R={S— aSc|aS| A4
A — bAcc | bAc | bA | €}

Otlet: a 19. pontbeli példdhoz megadott nyelvtan szabdlyait médositjuk ugy, hogy S=*
amAcP1, aholm > p, és A =* b"cP2, ahol 2n > p,.

. G=({S, X}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— XX
X— aXb | &}

. G=({S, X}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— aSh| X
X— bXa | e}

. A 8. pontban szerepld feladathoz hasonléan megadhato6 olyan G| = (V7, {a, b}, R1, S1)
nyelvtan, melyre L(Gy) = {b*a™ | k m} és legyen S & V1.
G=(V1U{S}, {a, b},R,S),ahol R={S — aSh | S1}UR;.

. Legyen G| = (V1,{a, b}, R1,S1) az a nyelvtan, melyre S,S, & V1 ¢és L(Gy) =
={a"b"™"a™ | n,m > 0} (Isd. a 17. pont példajat). G = (V1 U{S, S}, {a, b}, R, S), ahol
R=R1U{S— 81|82, 5 — aS>b | aabb}.

. G=({S},{a, b}, R, S),ahol R={S — aSa | bSh | ¢}
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28

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36

. G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S— aSa |bSb|a|b]| ¢}

G=({S},{a,b},R,S),ahol R={S — aS | aSbS | ¢}
Otlet: S— & € Rmivele € L;
S— aSeRmivel,haye L, akkoray e L;
S — aShS € Rmivel, hay & L, de ay € L, akkor y =v1bv;, ahol vi, v; € L.

1. megoldés: G = ({S}, {a, b}, R, S), ahol R={S — aShS | bSaS | ¢};
2. megoldés: G = ({S, 4, B}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— aB|bA | ¢
A— aS|bAA | a
B — bS|aBB | b};

G=(S,S1},{a,b},R,S),ahol R ={S — S1bS1, S1 — S151|aS1b|bS1a|bS1|S1b|e}.
Otlet: az S)-bdl levezethetd szavak a {w € {a, b}* : |w|, < |w|p} nyelvbe tartoznak

Otlet: L=L{UL,, ahol L; ={w e {a, b}* |[w|s < |W|p} és Ly ={w e {a, b}* | |w|, > |w|p}.
A 31. pontbeli példahoz hasonléan Li-hez és L,-h6z megadhat6 G illetve G, generalo
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyek ismeretében L-hez a G megadhato.

G=({S}, {a,b},R,S),ahol R={S— aS|bS|a|b}.
G=({S,A4,B, C},{a, b},R,S), ahol

R={S— ¢ |aBB | bA
A— aB| bC
B — bS|aBBB
C— aS|bAC | bCA}.

Otlet: legyen d(w) = 2|w|, — |W|p, a nyelvtan nemterminalisaibol a kovetkez6 nyelvek
legyenek generalhatoak: S={w € {a, b}* | d(w) =0}, A={w e {a, b}* |dlw)=1},B=
={we{a, b}* | dw)=—1}, C={we{a, b}* | d(w) =2}, tovabba hasznaljuk a kovetkezd
jelolést: a ={a} és b= {b}

Ekkor S ={e}UaBBUbA, A=bCUaB, B=bSUaBBB, C=aSUbACUbLCA.

A 34. pont példdjahoz megadott G nyelvtan R szabalyhalmazat hasznaljuk fel a konst-
rualando G| = (V1, {a, b}, Ry, S1) nyelvtanhoz az alabbiak szerint:
Vi=VU{S1}, R ={S1 > AC| CA}UR.

. G=({S,4,B,C},{a, b, c,d}, R, S), ahol
R={S— aSd|A|B
A— adc|C

B— bBd|C
C— bCc| e}
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Otlet: Ha lehet a-t illeszteni d-vel (S— aSd), ha d elfogy (S— A) folytatja az illesztést
c-vel, ha az a és d kozil el6szor az a fogy el (S — B). Az a és c illesztésénél csak az
lehet, hogy vagy a fogy el vagy egyszerre fogynak el (4— C), a b és d illesztésénél csak

az lehet, hogy vagy d fogy el vagy egyszerre fogynak el (B — C). A C-bdl kiindulva
mar csak a még eddig nem illesztett b-ket €s c-ket illeszti.

37. G=({S, 4, B}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— AB
A— ada | bAb | #
B— aB | bB| ¢}

38. G=({5.4,B.C,D. X, 1}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— BaX|AbX|CD | DC
X— aX|bX|e
A — YAY | aX#
B — YBY | bX#
Y—> al|b
C— YCY|#
D— aD | bD|a| b}

Otlet: Az L-be tartozo x#y alaka szavak vagy olyanok, hogy |x| |y|, ezek a CD-bdl vagy
DC-bdl generalhatoak ; vagy olyanok, hogy x; y; valamely i-re (ahol x =x1...x,,y =
=Y ...V Xi, y; € {a, b}). Ez utdbbiak a BaX-bdl vagy AbX-bdl generalhatoak.

39. G=({S, X, Y}, {a, b, c}, R, S), ahol

R={S— Xb
X— YXY|ac
Y— a|b}

40. G=({S, X}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— SS|X]|¢
X— aXa | bXb | a#ta | b#b}

41. G=({S, X, 1}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— XY
X— aXa | bXb | #Y
Y— aY|bY| e}
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42. G=({S, X}, {a, b}, R, S), ahol

R={S— XY
X — aXaY | bXbY | #Y
Y— aY | bY| e}

4.3.1. Feladat. H={A € V| 3w € ¥* : 4 =™ w} meghatarozasa:
Hy={B, C}, H, =H\U{S}, H3 =H, ={S, B, C} ¢s H= H3.
Ekkor a G megszoritdsa Hz3U X-raa G| = (V, X, Ry, S), ahol

R1={S—> C
B— CS|b
C— bS|b}.

Gi-benaK={Xe (VUX) |Ja, B € (V1UX)*:S =" aXB} halmaz meghatarozasara:

K ={S}, K =K1 U{C}, K3=K,U{b}, Ky =K3={S, C, b} és K=Kjy4.

G =(V,%,R,S) lesz a Gi-nek a K szerinti megszoritasa, vagyis V' ={S, C}, ¥’ ={b}, R =
—{S— C,C— bS|b).

4.3.2. Feladat.
1. @={S,D}, =, {S— abD, D— DD | ¢€}).
2. L(G) ={ab}.

4.3.3. Feladat.
1. G'=({S.4,C}, {a, b}, {S— CA, A— a, C— b}).
2. L(G) ={ab}.

4.3.4. Feladat. V' ={S,B}, R ={S— BS|B, B— b}

4.3.5. Feladat. H= {C, A4, S}. S nem fordul el6 egyetlen szabaly jobb oldalan sem, ezért nem
kell 0j kezdszimbolum, vagyis §' =S és V' = V.

R ={S— ACA|AC|CA|AA|A|C]|e
A— ada|B|C|aa
B— bB|b
C— cC|cl.

4.3.6. Feladat. H={4 € V| A =* &} meghatarozasa:
Hy={4}, Hy=H\U{B, C}, H3 = H, U{S}, Hs=H3 =H={S, 4, B, C}.
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G =V, &, Ry, S1) megkonstrualasa:
mivel S € H, ezért V1 = VU{S1} és S a G kezddszimboluma lesz;

R]Z{S]—) S|8
S— ABC|AB|AC|BC|A|B|C
A— BB|B
B— CC|4|C
C— AA|b|A).

4.3.7. Feladat. G; = (V, ¥, Ry, E), ahol

Ri={E— TT|T
T'— +TT | +T
T— FF|F
F — xFF | xF
F— (E)]a}

4.3.8. Feladat. G-vel ekvivalens és csak hasznos szimbolumokat tartalmazé G’ =(V', £, R, S)
nyelvtan, ahol V' = {S, 4, B},

R={S— B

A— AbB | BA | b
B — aAB | ¢}

G’-vel ekvivalens e-mentes G; = (V1, ¥, Ry, S1), ahol V1 =V U{S},

R1={51—> 8|S
S— B
A— AbB | Ab | BA | b
B — aAB | ad}

4.3.9. Feladat. Otlet: adjon meg a Gy, illetve G»-vel ekvivalens e-mentes nyelvtant.

4.3.10. Feladat.

R ={(S— ASB|b|a
A— Aa|b|a
B— b|a
C— al.
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4.3.11. Feladat. 4.3.6 feladat megoldasaban szereplé G| e-mentes nyelvtanhoz vele ekviva-
lens Gr = (V, Z, R, S1) lancszabalymentes nyelvtan megadésa:

az algoritmus szerinti Vy halmazok, X € V'-re:
Vs ={51,5,4,B,C}, Vs={S,4,B,C}, V4={4,B, C}, Vp={4, B, C}, Vc ={4, B, C};

Ry={S) — & |ABC|AB|AC|BC|BB|CC|AA4|b
S— ABC|AB|AC|BC|BB|CC|AA|b
A—s BB|CC|AA|b
B— CC|BB|AA|b
C— AA | BB|CC|b).

G»> nyelvtan e-mentes, lancszabalymentes és L(G2) = L(G)
4.3.7 feladat megoldasaban szerepld G nyelvtannal ekvivalens e-mentes €s lancszabalymen-
tes nyelvtan G, = (V1, X, Ry, E), ahol

Ry={E— TT |FF | (E) | a
T'— +TT | +T
T— FF | (E)|a
F — xFF | xF
F— (E)|a).

4.3.8 feladat megoldasaban szerepld G nyelvtannal ekvivalens e-mentes €s lancszabalymen-
tes nyelvtan G, = (V1, X, R2, S1), ahol

Ry={S1 — €| adB | aAd
S— adB | aAd
A— AbB | Ab | BA
B — aAB | aAd}.

4.3.12. Feladat. Otlet: a nyelveket generald kdrnyezetfiiggetlen nyelvtanokkal ekvivalens, a
feladatban megadott tulajdonsagokkal bir6é nyelvtanok megkonsturalasa.

4.3.13. Feladat. Kozvetlen balrekurzivitas megsziintetése S-re vonatkozoan:

R={S— al| (S |aX]| (X
X— +SX| #SX| +S| %S},

V' =VUX).
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4.3.14. Feladat. Kozvetlen balrekurzivitas megsziintetése A és B nemterminalisokra vonat-
kozoan.

R ={S— BB
A— ad |a
A — bA | b
B— Aa|b|AaB' | bB
B — AB'| A},

V' =vuid, B).

4.3.15. Feladat. S-ben balrekurzivitds megsziintetése a B — Sb szabalyra alkalmazva 1. ti-
pust transzforméciot :

Ri={§— 4]a
A— Ba|aB
B — Ab | ab | ba}

R balrekurziv 4-ban, ami megsziintethetd a B— Ab szabalyra alkalmazva az 1. tipusu transz-
formaciot:

Ry={S— A|a
A— Ba|aB
B — Bab | aBb | ab | ba}

R kozvetleniil balrekurziv B-ben, ami 2. tipusu transzformacioval megsziintethetd :

R={(S—> 4|a
A— Ba|aB
B — aBb | ab | ba | aBbB' | abB' | baB'
B'— abB' | ab)

4.3.16. Feladat. S-re vonatkozoan a balrekurzivitas megsziintetésére alkalmazzuk az 1. tipusu
transzformaciot az X — SYS torlésére.

Igy kapjuk az Ry = (R— {X — SYS)U{X — XYXYS | abYS} szabalyhalmazt.

Az X — XYXYS szabaly miatt X-ben kozvetlen a balrekurzivitas, ami a 2. tipusu transzfor-
macidval megsziintethetd:

Ry =R —{X— XYXYS})U{X — baAd |abYSA,A — YXYSA| YXYS}.

Mivel R, nem tartalmaz balrekurziv nemterminalisokat, igy R' = R, és V' = VU{4}.
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4.3.17. Feladat. A G nyelvtan e-mentes és lancszabalymentes.

Ry ={S— MX.N|X.N|MX,|c
M— X,M|a
N— XpN|b
X,— a
Xp—> b
X.— ¢},

R =R, —{S— MX.NDU(S— MZ, Z— X.N},
V' = VU{X,, Xp, X, Z), S’ = S.

4.3.18. Feladat. A G nyelvtan e-mentes és lancszabalymentes.

R={S— X,T1]|a
T, — AT
T, — BC
A— XA | a
B — XpT3 | XpXc
T35 — X.B
C— X.C|c
X,— a
Xb—>b

X.— c},

S/:Sa V: VU{XaaXbaXCa Tl’ TZ’ T3}

4.3.19. Feladat.

R ={S— ¢ |BT|BA|AB| BB | XoXo
A— BT | BA| AB | BB | XoXo
B — XpXj
Xo— 0
T— AB},

S'=S,V ={4,B,S, Xo, T}.
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4.3.20. Feladat. R={S— e¢|b|AX|KY

A— b|AX | KY
T— b|KY

X— PT

Y— AZ

P— +

K— (

Z—)}

V' =VU{X,Y,P,K,Z},S =S,

4.3.21. Feladat.
R ={(S— ¢|a|AZ|AY | AX
X— AX|a|BY|b
Y— BY|b
Z— XY
A— a
B — b},

V'=VU{4,B, 7}, S =5.

4.3.22. Feladat.
R ={S— AT | AB|¢
S— AT | AB
T— SB
A— a
B — b},

V' =vVul{s, T

4.3.23. Feladat.
R={S— TS|KE|plgq
E— SM
M— UH
H— S7
T— ~
U—D
K— [
Z— 1},

V'={S,T,U,K,Z,E,M, H},S =8.
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4.3.24. Feladat. R ={S— Xp4|X,B

A— XpT|X,S | a
B— X, U|XpS|b
T— AA
U— BB
X,— a
Xp — b}

V' =VU{T, U, X,, Xp}, S’ =S.

4.3.25. Feladat. G-vel ekvivalens s-mentes G| = (V, £, R, S') nyelvtan:

Ri={S— S|e
S— BA|B|A|AbS|Ab | bS|b| CC
A— BB|B|bA|A
B— ab
C— aB|a},

Vi=vul{s'y.
G, e-mentes és lancszabalymentes, G1-el ekvivalens nyelvtan:

Ry={S'— &|BA|AbS| Ab | bS|b| CC| BB |bA | ab
S— BA|AbS | Ab | bS|b| CC| BB | bA | ab
A— BB|bA|b|ab
B— ab
C— aB| a},

V> = V1. Xg, Xp 0j nemterminalisok bevezetése azon a, illetve b terminalis eléforduldsok he-
lyén, ahol az a, illetve a b szimbdlum a szabaly jobb oldalan nem egyediil van:

Ry={S— & |BA| AXpS| AXy | XpS | b | CC | BB | XpA | X Xp
S— BA|AXpS | AXp | XpS | b | CC | BB | XpA | X Xp
A— BB | XpA|b| X Xp
B — X, X,

C— X,B|a
X,— a
Xp — b},

V3 =V,U{X,, Xp}.
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R ={S— e |BA|AT | AX} | XpS | b | CC | BB | XpA | X, X}
S— BA|AT | AXy | XpS | b | CC | BB | XpA | X, Xp
A— BB | XpA|b| X, Xp
B— X, X}
C— X,B|a
T— XpS
X,— a
Xb—> b},
V' =V3U{T}.

4.3.26. Feladat. G-vel ekvivalens balrekurziot nem tartalmazo Gy = (V1, X, Ry, S) nyelvtan:

R ={S— 4B
A— Ba|a
B— ab|b|abB | bB
B'— abB' | ab),
Vi =VU{B'}.
V1 elemeinek a < relacid szerinti rendezése lehet: S <4 < B < B'.
G-el ekvivalens G, = (V1, X, R2, S) nyelvtan, amelyben a szabalyok S — ¢ vagy 4 — a«a
alaktak, ahola e X, 0 € (V1 UX)*:
Ry ={S— abaB | baB | abB'aB | bB'aB | aB
A— aba | ba|abBa|bBa|a
B— ab|b|abB | bB
B'— abB' | ab)
Végiil 4 nemterminalisok bevezetése olyan terminalisokhoz, melyek valamely szabaly jobb
oldalan nem az els6 helyen allnak:

R ={S— aXpX,B|bX,B | aX,B'X,B | bB'X,B | aB
A= aXpX, | bX, | aXpB'X, | bB'X, | a
B— aX,|b|aX,B | bB
B'— aXyB' | aX,
X,— a
Xp — b}.
V =V1U{Xy, Xp}, S =S.

4.3.27. Feladat. R ={S— alaS|aSXyS
Xb — b}

V' =VU{Xp}, S =S8.
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4.3.28. Feladat. R ={S— aSX, | bSXy | aX, | bXp
X,— a
Xb — b}

V' =VU{Xy, Xp}, S =S.

4.3.29. Feladat. A 4.3.13. példa megoldasa a G-vel ekvivalens balrekurziot nem tartalmazé
nyelvtan. Jeloljiikk most ennek a nyelvtannak a szabalyhalmazat R;-gyel, vagyis

Ri={S— al (S |aX]| (85X
X— +SX| #SX| +S| *S).

Az X) 0y nemterminalist bevezetjiik a szabalyok jobboldalan nem az elsd helyen levd ) szim-
bolum helyettesitésére.

R={S— a|(SX |aX|(SXX
X— +SX| #SX| +S| %S
X) =)},

V=ru{Xxy}, S =S§.
4.3.30. Feladat. G-vel ekvivalens balrekurziot nem tartalmazo G| = (V1, X, Ry, S) nyelvtan:

Ri={§— 4]a
A— Ba|aB
B— bal|a|aB|baB' | aB | aBB
B'— aB' | a},
V,=VU{B).
< relacio legyen: S< A4 < B < B'.
Ry={S— baa|aa|aBa|baB'a|aB'a|aBBa|a
A— baa|aa|aBa|baB'a|aB'a|aBBa|aB
B— bal|a|aB|baB' | aB | aBB
B'— aB' | a).

X, 1) nemterminalis bevezetése az a terminalishoz, mivel van olyan szabaly, melynek jobb
oldalan nem az elsd helyen 4ll az a.

R ={S— bX,X,|aX,|aBX,|bX,BX,|aB'X,|aBB'X, | a
A— bX,X,|aX,|aBX,|bX,B'X,|aB'X, | aBB'X, | aB
B— bX,|al|aB|bX,B |aB | aBB
B'— aB' |a
X, — a},
V=1 1U{X,}, S =S8.
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4.3.31. Feladat. A 4.3.16. példa megoldasa a G-vel ekvivalens balrekurziot nem tartalmazé
nyelvtan. Jeloljiikk most ennek a nyelvtannak a szabalyhalmazat R;-gyel, vagyis

R ={S— XYX|ab
X— ba|abYS | baAd | abYSA
A — YXYSA | YXYS
Y— XSX|b}.

< relacioként valaszthat6: S < 4 < Y < X, mely szerint atalakitva Ri-et kapjuk R;-t:

Ry={S— ab|baYX|abYSYX | baAYX | abYSAYX
X— ba|abYS | baAd | abYSA
A — baSXXYSA | abYSSXXYSA | baASXXYSA | abYSASXXYSA
A — baSXXYS | abYSSXXYS | baASXXYS | abYSASXXYS
Y— baSX | abYSSX | baASX | abYSASX | b}

Xy, Xp 0) nemterminalisok alkalmazasa, ahol a szabaly jobb oldalan nem az elsd helyen sze-
repel a illetve b.

R ={S— aX, | bX,YX | aXpYSYX | bX,AYX | aX, YSAYX
X— bX,|aXpYS | bX,A | aXpYSA
A — bX,SXXYSA | aXpYSSXXYSA | bX,ASXXYSA | aXp YSASXXYSA
A — bX,SXXYS | aXp YSSXXYS | bX,ASXXYS | aXp YSASXXYS
Y— bX,SX | aXpYSSX | bX,ASX | aXp YSASX | b
X,— a
X, — b}

V' =VU{4, X4, Xp}, S’ = S.

4.3.32. Feladat. A 4.3.14. példa megoldasa a G-vel ekvivalens balrekurziét nem tartalma-
z06 nyelvtan. Jeloljiik ennek a nyelvtannak a szabalyhalmazat R;-gyel és nemterminalisainak
halmazat V'|-gyel, vagyis

Ri={S— BB
A— ad' |a
A'— bA' | b
B — Aa|AaB |bB | b
B — AB' | A,
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Vi=VU{d, B'}. < relacioként valaszthato: S<B <B <A < A4'.

R ={S— bB|bB'B|aX,B|ad'X,B|aX,BB|aA'X,B'B

A— a|ad
A — bA | b
B— b|bB |aX,|aA'X, | aX,B | ad'X,B
B'— aB' |aA'B |a|ad
X, — a},
V =ViU{X,}, S =5.
4.3.33. Feladat.
1.

R ={S— AT | X A |a | XpB | b
A— XA la
B— XpB|b
T— SB
X,— a
Xp — b},

Vl = VU{T7XaaXb}9 Sl =S'

Ry={S— aASB|aSB|adA|a|bB|b

A— aAd|a
B — bB | b},

Vo=V,5 =S.

4.3.34. Feladat.
1.

Ri={S— X,T|XA4]|¢
S— X,T|X,A
A— AXp | X Xp
T— S4
X,— a
Xb—> b},

Vl = VU {Sl, Ta XaaXb}ﬂ Sl :S/'
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Ry={S— aS4 | ¢
A— aXpd' | aXp
A'— bA" | b
Xp — b},
Vo=VUu {A/, Xp, S5}, 8 =8.

4.3.35. Feladat. Otlet: w hossza szerinti indukcié alkalmazasa.

4.3.36. Feladat. Otlet: Legyen G Greibach-normalform4jt nyelvtan, melyre L(G) =L. Jeldlje
k az R-beli szabalyok jobb oldalai hosszanak maximumat. Legyen V' ={[«] | « € V" és o < k}.
Minden 4 — aa € R és [AB] € V'-re [AB] — ala][B] keriiljon be R'-be. Amennyiben « = ¢
vagy B = ¢, ugy [¢] nem jelenik meg a szabaly jobb oldalan.

4.4.1. Feladat.
1- Ml = (Q17 Z’ Fl’ 819 Q1,ZI,F), ahOI Ql = {qlv q}a E = {a’ b}’ Fl = {Zl’ a, b}aF= {ql}

O % I't |0 T7
q; a Z1| q aZy
ql b Z] q bZ]
q a a qg aa
.9 b bl gq bb _
S g - q . Ekkor LA(M;) = L.
qg b a | g €
g a Z1| q aZ
qg b Zi| q bz
qg ¢ Zi|q 24
2' M2 = (QZ’ E’ F29 829 Q2’ sz @)7 ahOI Q2 = {qz}a E = {a’ b}: F2 = {229 a, b}
QZ 25 I QZ Fik
49 a Zy| qy, alp
9 b Zy|q, bZ
.49 a a | q, aa _
8y : & b b |g bb Ekkor Ly(M>) = L.
49 a b | q
q, b a | 9
49 €& Za|qy, ¢

3. Az M; veremautomata szemléltetése graftal:

&2, > 7, a,a —>aa
M. - b,b — bb
! a,b—>e¢
a,Zy > aZ; boa e
a,Zl —)bZI ’
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Az M, veremautomata szemléltetése graffal:

a,Z, = az,
a,Z, - bz,
a,a —>aa
My:— q b,b —> bb
a,b—e¢
b,a—¢
&,72, >¢&

4.4.2. Feladat.

1. M determinisztikus veremautomata, igy a szavakhoz tartozé kezddkonfiguraciobol ki-
indulva egyértelmiien megadhatok a szavak feldolgozasat leird M szerinti konfiguracio
sorozatok.

1. (qq, ab®, A) F (qq, b*, AA) F (qy, b*, A) - (g2, b, A) - (g1, €, &)
ab® & LAM)

2. (qg, @*b, A) *(qg. b, 4%) - (q,, &, 4°)
a’b & L(M)

3. (qq, @b*, A) F"(qg, b*, A3 F (g1, BP, AP (g, b2, A2) - (qy, b, A) F (g5, €, A)
a*b* € LAM)

4. (qo, a*b*, A) F*(qq, b*, ) - (q1, b, AM - (g5, 6, 4%
a*b* € LAM)

2. LAM) ={a"b" | m < 2(n+1) és m paros}

4.4.3. Feladat.
1. 1. (0, 5% Zo) F (1, b%, Zy) és mas konfiguracio nem érheté el a (0, b, Zo)-bol, igy a
b* & LM)

2. (0, a*b?, Zo) (0, ab?, aZo) (0, b, a*Zy) - (2, b, aZy)
igy az a®b? € LAM)

3. (0, ab, Zo) - *(0, b, > Zp) F (2, &, a*Zp)
igyaza’b € LAM)

2. LAM) ={a"b" | n > m}
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4.4.4. Feladat.

1. M=({0,1,2}, {a, b}, {2, a}, 8,0, Zoy, {2}), ahol

0O % I',|Qo I*
0 a e |0
0 ¢ g 1

8 1 b a |1
1 b Zy| 2 Z
2 b Zyl 2 Zy

LAM)=L,.

2. Az L; nyelvet felismeri a 4.4.3. feladat M veremautomatdja.
3. M=({0,1,2,3,4,5}, {a, b, c}, {Z, a}, 8,0, Zy, {5}), ahol

Li(M) = Ls.

4. M=({0,1,2,3},{a, b, c}, {Z, b}, 8,0, Zo, {3}), ahol

5. M=({0,1,2,3}, {a, b, ¢}, {Zo, b}, 8,0, Zo, {3}), ahol

O X I, |0 T*

0 ¢ e |1 ¢

1 ¢ e |1 ¢

1 a € |2 a

2 a e |2 a

5 2 ¢ € |3 ¢

"3 ¢ ¢ |3 ¢

3 b a |4 ¢

4 b a |4 ¢

4 ¢ a |5 a

4 c Z() 5 Z()

5 ¢ e |5 ¢

0 X I, |0 I*

0 a e |0 ¢

0 ¢ e |1 ¢

1 b e |1 b

6: 1 ¢ e |2 &

2 ¢ b |2 ¢

2 C Z() 2 Z()

2 ¢ Zp|3 Zy

2 ¢ b |3 b

O X I'.|Q I*

0 a |0 ¢

0 ¢ e |1 ¢
é6:'1 b e |1

1 ¢ e |2 &

2 ¢ b |2 ¢

2 ¢ Zyl|3 Zy
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6. M=({0,1,2,3}, {a, b}, {Zo, al, 8,0, Zy, {3}), ahol

QO X I, |0 TI*
0 a e | 0 a
0 ¢ e |1 ¢
1 b a |l ¢
5: L b a2 e LAM) = Le.
1 b Zy| 1 Z
1 & Z() 3 Z()
2 ¢ a |1l ¢
7. M= ({0,1,2,3}, {a, b}, {Zy, a}, 8,0, Zy, {3}), ahol
O X I', |00 TI*
0 a e |0 a
0 ¢ e |1 ¢
5: 1 b a|l e LM=L;
1 b a |2 ¢
1 & Z() 3 Z()
2 b e |1 ¢
8. M=({0,1,2,3}, {a, b}, {Z£o, a}, 6,0, Zy, {3}), ahol
O X I'.|Q TI*
0 a € |0 a
0 ¢ e |1 ¢
5: 1 b a |l e LAM)=Ls.
1 b a |2 ¢
1 & Z() 3 Z()
2 & a |l ¢
9. M= ({0,1,2,3,4}, {a, b}, {Zy, a}, 6,0, Zy, {4}), ahol
0 X I, |0 I*
0 a e |1 a
1 a e |1 a
1 b a |2 ¢
T S
2 ¢ a |3 ¢
3 ¢ a |3 ¢
3 & Z() 4 Z()
10. M= ({0,1}, {a, b}, {Zy, a, b}, 5,0, Zy, {1}), ahol
O % I'.|Q T~
0 & Z() 1 Z()
0 ¢ a |1 a
0 a Zy| 0 azy
5: 0 a a |0 aa LAM)=L.
0 b Zy| 0 b
0O b b |0 bb
0 a b |0 ¢
0O b a |0

© Esik Zoltdn, Gombdas Eva, Ivan Szabolcs, SzTE

www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

112 4. KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

11. M=({0,1,2}, {a, b, ¢}, {Zo, a, b}, 8,0, Zo, {2}), ahol

O X I',|Qg T~
0 ¢ ¢ |0 ¢
1 ¢ e |1 €
2 ¢ e | 2 €
0 a e |1 a
0 b ¢ |1 b
6: 1 a a |1 aa LAM)=Ly.
1 a b |1 €
1 a Z() 1 aZ()
1 b a |l €
1 b Zy| 1 bZ
1 b b |1 bb
1 ¢ b |2 b

12. M= ({0,1,2}, {a, b}, {Zy, a}, 8,0, Zy, {2}), ahol

0 % I.|Q I
0 a Z() 0 aZ()
0 a a |0 aa
0 b Zy| 0 b7
0 b Zy| 0 bbbz
6: 0 a b |0 e LA{M)=Ly
0O b a |0 €
0 b a|l €
0 & Z() 2 Z()
1 e a |0 €
1 ¢ Zy| 0 b7

13. M=({0,1,2,3,4,5,6}, {a, b}, {Zo, a}, 8,0, Zo, {5,6}), ahol

O X I',|Q TI*
0 a e |1 a
1 ¢ e |0 a
0 ¢ e |2 &
2 ¢ a |5 a
2 b a |3 ¢
S > b Zo |6 Z LAM) = Ls.
3 & a |4 ¢
3 & Zo 6 Z()
4 ¢ a |2 ¢
4 & Z() 6 Z()
6 b Zy| 6 Z
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14. M= ({0,1,2,3,4}, {a, b}, {Zo, a, b}, 8,0, Zy, {4}), ahol

O X I'.|Q T~
0 a Zy|1 a
0 a a |l aa
0 a b1 €
1 & Z() 0 aZ()
1 ¢ a | 0 aa
1 & b |0 ¢
0 b Zy| 2 b
0 b a |2 ¢
0 b b |2 w HI=Lu
2 & Z() 3 bZ()
2 & a |3 €
2 & b |3 bb
3 ¢ Zy| 0 bz
3 ¢ a |0 €
3 ¢ b |0 bb
0 ¢ a | 4 a
0 ¢ b|4 b
15. M={0,1,2,3,4.5}, {a, b, ¢}, {Zy, a}, 6,0, Zy, {4,5}), ahol
O X, I',|Q I*
0 a e |0 a
0 ¢ e |1 ¢
0 ¢ e |2 &
1 b a |1l ¢
6: 1 & Z() 4 Z() L/(M) :L15
4 ¢ Zy| 4 Z
2 b e |2 ¢
2 ¢ e |3 &
3 ¢ a |3 ¢
3 & Z() 5 Z()
16. M= ({0,1,2}, {a, b}, {Zy, a, b}, §,0, Zy, {2}), ahol
O X I',|Q TI*
0 a e |0 a
0O b ¢ |0 b
6: 0 ¢ e |1 & LAM)=Lys.
1 a a |1 ¢
1 b b |1 ¢
1 & Z() 2 Z()
17. Otlet:

Li={we{a, b, c}* | |wla=Iwlp},
Ly={we{a,b,c}* | |wlg=Iwl}, ekkor L17 =L UL,.
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Legyen Ml = (le{a9 b’ c}9F1a81’ 91’ZO7F1): amelyre L(Ml) = Ll €s M2 =
= (0,5, 1{a, b, c}, T2, 82, g5, Zo, F2), amelyre L(Mp) =Ly és O, N O, = 0. Legyen M =

:(Q] UQ2U{QO}’ {aa bv C}, FIUF27 8’ QO, ZO? FIUFZ)a ah018(q09 g, 8):{(q1’ 8)7 (QQ, 8)}’
0, -beli allapotokban § megegyezik §1-¢l, O,-beli allapotokban § megegyezik §>-vel.

18. Ha w; wy, akkor vagy

e Ji:[wy]; [w2];, ahol [w]; a w sz0 i. betlijét jeloli

o |wi| [wal

Az Lg-at felismerd veremautomata:

a,+—¢
b,+—e¢
a,Zy > -2,
b,Zy > -7,
a,e >+ a,——>—
b,e >+

b-=- 4+t
_)Q#,e—)e@ i,——>— @

0,87 \<—>£
a,e —> ¢ a,e —> &€

2 30

b,e—>c¢

b,e—>c¢
#e—e¢ #e—e

a,+—>¢ a,+—¢&
4 5

b,+—e¢ b,+—¢
b,Z, —>>O\ /,ZO -7,

a,Zy — -2,
b,Zy > -7,

19. M= ({0,1}, {a, b, ¢}, {Zo, al, 8,0, Zy, {0}), ahol

O X I'.|Q I*
0 a ¢ |0 a
0O b a |0 ¢
6: 0 ¢ e | 1 & LAM)=Ly.
1 a e |1 a
1 b a |l ¢
1 ¢ ¢ |0 ¢
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4.4.5. Feladat.

1. M=({0,1,2}, {a, b}, {Z, a}, §,0, Zy, {2}), ahol

0  TI.|Q I
0 a e |0 a
§5: 0 b a|l e LAM=L.
1 b a |l ¢
1 & Z() 2 Z()

2. (0, a*b?*, Zo) F (0, ab?, aZy) F (0, b, a*Zo) - (1, b, aZy) + (1, &, Zo) &+ (2, €, Zo).

4.4.6. Feladat.

1. M=({0,1,2,3,4}, {a, b, c}, {2y, a}, 6,0, Zy, {0,1}), ahol

0 X I, Qo T*
0 ¢ e |0 ¢
0 a e |2 a
2 a &€ |2 a
2 ¢ ¢ |3 ¢
6: 2 b a | 4 & LAM)=L, és M determinisztikus.
3 ¢ e |3 ¢
3 b a |4 ¢
4 b a |4 ¢
4 & Z() 1 Z()
1 ¢ Zy| 1 Z

2. M={0,1,2,3,4}, {a, b}, {Zy, a}, 6,0, Zy, {0,4}), ahol §-t az alabbi graf szemlélteti:

a,e—>a

ge—¢ O b,a—>a /b,a_—)\eA 8,2y > 7,
0 1 2 3
S~

b,a—>a

LAM) = L.
3. M=({0,1,2,3,4}, {a, b, {Zy, a}, 8,0, Zy, {0,4}), ahol 8-t az alabbi graf szemlélteti:

£,e—>¢ O b,a—e¢ /g’a%\SA &2y > 7,
0 1 2 3
\/

b,a—¢

LAM) =L;.
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4. My=({0,1,2,3,4}, {a, b}, {Zo, a, b}, 61,0, Zy, {0}), ahol §-t az alabbi graf szemlélteti:

5. Ms az My-hez hasonldéan miikodhet azzal a kiegészitéssel, hogy barmely allapotban és
tetsz6leges veremtartalom esetén a c betli hatdsara nem valtozik sem az allapot, sem a
verem tartalma, vagyis 8(q, ¢, €) = (g, €).

6. M=({0,1,2}, {a, b, c}, {Zo, a, b}, 8,0, Zy, {2}), ahol

O X I'.|Q0 I~
0 a ¢ |0 a
0O b € |0 b
5: 0 ¢ e |1 & LAM)=Leés M determinisztikus.
1 a a |1 ¢
1 b b |1 ¢
1 & Z() 2 Z()

7. M=({0,1},{a, b, ¢}, {Zo, a, b}, 6,0, Zo, {1}), ahol

O X I',|Q TI*
0 a ¢ |0 a
0O b e |0 b , C e
8 0 ¢ e |1 e LAM) = L7 és M determinisztikus.
I a a |l ¢
I b b |1 ¢
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8. M=({0,1,2,3,4}, {a, b, ¢}, {Zo, a, b}, 8,0, Zy, {0,4}), ahol

O X I'.|Q T~
0 a Zy|1 a
0 b Zy| 2 b7
1 a e |1 a
1 b al|2 ¢
§: 2 b a |2 e LAM)=Lgés M determinisztikus.

2 b Zy| 2 bz
2 b b |2 bb
2 ¢ b |3 &
3 ¢ b |3

3 & Z() 4 Z()

9. M=({0,1,2,3,4,5},{a, b, ¢}, {Zo, a}, 8,0, Zo, {0,5}), ahol

O % TIe|Q T¥
0 a Zy 1 aazy
1 a a |1 aaa
5. L boa|2 LAM) = Lg és M determinisztikus
"2 & a |3 .
3 & a |4
4 b a |2
4 ¢ Zyl| 5 2

10. M=({0,1,2,3}, {a, b, c}, {Zo, a}, 8,0, Zy, {3}), ahol

0 % I'. | O I
0 a Zy|1 azy
1 a a |l aa
§: 1 b a |2 e LAM)=Lyo¢és M determinisztikus.
2 b a |2 ¢
2 c Z() 3 Z()
3 c Z() 3 Zo

11. M=({0,1,2,3}, {a, b, c}, {Zo, a, b}, 8,0, Zy, {3}), ahol

Q %

Iy

Q TI*

()
1N}

(o 0]
W NN = —
O 0 60 0SSR

o > >N s s N

—_—

aZ()

LAM) =Ly és M determinisztikus.

W W W NN NN
>~ n >y » R
N )
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4.5.1. Feladat.

1. M=({0,1,2}, {a, b}, {Zo, S, 4, a, b}, 8,0, Zy, {2}), ahol

O X I',|og T*

0 ¢ Zy| 1 Sz

1 ¢ S |1 adA

1 & A1 aS
6:1 e A |1 bS

1 e 4|1

1 a a |l €

1 b b |1 I3

1 & Z() 2 Z()

2. S=; adAd = aaSA = a*AAA = a*bSAA = a*badAAA =
= @ba*AAA = PbaPAA = aPba*A = Pba’*bS =
= a*ba*badd =; a*ba*ba*4 =; a*ba*ba®

3. Ismerve a szot generalo G szerinti baloldali levezetést, vegylik ezt a levezetést
szimulalé M szerinti konfiguracids dtmeneteket:
0, a®ba*ba’, Zy) b (1, ®ba*ba’, SZy) F (1, a*ba*ba’, aAAZy) +
(1, a®ba*ba’, AAZy) &+ (1, a*ba*ba’, aSAZy) - (1, aba*ba®, SAZy) -
- (1, aba*ba’, adAAZy) & (1, ba*ba®, AAAZy) - (1, ba*ba’, bSAAZy)
(1, a*ba’, SAAZy) - (1, a*ba’, aAAAAZy) F (1, a’ba®, AAAAZy) +
(1, @ba’, adAAZy) - (1, a*ba’, AAAZy) F (1, a*ba®, adAZy) +
(1, aba’, AAZy) (1, aba®, aAZy) & (1, ba’, AZy) - (1, ba®, bSZy) F (1, a, SZy) +
F (1, d, adAZy) & (1, a%, AAZy) - (1, a%, aAdZy) - (1, a, AZy) + (1, a, aZy) +
F (1,6 Zo) (2, ¢, Zp).

4.5.2. Feladat. 4.2.12/14. sorszamu feladat megoldésa: L = (@b | nym k> 0ésn =
=kvagy m=k}, G=({S, S1, 52,4, B}, {a, b, c}, R, S), ahol

R={S— 851|145
S1— aSic|B
Sz—) szC|8
A— ad|e
B — bB|¢}

¢s L(G) = L. A 4.1.35. mddszer szerint az L nyelvet felismerd veremautomata: M =
= ({qo’ 91> qf}’ {Cl, ba C}v {ZOa a, bv ¢, 40,91 Qf}’ 87 90> ZO’ {Qf})a ahol
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O % I,.|Qo TI*
9 ¢ Zo|q1 %
91 ¢ S |q S
q, ¢ S |1q A4S
g1 ¢ S1|q aSic
9. ¢ Si|q B
91 €& S$2|q; bSc
4 e S22 q € _
S: o e Alq ad Li(M)=L(G)=L.
g ¢ A|q ¢
9 € Blgq bB
91 & B lq ¢
9 a a | q €
g1 b b g ¢
g ¢ ¢ | q €
91 € Zo|gqr ¢

A tobbi nyelvhez is a general6 nyelvtan ismeretében hasonlé modszerrel megadhat6 a nyelvet
felismerd veremautomata.

4.5.3. Feladat.

1. Otlet: Jeldlje L1, Ly, L3, illetve G1, G2, G3 az alabbi nyelveket illetve nyelvtanokat:

Ly ={d'Bc* | i,j, k>0¢ésij}és L(Gy) =Ly, ahol Gy = (V1, T, Ry, S1)
Ly={d'Bc" | i,j, k> 06sik}ésL(Gy) =Lo,ahol Go = (Va, =, Ra, S»)
Ly={d'bc* | i,j, k> 06éskj}és L(G3) =Ls, ahol G3 = (V3, =, R3, S3)

4.5.4.

A G1, Gy, G3 nyelvtanok a 4.2.12 feladatban szerepléekhez hasonléan megadhatok.
Mivel L=L1UL,UL3, igy az L-et generald G=(V, X, R, S) kornyezetfliggetlen nyelvtan
megkonstrualhato a G, G, G3 kornyezetfiiggetlen nyelvtanok ismeretében.
V=V1UlUul;U{S}, R=RI{URUR3U{S— S1 |5 |83}

Otlet: az 1. részben meghatdrozott G kdrnyezetfiiggetlen nyelvtan ismeretében az L-et
felismerd veremautomata a 4.1.35 mddszer alapjan megadhato, vagy az L, L,, L3 nyel-
veket felismerd My, M>, M3 veremautomatak megkonstrualasa, majd ezek ismeretében
az M veremautomata mar konnyen megadhato.

Feladat.

. Gi=(V1, {a, b}, Ry, S1), ahol V1={S1}, Ri={S1 — aS1bb | &}, melyre L(G1)={a"b*" | n>

> 0}.

Gy=(V, {a, b}, Ry, $>), ahol 1, ={S$1}, Ry={Sr — aSyb | €}, melyre L(Gp)={a"b" | n>
> 0}.

G=V,{a,b},R,S),ahol V=V UV,U{S},R=RIURU{S— §; | S»}. Ekkor L(G) =
=L(G1)UL(G)).
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2. 1. az 1.részben megadott G nyelvtan ismeretében a G-szerinti baloldali levezetéseket
szimuldléo M veremautomata:

&S =5

S-S,

€ E*S\ e,, — aS,bb
£,8 —>¢

.SZO—>Z &,8, > aS,b
&S, >¢
a,a—> ¢
b,b—¢

2. LAMy) = {a"b*" | n > 0}

a,e — aa b,a—¢
M, : @ 8EDE 1, ee>e N4 &2y > Z @

Li(My) = {a"b" | n = 0}

a,e—a b,a—¢

Q Q &2y —> 7
M, : @ £,€>¢€ 6 £,€—>¢€ 7 0 0 @

Ly(M) = Li(My) ULy (My) = 1

ae—)aa

ge—>¢ ge—>¢
ba—)s

&2y > 72,
®

E,EDE E,EDE

a,s—)a

4.5.5. Feladat. V= (S, [¢gZop], [qap], [pap], [pZop]},

={S— [g9Zop]
[qZop] — algapllpZop]
[qap] — alqapllpapllpap] | b
[pap] — b
[pZop] — &}
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4.5.6. Feladat.

1. V={S, [qZoq], [paq], [qaql},

R={S— [qZ0q]
[qZoq] — alpaqllqZog] | €
[paql — algaqllqaqllgaq]
[gaq] — b}

2. Ly(M) = (a®b>)*.

4.5.7. Feladat. V' = {S, [0Zy0], [0Zp1], [1Z01], [0al], [1al], [0b1], [1D1]},

R={S— [0Zp0] | [0Zp1]
[0Z,0] — ¢
[0Zp1] — a[0al][1Zp1] | b[0L1][1Zp1]
[0b1] — alOal][1b1] | B[ODL1][1H1] | b
[0al] — b[0b1][1al] | a[Oal][lal] |a
[1Zp1] — ¢
[lal] — a

[161] — b}

R-rel ekvivalens R’ szabdlyhalmaz, amelyben a [0Z,0], [1Zp1], [1al] és [1b1]-re vonatkozd
szabalyok mar nincsenek és bevezetve az alabbi jeloléseket: X=[0Zy1], Y=[0al], U=[0b1].
Legyen V' ={S, X, Y, U} és

R={S— ¢|X
X— aY | bU
Y— bUa|aYa|a
U— aYb | bUb | b}

Ekkor G' = (V', {a, b}, R', S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, amelyre L(G') = Ly (M).
4.5.8. Feladat.
1. V'={$, [0Z,0], [1Z00], [0X1], [1X1]},

R=1{S— [0Z,0]
[0Z00] — & | [OX1][1Z00]
[1Z,0] — a[0Z,0]
[0X1] — B[OXT][1X1] | a[1X1]
[1X1] — b}

2. Ly={("ab"a)" |m >0, n> 0}
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4.5.9. Feladat.
1. My =({0,1,2}, 3y, '1UZX1U{Zp}, 61,0, Zy, {2}), ahol

o I
SZy
a
AB

X

™
—

aC
b

c
. és LA(M;) = L(Gy).

cS
AB

—t ek ek e e ek ek e ek ek

£
A

»—a»—a>—¢>—‘>—a>—a»—a>—‘r—‘>—4>—a>—io(o
NaocsnammanunnNT

M O S Q M M M M ™M ;M M ™

[\9)

2. M, megkonstrualhat6 a 4.1.35 modszer alapjan.
3. M3 megkonstrudlhat6 a 4.1.35 modszer alapjan.

4. My megkonstrualhat6 a 4.1.35 modszer alapjan.

4.6.1. Feladat. Tegyiik fel, hogy az allitds nem teljesiil, vagyis L végtelen. Akkor megadhatd
olyan X C L, melyre teljesiil, hogy Vw € X esetén X-ben nincs olyan u sz6, melyre |[w|+1 <
< |u| < 2|w].

A feltétel szerint X kornyezetfiiggetlen, ezért van olyan p > 1 egész szam, mely szerint X-re
teljesiil a pumpald lemma. Legyen w € X, |w| > p, akkor u, v, x, y, z € ¥, melyre w=uvxyz,
lvxy| <p, [vy| > 0 és Vi > 0 esetén uv'xy'z € X. X tulajdonsaga miatt azonban |w| < |uv?xy?z| <
< |w|+p < 2|w|, vagyis uvzxyzz g X

Mivel az L végtelenségére vontakozo feltevés ellentmondasra vezetett, igy L-nek végesnek
kell lennie.

4.6.2. Feladat.

1. Legyen p > 1 tetszbleges egész szam, w = a’b’cP € Ly, melyre |w| > p.
Ekkor Vu, v, x, y, z € {a, b, c}* esetén, melyre w=uvxyz, [vxy| <p, |vy| >0 pl. uxz& Ly,
mivel vy az {a, b, c}-b8l legalabb egy betiit nem tartalmaz. igy a nyelv nem teljesiti a
kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmajat, vagyis a nyelv nem kornyezetfiigget-
len.

2. Legyen p > 1 tetszbleges egész szam, w = a’b’cP € Ly, melyre |w| > p.
Ekkor Yu, v, x, y, z € {a, b, c}* esetén, melyre w = uvxyz, [vxy| <p, |vy| > 0, ha
lvlp 0, akkor uvzxy2 ¢ L, ha
[vylp = 0, akkor uxz & L.
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10.

. A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Az el6z6 feladat megoldasahoz hasonloan

bizonyithato.

A nyelvre nem teljesiil a pumpal6 lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=aPb’cP € Ly, melyre |w| > p.

Ekkor Vu, v, x, y, z€{a, b, c}* esetén, melyre w=uvxyz, [vxy| <p, |vy| >0, vy €{a, b}*U
U{b, c}*.

Ha |vy|. =0, akkor uvzxyzz & Ly,

ha |vy|, =0, akkor uxz & L4.

. A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Legyen p > 1 tetszdleges egész szam, w =

=P e Ls, melyre |w| > p.

Ekkor Yu, v, x, y, z € {a, b, c}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| <p, |[vy| > 0, [vyl, =0
vagy |vyle = 0.

Ha |vy|, = 0, akkor uv?xy’z & Ls,

ha |vy|. = 0, akkor uxz & Ls.

A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=aPbPPdl € Lg, melyre |w| > p.

Ekkor Yu, v, x, v,z € {a, b, ¢, d}* esetén, melyre w = uvxyz, [vxy| <p, |[vy| > 0, |vxy| €
€ {a, bY*U{b, c}* U{c, d}*.

Ha |vy|. = |vy|s =0, akkor uxz & L,

ha |vy|, = |vy|g =0, akkor uxz & Lg,

ha |vy|, = |vw|p =0, akkor uxz & Lg.

Tehat minden p>1 esetén megadtunk olyan weL, |w|>p sz6t, melynek egyetlen 5 részre
valo particiondldsa sem rendelkezik a pumpélé lemmaban szerepld dsszes feltétellel.

A nyelvre nem teljesiil a pumpalo lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=" € L7, melyre |w| > p.

Ekkor Vu, v, x, v, z € {a}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| < p, [vw| > 0, w?xy’z & L7,
mivel |w| = p? < [u?x)’z| <p*+p < (p+1)? =p>+2p+1.

. A nyelvre nem teljesiil a pumpal6 lemma. Legyen p > 1 tetszdleges egész szdm és k> p

primszam, w = ak e Lg, melyre |w| > p.

Ekkor Vu, v, x, v, z € {a}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| < p, |v| > 0, w*lxf+lz &
¢ Lg, mivel, ha m = |u|+|x| +|z|, akkor | *1xy*1z| = k- (k—m+1), ami nem primszam,
vagyis /1 x)f* 1z & Lg.

A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Legyen p > 1 tetszleges egész szdm, w =
=a* € Lo, melyre |w| > p.
Ekkor Vu, v, x, v, z € {a}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| < p, [v| > 0, uv>xy’z & Lo,

mivel, [w| =27 < 2P +2P — |uxz| < 21,

A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, k =
=max{p,2}, w= abF e Lyg, melyre |w| > p.

Ekkor Vu, v, x, v, z€{a, b}* esetén, melyre w=uvxyz, |vxy| <p, |vy| > 0, az alabbi esetek
fordulhatnak eld:

© Esik Zoltdn, Gombdas Eva, Ivan Szabolcs, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

124

4. KORNYEZETFUGGETLEN NYELVEK

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

e |w|,=0vagy |vy|p =0, akkor uxz & Ly,

e |wla 0 vagy |vy|, 0, akkor uv>xy?z & Li(a 7. pontban szerepld példahoz hasonld
okok miatt).

A nyelvre nem teljesiil a pumpalo lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=d’b’cP € L1, melyre |w| > p.

Ekkor Vu, v, x, y, z€{a, b, c}* esetén, melyre w=uvxyz, |vxy| <p, |vy| >0, |vy| €{a, b}*U
U{b, c}*.

Ha |vy|. = 0, akkor uvzxyzz €L,

ha |vy|. 0, akkor uxz & L.

A nyelvre nem teljesiil a pumpalo lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=aPbP b’ € L1, melyre |w| > p.
Ekkor Vu, v, x, y, z € {a, b}* esetén, melyre w = uvxyz, |[vxy| <p, |vy| > 0, uxz & L1>.

A nyelvre nem teljesiil a pumpal6 lemma. Legyen p > 1 tetszdleges egész szdm, w =
=a’bPbaP € L1z, melyre |w| > p.

Ekkor Vu, v, x, y, z € {a, b}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| <p, |v| > 0, uxz & L13,
mivel ha vxy a w els6 felében vagy a masodik felében van, akkor a v és y torlése miatt
a wwR szerkezet nem teljesiilne, ha vxy € {b}*, akkor a v és y torlése miatt a [w|, = |w],
feltétel nem teljesiilne.

A nyelvre nem teljesiil a pumpalo lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
= (a’BP)? € L4, melyre |w| > p.
Ekkor Vu, v, x, y, z € {a, b}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| <p, |vy| > 0, uxz & L14.

A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=aPbPcbPaPca’ b’ € Lyis, melyre |w| > p.
Ekkor Yu, v, x, y, z € {a, b}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| <p, |vy| > 0, uxz & Lys.

A nyelvre nem teljesiil a pumpal6 lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=aPbPca’ b’ € Ly, melyre |w| > p.
Ekkor Vu, v, x, y, z € {a, b}* esetén, melyre w = uvxyz, |[vxy| <p, |vy| > 0, uxz & Lis.

A nyelvre nem teljesiil a pumpald lemma. Az el6z6 feladathoz hasonldan tetszéleges
p > 1esetén aw=a’b’ch’aP szbt valasztva.

A nyelvre nem teljesiil a pumpalo lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
= a1 el e Lig, melyre |w| > p.

Ekkor VYu, v, x, y, z € {a, b, c}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| <p, [vy| > 0, ha

[vxy|. 0, akkor uvzxyzz & L1g, ha

lvxy|. = 0, akkor uxz & Lig.

A nyelvre nem teljesiil a pumpalo lemma. Legyen p > 1 tetszéleges egész szam, w =
=a’b? P € Lo, melyre |w| > p.
Ekkor Vu, v, x, y, z € {a, b, c}* esetén, melyre w = uvxyz, |vxy| <p, |vy| > 0, uxz & Ly9.
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4.6.3. Feladat.

1.

4.6.4.

G = ({S, X, C}, {a, b, c}, Ry, S), ahol

R ={S— XC
X— aXbb|e
C— cC|el,

L(Gy) =L,.
G2 =({S,4,X},{a, b, c}, Ry, §), ahol

Ry ={S— AX
X— bXcc|e
A— ad| e},

L(Gy) = Ly.

. Az L=LiNLy ={a'b*c* | i > 0} nyelvre nem teljesiil a kornyezetfiiggetlen nyelvek

pumpalé lemmaja. Legyen p > 1 tetszOleges egész szam, w = a?b?’c*?. Ekkor |w| > p
éswel.

Tekintsiink tetszoleges u, v, x, y, z € {a, b, c}* szavakat, melyekre w = uvxyz, [vxy| <p,
|[vy| > 0. Minden ilyen particionalasnal pl. i = 0 esetén az uxz ¢ L, mivel a vy széban
legfeljebb kétféle betli szerepelhet {a, b, c}-bol.

Feladat.

. G1=(S, X, Y}, {a, b, ¢, d}, Ry, S), ahol

R ={S—> XY
X— aXb| ¢
Y— cYd| ¢},

L(Gy) =Li.
Gy=({S,4,D, X}, {a, b, ¢, d}, Ry, S), ahol

Ry={S— AXD
X— bXc|e
A— ad|e
D — dD| ¢},

L(Gy) = Ly.

. Az L={d'b'c'd | i,j > 0} nyelvre nem teljesiil a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek pumpald

lemmaéja. Ez megmutathat6 a 4.6.2 feladat 1. pontjdban szerepldhoz hasonldé modszer-
rel.
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4.6.5. Feladat.

1.

10.

11.

4.7.1.

L1 kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatd Li-et generdld kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval.

L, nem kornyezetfliggetlen, mivel nem teljesiil r4 a pumpal6 lemma.

. L3 nem kdrnyezetfiiggetlen, mivel nem teljesiil rad a pumpal6 lemma.

L4 kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatdé Ls-et generald kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval.

. Ls nem kornyezetfiiggetlen, mivel nem teljesiil ra a pumpal6 lemma.

L¢ kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatd Lg-ot generald kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval.

L7 kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatd L7-et generdld kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval. o N
Ly={a'V |i<j}uld'V |j<i<2}U{ad'V |i> 2.

. Lg nem kdrnyezetfiiggetlen, mivel nem teljesiil r4 a pumpald lemma.

Ly kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatdé Lg-et generald kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval. A nyelvtan megadasahoz hasznalja fel a nyelv alabbi felbontasat: Lo =
=(la, b, c}* —{a}* (b} () UaB K | i, j, k> 0ési jYUlab ck | i,j, k> 0és) k).

Lo kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatd Ljp-et generald kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval.
Lio={a'b"d | i,j, k> 0ésk=i+j}.

L1 kornyezetfiiggetlen, ami igazolhatd Lii-et generald kornyezetfiiggetlen nyelvtan
megadasaval.

AzL ={a'xd |i,1>0ési<[)C{a,x, dy,L"={b/c*|j, k>0 ésj k} nyelvek kornye-
zetfiiggetlenek. L elballithato L'-bél egy h kornyezetfiiggetlen behelyettesitéssel, ahol
h(a)=a, h(d)=d, h(x)=L".

Feladat.

. L= {wi#w, | wi, wy € {a, b}* és wi wy} kornyezetfiiggetlen nyelv (lasd pl. 4.2.12/38.

példa).
L" = {wi#wy | wi, wy € {a, b}* és |wi| < |wz|} kornyezetfiiggetlen nyelv, mivel pl. a
G"=({S, X, Y}, {a,b,#},R",S), ahol

RN={S_)XY
X— aXa|aXb | bXa | bXb |#
Y— aY|bY|a|b}
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nyelvtanra L(G") =L".
A kornyezetfiiggetlen nyelvek U-ra valo zartsaga miatt L) = L' UL"” kornyezetfliggetlen
nyelv.

2. I'={d'V | i <j},L" ={d'V | i > j} nyelvekrdl konnyen belathato, hogy kornyezetfiig-
getlenek (Isd. pl. a 4.2.12/4. pontot). L, = L' UL", igy L, koérnyezetfiiggetlen.

3. L' ={dbcr | ij), L ={dbcF| ik}, L' ={adbF |k} nyelvekrdl konnyen belatha-
t0, hogy kornyezetfiiggetlenek (Isd. pl. a 4.2.12/13. pontot). Ly = L' UL"UL", igy L3
kornyezetfiiggetlen.

4. L' ={d'cF | i=j}, L" = (a'b/ ¥ | j = k} nyelvekré] konnyen belathatd, hogy kornyezet-
fiiggetlenek (Isd. pl. a 4.2.12/12. pontot). Ly = L' UL", igy L4 kornyezetfiiggetlen.

5. L' ={ucxct | u,t € {a, b} ésu =X}, L" = {vew | v, w € {a, b}* és v = wk} nyelvekrol
konnyen belathato, hogy kornyezetfiiggetlenek (Isd. pl. a 4.2.12/40. pontot). Legyen f
az alabbi behelyettesités: f(a) = {a}, f(b) = {b}, flc) ={c}, f(x) =L". Ls = f(L") igy Ls
kornyezetfiiggetlen.

6. L'={a"b" | n>0},L" ={b}*, L' = {b"c™ | m > 0} nyelvekrdl konnyen belathatd, hogy
kornyezetfiiggetlenek, igy Lg =L'-L” - L"” kdrnyezetfiiggetlen.

7. L' ={a, b, c}* — {ay{bYHe), L' = {a'bck | i,j, k> 0ésj iy, L = {d'bcF | ij k>
>0 ésj k} nyelvekr6l kdnnyen belathatd, hogy kornyezetfiiggetlenek, igy L7=L"UL"U
UL" kornyezetfiiggetlen.

8. L'=({a, b}{a, b}))*{a, b}, L" = {ucvi/''V | u,v,u',v € {a, b}*,c,c €{a,b},c, |u|=
= |u/|, |v| = |V|} nyelvek kornyezetfiiggetlenek, igy Lg = L' UL” kornyezetfiiggetlen.

9. L' ={uxt | u, t € {a, b}* ésu =X}, L” = {cvewe | v, w € {a, b}*} nyelvek kornyezetfiig-
getlenek. L” alkalmas behelyettesitésével L'-be az L¢ elballithato.

10. Otlet: az L1 nyelv eldallitasa olyan nyelvek unidjaként, melyekrdl kénnyen belathato,
hogy kornyezetfiiggetlenek. Legyen L'={a"b" | m>1}*, L"={a}*{b"a" | m > 1}*{b}".
L' és L' kornyezetfiiggetlenek és Lo = L' NL". Mivel belathato, hogy L’ és L” kornye-
zetfiiggetlenek és Lo = rur’, igy L1 kornyezetfiiggetlen nyelv.

4.7.2. Feladat. Legyen X={a, b, ¢} és L=X*. Az {a"b"¢":n>0}CL és nem kornyezetfiiggetlen
nyelv.

4.7.3. Feladat. Legyen L = {a"b" : n > 0}. Ekkor L = L* Na*b*. Igy ha feltessziik, hogy
L* regularis, akkor mivel a*b* regularis és a regularis nyelvek zartak a metszetképzésre, azt
kapjuk, hogy L is regularis. De L ismerten nem regularis. Tehat L* sem regularis.

Altalaban, ha L € ¥* nemregularis kornyezetfiiggetlen nyelv és b egy 1ij betii, akkor (Lb)* C
C (ZU{b})* nem regularis, hiszen ellenkezd esetben L = ((Lb)* N X*b)/b is az lenne.
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4.7.4. Feladat. Nem. Az (abc)* C {a, b, c}* nyelv kommutativ lezartja nem kornyezetfiigget-

len, mert

Com(abc)*Na*b*c* ={a"b"c" : n > 0}
nem kornyezetfiiggetlen nyelv. Itt felhasznaltuk, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelvnek egy
regularis nyelvvel valo metszete kdrnyezetfiiggetlen.

4.7.5. Feladat. Ly =LN{a}*{b}*{a}*{b}*, ahol {a}*{b}*{a}*{b}* regularis nyelv. Mivel a kor-
nyezetfiiggetlen nyelvek zartak a regularis nyelvvel val6é metszetre, igy L nem lehet kérnye-
zetfiggetlen nyelv.

4.7.6. Feladat.

1. Gi=(S, B}, {a,b,c},R1,S),ahol Ry ={S — aSc | Sc|B,B— bB|e}. L(G1)=L,.
Hasonldéan megadhatdk L,, L3, L4 nyelveket generald kornyezetfiiggetlenek nyelvta-

nok.
2. L=L1UL,
L'=L3ULy

4.7.7. Feladat.
1. Tekintsiik a 4.7.6./2. részben szerepld
L ={dbcr|i, Js k=0 ¢es k < max{i, j}} kornyezetfiggetlen nyelvet. Ekkor
max(L') = {a'b/c* | i, ], k > 0 és k= max{i, j}}, mely nem kornyezetfiiggetlen nyelv.
2. Tekintstik a 4.7.6./2. részben szerepld
L={db| i,j, k>0 ¢s k> min{i,j}} kornyezetfiggetlen nyelvet. Ekkor
min(L) = {a'b/c* | i,j, k> 0 és k = min{i, j}}, mely nem kornyezetfiiggetlen nyelv.

3. Legyen L = {abc}, ekkor
L*H N {a}*{b}*{c}* = {a"b" "}, mely ismerten nem kornyezetfiiggetlen nyelv,
igy L** sem az.

4.7.8. Feladat. Az L| = {a"b"c" | n > 0} nem kornyezetfiiggetlen nyelv.
LN {a}*{b}*{c}* =L és {a}*{b}*{c}* regularis nyelv, igy L nem lehet kornyezetfiiggetlen.

4.7.9. Feladat. Legyen M; = (Q;, X, T,481,s1,F1), melyre L(My) = Ly é M, =
= (QZ’ E, 32, S2, Fz), melyre L(Mz) =L2.

M, és M, ismeretében megkonstrualhato az (L1/L;){$} nyelvet felismerd

M=(0,U(Q; x0,), ZU{$},T, 8, s1, F1 x F) veremautomata, ahol

SI(Q7a’ﬁ)’ haqEQl,aEE
([Q,SZ],S), haqul,a=$,ﬂ=g
5@, a, )= {(P1.p2)v) | B e %

[(p1.v) €81(qy, b, ﬂ),p2=5z(q2,b)]}, hag=[q;, ¢l € Q1 x 0y, a=¢
s B el
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Belathato, hogy (L/Ly){$} = L(M). M ismeretében megadhatd az (L/L;){$} nyelvet gene-
ralo G kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Modositsuk a G nyelvtant Ggy, hogy a $ jelet tekintsiik
nemterminalisnak és vegyiik be a szabalyok kozé a $ — & szabalyt.

Az igy el6allo nyelvtan kornyezetfliggetlen €s az L1 /L, nyelvet generalja.

4.7.10. Feladat. Mivel X* regularis nyelv, ezért ez a feladat a 4.7.9. példa specialis esete.

4.7.11. Feladat. Az L nyelvet felismer6é M veremautomata alapjan megkonstrualhat6 olyan
M’ veremautomata, amely felismeri a suffix(L) nyelvet.

Otlet: M allapothalmazat bdvitsiik minden g-ra g-al. Legyen 8’ a kovetkezdképpen definidlva:
8/(67 89 a) = {@9 ﬂ)9 (pa ﬂ) | Ha € E (p9 ﬁ) € 8(% a’ a)}s a e F&‘

8'(q,a,a)=8(q,a,a),ae X, a el,.

M’ kezdéallapota legyen g, amelyre &'(q, €, €) = {(dp, €), (9¢, €)}. M’ végallapotai meg-
egyeznek M végallapotaival.

4.7.12. Feladat.

1. L—R=LNR. R regularis ¢és a kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a regularis nyelvekkel
valo metszetre, igy L — R kornyezetfliggetlen.

2. ¥* regularis nyelv. Legyen L={wiw | w1, wa€ X* és w1 w1} kdrnyezetfiiggetlen nyelv.
¥*—L=L={ww|we X*} nyelv nem kornyezetfiiggetlen.

4.7.13. Feladat. sub(L) = {suffix(prefix(L))}

4.7.14. Feladat. Otlet: L-hez megadhaté G=(V, X, P, S) Chomsky-normalformaban 1évé L-
et generalo kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Legyen GR = (PR, =, PR, S®), ahol VR = {4R |4 e 1},

PR={AR — BRCR|4— CBeP)U{4AR - a|A— acP).

4.7.15. Feladat. Otlet: Vegyiink egy L-et generald, Chomsky-normalformaban 1évé G =
= (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant.

Legyen G = (VU4 | 4 € V} U{Sy}, =, R, Sy), ahol R = RU{C — AB,B —
— CA|A— BCeRIU{S— e}U{Sy— ad|A— acRIU{S)— S}
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S. fejezet

Szintaktikus elemzési modszerek

5.1. Elméleti osszefoglalo

A szintaktikai elemzés alapfeladata a kovetkezd: olyan algoritmust kell megadjunk, mely
egy G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan és egy w € X* input sz6 esetén eldonti,
hogy w € L(G) teljesiil-e. A tovabbiakban feltessziik, hogy G minden szimbdluma terminal6
¢s elérhetd (mivel linearis idoben konstrualhatunk tetszéleges G nyelvtanhoz, amire L(G) 0,
vele ekvivalens G’ nyelvtant, melynek minden szimbdluma ilyen, ezt feltehetjiik).
Amennyiben G = (V, £, R, S) Chomsky-normalformaban adott, és w € X*, akkor egy
O(|lw|?|R]) idéigényii elemzési algoritmus a Viterbi-algoritmus, melyet ismertetiink :

5.1.1. Algoritmus. Viterbi-algoritmus, input G=(V, X, R, S) Chomsky-normalformaji nyelv-
tan és w € X* sz4. Output: w € L(G) teljestil-e.

1. Haw = ¢, akkor w € L(G) pontosan akkor teljesiil, ha S — ¢ € R.

2. Ellenkez6 esetben legyen n=|w|, w=aja;...a,. Minden 1 <i <j <n=|w| indexpar
eseten meghatarozzuk a kovetkezd 7; ; € V halmazt:

1. Ti,,‘={AE VZA—)G,‘ER};
2.i<jesetenT;j={AdeV:3i<k<jBeT; CeTiy1,;:4—> BCeR].

3. w e L(G) pontosan akkor teljesiil, ha S'e T .

A fenti algoritmus dinamikus programozas alkalmazasaval valoban implementalhato
O(|lw|?|R]) idéigénytire. Miikodésének alapelve, hogy az input w sz6 egyre hosszabb dssze-
fliggd részeire illeszt derivacios fakat; az ilyen megkozelitéssel dolgozd elemzési modszere-
ket bottom-up elemzési modszereknek nevezziik. Egy masik megkozelitési modszer az, mi-
kor a nyelvtan kezd6szimbolumabol indulva a sz6 egyre hosszabb prefixeire ill6 derivacios
fat probalunk eldallitani, amiket pedig fop-down elemzési modszernek neveziink.
Amennyiben a nyelvtan nem Chomsky-normalforméju, viszont s-mentes és ciklusmentes'
(vagyis nincs olyan A € V, amire A =% A teljesiilne), akkor az dltaldnos bottom-up elemzési
algoritmust alkalmazhatjuk, mely a kovetkez6:

'Megjegyezziik, hogy tetszoleges kornyezetfiiggetlen nyelvtan linearis idében ilyen alakra hozhato.
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5.1.2. Algoritmus. Altalanos bottom-up elemzési algoritmus.

Input: egy G = (V, X, R, S) e-mentes ¢és ciklusmentes kornyezetfliggetlen nyelvtan, valamint
egy w sz0.

Output: w egy jobboldali levezetése, ha w € L(G), kiilonben nem.

— Lerdgzitjiik R szabalyainak egy r1, ..., g sorrendjét. Jelolje n a w =ajay . .. a, szd
hosszat.

— Az algoritmusban a kdvetkez6 lokalis valtozokat deklaraljuk :

(a) ief{l,...,n+1}, egy pointer;

(b) @ € (NUX)* egy mondatforma;

(c) Be{l,...,|R|, s}* szabalyok sorszamainak ¢és egy specialis s (,,shift”) jeleknek
egy sorozata.

Invarians tulajdonsadgunk a kovetkezd lesz: ay . . . a;—1 levezethetd a-bol, egy jobboldali

levezetésben B szabalyait (az s-ek torlése utdn) a megadott sorrendben alkalmazva.

A modszer egy klasszikus backtrack vonalait kdveti:

0. Inicializalas:i:=1,a:=f :=¢.

1. Amig van olyan 4 — y alaku szabdly, amire « == 'y, legyen r az elsd ilyen szabaly
sorszama, o :=a'A és B :=rp.

Ha mar nincs ilyen szabaly, menjiink a 2. pontra.
2. Hai < n+1, akkor legyen o := «a;, B :=spB, i :=i+1 és menjiink vissza az 1. pontra.

3. Hai==n+1 és a == S, akkor ledllunk, w € L(G), a w sz6 egy jobboldali levezetésé-
ben sorrendben alkalmazhat6 szabéalyok sorszamait megkapjuk B-bol az s shift jelek
kitorlésével.

4. Hai==n+1 ¢és a §, akkor backtracket hajtunk végre az alabbiak szerint:

4.1. Haa==da'A4, B==rpf’, az r. szabaly A — y és van olyan A" — y’ szabaly is, melyre
o'y == a’y’ valamilyen a”-re, és melynek sorszama ' > r, az ilyenek koziil 7/ a
lehetd legkisebb, akkor legyen a :=a”’A’, B =¥ B’ és menjiink az 1. pontra.

Ellenkez6 esetben a 4.2. ponttal folytatjuk.

42. Haa=do'A, B=rp’,azr. szabaly A— y ési n+1, akkor legyen a :=a'y a;, B :=sp’,
i:=i+1 és menjlink az 1. pontra.
Ellenkez6 esetben a 4.3. ponttal folytatjuk.

43. Haa=a'A, B=rB,azr.szabdly A — y ési==n+1, akkor o := o'y, B := B’ és
menjiink vissza a 4.1. pontra. Ellenkez6 esetben a 4.4. ponttal folytatjuk.

44, Haa=d'a, B=sB’ ési> 1, akkor legyen @ := o/, B := ', i:=i— 1 és menjiink
vissza a 4.1. pontra.
Ellenkez6 esetben leallunk, w ¢ L(G).
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Az altalanos top-down elemzési algoritmus, mely S-bdl kiindulva egy baloldali levezetését
probalja meg eldallitani, szintén klasszikus backtrack vonalvezetéssel rendelkezik és mint
ilyen, csak balrekurzio-mentes nyelvtanra alkalmazhato.

5.1.3. Algoritmus. Altalanos top-down elemzési algoritmus.
Input: egy G = (V, ¥, R, S) balrekurzié-mentes nyelvtan és egy w € £* sz0.
Output: w egy baloldali levezetése, ha w € L(G), kiilonben ,,nem”.

— Rogzitsiik le minden 4 nemtermindlisra alternativainak sorrendjét 4 — y1 | ... | w
formaban, az 4 — y; szabdlyra 4;-ként fogunk hivatkozni és jeldlje R az sszes A; alakt
jel halmazat.

Jeloljenaw=ajay...a, sz6 hosszat.
— Az algoritmusban a kovetkez0 lokalis valtozokat deklaraljuk:

(a) ief{l,...,n+1}, egy pointer;

(b) @ € (RUX)*, az illesztés eddigi sikeres része;

(c) B € (VUZX)* egy mondatforma, melyet a sz6 még hatralevo részére illeszteniink
kell.

0. Inicializalas:i:=1,a :=¢, B :=8S.

1. Amig B == AB’ egy A € V nemterminalisra, addig legyen « := a4 és B := y; B/, ahol
A — y) az A elsd alternativdja.

2. Hai <nés B =a;f,akkor legyen o := aa;, B := ', i :=i+1 és menjiink vissza az 1.
pontra.
Ellenkez6 esetben a 3. ponton folytatjuk.

3. Hai==n¢és B=¢, akkor leallunk, w € L(G), egy baloldali levezetésben az alternativakat
megkapjuk sorrendben gy, hogy a terminalis jeleket toroljiik a-bol.

Ellenkez6 esetben a 4. ponton backtrackkel folytatjuk.
4. (Backtracking.)
4.1. Amiga =a’aalaki, a € X, legyen o := 0o/, B :=ap, i :=i— 1 és menjiink vissza a
4.1. pontra.

4.2. Ha o = a’4; alaku, ekkor B = y; 8’ valamely p’-re. Ekkor

4.2.1. Ha A4-nak tobb, mintj alternativaja van, akkor legyen o« :=a’4j11, B =y
¢s menjlink vissza az 1. pontra. Ellenkezd esetben a 4.2.2. ponton folytatjuk.

4.2.2. Ha A-nak pontosan j alternativdja van, i=1 és A =S, akkor leallunk, w ¢ L(G).
Ellenkez6 esetben a 4.2.3. ponton folytatjuk.

42.3. Legyen @ :=a’, B := AB’ és menjiink vissza a 4.1. pontra.
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Az altalanos top-down ¢és bottom-up modszerekben a backtracking bizonyos esetekben kikii-
szobolhetd és ezzel hatékonyabb algoritmusokat kapunk, ehhez azonban az input nyelvtannak
egy-egy specialis tulajdonsagot teljesitenie kell. Ezen tulajdonsagot definidljuk a kovetkezok-
ben, a top-down esetre.

Rogzitstink egy G=(V, £, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant. Tetszéleges o € (VUX)* mon-
datforma és k > 0 egész esetén legyen

Firsty(a) ={u € T* : 3w a =" uw, és |u| =k vagy (lu] <késv=¢)},

vagyis az a-bol levezethetd szavak k hosszu prefixeinek halmaza, és legyen tetszéleges L C
C (VU X)* halmazra és k > 0 egészre

Firsty(L) = U First;(a).

o€l

Az elemzés soran szilikségiink lesz tetszoleges o € (VU X)* sz6 esetén a Firsty(«) halmaz
gyors meghatarozasara, ezt eldsegitendd definialjuk a kovetkezd Oy miiveletet nyelvek kozt:
legyen L1 © Lo =Firsty(L1Ly). Nyilvanvalo, hogy Firsti(a) = {a} tetszleges a € X esetén, ha
k>1¢és{e},hak=0.
5.1.4. Algoritmus. A G= (V, X, R, S) nyelvtan minden A4 € V' nemterminalisahoz a First;(A4)
halmaz kiszamitasara.

1. Minden 4 € V-re kiszamitjuk nyelvek egy Hy(A4), Hi(A4), ... sorozatat a kdvetkezd ite-
racioval:

2. Tetszoleges a € X-ra és i > 0-ra legyen H;(a) = Firsti({a}).

3. Legyenminden A € V-re Hy(A)={we X*:3a A—wa €R és |w|=k vagy (|w| <k, a=¢)}.

4. Minden 4 € V-re legyen H;1(4)=H;(A)U U H:(X1)®rH:(X2) Dy . . .DrH(X,).
A—X|.. X,€R
5. Aziteracio véget ér, haminden 4 € V-re Hiy1(4A)=H;(A), ekkor First;(4)=H;(4) minden
A € V-re.

A First; halmazokon feliil a Follow;(4) halmazokat is definidljuk a kovetkez6képp, tetszole-
ges A € V-re a kovetkezoképp:

Follows(4)= | J Firsy(p).
S=*aAdp

vagyis Followy(4)-ban azon termindlis szavak k hosszl prefixeit tartalmazza, amik valamely
a A mondatformdnak az 4 utani részébdl levezethetdek.
Ezek a halmazok is algoritmikusan kiszamithatdak egy iteracioval:

5.1.5. Algoritmus. A G=(V, X, R, S) nyelvtan minden 4 € ' nemterminalisdhoz a Follow;(A4)
halmaz kiszamitasara.

1. Minden 4 € V-re kiszamitjuk nyelvek egy Hy(A4), Hi(A4), ... sorozatat a kdvetkezd ite-
racioval:
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2. Hy(S) ={¢e}, ésha 4 S, akkor Hy(A4) = .

3. Hin(A)=HiAHU |J Firsy(BH(B)).
B—aABeR

4. Az iteraci6 véget ér, ha minden 4 € V-re H;y1(4) = H;(4), ekkor Follow;(4) = H;(A4)
minden 4 € V-re.

crer

nok definialaséra, e tulajdonsag eldontésére és ezen nyelvtanokra a hatékony top-down elem-
z¢si algoritmusra:

5.1.6. Definicio. A G = (V, £, R, S) nyelvtan erdsen LL(k) a k > 0 egészre, ha tetszoleges
AeV,A— ae€eR A— B R, a B esetén

First; (aFollow(A)) NFirst,(SFollow(4)) = @.

A tulajdonsag a fentiek szerint eldonthetd, hiszen mind a First; és Follow; halmazokat ki
tudjuk szédmitani.

Az erdsen LL(k) elemzés algoritmusat jelen feladatgylijteményiink nem tartalmazza, keretein
egy erosen LL(k) elemzési algoritmus futtatdsa talmutat.

5.2. Altalanos elemzés, backtrack és tablazatos médszerek

5.2.1. Feladat. Allapitsa meg a CYK algoritmus alkalmazasaval, hogy cabab € L(G) fennall-
e, ahol G=({S, 4, B, C}, {a, b, ¢}, R, S), R szabdlyai pedig

S—AB| b
A—> CB|AA | a
B— AS|b
C—BS|c

5.2.2. Feladat. Allapitsa meg az altalinos bottom-up elemzési algoritmus alkalmazasaval,
hogy cabab € L(G) fennall-e, ahol G = ({S, 4, B, C}, {a, b, ¢}, R, S), R szabalyai pedig

S—AB| b
A— CB|AA | a
B— AS|b
C—>BS|c
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5.2.3. Feladat. Allapitsa meg az altaldnos top-down elemzési algoritmus alkalmazésaval,
hogy cabab € L(G) fennall-e, ahol G = ({S, 4, B, C}, {a, b, c}, R, S), R szabdlyai pedig

S—AB| b
A— CB|AA | a
B— AS|b
C—BS|c

Megjegyzés : ehhez eldszor balrekurzid-mentesitenie kell a nyelvtant.

5.2.4. Feladat. Allapitsa meg, hogy erésen LL(2)-ea G=({S, 4, B, C}, {a, b, c}, R, S) nyelv-
tan, ahol R szabalyai:

S— AB | b
A— CB|AA | a
B— AS|b
C—BS|c

Megoldasok

5.2.1. Feladat. Az algoritmus soran kitoltott tablazat:

12 3 (4] 5
C|l—| 4 |A4|SB
S,B|—| C
S,B|—| C
A|S,B
S, B

NN

DN B W N —

Mivel S € T 5, ezért cabab € L(G).
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6. fejezet

Kornyezetfiiggo nyelvek és altalanos
nyelvek

6.1. Elméleti osszefoglalo

A G = (V, X, R, S) nyelvtan kérnyezetfiiggo, ha szabalyai «AB — ayp alakuak, ahol y e,
kivéve esetleg az S — ¢ szabalyt, ami ha R-ben van, akkor S nem fordulhat el jobb oldalon.
Az L nyelv kornyezetfiiggd, ha van 6t generald kornyezetfiiggd nyelvtan.

Tovabba, az L nyelv 0. tipusu vagy rekurzivan felsorolhato, ha van 6t general¢ éaltalanos nyelv-
tan.

6.2. Kornyezetfiiggo és altalanos nyelvtanok

6.2.1. Feladat. Mutassa meg, hogy minden kornyezetfiiggetlen nyelv kornyezetfiiggo is.

6.2.2. Feladat. Mutassa meg, hogy egy nyelv pontosan akkor kornyezetfiiggd, ha generalhat6
olyan nyelvtannal, melynek minden szabalya « — g alaku, ahol || <|B]| (kivéve az esetleges
S — ¢ szabalyt, mely ha szerepel, akkor S nem allhat jobb oldalon).

6.2.3. Feladat. Adjon algoritmust, mely eldonti a kdvetkezd problémat: adott egy G =
= (V, £, R, S) kornyezetfiiggd nyelvtan és egy w € £* sz0, igaz-e, hogy w € L(G)?
Elemezze algoritmusa idd- és tarigényét.

6.2.4. Feladat. Adjon egy-egy, az alabbi nyelveket generalo altalanos nyelvtant:
1. {d"b"c":n>0}
2. {a" :n >0}
3. {azn :n >0}

4. {a" : n 0sszetett szam}
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Megoldasok

6.2.1. Feladat. Egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan pontosan akkor kdrnyezetfiiggd, ha e-
mentes. Mivel tetszéleges kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz (effektiven) 1étezik ekvivalens e-
mentes nyelvtan, igy az allitas igazolva.
Masképp: tetszéleges L kornyezetfiiggetlen nyelvet tudunk generalni Chomsky-normalfor-
maju nyelvtannal, mely kdrnyezetfiiggo.

6.2.3. Feladat. Vegyiik észre, hogy ha G=(V, X, R, S) egy kornyezetfiiggd nyelvtan és p = ¢
ap,q € (VUX)" nemiires mondatformakra, akkor |p| < |g|. Ebb6l kovetkezéen w € L(G)
pontosan akkor teljesiil a w ¢ szora, ha vannak olyan S=p, py, ps, . . ., p,=w mondatformak,
melyekre p; = p;, tetszéleges 0 < i < n esetén, tovabba |p;| < [w|.

Ezért egy algoritmus lehet a kdvetkezd:

1. Haw =g, akkor w € L(G) pontosan akkor teljesiil, ha S — ¢ € R.

2. Ellenkez6 esetben konstrualjuk meg azt a ' grafot, melynek csticsai a p € (VU X)*,
|p| < |w| mondatformék és p — ¢ pontosan akkor ¢l I'g-ben, ha p = g¢.

Ezutan w € L(G) pontosan akkor teljesiil, ha w elérhetd I'g-ben S-bol.

Az algoritmus jelen formajaban exponencialis id6- és tarigényt (elkészit egy | VU X|"-csticst
grafot, majd ezen megoldja az elérhetdségi problémat).
A tar Ojrahasznositasaval egy polinom tarkorlatos algoritmust kaphatunk a kdvetkezdképpen:

bool elerheto( p, q, t ){
if( p == q ) return true;
if( p => q ) return true;
if( t == 0 ) return false;
for( r: Irl <= |wl ){
if( elerheto( p, r, t - 1 ) and elerheto( r, q, t - 1) ){
return true;
}
}

return false;

}

bool eleme( w ){
return elerheto( S, w, log2(c”|wl) );
}

ahol c=|X|+|V]+1. Vilagos, hogy a fenti algoritmus polinom tarkorlatos: az elerheto fligg-
vény harom, egyenként legfeljebb |w| hoszit mondatformat és egy ¢ (bindrisan reprezentalt)
1épésszamot, mely legfeljebb log(cM™!) = |w| log ¢ értékil, tarol (amihez log(|w| log ¢) bit elég),
igy a fliggvény egy példanya O(|w]|) tarteriiletet hasznal. A hivési lanc hossza pedig (mivel
a t paraméter mindig csokken és kezdetben |w|log(c)) szintén O(|w|)-vel korlatozott, igy a
teljes memoriaigény O(|w|?).
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Az algoritmus helyessége azon mulik, hogy mivel a ' graf (legfeljebb) c!*! csucsu, igy S-

chv

b6l w pontosan akkor érheté el, ha elérhetd legfeljebb ¢l =218 ) 1épésben. Ezért elegendd
belatnunk, hogy elerheto(p,q,t) pontosan akkor tér vissza true értékkel, ha p-bdl I'g-ben
g elérhetd legfeljebb 2! 1épésben.

Ez a t =0 esetben vilagos, az elsd két sorban ennek megtorténik az ellendrzése.

Tetszoleges ¢ > 0 esetben pedig azt hasznalhatjuk fel, hogy p-bdl ¢ pontosan akkor elérhetd
legfeljebb 2 1épésen beliil, ha van olyan r cstics (a ,,felezépont” egy ilyen tton), amire p-bdl r
is és r-bol ¢ is elérhetd legfeljebb 2/~ ! 1épésben. Egy ilyen csucs keresése zajlik a ciklusban.

Megjegyzés: az algoritmus €s elemzése 1ényegében a Savitch-tétel bizonyitdsa, miszerint n
csucsu iranyitott grafban az ELERHETASEG probléma O(log? n) tar felhasznalasaval meg-
oldhato.

6.2.4. Feladat.

1. Tekintsiik a kdvetkezd 0. tipust nyelvtant: G=({S, B}, {a, b, c}, R, §), ahol R szabdlyai:

S— aSBc | ¢
cB — Bc
aB — ab
bB — bb

Ekkor L(G)={a"b"c" :n>0}. A nyelvtanban a ¢cB— Bc szabaly nem kornyezetfiiggd, de
tudjuk, hogy mivel |cB| <|Bc|, igy azza tehetd. Egy kornyezetfiiggd nyelvtan szabalyai,
mely szintén az {a"b" " : n > 0} nyelvet generalja:

So—>S|e
S — aSBC | aBC
CB— CX
CX— YX
YX— BX
BX— BC
aB — ab
bB — bb
bC — bc

cC — cc.
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2. Ehhez a nyelvhez szintén egy 0. tipusu nyelvtant adunk meg:

S— XSoY
S0—>ASOB|8
AB — BaA
Aa — aA
aB — Ba
XB—>X
X—¢

AY —>Y

Y— ¢

(A nyelvtan kdrnyezetfiiggévé tehetd.)

3. Ehhez a nyelvhez szintén egy 0. tipusu nyelvtant adunk meg:

S—> XSY|a
Xa — aaX
XY — ¢

(A nyelvtan kdrnyezetfiiggévé tehetd.)

4. Ehhez a nyelvhez szintén egy altalanos nyelvtant adunk meg:

S — XMNY
M — AM | AA
N — BN | BB
AB — BaA
Aa — aA
aB — Ba
XB—>X
X—¢

AY —Y

Y— ¢

(A nyelvtan kornyezetfiiggdvé tehetd.)
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7. fejezet

Eldonthetetlen problémak

7.1. Elméleti osszefoglalo

Turing-gép egy M=(Q, X, 8, qq. 4, q,) hatos, ahol O a veges allapothalmaz, ¥ az input abéce
ugy, hogy ONX =0, |Z| > 1é u € X a specidlis U ,,blank” vagy ,,space” jel, g, € O a
kezddallapot, gr€ Q az elfogado allapot, g, € O az elutasito allapot, g, g, ¢s §: (O—{gp ¢,}) X
x X — O x X x D leképezés, ahol D={<«—, —}. A fenti gép egy konfigurdacidja egy ue X*Qx+-
beli sz6. A konfiguraciok kozti atmenetet a kdvetkez8képp definialjuk : upavi-yu/ gV pontosan
akkor, hap ¢ {q. 9.}, 8(p, @) = (q, b, d), tovabba az alabbi esetek valamelyike fennall:

l.d=—,u' =ubésv =ve¢;

2. d=—,u =ub,v=¢ésv =L;

3. d=<«-,u=1'cvalamely ¢ € ¥-ra ésV = chv;
4. d=<,u=¢e,u =¢ésv =bv.

Az M Turing-gép elfogadja a w € (£ — {u})*-beli sz6t, ha gowll = 3 uq valamely u, v € £*
szavakra, elveti a szot, ha gowU -} ,ug,v valamely u € £*, v € £* szavakra, ellenkez6 esetben
M nem dall meg w-n (avagy ,,végtelen ciklusba esik” w-n), ezen eseteket rendre M(w) =,,igen”,
M(w) =,,nem”, M(w) = jeloli.

Az M Turing-gép az L(M) = {w € (¥ — {u})* : M elfogadja w-t} nyelvet ismeri fel; ha az
is igaz, hogy M minden szon megall (vagyis minden szot vagy elvet, vagy elfogad), akkor
M eldonti L(M)-et. Az L nyelv Turing-felismerheto vagy rekurzivan felsorolhato, ha van L-t
felismerd Turing-gép, és eldontheté vagy rekurziv, ha van L-t eldontd Turing-gép. A Turing-
felismerhet6 nyelvek osztalyat RE, az eldonthetékét R jeldli.

Az altalanos nyelvtanok és a Turing-gépek kapcsolatat a kdvetkezd tétel fejti ki:

7.1.1. Tétel. Egy nyelv pontosan akkor Turing-felismerhetd, ha 0. tipust (vagyis rekurzivan
felsorolhato).

Rogzithetjiik Turing-gépek és input szavaik egy kodolasat (mondjuk) a X ={0, 1} abécé felett,
igy egy M Turing-gép és egy w input sz6 altal alkotott (M, w) part is reprezentalhatunk egy
{0,1}*-beli szoval. Az egyértelmiiség kedvéért az O matematikai objektum (Turing-gép, gép-
$z0 par,...) véges binaris kodjat (O) jeldli a tovabbiakban.
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A Turing-gép mar elég erds szamitasi modell ahhoz, hogy szimulaljon Turing-gépeket, ezt
mondja ki az alabbi tétel:

7.1.2. Tétel. Létezik olyan U univerzalis Turing-gép a £ = {0,1, L} dbécé folott, melyre tet-
szOleges M Turing-gép ¢és annak w input szava esetén U((M, w)) = M(w).

Ennek az univerzalitasnak azonban megvan az ara is:

7.1.3. Tétel. Legyen MEGALLAS a kovetkezd nyelv:
{{M, w) : az M Turing-gép megall a w input szon}.

A MEGALLAS nyelv Turing-felismerhet6, 4m nem donthetd el.

Eldontési problémakat felfoghatunk nyelvekként is: az 4 eldontési problémahoz rendelt L 4
(mondjuk) {0,1}* feletti nyelvnek pontosan azok a szavak az elemei, melyek olyan objektu-
mok kodjai, amikre az 4 probléma szerinti valasz igen. A Turing-gépek korlatai a kiszamit-
hatosdgelmélet szempontjabol azért 1ényegesek, mert a Turing-gép az ,,algoritmus” szonak
szinonimajaként is kezelhetjliik a Church-Turing tézis szerint, mely azt mondja, hogy egy el-
dontési probléma pontosan akkor ,,kiszadmithat6 algoritmikusan™, ha ez a hozza rendelt nyelv
rekurziv.

A coRE nyelvosztalyba az RE-beli nyelvek komplementerei tartoznak. Ismert, hogy R=REN
NcoRE (és ezért MEGALLAS ¢ coRE).

A Rice-tétel azt mondja ki, hogy Turing-gépek altal felismert nyelvek nemtrivialis tulajdon-
sagait algoritmikusan nem lehet eldonteni:

7.1.4. Tétel. Legyen ¥ C C C RE tetszdleges (nemtrividlis) nyelvosztaly. Ekkor a kdvetkezd
kérdés eldonthetetlen: adott egy M Turing-gép, igaz-e, hogy L(M) € C?

Egy L C X* nyelv eldonthetetlenségének bizonyitasara gyakran alkalmazott modszer az ugy-
nevezett rekurziv visszavezetés modszere, mikor is egy ismerten eldonthetetlen Lo C A* nyel-
vet vezetiink vissza az L nyelvre, vagyis adunk egy olyan f: A* — X * kiszamithat6 szofiigg-
vényt, melyre xe Ly < f(x) € L. Amennyiben ilyen szofiiggvény létezik, kovetkezik, hogy L is
eldonthetetlen. Példainkban leggyakrabban a megallasi problémat vezetjiik vissza a kérdéses
nyelvre, vagyis egy olyan f fiiggvényt adunk, melynek bemenete egy M gép és egy w input
szava, kimenete pedig az épp aktualis 4 probléma egy f(M, w) bemenete oly mdédon, hogy M
pontosan akkor all meg w-n, ha f(M, w) € 4.

7.2. Feladatok

7.2.1. Feladat. Mutasson egy olyan nyelvet, amely nem ismerheté fel Turing-géppel !

7.2.2. Feladat. Indokolja meg! Van-e olyan nyelv, ami nincs benne...
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7. ELDONTHETETLEN PROBLEMAK

AW

Aho

. ...R-ben? 5. ...REUR-ben?
...coR-ben?
6. ...REUcoRE-ben?
. ...RE-ben?
...coRE-ben? 7. ...RENcoRE-ben?

1 tud, hozzon példat is.

7.2.3. Feladat. Igazolja a Rice-tételt.

7.2.4. Feladat. Igazoljaa MEGALLAS probléma eldonthetetlenségét felhasznalva, hogy az
alabbi problémak mindegyike eldonthetetlen!

10.

I1.
12.
13.

14.

. Adott egy M Turing-gép. Megall-e minden szon?

Adott egy M Turing-gép. Van-e olyan sz6, amin megall ?

Adott egy M Turing-gép. Megall-e az {ires szén?

. Adott egy M Turing-gép és két sz0, x| €s xo. Megall-e M valamelyik szon a kettd koziil ?
. Adott egy M Turing-gép ¢és két sz0, x1 €s xp. Megall-e M mindkét szon?

Adott egy M Turing-gép. Igaz-e, hogy M eldonti az {a"b" : n > 0} nyelvet?

Adott egy M Turing-gép. Igaz-e, hogy M felismeri az {a"b" : n > 0} nyelvet?

. Adott egy M| ¢és egy M, Turing-gép. Igaz-e, hogy pontosan ugyanazokon a szavakon
allnak meg?

Adott egy M1, egy M és egy M3 Turing-gép. Van-e koztiik kettd, amik ugyanazokon a
szavakon allnak meg?

Adott egy M Turing-gép. Reguléris nyelv-e azoknak a szavaknak a halmaza, amiken M
megall?

Adott egy M Turing-gép. Igaz-e, hogy M polinom iddkorlatos ?
Adott egy M Turing-gép. Igaz-e, hogy M konstans idkorlatos ?
Adott egy M Turing-gép. Igaz-e, hogy M tarkorlatos' ?

Adott egy M Turing-gép és egy R véges automata. Igaz-e, hogy M pontosan azokon a
szavakon all meg, mint amiket R elfogad?

'Vigyazzunk : attol, hogy M nem all meg x-en, még lehet tarkorlatos. Alakitsuk 4t M-et ugy, hogy ha nem 4ll

meg,

akkor nemkorlatos legyen a tarigénye — mondjuk egy szamlalo szalag hozzaadasaval.
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15. Adott egy M Turing-gép €s egy g allapota. Van-e olyan bemend szo6, aminek feldolgo-
zasa alatt M bekertl g-ba?

16. Adott egy M Turing-gép ¢€s egy q allapota. Igaz-e, hogy M minden bemend sz6 feldol-
gozasakor elébb-utobb bekertil g-ba?

17. Adott egy M Turing-gép, amirdl tudjuk, hogy véges sok szon all meg. Igaz-e, hogy M
péros sok szon all meg?”?

18. Adott egy M Turing-gép. Igaz-e, hogy M véges sok szon all meg?

19. Adott egy M Turing-gép és egy a € X betli. Van-e olyan bemenet, aminek hatasara M
kiirja az a jelet?

Megoldasok

7.2.1. Feladat. A MEGALLAS probléma komplementere ilyen: ha felismerhetd lenne, akkor
R = RENcoRE miatt a MEGALLAS elddntheteté lenne, pedig nem az.

7.2.2. Feladat. Eloljaroban: minden felsorolt osztalyra van ilyen nyelv. Ennek az az egyszerti
oka, hogy mig nyelvbdl kontinuum sok van rogzitett X abécé folott, a fenti osztalyok mind-
egyike csak megszamlalhato sok nyelvet tartalmaz. Egy-egy nyelvet meg is adunk, ami nincs
benne ezekben az osztalyokban:

1.

2.

7.

A MEGALLAS kozismerten nincs R-ben.
Mivel R = coR, és MEGALLAS nincs coR-ben sem.

AMEGALLAS RE\R-ben van és R=RENcoRE, igy a MEGALLAS komplementere,
{(M, x) : M gép NEM 4ll meg x-en} nem lehet RE-ben.

A MEGALLAS RE\coRE-beli.

. REUR =RE, tehat a MEGALLAS komplementere jo lesz.

RE U coRE-ben nincs benne a kdvetkezo nyelv: L = {(M;, M>, x) : M1 megall x-en és
M, nem all meg x-en}. Mivel visszavezethetd erre a problémara az RE-teljes megallasi
probléma ¢és annak a coRE-teljes komplementere, igy ez a nyelv RE-nehéz és coRE-
nehéz is; mivel RE coRE, L nem lehet benne egyik osztalyban sem.

RENCcoRE =R, tehat a MEGALLAS probléma jé lesz.

ZFigyelem: itt a bemenet nem egyszeriien egy M gép, hanem egy M gép, ami véges sok szon all meg. Tehat
ilyet kell készitenie az algoritmusnak.
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7.2.3. Feladat. Legyen C C RE egy nemtrivialis nyelvosztaly, vagyis ¢ C RE.

El6észor tegyiik fel, hogy ¢ ¢ C.

Legyen L € C egy tetszbleges nyelv és My egy, az L nyelvet felismerd Turing-gép (mivel
C C RE, ilyen gép van).

Visszavezetjiik a megallasi problémat az {(M) : az M altal felismert nyelv C-be esik} nyelvre.
Tetsz6leges (M, x) parhoz (effektiven) konstrualjuk meg a kovetkezé M gépet: M’ tetsz8leges
y bemend szon futtassa M-et x-en, majd ha M megallna x-en, inditsa el M-t y-on. Roviden:

) Mp(y), ha M megall x-en;
M) = { N egyébként

Lathato, hogy ez valoban visszavezeti a megallasi problémat a C-be tartozas kérdésére, hiszen
az M’ altal felismert nyelv L (vagyis C-beli), ha M megall x-en és @ (vagyis nem C-beli), ha M
nem all meg x-en. Tehat M megall x-en < az elkészitett M altal felismert nyelv C-be tartozik,
ezért ez a kérdés is eldonthetetlen.

Ha ¥ € C, akkor a fentiek szerint a felismert nyelv RE\C-be tartozasa eldonthetetlen; ha a
C-be tartozasa eldonthetd lenne, akkor (mivel az M’ altal felismert nyelv mindenképp RE-be
tartozik) a kimenet negalasaval RE\C-be tartozasa is eldonthetd lenne, ami a fenti miatt nem
lehet.

Ezzel igazoltuk, hogy a rekurzivan felsorolhaté nyelvek egyetlen nemtrivialis tulajdonsaga
sem donthet6 el algoritmikusan.

7.2.4. Feladat.

1. Adott My géphez és x bemend sz6hoz konstrualjuk meg a kdvetkezd M Turing-gépet:
M tetszdleges y bemend szon torolje a szalagot, irja a helyére x-et, majd menjen at M
kezddallapotaba. Vegyiik észre, hogy ezt az atalakitast My atmenettablazatanak és x-nek
a fliggvényében effektiven végre tudjuk hajtani.

Ekkor ha My megall x-en, akkor M tetszbéleges y-on megall, ha pedig My nem all meg
x-en, akkor M nem all meg egy szon sem. Igy M, pontosan akkor 4ll meg x-en, ha M
megall minden szon.

Ha tehat a kérdéses probléma eldonthetd lenne, akkor a megéllasi probléma is, ami
ismerten nem az, igy ez a probléma sem eldonthetd.

Megjegyzés: a fenti konstrukcidt a tovabbiakban ugy mondjuk, hogy ,.elinditjuk M-t
x-en”.

2. Ehhez a feladathoz is j6 visszavezetést ad, ha a konstrualt M gép mindenképp elinditja
M-t x-en.

3. Ehhez a feladathoz is jO visszavezetést ad, ha a konstrualt M gép mindenképp elinditja
Mp-t x-en.

4. Adott My-hoz és x-hez legyen M = My, x; = x = x. Vilagos, hogy ha My megall x-en,
akkor M is megall legalabb az egyik szon (mindkettén meg fog), ha pedig Mo nem all
meg x-en, akkor M sem all meg sem x;-en, sem x;-n.
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10.

I1.

Ha tehat a kérdéses probléma eldonthetd lenne, akkor a megallasi probléma is, ami
ismerten nem az, igy ez a probléma sem eldonthetd.

. Ehhez a feladathoz is j6 visszavezetés az M = My, x| = x, = x atalakitas.

. Adott My-hoz és x-hez készitsiik el a kovetkezd M gépet: M miikddése az y bemend szon

legyen a kovetkezd: ha y € {a"b" : n > 0}, akkor inditsa el M-t x-en, ha ez megallna,
fogadja el y-t. Ha pedig y ¢ {a"b" : n > 0}, akkor vesse el a bemenetet.

Ekkor ha M, megall x-en, M pontosan az {a"b" : n > 0} nyelvet donti el, ha pedig
nem, akkor az ilyen alaku szavakon végtelen ciklusba esik, vagyis nem dont el nyelvet.
(Tobbek kozt az {a"b" : n > 0} nyelvet sem.)

Az el6z0 visszavezetés itt is megfeleld lesz.

. Adott My géphez és x szo6hoz konstrudljuk meg a kovetkezd My és M, gépeket: M,

alljon meg minden szon egyetlen 1€pés utan, M, pedig tetszéleges y bemenetre inditsa
el My-t x-en.

Ekkor ha My megall x-en, akkor M is és M, is minden szon megall, vagyis ekkor
ugyanazokon a szavakon allnak meg. Ellenkezd esetben M megall minden szon, mig
M> nem all meg semmit, vagyis nem ugyazon a nyelven allnak meg.

Ha tehat a kérdéses probléma eldonthetd lenne, akkor a megéllasi probléma is, ami
ismerten nem az, igy ez a probléma sem eldonthetd.

Adott My géphez és x szohoz konstrualjuk meg a kovetkezd gépeket: M; alljon meg
minden szon egy 1épésben, M, ismerje fel az {a"b"} nyelvet (vagyis csak ezeken a sza-
vakon alljon meg, a tobbin essen végtelen ciklusba), M3 pedig tetszéleges y bemenet
hatasara inditsa el M-t x-en.

Ekkor ha My megall x-en, akkor M és M3 is megall minden szon, igy ekkor van két
olyan gép a hadrom kozt, amik ugyanazokon a szavakon allnak meg. Ellenkezd esetben
My, My és M3 rendre a X%, {a"b" : n > 0}, ¥ nyelveken allnak meg, vagyis nincs koztiikk
kettd, amik ugyanazokon a szavakon allnanak meg.

Ha tehat a kérdéses probléma eldonthetd lenne, akkor a megéllasi probléma is, ami
ismerten nem az, igy ez a probléma sem eldonthetd.

Adott My géphez és x szohoz konstrudljuk meg a kovetkezd M gépet: M az y bemend
szon, ha y = a"b" alakq, akkor alljon meg, kiilonben inditsa el M-t x-en.

Ekkor ha M megall x-en, akkor M megall minden szén, vagyis (X* regularis nyelv)
ekkor regularis nyelven all meg. Ellenkez6 esetben M az {a"b" : n > 0} nyelven all meg,
ami pedig nem regularis.

Ha tehat a kérdéses probléma eldonthetd lenne, akkor a megéllasi probléma is, ami
ismerten nem az, igy ez a probléma sem eldonthetd.

Adott My géphez és x szohoz konstrualjuk meg a kdvetkezé M gépet: M tetszdleges y
bemeneten futtassa M-t x-en.
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12.

13.

14.
15.
16.

17.

18.
19.

Ekkor ha My megall x-en, akkor valamilyen konstans k szamu 1épésben all meg, ekkor
M iddkorlatja egy n hossza y bemeneten 2n+k, vagyis lineéris, ami polinom. Ellenkezd
esetben M nem all meg, igy nem idékorlatos.

Ha tehat a kérdéses probléma eldonthetd lenne, akkor a megélldsi probléma is, ami
ismerten nem az, igy ez a probléma sem eldonthetd.

Vegyiik az el6z6 feladat megoldasanak azt a modositasat, mikor M bemeneti szalagjat
nem hasznalja, egy plusz szalaggal valtjuk fel az eredeti bemeneti szalag szerepét, amin
elinditjuk My-t x-en. Ekkor a torlés-visszatekerés 2n-es idokorlatjat felvaltja egy O(|x|),
konstans hosszu inicializalasi szakasz, ezzel a gép konstans idokorlatos lesz, ha M,
megall x-en €s nem lesz iddkorlatos, ha My nem all meg x-en.

Otlet: szimulaljuk M-et x-en, egy szamlalo szalagon minden lépésben jobbra Iéptetve a
mutatot, ezzel elérve, hogy a gép ne legyen tarkorlatos, ha M nem all meg x-en.

Otlet: R fogadjon el minden sz6t.
Otlet: legyen g az elfogado allapot.
Otlet: legyen ¢ az elfogad¢ allapot.

Otlet: M 4lljon meg az a szén mindenképp, a b szon futtassa M-et x-en, mas szon meg
ne alljon meg.

Otlet: hasznaljuk fel, hogy a nyelv komplementere nem elddnthetd.

Otlet: legyen a uj jel és csak akkor irjuk ki, mikor M megallna.
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