irta:

ESIK ZOLTAN

A SZAMITASTUDOMANY
ALAPJAI

Egyetemi tananyag




COPYRIGHT: ® 2011-2016, Dr. Esik Zoltan, Szegedi Tudomanyegyetem Természettudomanyi és
Informatikai Kar Szamitastudomany Alapjai Tanszék

LEKTORALTA: Dr. Démési Pal, Debreceni Egyetem Informatikai Kar Szamitégéptudomanyi
Tanszék

Creative Commons NonCommercial-NoDerivs 3.0 (CC BY-NC-ND 3.0)
A szerz6 nevének feltiintetése mellett nem kereskedelmi céllal szabadon masolhato, terjesztheto,
megjelentethetd és eldadhatd, de nem modosithato.

TAMOGATAS:
Késziilt a TAMOP-4.1.2-08/1/A-2009-0008 szam(l, ,, Tananyagfejlesztés mérnok informatikus,
programtervezo informatikus és gazdasaginformatikus képzésekhez” cimi projekt keretében.

SZECHENYI TERV . % S Z‘n

ISBN 978 963 279 496 9

KESZULT: a Typotex Kiad6 gondozasaban
FELELOS VEZETO: Votisky Zsuzsa
AZ ELEKTRONIKUS KIADAST ELOKESZITETTE: Gerner Jozsef

KULCSSZAVAK:
formalis nyelv, véges automata, regularis nyelv, kdrnyezetfiiggetlen nyelv, veremautomata, Turing-gép,

rekurzivan felsorolhaté nyelv, Church—Turing-tézis, id6- és tarbonyolultsag, polinomidében megoldhatod

problémak, polinomiddben verifikalhatd problémak, polinom tarral megoldhat6 problémak.

OSSZEFOGLALAS:

A jegyzet egyseges rovid bevezetést ad a szamitastudomany harom teriilletéhez. Ezek az automatak és
formalis nyelvek elmélete, a kiszamithatdsagelmélet és a bonyolultsagelmélet.


http://www.typotex.hu/

Tartalomjegyzék

Bevezetés

1.

Véges automatak és regularis nyelvek
1.1. Szavak és nyelvek
1.2. Véges determinisztikus automatak
1.3. Felismerhetd nyelvek zartsagi tulajdonsagai, |
1.4. Véges nemdeterminisztikus automatak
1.5. Felismerhet6 nyelvek zartsagi tulajdonséagai, 11
1.6. Regularis nyelvek és Kleene tétele
1.7. A regularis nyelvek pumpalé lemmaja

Kornyezetfiiggetlen nyelvek és veremautomatak
2.1. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és nyelvek
2.2. Derivaciésfak . . . .. ... ... ..
2.3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai
2.4. Chomsky-féle normélforma

2.5. Veremautomatak

2.6. Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalé lemmaja

A Chomsky-féle hierarchia
3.1. Altaldnos nyelvtanok

Kiszamithatosagelmélet

4.1. Turing-gépek . ... .........
4.2. Eldonthet6 problémak nyelvekre
4.3. A Church-Turing-féle tézis
4.4. Eldonthetetlen problémak
4.5. Néhany tovabbi megoldhatatlan probléma

Bonyolultsagelmélet

5.1. Néhany egyszerli probléma megoldasanak idoigénye
5.2. Idobonyolultsagi osztalyok, P és NP
5.3. NP-teljes problémak

5.4. Cook tétele, ujra

© Esik Zoltn, SzTE

5.5. Az NP térképe €és a coNP osztaly

23

................... 23
..................... 26
.............. 28
........................... 29
..................... 32
................ 36

39

.............................. 39

42

..................... 42
........................ 46
........................... 49
............................ 50
................... 52

www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

TARTALOMIEGYZEK

5.6. Tarbonyolultsdg . . . . . . . . . . . ... 68
5.7. Polinomidlistar . . . . .. . ... .. 69
5.8. Logaritmikus tarral val6 visszavezetés és az L és NL osztalyok . . . . . . .. 72
59. TalaPSPACEosztalyon . . . . . . . . .. .. . ... ... .. ....... 73

www.tankonyvtar.hu © Esik Zoltan, SzTE


www.tankonyvtar.hu

Bevezetés

A jegyzet célja az, hogy egységes rovid bevezetést adjon a szdmitdstudomany harom te-
riletéhez. Ezek az automatak ¢€s formalis nyelvek elmélete, a kiszamithatosagelmélet és a
bonyolultsagelmélet.

Az automaték és formalis nyelvek elmélete az 1950-es évekre nyulik vissza és mind a mai
napig a szamitastudomany egyik alappillérének tekinthetd. A jegyzetben a véges automatak
viselkedését jellemezziik a reguléris kifejezések €s a jobblinedris nyelvtanok segitségével.
Az egyik 6 eredmény Kleene klasszikus tétele, mely szerint egy nyelv akkor és csak akkor
ismerhetd fel véges automataval, ha megadhat6 regularis kifejezéssel. A véges automatak
targyaldsat a kornyezetfiiggetlen nyelvek majd a Chomsky-féle hierarchia targyalasa koveti.
Itt az egyik f6 eredmény a kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és veremautomatak ekvivalencidja.

A veremautomatat tekinthetjiik a (nemdeterminisztikus) Turing-gép specialis eseteként.
A Turing-gép bevezetésére egészen altalanos okbol keriilt sor az 1930-as években. Ma mar
teljesen elfogadott az a tézis, hogy a Turing-gépet (és a vele ekvivalens szamos mas modellt)
tekinthetjiik az algoritmus fogalom matematikai megfeleldjének. Egy feladat, probléma akkor
oldhat6 meg algoritmikusan, ha megoldhaté Turing-géppel. Ismertetjiik a Turing-gépekhez
kapcsolddo alapfogalmakat és a Turing-gépeken alapul6 kiszamithatosagelmélet néhany alap-
vetd eredményét. Tobb példat adunk Turing-géppel, €s igy algoritmuikusan megoldhatatlan
feladatra is.

A bonyolultsagelmélet a kiszdmithatosagelmélet kiterjesztése. Azt vizsgalja, hogy ho-
gyan lehet osztalyozni az algoritmikusan megoldhaté problémakat, feladatokat a megolda-
sukhoz sziikséges eréforrasok mennyisége szerint. Ismertetjiik a bonyolultsagelmélet néhany
alapfogalmat, és részletesebben foglalkozunk az P, NP és PSPACE bonyolultsagi osztalyok-
kal.

A jegyzet azokat az ismereteket Oleli fel, amelyet a Szegedi Tudoményegyetem miiszaki
informatikai alapképzésben az Szamitastudomany alapjai c. targy oktatasaban 2005-t61 helyet
kaptak. Szamos olyan anyagrész kimaradt a jegyzetbdl, amely egy 6nallé automataelméleti
bevezetd kurzusban, vagy egy 6nallo kiszamithatdsagelméleti vagy bonyolultsagelméleti be-
vezetd kurzusban helyet szokott kapni. Toérekedtiink arra, hogy a jegyzet anyaga egy félévben
heti két 6ra eldadassal leadhat6 legyen. Tovabbi kiegészitd ismeretek targyalasa megtalalhato
az irodalomjegyzékben felsorolt konyvekben és jegyzetekben, magyarul vagy idegen nyelven.

Koszonetemet fejezem ki Ivan Szabolcsnak €s Gazdag Zsoltnak a jegyzet ekészitésében
nyujtott segitségiikért.

Szeged, 2011. junius.

Esik Zoltan
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1. fejezet

Véges automatak és regularis nyelvek

1.1. Szavak és nyelvek

Legyen Y. véges nemiires halmaz, melyet abc-nek, €s elemeit betitknek nevezziik. (X-feletti)
w szon a X betliibol képzett véges sorozatot értiink:

W=Wwi...w,, W, €Y, i=1,...,n.

Az n nemnegativ egész szamot a w szo hosszdanak nevezzik, ennek jeldlése [w|. A 0 hosszu-
sagu szot e-nal je]oljik és iires szonak nevezziik. A Y-feletti szavak halmazat >* jeloli. Pél-
daként legyen ¥ = {0,1}, ekkor wy = 01001 és wo = 000 = 03 szavak, tovabba |w1| = 5 és
lwa| = 3.

Szavakon tobb mivelet és relacio értelmezhetd. A konkatenacio vagy szorzas muvelete
az u,v szavakhoz az u - v = uv szot rendeli, melyet ugy kapunk, hogy az u utan leirjuk a v-t.
A szavak Y¥* halmaza a konkatenacié miiveletével és az tires szoval (szabad) monoidot alkot:

ubvw) = (uv)w

ueE = Eu

minden u, v, w szora.

Egyw=wi...w, € X* sz0 tiikorképe awy, ...w1 sz0, ahol wy, ..., w, € 3. Ennek jelolése
w~ L. Vilagos, hogy e ! =€ és (uv) ™' =v~1u~!. Azt mondjuk, hogy u a v sz6 kezddszelete ha
létezik olyan w szd, amelyre v = uw. Ha még u # v is teljesiil, akkor u a v valodi kezddszelete.
A zdroszelet és a valodi zardszelet fogalmat hasonldan definialjuk. Nyilvanvaldan u akkor és
csak akkor a v (valodi) kezdészelete, ha u~! a v=! (valodi) zaroszelete. Végiil azt mondjuk,
hogy az u sz6 a v rész-szava, ha 1éteznek olyan x,y szavak, hogy v = xuy. Ha u # v is teljesiil,
akkor u a v valodi rész-szava.

Nyelven szavak halmazat értjiik. Pontosabban, egy >.-feletti L nyelv a >* egy részhalmaza.
Véges nyelvekre példak a {0, 1} bindris abc felett a {0,01,001}, {€}, {€,10} és 0 halmazok.
A késObbiekben szamos olyan mddszert ismeriink majd meg, amellyel végtelen nyelvek is
megadhatoak. Most a nyelvet alkotd szavak tulajdonsagaival adunk meg néhany végtelen
nyelvet: {0"1" : n,m > 0}, {0"1" : n > 0}, {w € % : |w|p = |w|1}, {0"1™0"™ : n.m > 0},
{07 : p primszam}. Itt |w|o a w-ben el6forduld 0-ak szamat jeloli.

www.tankonyvtar.hu © Esik Zoltan, SzTE
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1. VEGES AUTOMATAK ES REGULARIS NYELVEK 7

Adott X abc-re jelolje P(X*) az sszes Y-feletti nyelvek nem megszamlalhat6 halmazat.
Természetes mddon értelmezhetjiik nyelveken a halmazelméleti egyesités (L1 U Lg), metszet
(L1 NLy) és komplementerképzés L miiveleteket, melyek a jol ismert Boole-algebra azonossa-
goknak tesznek eleget. A Y-feletti nyelvek tetszOleges halmazanak is képezhetjiik egyesitését
¢s metszetét. Nyelveken is definidljuk a konkatenaci6 (vagy szorzas) €s tiikorkép képzésének
miveletét:

Li-Ly=LiLy={w:ucl,vely)} é L'={u't:ucl}

tetszleges L,L;,Ly C ¥* nyelvekre. Példaul {01,10} - {00,11} = {0100,0111,1000,1011}.
A P(¥*) halmaz a konkatenacio miiveletével és a {€} nyelvvel monoidot alkot, és érvé-
nyesaz (L1Ly) ! = Ly 1Lf1 azonossag is. Egy L C ¥* nyelv kezd6szeleteinek pre(L) halmaza
az L szavainak kezdGszeleteibdl all: pre(L) = {u:3v € Lu € pre(v)}. A zaroszeletek suf(L) és
a rész-szavak sub(L) nyelvét hasonloan definialjuk. Példaul pre({010,01}) = {¢,0,01,010}.
Egy tovabbi fontos miivelet Kleene iterdcio, amely az L C ¥* nyelvhez az L* = |, L"

nyelvet rendeli, ahol L az L nyelv 6nmagéval vett n-szeres szorzata: L = {e}, L"T! = LI =
L"L,han > 0. Tehat

L"={wi...w,:n>0, wy,...,w, € L}.

Az L nyelv pozitiv iterdltja az L = LL* = L*L = |J,>1 L" nyelv. Vegyiik észre, hogy L*
mindig tartalmazza az iires szot, mig L™ csak akkor, ha az iires sz6 benne van L-ben. Tovabba
L* = LT U{e}. Példaul 0* = {e}, {e}* = {e}T = {e}, {01}* = {(01)" : n > 0}, {01} =
{(01)* : n>1}. A {00,01,10,11}* nyelv az 6sszes olyan binaris szobol all, amely hossza
paros.

A teljesség igénye nélkiil megemlitiink néhany alapvetd azonossagot.

L(L1UL2) = LL1ULLy

(L1UL2)L = L[1LULsL

(LiULy)™t = LytuLy?

pre(Ly ULy) = pre(Ly)Upre(Lsy)

pre(LiLe) = pre(Ly)LoULipre(Ls)
L* = LL*U{e}

(Lils)'L1 = Li(LoLy)*

(LiULy)" = (Lil2)"L

(LiULy)" = (LiLy)"
L* = (IM*({e}ULU...uL™ Y (n>2).

Amint azt mar a fentiekben is lattuk, a miiveletek ujabb hatékony eszkozt adnak nyelvek
megadasara. Legyen > = {a,b,c}. Ekkor Y*abcX* az 6sszes olyan Y-feletti szavakol all,
amelyeknek nem rész-szava az abc sz6. Az ({a,b}*c{a,b}*c)*{a,b}* nyelv azon X-feletti
szavakbol all, amelyekben ¢ parosan fordul eld.

© Esik Zoltn, SzTE www.tankonyvtar.hu
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8 A SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI

1.2. Véges determinisztikus automatak

Véges automatakkal olyan véges rendszereket irhatunk le, melyeknek véges sok allapotuk
van, €s amelyek diszkrét 1épésekben allapotot valthatnak egy véges nemiires halmazbol kike-
riild bemend jel hatasara. Az atmeneteket kiterjeszthetjiik bemend jelekrél bemend szavakra.
Kezdetben az automata egy kitiintetett kezddallapotban van. Az automata viselkedését azon
szavak alkotjdk, amelyek hatdsara a kezddallapotbol valamely kitiintetett végallapotba ke-
riilhet. Annak megfelelden, hogy adott allapotbdl adott jel hatasara egy vagy tobb allapotba
mehet at kozvetleniil az automata, determinisztikus és nemdeterminisztikus automatat kiilon-
boztetiink meg. Néha azt is megengedjiik, hogy az automata kdzvetleniil allapotot valtson
egy sz06, pld. az lires sz6 hatésara.
Véges determinisztikus automata egy olyan

M - (Q? E’ 6’ qO?F)
rendszer, ahol

* Q az dllapotok abc-je,

» X a bemend jelek (vagy betlik) abc-je,

* 0: QXX — Q az atmeneti fiiggvény (vagy dtmenetfiiggvény),
* qo € Q a kezdoallapot,

* F C Q a megkiilonboztetett végdllapotok halmaza.

Amennyiben 8(q,a) = ¢/, akkor azt mondjuk, hogy az automata a g allapotbol dtmegy az a
hatéséara a ¢’ allapotba. Mivel az altalunk bevezetett determinisztikus modellben 8 teljesen
definidlt fiiggvény, ezért adott allapotbol adott jel hatdsdra mindig pontosan egy dtmenet van.

Az M = (0,%,9,q0,F) véges determinisztikus automatat abrazolhatjuk olyan cimkézett
iranyitott graffal, amelynek cstcsai az automata allapotai, élei a bemend jelekkel cimkézettek,
és a q,q allapotokra akkor és csakis akkor létezik a-val cimkézett iranyitott €l a ¢ allapotbol
a ¢ allapotba, ha 8(q,a) = ¢'. A kezddallapotot és a végallapotokat megkiilonboztetjiik. Pld.
legyen az M automataban Q = {q1,¢92,93}, ¥ = {0, 1}, ahol ¢; a kezdballapot és {q1,q2} a
végallapotok halmaza. Legyen J az alabbi tablazattal adott atmenetfiiggvény:

Az automata abréja:

M, : —r—@ bl

www.tankonyvtar.hu © Esik Zoltan, SzTE
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1. VEGES AUTOMATAK ES REGULARIS NYELVEK 9

Tovabbi véges determinisztikus automatak adottak az alabbi abrakkal:

0
1
M, 4& :g]_‘_ 1
0
(3
My: ) _—_::gfjﬂ

1

Az M3 egy altalanositasa az alabbi automata, ahol n > 2:

0
()
1
|~y ,}/' @\.ﬁf j”

0
L_gr.—l \
f )1
A\ )
g

Legyen M = (Q,%, 9, qo, F) véges determinisztikus automata, g € Q, w =wy...w, € &*
(w; € 3,i=1,...,n). Azt mondjuk, hogy az

F0,F1y--stn
allapotsorozat az M g-bol indul6 szamitdsi sorozata a w szon, ha
1. rp=gq,
2. ri = S(r,-_l,w,-) i= 1, ..., n.

Sikeres (vagy elfogadédshoz vezet) az ro,r1, ..., r, szamitasi sorozat, ha r, € F. Azt mondjuk,
hogy M elfogadja a w sz6t, ha 1étezik a gy kezddallapotbol indul6 sikeres szamitasi sorozata a
w szon. Végiil az M altal felismert nyelv: L(M) = {w € ¥* : M elfogadja w-ét}. Két automatat
ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.

Példaként tekintsiik az M automatat és az u = 011011 szot. A g1-bol induld szdmitési
sorozat az u szén a q1,492,92,492,93,92,q2 sorozat. Mivel g2 végallapot, ez sikeres, és mivel
q1 a kezddallapot, ezért u € L(M7). Az Mo altal felismert nyelv az {ires szobol és az Osszes
olyan {0, 1}-feletti szobol all, amely 0-ra végzddik: L(Msz) = {e} U{0,1}*{0}. Az M3 altal
felismert nyelv az dsszes olyan {0, 1}-feletti szobol all, amelyben az 1 paros sokszor fordul
eld.

© Esik Zoltn, SzTE www.tankonyvtar.hu
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10 A SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI

Az M éltal felismert nyelvet a kovetkez6 modon is megadhatjuk. El8szor kiterjesztjiik az
atmenetfiiggvényt egy 8 : Q x ¥* — Q fliggvénnyé az alabbi modon:

8(g.8) = e

8(q,ua) = 8(3(q,u),a),

ahol g € Q, u € X* és a € . Mivel §(¢,a) = 8(q,a) minden g € Q allapotra és a € X betiire,
ezért a tovabbiakban a § jelolés helyett csak a 8 jeldlést hasznaljuk, s6t, 8(g, u) helyett roviden
gyakran csak qu-t irunk. A fenti definiciobol vilagos, hogy gqu = ¢’ akkor és csakis akkor
teljesiil, ha a ¢ allapotbol induld szamitasi sorozat az u szén a ¢’ allapotban ér véget. gy
LM)={ueX" :qucF}.

Felismerhetonek neveziink egy L C ¥* nyelvet, ha létezik olyan M véges determinisztikus
automata, mely L-et felismeri, azaz amelyre L = L(M). Mivel azok a véges determinisztikus
automatak, amelyek izomorfak, tehat csak az allapotaik jel6lésében kiilonboznek, ugyanazt a
nyelvet ismerik fel, ezért csak megszamlalhatéan sok felismerhetd nyelv van egy tetszéleges
. abc felett. A nyelvek ,,tobbsége” tehat nem felismerhetd.

Példaként tekintsiik a > = {0, 1} binaris abc-t. Az alabbi X-feletti nyelvek felismerhetok:

« {we X*:wutolso betiije 1} = {ul : u € X*},
« {weX*:|wl; =0mod 2},
« {we ¥*:00 és 11 nem fordulnak el6 rész-szoként w-ben}.

Késobb belatjuk majd, hogy a {0"1" : n > 0} nyelv nem felismerhetd.

1.3. Felismerheto nyelvek zartsagi tulajdonsagai, I

Ebben a részben belatjuk, hogy a felismerhetd nyelvek zartak a halmazelméleti egyesités,
metszet, és komplementerképzés miiveleteire. A konkatenécio €s iteracio miiveleteit késdbb
vizsgaljuk.

1.1. Tétel. Legyenek L,L,,Ly C X* felismerhetd nyelvek. Ekkor L1 ULy, Ly N Ly és L felis-
merhetoek.

Bizonyitas.

Komplemeterképzés. Legyen L C ¥* felismerhet6 nyelv, mondjuk L = L(M), ahol M =
(0,%,8,q0,F) véges determinisztikus automata. Ekkor tetszéleges u € X* szora definialt a
qou = 8(qo,u) allapot, és gou € L akkor és csak akkor, ha u € L. Legyen F’ az F-nek a
Q halmazra vett komplementere. Ekkor teszbleges u € X* szora, qou € F’ akkor és csakis
akkor, ha u € L, ahol L az L nyelvnek a ¥*-ra vett komplementere. Tehat L = L(M) az M =
(0,%,8,q0,F") véges determinisztikus automatara. gy L felismerhetd.

Egyesités és metszet. Legyen L;=L(M;) C>* felismerhet6 nyelv, ahol M;=(Q;, 3,8, i, F;),
i = 1,2, véges determinisztikus automata, i = 1, 2. Képezziik az alabbi

MU = (QlXQ272787(q17q2)7FU>
Mn = (01%02,%,9,(q91,92),Fn)

www.tankonyvtar.hu © Esik Zoltan, SzTE
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1. VEGES AUTOMATAK ES REGULARIS NYELVEK 11

automatakat, ahol csak a végallapot halmazok kiilonbdznek és

8((41,92),a) = (81(41,a),82(g5,a)) = (414, g5a)

minden (¢}, q5) € Q1 X Q2 és a € ¥ esetén. A végallapot halmazok az alabbi 6sszfiiggésekkel
adottak:

F, = FixQUQ1 xXF
Fm = F| xXF5.

Az u € ¥* sz6 hossza szerinti teljes indukcidval kdnnyen belathatjuk, hogy

(q1,92)u = 8((4},q5), u) = (31(q1,u),82(q2,u)) = (qyu, g5u)
tetsz6leges (¢},q5) € Q1 x Q9 esetén. Igy

uelLM,)) & (q1,92)u€F,
= (C[lu,QQu) EFXQOUQ01 X Fy
& quu e I vagy gau € F»
& ueL(My) vagy u € L(M>)
& ueliULs.

Tehat M, az Ly U Lo nyelvet ismeri fel. Ehhez hasonldéan adédik, hogy M az L N Ly nyelvet
ismeri fel. 0

1.4. Véges nemdeterminisztikus automatak

Véges determinisztikus automatak felhasznalasaval is belathatnank, hogy a felismerhet6 nyel-
vek zartak a szorzas és iteracio miiveletére. Ugyanakkor egy egyéb vonatkozasban is fontos
fogalom felhasznaldséval erre egyszeriibb bizonyitas adhat6. Ez a véges nemdeterminiszti-
kus automata fogalma. Valdjaban ennek is két fajtajat vezetjiik be annak megfeleléen, hogy
megengedjlik-e azt, hogy az automata spontan, azaz az {ires sz6 hatasara is allapotot valtson.

Véges nemdeterminisztikus spontan datmenetekkel rendelkezo automata egy
M = (Q,%,8,q0,F) rendszer, ahol § kivételével minden komponens ugyanaz, mint véges
determinisztikus automata esetén. Legyen ¥, = X U {e}. A J fiiggvény a Q X 3¢ halmazt
képezi a Q hatvanyhalmazaba, azaz a Q 0sszes részhalmazanak P(Q) halmazaba:

§:0x%e — P(Q).

Amennyiben 8(q,a) tartalmazza a ¢’ llapotot, ahol ¢,q" € Q és a € X, akkor azt mondjuk,
hoy M a q allapotbdl az a hatasara (kozvetleniil) atmehet a ¢’ allapotba. Amennyiben 6(g,€) =
0 minden ¢ € Q allapotra, a d fiiggvényt felfoghatjuk Q x ¥ — P(Q) leképezésként is, és ekkor
M-et véges nemdeterminisztikus automatanak nevezziik.

Tekintsiik az M = (Q, %, 8, qo, F) véges nemdeterminisztikus spontan atmenetekkel ren-
delkezd automatat. Legyenek ¢,q’ € Q tetsz6leges allapotok és u € X*. Azt mondjuk, hogy
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az M az u hatasara eljuthat a g-bol a ¢’ allapotba, ha létezik olyan py, ..., p, allapotsorozat
és az u szonak olyan u = uy . ..u,, felbontasa, ahol u; € X, i =1,...,m, hogy po =q, pmn=¢
és pi € 8(pi—1,u;) minden i = 1,...,m esetén. Ha ez fennall, a po,..., p,; sorozatot g-bol
indulo (és ¢’-be vezetd) szamitasi sorozatnak nevezziik az u szon (vagy az u sz6 hatasara). A
szamitasi sorozat sikeres, ha ¢’ € F. Az M éltal felismert L(M) C X* nyelv az dsszes olyan
u € X" szobol all, amelyre 1étezik a gg kezddallapotbol induld sikeres szamitési sorozat.

Vegylik észre, hogy minden véges determinisztikus automata felfoghatd véges nemde-
terminisztikus automataként. De amig egy véges determinisztikus automata adott allapotbol
adott jel hatasara mindig pontosan egy rakovetkezo allapotba mehet at, igy nemdeterminisz-
tikus esetben esetleg tobb, vagy egyetlen allapotba sem l1éphet tovabb az automata. Mivel
minden véges determinisztikus automata egyben véges nemdeterminisztikus automata is, ¢€s
a felismert nyelv definicidja nem valtozik azzal, hogy egy determinisztikus automatat nemde-
terminisztikus automataként fogunk fel, minden felismerhetd nyelv felismerhet6 véges nem-
determinisztikus automataval.

Példaként tekintsiik azt a véges nemdeterminisztikus spontan atmenetekkel rendelkezo
automatat, amelyben Q = {qo0,91,92,93}, ¥ = {0,1}, a kezdballapot g, és g3 az egyetlen
végallapot. A O atmenetfiiggvény az alabbi tablazattal adott:

) 0 1 e

q0 | {q0} | {q0,q1} | ©
a1 {qg} 0 | {q2}

q2 {g3} 0
qgs3| 0 0 0
Az automatat az alabbi abra szemlélteti:
0,1
_ D 1 0, 1y
—= o q1 gz g3

Néhany go-bol induld szamitasi sorozatot lathatunk az alabbi dbran:

.1

’1/_
1%, 1 T
N
’1/?0\% I \}z \}3
do l,_:
?l: I\E’)

=
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1. VEGES AUTOMATAK ES REGULARIS NYELVEK 13

Ezek koziil az 1101 széhoz tartozd sorozatok:

* 40,40,90,90,90
* 40,490,90,490,91
* 40,490,90,90,91,92

* 40,90,91,92,93

A legutolso sorozat sikeres, tehat 1101 az automata altal felismert nyelvben van. Az automata
altal felismert nyelv az 6sszes olyan binaris szobdl all, amely 11-re vagy 101-re végzddik.

Két automatat ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.

Legyen M = (Q, %, 9, qo, F) spontan atmenetekkel rendelkez6 véges nemdeterminisztikus
automata. A § fiiggvényt kiterjesztjiik egy & : Q x ¥* — P(Q) leképezéssé. Ehhez el6szor
tekintsilk minden X C Q halmaz esetén azon s allapotok X halmazat, amelyekre van olyan
X-beli g allapotbol induld szamitasi sorozat az € szon, amely s-ben végzodik. Tehat azon
s allapotok tartoznak az X halmazhoz, amelyekbe el lehet jutni X-bdl €-nal cimkézett élek
mentén. Specialisan X C X. Formalisan,

)?:{SEQ:Elrg,rl,...,rn,nZO, ro€X, rp,=s, ri €9(ri—1,€), i=1,...n}.

(Az el6z6 példaban, ha X = {qo,q1}, akkor X = {q0,91-92}.) A X halmazt az X e-lezartjanak
nevezziik. Amennyiben M véges nemdeterminisztikus automata (tehat nem rendelkezik egyet-
len e-atmenettel sem), akkor X = X minden X C O halmazra. Ezek utdna §: Q x ©* — Q
leképezést a kovetkezd két szaballyal adjuk meg:

d(q.e) = X ahol X = {9}
8(q,ua) = Y aholY = U d(s,a)
s€8(q,u)

valahanyszor g € Q, u € ¥* és a € X. Vegylik észre, hogy amennyiben léteznek spontan
atmenetek, nem feltétleniil teljesiil a 8(q,a) = 8(q,a) egyenldség egy g allapotra és egy a € X
betiire. (Az el6z6 példaban 8(qo,€) = {qo}, 8(90,0) = {q0}, 6(¢0,01) = {q1,42}.) A fenti
definiciobol vilagosan adodik, hogy 8(g,u) az 6sszes olyan s allapot halmaza, amelyre 1étezik
az u szO hatasara g-bol induld, s-ben végzddd szamitasi sorozat. Ezt a halmazt qu-val is
jeloljiik. igy

LM) = {ueX :qunF #0}.
1.2. Tétel. Az alabbi allitasok ekvivalensek egy L C ¥* nyelvre.

1. L felismerhetd.

2. L felismerhetd véges nemdeterminisztikus automataval.

3. L felismerheto véges nemdeterminisztikus spontan atmenetekkel rendelkezé automata-
val.
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Bizonyitds. Az nyilvanval6 , hogy minden felismerhetd nyelv felismerhetd véges nem-
determinisztikus automataval, és hogy minden véges nemdeterminisztikus automataval fel-
ismerhetd nyelv felismerhetd véges nemdeterminisztikus, spontan atmenetekkel rendelkezd
automataval.

Tekintsiink most egy M = (Q, X, 3, qo, F) véges nemdeterminisztikus spontan atmenetek-
kel rendelkezd automatat és az altala felismert L = L(M) nyelvet. Célunk egy olyan M’ véges
determinisztikus automata megadasa, amely szintén az L nyelvet ismeri fel. Legyen

M/:P(M) = (P(Q)7236/7Q07.{]:)
ahol
§:P(Q)xT—PQ), §(X,a)=Y,Y=U,xd(q.a),XCQ.ac¥,

Qo = {q0},
={XCQ: XNF #0},
Ekkor minden X C Q halmazra és u € ¥* szora fennall a

§(X,u) = 8(X,u) =] 3(q,u)

qeX

Osszefliggés. Itt a baloldalon az a halmaz éll, amelybe M’ az X allapotabdl eljut az u sz6
hatdsara, a jobboldalon pedig az 6sszes olyan allapot halmaza szerepel, amelybe M eljuthat
X-beli allapotbol az u szo6 hatasara. Igy egy u € ©* szora,

ucLM) < &(Qo,u)cF
< 8({qo},u)NF #0
& ueLM).
Tehat L(M') = L(M). ~ O
Megjegyezziik, hogy P(M) allapothalmazanak valaszthattuk volnaa {X : X C Q} halmazt
is.
A fentiekben megadott M’ = P(M) , hatvanyhalmaz automata” allapotainak szama |P(Q)| =
2191 Azonban elegend6 ennek az ,.elérhetd részét” venni, amely az M’ azon allapotaibdl all,
amelyek &'(Qy,u) alakban irhatoak, azaz ,elérhetéek” a Qg kezddallapotbol. Ennek illuszt-

ralasara a korabbi véges nemdeterminisztikus automatara a kovetkezd ekvivalens véges de-
terminisztikus automatat kapjuk:

A*C—*{-;rn g1, 92}
//_ng:l | B
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A determinizéalasban az allapotok szdmanak exponencialis ndvekedése nem kertilhetd el.
1.3. Tétel. Adott n > 1 esetén legyen
L,={0,1}*-{1}-{0,1}"" 1 C {0,1}*.

Ekkor L felismerheté n+ 1 dllapottal rendelkezo véges nemdeterminisztikus automataval, de
minden L-et felismerd véges determinisztikus automatanak legalabb 2" dllapota van.

Bizonyitds. Tehat L, az 6sszes olyan {0, 1}-feletti szavakol all, melyek hossza legalabb
n €s a hatulrdl n-dik betli 1. Egy L,-et felismerd n+ 1 allapotd véges nemdeterminisztikus
automata az alabbi:

0,1
1

(JU 0,1 o 0,1
= go = g1 = g2 - —@

Tegyiik most fel, hogy M = (Q,{0,1},8,q0,F) véges determinisztikus automata mely
felismeri L,-et. Minden u € {0,1}* széra tekintsiik a gou allapotot. Allitjuk, hogy ha u # v
n-hosszu szavak {0, 1}*-ban, akkor gou # gov. Ehhez tekintsiik az alabbi abrat:

=¥ =i, = [ =n—i-1

Mivel u # v, van egy olyan pozicid, mondjuk az (i + 1)-dik, ahol u és v eltérnek egy-
mastol. Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a tekintett pozicion u a 0 jelet, v pedig az 1 jelet
tartalmazza. Ha gou = qov, akkor gou0’ = gov0', igy u0' € L, < v0' € L,,, ami ellentmondas.

Belattuk tehat, hogy n hosszl u szavakra a gou allapotok mind kiilonboznek, igy |Q| > 2".

0

1.5. Felismerheto nyelvek zartsagi tulajdonsagai, 11

1.4. Tétel. A felismerheto nyelvek osztalya zart a konkatenaciora: Ha Ly,Ly C X% felismer-
hetok, akkor Ly - Lo is felismerheto.

Bizonyitas. Legyen L; C ¥* az M; = (Q;, %, 9;,qi, F;) véges nemdeterminisztikus spontan
atmenetekkel rendelkezd automata altal felismert nyelv, ahol i = 1,2. Megadunk egy olyan
véges nemdeterminisztikus spontan atmenetekkel rendelkez6 M automatat, amely az LiLo
nyelvet ismeri fel. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy Q1 N Q2 = 0.
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Definialjuk az M1 - My = (01U Q2,%, 8, q1, F>) automatat a

d1(q,a) ge 01— F
d1(q,a) gEF,a#t¢
d(q,a) = ’ ’
(4.4) 01(¢,a) U{q2} qeF,a=¢
82(ga) q€ Q2
szabalyokkal. A konstrukci6 az alabbi abraval szemléltethetd:
. F
A M=
)
= =
TR

Ha u € ¥* olyan sz6, amely hatasara az automata g; kezdéallapotabol el tud jutni vala-
mely F»-beli allapotba, akkor sziikseg képpen ,,athalad” egy olyan €-nal cimkézett élen, amely
valamely Fi-beli allapotbdl g2-be vezet. Ez azt jelenti, hogy u felbonthatd u;uy alakban gy,
hogy az M1 - My automatéban létezik olyan olyan g;-bdl induld szamitasi sorozat, mely

* el0szor az uy szora a g; allapotbol egy Fi-beli g allapotba vezet,
* majd g-bol kdzvetleniil g2-be vezet az lires szora,

« véglil az us sz06 hatasara go-bol F>-beli allapotba vezet.

Mivel a szadmitasi sorozat elsO része az M| szamitasi sorozata, utolso része pedig az Mo sza-
mitasi sorozata is, ezért u; € L1 €és ug € Lo. Tehat u € LiLs. Mivel az u sz6 tetszdleges volt,
belattuk, hogy L(M; - M2) C LiLs.

Forditva, ha u; € L;, i = 1,2, akkor tekintsiink az M;-ben az u; szdra olyan szamitési so-
rozatokat, amely ¢;-b6l valamely s; € F; allapotba vezet. Felhasznalva M-nek a g2 € 9(s1,¢€)
atmenetét, a két szamitasi sorozatbol dsszerakhatunk egy olyan szamitasi sorozatot, amely
M - M-ben q1-bdl sa-be vezet az uyug hatasara. Ezért LiLy C L(Ml -MQ). O

1.5. Tétel. A felismerheti nyelvek zartak a Kleene-féle iterdciora: Ha L C X% felismerhetd,
akkor L* is felismerheto.

Bizonyitds. Legyen L az M = (Q,%,8,qo,F) véges nemdeterminisztikus spontan atme-
netekkel rendelkezé automata altal felismert nyelv. Legyen sg egy 0j allapot, és definialjuk
azM* = (QU{so},X,ds,50, F U{so}) nemdeterminisztikus spontan atmenetekkel rendelkezd
automata atmeneteit az alabbi szabalyokkal:

d(q,a) geEQésqEF
d(g,a) geEFésa#e
d.(q,a) = 8(q,a)U{qo} g€ Fésa=c¢
{90} g=soésa=¢
0 g=soésa#¢

Az M* konstrukcidjat szemlélteti az alabbi abra:
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Konnyen belathato, hogy L(M*) = L*. O
Nemdeterminisztikus automatéakat felhasznalva uj, egyszertibb bizonyitas adhat6 arra, hogy
a felismerhetd nyelvek zartak az egyesitésre. Ezt az alabbi abraval szemléltetjiik:

Az Gj M1 UM> automatara L(M, UM3) = L(M1) UL(M>).

A véges nemdeterminisztikus (spontan atmenettel rendelkezd) automata fogalma tovabb
altalanosithato a felismerhetd nyelvek osztalyanak novelése nélkiil ugy, hogy tobb kezddalla-
potot is megengediink. Ennek felhasznalasaval az is konnyen belathatd, hogy a felismerhetd
nyelvek zartak a tliikorkép képzésre, hiszen csak az dtmeneteket kell megforditanunk és a
kezdo- és végallapotokat felcserélniink. Az is belathatd, hogy ha L C >* felismerhetd, akkor
pre(L), suf(L) és pre(L) is felismerhetok.

1.6. Regularis nyelvek és Kleene tétele

Az egyesités, metszet €s iteracido muiveleteit regularis miiveleteknek nevezziik. Egy L C ¥*
nyelvet reguldrisnak neveziink, ha eldallithat6 a >2* véges részhalmazaibdl a reguléris miive-
letek segitségével. Egy masik ekvivalens megfogalmazas az, hogy a nyelv eldallithato az 0 és
{a}, a € ¥ nyelvekbdl a regularis miiveletek segitségével, vagy az, hogy megadhato regularis
kifejezéssel.

Legyen X véges, nemiires halmaz. Azt mondjuk, hogy R regularis kifejezés (3:-felett), ha:

1. R=avalamely a € Y-ra, és ekkor R az {a} nyelvet jeloli, vagy

2. R=0, és ekkor R az iires nyelvet jeloli, vagy
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3. R=(R1+R2), és ekkor R az R; és Ry altal jelolt nyelvek egyesitését jeloli, vagy
4. R= (R;-R3), és ekkor R az R; és R, altal jelolt nyelvek konkatenaciojat jeldli, vagy
5. R=(RY}), és ekkor R az R; altal jelolt nyelv iteraciojat jeloli,

ahol Ry, Ro mar regularis kifejezések. Egy Y-feletti R regularis kifejezésre legyen |R| az R
altal jelolt nyelv. Az Ry és Ry kifejezések ekvivalensek, ha |R1| = |Ra|.

Példakban a felesleges zarojeleket altalaban elhagyjuk és megegyeziink abban, hogy
erdsebben kot, mint -, ami erésebben kot, mint a + mivelet. A - jelet altaldban elhagyjuk. Az
0* kifejezés helyett -t irunk. Vegyiik észre, hogy a 0 szimbdlumot kétféle mddon is hasz-
naljuk, mint regularis kifejezést, és az lires halmaz jelét. A kétféle felhasznalas kompatibilis.
Hasonlo6 észrevétel érvényes az € szimbolumra is. Néhany példa regularis kifejezésekre (a
{0,1} halmaz felett), és az altaluk jel6lt nyelvekre:

*

kifejezés jelolt nyelv

0(01+10)1+¢e  {&,0011,0101}

0(0+1)*1 {w : w 0-val kezdédik, 1-el végzédik}
(0+€)(10)*(1+¢€) {w:00 és 11 nem rész-szavak }

(02)* {w : w paros hosszll és csak 0-t tartalmaz}
(0*10*1)*0* {w : w paros sok 1-est tartalmaz}

1.6. Tétel. Minden regularis nyelv felismerheto.

Bizonyitas. Legyen R egy Y-feletti regularis kifejezés. Az R felépitése szerinti induk-
cioval igazoljuk, hogy |R| C ¥* felismerhet6. Az alapeset az, amikor R = @ vagy R = a
valamely a € ¥ betlire. Ekkor |R| = 0 vagy R = {a}. De konnyen megadhatdak olyan véges
determinisztikus, vagy véges nemdeterminisztikus automatak, amelyek ezeket a nyelveket
ismerik fel. Az iires nyelvet felismerd nemdeterminisztikus automatanak egyetlen allapota
van, ami a kezd6allapot de nem végallapot, és egyetlen atmenettel sem rendelkezik. Az {a}
nyelvet felismerd nemdeterminisztikus automatanak két allapota van, mondjuk gg és g1, €s
egyetlen atmenete, amellyel go-bol az a hatasara g;-be jutunk. Tehat a § atmenetfiiggvényre
d(q0,a) = {q1} és d(q,b) = 0 kiilonben, azaz ha g # g vagy b # a. A qo a kezdballapot, és
q1 az egyetlen végallapot. A két automata szemléltetése:

—- & 0
Az indukios 1épésben 3 esetet kiillonboztetiink meg.

* R=(R1+R2). Ekkor |[R| = |R1|U|Rz2/, és az allitas kovetkezik az indukcios feltevésbol
¢s abbol, hogy a felismerhetd nyelvek zartak az egyesitésre.

* R=(R;-R2). Most az indukcios feltevést hasznaljuk, és azt, hogy a felismerhet6 nyel-
vek zartak a konkatenaciora.

* R = (R}). Az indukcids feltevést és a felismerhetd nyelvek iteraciora valo zartsagat
hasznaljuk. U
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Miel6tt az el6z6 tétel megforditasat is igazolnank, belatunk egy egyszeri allitast.

1.1. Lemma. Minden felismerheto nyelv felismerheto olyan véges nemdeterminisztikus spon-
tan atmenetekkel rendelkezé automataval, melynek pontosan egy végallapota van, a végal-
lapotbol nem indul atmenet, a kezdballapotba nem vezet atmenet, tovabbad a kezdoallapot
kiilonbozik a végallapottol.

Bizonyitas. Az allitas az, hogy minden L C ¥* felismerhet6 nyelvhez megadhato olyan
M = (Q,%,8,90,{qr}) véges nemdeterminisztikus automata, amelyre L = L(M), qo # ¢,
tovabba
d(qf,a)=0 aeX;
q0 ¢ 8(q,a) qe€Q,a€X.

Kiindulva egy teszdleges L-et felismerd véges nemdeterminisztikus (spontan dtmenetekkel
rendelkezd) automatabol, ilyen tulajdonsdgokkal rendelkez6 automatat kapunk akkor, ha fel-
veszilink egy uj kezddallapotot, egy uj végallapotot, tovabba egy Uj atmenetet € hatasara az
1) kezddallapotbol a régi kezddallapotba, valamint minden egyes régi végallapotbdl egy 1;j
atmenetet € hatasara az 0j végallapotba, amely az egyediili végallapot lesz.

i
& & 4 . walE
.

=3

A tovabbiakban olyan véges iranyitott grafokat fogunk tekinteni, melyeknek:

1. Ki van jeldlve egy g ,,bemend” cstcsa.

2. Ki van jeldlve egy gy ,.kimend” csticsa, gy # g .

3. A go csucsba nem vezet €l és g r-bol nem indul €l

4. Ettdl eltekintve barmely két g1, g2 csticsra pontosan egy g1-bol go-be vezeto €l van.
5. Valamely rogzitett -ra minden €l egy Y.-feletti regularis kifejezéssel van cimkézve.

A példakban nem tiintetjiik fel azokat az ¢leket, melyek cimkéje 0. A go-tol és g¢-t6l
kiilonb6z6 csticsokat belso csucsoknak nevezzik.

Minden ilyen grafthoz hozzarendelhetiink egy regularis nyelvet, melyet a graf reprezental.
Ezt azon u szavak alkotjak, amelyeket ugy kapunk, hogy bemend csucsbol az élek mentén
(egy €l tobbszor is felhasznalhat6) egy iton elmegyiink a kimend cstcsba, és valahanyszor
egy ¢len athaladunk, leirunk egy olyan u; szot, amely abba a regularis nyelvbe esik, amelyet
az ¢l cimkéje jelol. Az u = u; ...u, sz6 az u; szavak szorzata.

1.7. Tétel. Minden felismerheto nyelv regularis.
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Bizonyitas. Legyen L= L(M), aholM = (Q,%,8,90,{q}) eleget tesz az el6z6 lemmaban
megkovetelt tulajdonsagoknak. Megadunk egy algoritmust, amellyel M-et reguléris kifeje-
z¢ssé konvertaljuk.

Eloszor vegyiik észre, hogy M-et felfoghatjuk ugy, mint egy, a fentiekben leirt cimkézett
iranyitott grafot. Adott ¢,q’ allapotokra, (¢ # g¢, ¢’ # qo) a g — ¢ él cimkéje a

Y (a: 4 €8(q,a))

acedle

regularis kifejezés. (Ha g-bol nem indul ki atmenet, akkor ez 0.) Ez a graf az L nyelvet
reprezentalja.

Ezek utan a grafot a belsé cstucsok elimindlasaval atalakitjuk olyan graffa, amelynek
egyetlen ¢éle van (mely a bemend csucsbol a kimend cs¢sba vezet), €¢s amely L-et jeloli. Az
atalakitds minden 1épésében garantaltan ekvivalens, tehat az L nyelvet reprezentalo grafot
kapunk.

Redukcios lépés. Mindaddig, amig még van belso cstics, valasszunk ki egyet, mondjuk az
s csticsot. Ezek utan elhagyjuk az s csucsot, és minden ettdl kiilonbozé g, ¢’ csticsra, amelyre

q 7 qovagy ¢ #qr,aq— ¢ él R,y cimkéjét az
Ryqy + (RQS) ’ (RSS)* ) (qu’ )

kifejezésre valtoztatjuk.

Hogr + (Fg:) - (R:)* - (Fogt) '
g =

Vilagos, hogy ekvivalens grafot kapunk.
Az eljaras gyorsithato azzal, hogy kezdetben elhagyjuk az Gsszes olyan allapotot, amely
nem ¢€rhetd el go-bodl, vagy amelybdl nem érhet6 el g ¢ (az €lekre illeszkedd csticsokkal egyiitt).
O

Eljarasunkat az alabbi példaval szemléltetjiik:
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e

— b5 @ {51—_%_‘: 3
YA Q&S;@

a*afa +ba’a)”

aa*h (::-3

aa'b+ (b+aa*a)(a +Eaa)*(ba*h)

c'ale+be'e)’ +(c"b e alet be'e ) bebliee b4 b+ ca'c) o+ be'a ) (kB) e+ (bteca)at k') l}

L]

1.1. Kovetkezmény. (Kleene tétele.) Egy nyelv akkor és csak akkor felismerheto, ha regula-
FIs.

Kleene tételének mindkét iranyat konstruktivan bizonyitottuk. A bizonyitasok egyben
eljarast is adnak véges automata ekvivalens regularis kifejezésbe valo atalakitasara, és meg-
forditva, regularis kifejezés automataba vald alakitasara. Az a modszer, amellyel reguléris
kifejezéshez készitettlink automatat a kifejezés hosszaban linearis allapotszamu véges nemde-
terminisztikus automatat eredményezett. A forditott iranyu konstrukci6 azonban az allapotok
szamaban akar exponencialis hosszu kifejezést is eredményezhet. Ismert, hogy ez altalaban
nem is keriilhet6 el.

A regularis kifejezés fogalma kiterjeszthetd ugy, hogy a metszet és komplementerképzést
is megenged;jiik a regularis mtiveletek mellett. Az ilyen dltalanositott regularis kifejezésekkel
tovabbra is csak a regularis nyelvek jelolhetdek, mivel a regularis nyelvek zartak ezekre a mii-
veletekre is. Ugyanakkor segitségiikkel akar exponencialisan rovidebben adhatunk meg nyel-
veket. Egy altalanositott regularis kifejezés iterdcios foka az a legnagyobb szam, ahanyszor
az iteracié miivelete be van skatulyazva. (Itt célszerli az 0* kifejezés fokat nem 1-nek, hanem
0-nak valasztani.) Egy L regularis nyelv (altalanositott) iteracios foka a legkisebb olyan n
szam, amelyre 1étezik olyan n iteracios foku (altalanositott) regularis kifejezés, amely L-et
jeloli. Igy egy regularis nyelv iteraciés foka akkor és csak akkor 0, ha véges. A paros sok
1-est tartalmazo szavak L C {0,1}* nyelvének iteracios foka 2, altalanositott iteracios foka
1. Minden n > 0 szadmra létezik olyan regularis nyelv, melynek iteracios foka n, de nem is-
mert, hogy létezik-e 2 dltalanositott iteracios foku regularis nyelv. Az altalanositott regularis
kifejezésekhez hasonl6 kifejezések irhatok szdmos UNIX utasitasban.
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1.7. A regularis nyelvek pumpalo lemmaja

Ebben a részben a regularis nyelvek egy fontos kombinatorikus tulajdonsadgaval ismerkediink
meg. Segitségével belathatjuk bizonyos nyelvekrol azt, hogy nem regulérisak.

1.8. Tétel. Minden L C X* regularis nyelvhez létezik olyan p > 1 szam, hogy valahanyszor
az u € L sz0 hossza legalabb p, u felirhato

u=xyz
alakban ugy, hogy

1. xy'z € L minden i > 0 szamra,

2. y| >0,

3. |yl <p.

Bizonyitds. Legyen L =L(M), ahol M = (Q, 3,9, qo, F) véges determinisztikus automata.
Legyen p = |Q|. Hau € ¥*,|u| > p és u € L, akkor tekintsiik a go-bol induld go,q1,...,qn
szamitasi sorozatot az u szon. Fennallnak a kovetkezok:

1. ’u‘:l’lZPa
2. gqn€F,
3. 3i,j,0<i< j<p, qgi=q,.

Legyen x az u i hossza kezddszelete, y az x-et kovetd j — i hosszl rész-sz0, z az u n — j hossza
zardszelete. Ekkor az u = xyz felbontésra teljesiilnek a tétel allitasai. U

1.1. Allitas. Az L= {0"1":n >0} C {0,1}* nyelv nem reguldris.
Bizonyitas. Belatjuk, hogy
Vp3ueL,lul>pVxyz [(u=xyzAly|<pAly>0) = 3ixn'z¢L].

Legyen p > 1 tetszdleges. Tekintslik az u = 0717 sz6t. Tegylik fel, hogy x,y,z olyan szavak,
melyekre u = xyz, |xy| < p és |y| > 0. Ekkor xy csupa 0-bol all, és y tartalmaz legalabb egy
0-at. Ha tehat i # 1, akkor az xy'z szoban a 0-dk szama kiilonbozik az 1-ek szamatol, igy i # 1
esetén xy'z & L. O
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2. fejezet

Kornyezetfiiggetlen nyelvek és
veremautomatak

Ebben a fejezetben egy ujabb nyelvosztallyal, a kornyezetfiiggetlen nyelvek osztalyaval is-
merkediink meg, amely valédi médon tartalmazza a reguldris nyelveket. A kornyezetfiig-
getlen nyelveket Chomsky vezette be az 1960-as években a természetes nyelvek bizonyos
aspektusainak leirasara. Mindeddig legatiitobb alkalmazasukat azonban a mesterséges nyel-
vek, ezen beliil a programozasi nyelvek adtak.

2.1. Kornyezetfiiggetlen nyelvtanok és nyelvek

Nyelveket gyakran rekurzioval adunk meg. Példaként tekintsiik az eldz6ekben mar szerepelt
L={0"1":n>0} C{0,1}* nyelvet. Ekkor L a legsziikebb olyan L' C {0, 1}* nyelv, amelyre
cecllés
cucl = Oulel.
Valoban, egyrészt az L nyelvre teljesiil a fenti két tulajdonsadg. Masrészt ha az L' C {0,1}*
nyelvre is teljesiil, akkor teljes indukcioval konnyen belathatjuk, hogy 01" € L' mindenn > 0
szamra, tehat L C L.

Egy masik példaként tekintsiik a helyes zardjelezések L C {), (}* nyelvét. Ez a legsziikebb
olyan L' nyelv, amelyre

ceecl,
cucl = (wel,
cuvel = uwel.

Ennek belatdsdhoz persze sziikség lenne a helyes zarojelezések nyelvének egy mésik, min-
denki szdmadra nyilvanvalé megadésara, amitdl most eltekintiink.
A kornyezetfiiggetlen nyelvtanok a példakban adott rekurziv definiciokat modellezik. Kor-
nyezetfiiggetlen nyelvtan egy
G=(V,X,R,S)
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rendszer, ahol

» V véges, nemiires halmaz: a valtozok vagy nemterminalisok abc-je,
Y véges, nemiires halmaz: a terminalisok abc-je, ahol VN X =0,
* R: A — walaku dtirdsi szabdlyok véges halmaza, ahol A € V, w € (VUX)*,

» S eV akezdoszimbolum.
Legyen G = (V,%,R,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan, u,v € (VUX)*.

1. Azt mondjuk, hogy u kozvetleniil derivalja a v szot, vagy v kézvetleniil levezetheto u-
bol, u = v, ha léteznek az u = ujAug és v = uywusg felbontasok ugy, hogy A — w € R.

2. Egy up,ui,...,u, (n>0) sorozatot a v szé u-bol valé deriviciojanak vagy levezeté-
sének neveziink, ha

CUy=U, Uy =V
cui1=>u i=1,...,n.

3. Azt mondjuk, hogy v derivalhato vagy levezetheté u-bdl, ha 1étezik a v-nek u-bdl valo
derivacioja. Ennek jelolése: u =" v.

4. A G dltal generalt nyelv:
L(G)={weX" :5="w}.

Két nyelvtant ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet generdljak. Végil egy L C
Y* nyelvet kornyezetfiiggetlennek neveziink, ha generalhat6 kornyezetfiiggetlen nyelvtannal,
azaz létezik olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtan (melyben a termindlisok halmaza 32) ugy,
hogy L = L(G).

Példakban nyelvtanokat altalaban iigy adunk meg, hogy soronként megadjuk minden egyes
A nemterminalisra az A baloldalu szabalyokat. A szabalyok jobboldalait a | jellel valasztjuk
el. Az elsO sorban szerepelnek a kezdészimbolumra vonatkozo szabalyok. Minden olyan betii
termindlis, amely szabaly jobboldalan el6fordul, de nem fordul el szabaly baloldalan.

Els6 példaként tekintsiik az
S — 085l]e

nyelvtant. Egy derivaciora példa:
S = 051= 00811 = 0008111 = 000111

Ez a derivaci6 egy faval is abrazolhato:
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Belatjuk, hogy a nyelvtan az L = {0"1" : n > 0} nyelvet generalja. Legyen n > 0 és tekintsiik
az u = 0"1" sz6t. Teljes indukcidval igazoljuk, hogy u € L(G).

Ha n = 0, akkor u = €. Mivel S = ¢, ezért u € L(G). Tegyiik most fel, hogy n > 0, és
hogy 0"~ 11"~! € L(G). Ekkor § =* u"~1v"~1 és ezért 0S1 =* 0"1", hiszen ha a 0"~ 11"~!
S-bdl valo valamely levezetésében minden egyes sz6t egy 0 €s egy 1 koz¢é tesziink, akkor 0”1”
levezetését kapjuk 0S1-bol. Mivel S = 051 =* 0"1", ezért S =* u™V" = u.

Ezzel belattuk, hogy L C L(G). Az L(G) C L tartalmazas igazolasahoz tegyiik most fel,
hogy S =" u teljesiil az u € {0,1}* szora. Tekintsiink egy

S=uy=>u1=...=uUpy1=1u

levezetést, ahol n > 0. Belatjuk n szerinti indukcidval, hogy u = 0"1". Ha n = 0, akkor a
levezetés egyetlen 1€pésbdl all. Mivel u terminalis sz0, csak az S — € szabalyt alkalmazhattuk.
Tehat u =€ = 0"1", hiszen n = 0. Az indukcios Iépésben tegyiik fel, hogy n > 0. Most az els6
1épésben alkalmazott szabély csak az S — 051 lehet. Ezért az uy,. .., u,4+1 szavak mindegyike
0-val kezdddik és 1-gyel végzddik. Léteznek tehat olyan v;, i = 1,...,n+ 1 szavak, hogy
u; = 0v;1 minden i-re. Azt mar megjegyeztiik, hogy vi = S, és az is vilagos, hogy

S=vi=...= V1.
Az indukcids feltevésbél igy v, 1 = 071171, tehat u = Ovl = 01",
Mivel az L nyelv nem regularis, ezzel azt is belattuk, hogy 1étezik olyan kornyezetfiigget-

len nyelvtan, amely nem reguléris.
Masodik példaként tekintsiik az

S = (8)|SS]|e
nyelvtant. Ez a helyes zardjelezések nyelvét generalja. Egy levezetés:
§=85=(8)S=(($)s=(0)S=(0)S) = (0)0

A levezetéshez tartozo fa:
5
d-ﬂ-"'__-; q-h__““—-.
5 5
i}

f’ﬂ&j

)

o Ly

(

m—N

Egy Gjabb példa az ,,aritmetikai kifejezések™ nyelvtana, ahol egyszeriiség kedvéért csak
egy azonositot engedtiink meg.

© Esik Zoltn, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

26 A SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI

=
K—K+T|T fl i Jl{
T —-TxF|F T B
F—(K)|a }| |
[}

K = K+T = T+T | ey

= F4+T = (K)+T = o

= (T)+T = (T+xF)+T T

= (F«F)+T = (Fxa)+T I_,f/”l“‘x_

=~ (Fxa)+F = (a*xa)+F ' *T

= (axa)+a F a

2.2. Derivacios fak

Az el6z6 példakban derivaciokat fakkal szemléltettiink. A derivacios fa fogalma éltaldnosan
is bevezetheto.

Legyen G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. G feletti derivdcios fa olyan véges,
irdnyitott, rendezett fa, melynek csucsai a V U Y halmaz elemeivel cimkézettek ugy, hogy
valahanyszor egy csucs és leszarmazottainak cimkéi rendre X,X;,...,X, (n > 1), mind-
annyiszor Xi,...,X, € VUX és X = X1... X, €R,vagyn=1,X; =€ és X — €€ R. Tovabba
minden levél cimkéje a 3¢ halmazban van. Ha a gyokér cimkéje X € V U X, akkor azt is
mondjuk, hogy a derivacios fa X-bol indul. A derivacids fa leveleinek, illetve a levelek cim-
kéinek sorozata a derivacios fa hatara. Ez egy >.*-beli szo.

2.2. Allitas. Ha X =* u, ahol X € VUY, és u € ©F, akkor 1étezik olyan X-bdl indulo deri-
vdcios fa, melynek hatara u.

Bizonyitds vazlat. Tegyiik fel, hogy X = up = u1 = ... = u, = u az u levezetése X-bol.
Han = 0 akkor X = u € X, és a megfeleld derivacios fanak egyetlen csticsa van, a gyokér,
mely u-val cimkézett:
‘u
Tegytik fel, hogy n > 0. Legyen u; = Xi...X,,, ahol X; e VU, i=1,...,m. Ekkor u fel-
bonthato u; ...u,, alakban ugy, hogy minden i-re X; =* u; n-nél révidebb levezetéssel. gy
minden i = 1,...,m esetén létezik olyan X;-bdl induld derivacios fa, melynek hatara u;:

/f

Uy

Ezek felhasznalasaval 6sszerakhatunk egy olyan X-bdl indulo derivacids fat, melynek ha-
tarau=uy...uy:
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y
U1 U Um

O
2.3. Allitas. Ha létezik olyan X-bél induld derivdciés fa, melynek hatdra az u € ¥* sz6, akkor
X ="u.

Bizonyitas. A derivaciés fa n mélysége szerinti indukcidval igazoljuk az allitast. (Fa
mélysége: leghosszabb uton 1évo élek szdma.) Ha n = 0, akkor X = u € 3. Ugyanakkor
nyilvanvaléan X =* u, hiszen a =" relaci6 reflexiv. Tegyiik fel, hogy n > 0. Ekkor a fa

alakt. Az indukciés feltevés szerint X; =" u;, i=1,...,m. fgy
X=X...Xy, =* uXo... Xy, =* uiusXs... Xy =* Uuiug ... Uy = U.

Mivel =* tranzitiv relacio, mely tartalmazza a = relaciot, X =" u. O
Az el6z6 bizonyitéassal baloldali derivaciohoz jutunk. Azt mondjuk, hogy egy

Ug = U1 = ... = Uy

derivacié baloldali, ha minden i < n szamra u; 1 0gy all eld az u; szobdl, hogy az u;-ben
el6forduld elsé nemterminalist irjuk at. Jobboldali derivaciok hasonldan definialhatoak. Bal-
oldali derivacio jelolése:

Ug = U1 =7 ... =] Uy, VvVagy up :>?< Uy.
2.2. Kovetkezmény. Legyen G = (V,3,R,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtan. A kévetkezdk ek-

vivalensek egy u € ¥* szora:

1. ueL(G),
2. 8S=7u,
3. Létezik olyan S-bol indulo derivacios fa, melynek hatara u.

Megjegyezziik, hogy egy u € L(G) szonak az S-bél induld derivacios fai és az S-bél in-
dul6 baloldali derivacioi kozott kolesonosen egyértelmi kapesolat van. A G = (V,X,R,S)
nyelvtant egyértelmiinek nevezziik, ha minden u € L(G) szonak pontosan egy S-bdl induld
baloldali levezetése (derivacios faja) van. A nyelvtan egyértelmiisége azért fontos feltétel
altalaban, mert kiilonb6z6 derivacids fakhoz kiilonb6zo jelentés tarsithato.
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2.3. Kornyezetfiiggetlen nyelvek zartsagi tulajdonsagai

Ebben a részben belatjuk, hogy a kdrnyezetfiiggetlen nyelvek zartak a regularis miiveletekre.
Késébb meg fogjuk mutatni, hogy ezzel szemben nem zartak a metszet és komplementerkép-
z¢és miveleteire. Eredményeinkbdl konnyen adodik, hogy minden regularis nyelv kérnyezet-
fiiggetlen.

2.9. Tétel. Ha L,L1,Ly C X" kérnyezetfiiggetlen nyelvek, akkor L1 U Ly, L1Lo és L* is azok.

Bizonyitds. Legyenek G; = (V;, X, R;,S;), i = 1,2, olyan kornyezetfiiggetlen nyelvtanok,
amelyek az Ly és Ly nyelveket generaljak. Feltehetjiik, hogy Vi és Va diszjunkt halmazok.
Legyen S egy ujabb szimbo6lum, amely nincs a Vi UV, UY halmazban.

Legyen

Gy = (VlUVQU{S},E,RlURQU{S%Sl,S—>SQ},S)
Ge = (VlUVQU{S},E,R1UR2U{S—>5152},5).

Ekkor L(Gy) = L1 ULy és L(G,) = L1 Ly. Ez nyilvanval6 abbol, hogy G, S-bdl induld deriva-
cios fai pontosan azok a fak, amelyek eldallnak uigy, hogy vessziik a G; vagy G2 egy S1-bdl
ill. S2-bdl induld derivaciods fajat, és azt kiegészitjiik egy 1j gyokérrel, amelynek cimkéje
S. Az L(G,) S-bél induld derivacios fai pontosan azok a fak, amelyek eléallnak Ggy, hogy
vessziik a Gy és Go egy S1-bol ill. S9-bdl induld T; ill. T derivacios fajat, majd felvesziink
egy Uj S cimkéjli gyokeret, melynek két leszarmazottja a 77 és T gyoOkere.

Végiil tekintsiink egy olyan G = (V, %, R,S) nyelvtant, amely az L nyelvet generalja. Le-
gyen S’ 4 szimbolum, és tekintsik a G* = (VU{S'}, 3,5, RU{S’ — SS', S — €}, ') nyelvtant.
Konnyen belathato, hogy L(G*) = L*. O

Nem nehéz belatni az sem, hogy ha L kdrnyezetfiiggetlen, akkor az L~!, pre(L), suf(L) és
sub(L) nyelvek is azok.

2.3. Kovetkezmény. Minden regularis nyelv kornyezetfiiggetlen.

Bizonyitas. Minden véges nyelv kornyezetfiiggetlen, hiszen egy
{ug, ... uy} CX°
nyelv generalhat6 azzal a nyelvtannal, melynek szabalyai
S = ur| ... |uy

Mivel minden regularis nyelv eldall a véges nyelvekbdl a regularis muiveletekkel, és mivel a
kornyezetfiiggetlen nyelvek zartak a regularis miiveletekre, minden >-feletti reguléris nyelv
kornyezetfiiggetlen. O

Megadhato egy olyan egyszerti eljaras is, amely egy véges nemdeterminisztikus (spontan
atmenetekkel rendelkezd) automatat kornyezetfiiggetlen nyelvtanra konvertal. Legyen L =
L(M) C ¥*, ahol M = (Q,%,8,q0, F) véges nemdeterminisztikus automata. Tekintsiik azt a
Gy = (0,3, R, qo) nyelvtant, amelyben

R={q—aq :q €d(q,a)}U{q—e:qeF}.
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Ekkor kénnyen igazolhat6 a derivacié hossza szerinti indukcidval, hogy amennyiben gy =*
uq valamely g € Q éllapotra és u € ¥* szora, akkor létezik az u szoéra go-bol g-ba vezetd
szamitési sorozat, azaz q € S(qg, u). Forditva, az is konnyen igazolhaté (a szamitasi sorozat
hossza szerinti indukcioval), hogy amennyiben létezik az u szora go-bodl g-ba vezetd szamitasi
sorozat, akkor go = uq. Ezt felhasznalva, u € L(Gy) akkor és csakis akkor, ha van olyan
q € F, amelyre gy =* ug akkor és csakis akkor, ha S(qo, u)NF #0,azazhauc L(M). O

Nevezziink egy G = (V,%,R,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtant jobblinedrisnak, ha min-
den szabalya A — uB vagy A — u alaku, ahol u € ¥* és A, B € V. Tovabba nevezziink egy
L C ¥* nyelvet jobblinearisnak, ha generalhato jobblinearis nyelvtannal. Az M-bdl eldallitott
Gy nyelvtan jobblinedris, tehat minden reguléris nyelv jobblinearis. Belathato az is, hogy

a jobblinedris nyelvek osztalya pontosan megegyezik a regularis nyelvek osztalyaval, 1d. az
alabbiakat.

2.4. Chomsky-féle normalforma

Ebben a részben belatjuk, hogy minden kornyezetfiiggetlen nyelvtan egyszertibb, in. Chomsky-
féle normalformara hozhatd. Azt mondjuk, hogy a G = (V, X, R, S) kornyezetfiiggetlen nyelv-
tan Chomsky normalformaban adott, ha R minden szabalya

A—BC vagy A—a

alakt, ahol A,B,C €V, a € ., esetleg az S — € szabaly kivételével, de ekkor S nem fordul
el6 egyetlen szabaly jobboldalan sem.
A Chomsky-féle normalforméra hozast 3 1épésben végezziik el.

1. Az € jobboldalu szabalyok eliminalasa.
2. A lancszabalyok eliminalésa.
3. A jobboldalak 4talakitasa.
Itt ldancszabalyon egy A — B alaku szabalyt értiink, ahol A, B nemterminalisok.

2.4. Allitas. Minden kérnyezetfiiggetlen nyelvtanhoz megadhaté olyan ekvivalens kérnyezet-
fiiggetlen nyelvtan, melyben egyetlen szabaly jobboldala sem az iires szo, esetleg az S — €
szabaly kivételével, ahol S a kezdoszimbolum, de ekkor S nem fordul elé egyetlen szabaly
jobboldalan sem.

Bizonyitas. Legyen G = (V, %X, R,S). Elsz6r meghatarozzuk azon A € V nemterminalisok
halmazat, amelyekre A =* €. Ehhez kezdetben megjeloljiik azokat az A nemterminalisokat,
amelyekre A — € szabaly, majd mindaddig megjeldliink ujabb A nemterminalist, amig ta-
lalunk olyan A — u szabélyt, hogy u € V™ és u minden nemterminalis betiije mar korabban
megjeldlt. A végiil megjelolt nemterminélisok pontosan azok, amelyekbdl levezethetd az {ires
sz0.

Ezek utan két esetet kiilonboztetiink meg. Ha S nincs megjeldlve, akkor legyen G’ =
(V,X,R,S), ahol R' az dsszes olyan A — u szabalybdl éll, amelyre u # €, és létezik olyan

© Esik Zoltn, SzTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

30 A SZAMITASTUDOMANY ALAPJAI

A — v szabaly R-ben, hogy u megkaphat6 v-bdl megjeldlt nemterminalisok torlésével. Ha §
megjeldlt, akkor G’ tartalmazza még az S’ ij nemterminalist és az S’ — S és S’ — € szabalyo-
kat. A kezd6szimbolum S'.

Ez a modszer legrosszabb esetben exponencialisan megnoveli a nyelvtan szabalyainak
szamat. A modszer egy olyan finomitdsat ismertetjiik, ahol a szabalyok szama csak polino-
mialisan nd.

Legyen

Vi = VU{p]:ve(VuX)", Jue (VUX)* A — uv € R},
és legyen R” az alabbi szabalyhalmaz:
1. Minden A — p € R, p # € szabalyra legyen A — [p] € R".

2. Valahanyszor [X; ...X,] € V’, ahol n > 1, legyen

X1...X,] = X1[X2... X, €R".

3. Valahanyszor [X; ...X,] € V', ahol n > 1 és X1 megjeldlt nemterminalis, legyen

(X1... X = [X2... X, €R".

4. Valahanyszor [X;...X,] € V', aholn > 1és Xa, ..., X, mindegyike megjeldlt nemtermi-
nalis, legyen
(X1...X,] = X1 €R".

Végiil legyen G' = (V/,X,R",S), amennyiben S végiil nincs megjeldlve. Ha S is megjeldlt,
akkor G' = (V' U{S'},X,R",S’) ahol §’ 0j szimbdlum, R” pedig az el6z6 esetben megadott
szabalyokon kiviil még az §' — S és S — € szabalyokbol all.

Azt, hogy G és G’ ekvivalensek, csak az elsd konstrukciora és csak abban az esetben
mutatjuk meg, amikor S nem keriil megjellésre. Mivel S nincs megjeldlve, ezért € € L(G).
Vilagos, hogy € ¢ L(G’). Be kell még latnunk, hogy L(G) és L(G’) ugyanazokat a nemiires
szavakat tartalmazza. Legyen u € ¥*. Ha u € L(G), akkor u-nak van olyan S-bél indul6 de-
rivéacios faja G-ben, melynek hatara u. Tekintsiik az §sszes olyan maximalis részfat, melynek
hatara €. Ha minden ilyen részfat elhagyunk, akkor az u-nak egy S-bdl indul6 derivacios fajat
kapjuk G'-ben. Tehat L(G) C L(G').

Megforditva, ha u € L(G'), akkor tekintsiik az u egy S-bdl indulé derivacios fajat a G’
nyelvtanban. A gyokértdl a levelek felé¢ haladva, minden elagazashoz beilleszthetiink egy
vagy tobb olyan G feletti derivacios fat (amennyiben ez sziikséges) melynek hatara €, agy,
hogy minden elagazasnal R-beli szabaly keriiljon alkalmazasra. Az eldallo fa az u egy deriva-
cios faja a G nyelvtanban. Tehat u € L(G), és mivel u € L(G') tetszbleges volt, L(G') C L(G).
O

Az eldzo allitas bizonyitasaban elkészitett nyelvtant e-mentesnek nevezziik.

2.5. Allitas. Minden e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz létezik olyan ekvivalens e-mentes
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melynek nincs lancszabalya.
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Proof. Legyen G = (V, X, R, S) e-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Minden A nemter-
mindlisra hatarozzuk meg az 6sszes olyan B nemterminalis V4 halmazat, hogy A =* B. Ezutan
vegyiik az 6sszes olyan A — u alaku szabaly R’ halmazat, hogy u ¢ V, és valamely B € V,-
ra B — u az R-ben van. Az eléallo G' = (V,X,R’,S) olyan e-mentes és lancszabaly-mentes
kornyezetfiiggetlen nyelvtan, melyre L(G) = L(G'). O

2.6. Allitas. Minden e-mentes és lancszabdly-mentes kornyezetfiiggetlen nyelvtanhoz létezik
vele ekvivalens Chomsky-féle normalformaban lévo kornyezetfiiggetlen nyelvtan.

Bizonyitas. Legyen G = (V, X, R, S) e-mentes ¢s lancszabaly-mentes kornyezetfiiggetlen
nyelvtan. Feltehetd, hogy minden szabaly jobboldala vagy egy nemterminalisokbdl allo leg-
alabb 2 hosszu sz6, vagy egyetlen termindlis betli, esetleg az iires szo, de akkor a szabaly
S — € és nincs mas € jobboldalu szabaly. Ezt azért tehetjiik fel, mert valahdnyszor az A — u
szabalyban |u| > 2 de u tartalmazza mondjuk az a terminalis betiit, azt helyettesithetjiik az X,
Uj nemterminalissal, ahol bevessziik a szabalyok k6zé az X, — a szabalyt is.

Ezek utan minden A — Aj ... Ay, k > 3 szabalyt helyettesitiink az

A— A1, Y1 =AY, ..., Y3 = A oYio, Yo = Ar_1Ax

szabalyokkal, ahol Y7,...,Ys_o csak az A — Ay ...A; szabalytdl fiiggd ) nemterminalosok.
g

Ezzel belattuk, hogy minden kornyezetfliggetlen nyelvtan Chomsky normalformara hoz-
hato.

A kovetkezOkben egy példat mutatunk be. Tekintsiik az alabbi nyelvtant:

S — ASAl|aB
A — B|S
B — b|e

Ekkor a megjeldlt nemterminalisok az A és B lesznek. Igy az elsd 1épés utan a kovetkezd
€-mentes nyelvtanhoz jutunk:

S — ASA|AS|SA|S|aB|a
A — B|S
B — b

Ezek utan Vs = {S}, V4 = {S,A,B}, Vg = {B}. Ezt felhasznalva a masodik 1épés utan az
alabbi nyelvtant kapjuk:

S — ASA|AS|SA|aB|a

A — b|ASA|AS|SA|aB|a

B — b

Végiil az utolsd 1épés utan (némi egyszerisitéssel) kapjuk az alabbi két nyelvtant, melyek
koziil a masodik Chomsky-féle normélforméban van:

— ASA|AS|SA|X,B|a
b|ASA|AS|SA|X,Bla
a

b

SIS
L1
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S — AY|AS|SA|X,B|a
Yy — SA

A — Db|AY|AS|SA|X,B|a
X, — a

B — b

2.5. Veremautomatak

Egy véges automata felfoghatd olyan diszkrét 1€pésekben miikodo gépként, amelynek van
egy véges kontrollja és egy bemendszalagja. A véges kontroll minden pillanatban véges sok
allapot valamelyikében van. A szalagra kezdetben egy bemend sz6 van felirva, és annak
tartlamat a gép balrol jobbra egy olvasofej segitségével olvassa. A kovetkezo 1épést mindig az
adott allapot és az olvasott jel hatdrozza meg, determinisztikus automata esetén egyértelmiien.
Egy Iépésben a gép allapotot valthat és az olvasofejet egy mezdvel jobbra Iéptetheti. Ha
spontan atmeneteket is megengediink, akkor a gép attol fiiggetleniil is allapotot valthat, hogy
mely betiit olvassa a bemend szalagon, és ekkor az olvasofej sem 1ép tovabb. Kezdetben a
g¢ép a kezddallapotdban van. Akkor fogadja el a szalagra felirt sz6t, ha annak elolvasasa utan
végallapotba kertil.

A veremautomata a véges automata szamitasi erejét egy potencialisan végtelen, de kor-
latozott hozzaférésli verem szerkezetli memoriaval noveli. Miikodése egy adott pillanatban
annak is fliggvénye, hogy a verem tetején milyen szimbolum van, €s egy dtmenet soran a ve-
rem tetején 1évo szimbdlumot tordlheti, megvaltoztathatja, vagy a verem tetejére egy ujabb
szimbolumot tarolhat. Kezdetben a verem {ires.

Véges automata:

la|lb|la|lb|b|a|b|a|alb|b]b]a]

hamend szalag

B

véges
kontroll

Veremautomata: \

T

Y2 - T TL - T |

Y2 ‘rl|‘r1 Y2 e

TEDS]

T1

Formalisan definidlva, veremautomata egy (Q,%,I',9,qo,F) rendszer, ahol Q,%, qo,F
ugyanazok, mint véges automata esetén,

 [" véges, nemiires halmaz, a verem abc,
* §:0 %X x g — P(Q xT') az dtmenetfiiggvény.

Amennyiben (¢',Y) € 8(q,a,Y), ahol ¢,¢' € O, a € 3¢ ésvV,Y € e, a ((¢,a,7),(¢’,Y)) rende-
zett part a veremautomata atmeneti szabalyanak nevezziik.
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AzM = (Q,%,T',0,qo, F) veremautomata a kovetkez6 médon mitkodik. Akkor fogadja el
aw € X* sz0t, ha 1éteznek olyan wy, ..., wy, € X, 1o, ..., rm € Q, U, ..., A, € I'*, amelyekre

1. w=wi...wy,
2. ro=qo, 0p =&,

3. Barmely i < m-re, (rit1,Y) € 8(ri,wi+1,Y), ahol o; = ¥B és a1 = Y P valamely v,y €
[, B € I esetén,

4. rp, €F.

Jelolje L(M) az M altal elfogadott w € ¥* szavak halmazat. L(M)-et az M dltal felismert
nyelvnek nevezziik.

A veremautomata miikodése masként is megfogalmazhat6. Ehhez nevezziink konfigu-
racionak egy (q,o,u) € Q x I'" x 3* rendezett harmast. Azt mondjuk, hogy egy (g,0., u)
konfiguraciobol kozvetleniil el lehet jutni a (¢/, o, u’) konfiguracidba,

(g,0,u) - (4,0, u'),

ha létezik olyan ((q,a,7),(q’,Y)) szabaly és B € I'*, hogy

/

u=ai', a=1v8, o =vp.

Tovéabba azt mondjuk, hogy (g, a, u) konfiguraciobodl el lehet jutnia (¢’, o', u’) konfiguracioba,

(q,0,u) F* (4,0 u'),

ha valamely (r;,0;,u;), i = 0,...,n konfiguraciokra (rp,00,ug) = (q,,u), (ry,04,uy) =
(¢, u), és (ri, o, u;) b (rig1,0ir1,u41) minden i = 0,...,n— 1 esetén. Tehat a H* re-
lacié a F reflexiv-tranzitiv burka. A F* atmeneti relacioé egy fontos tulajdonsaga az, hogy
amennyiben (q,o,u) H* (¢, u’), akkor tetszéleges B € I'* és v € 3* szavakra fennall a
(g,0B,uv) H* (¢, a/B,u'v) relacié is. Végiil

LM) = {ueX*:3geF3Iaecl™ (qo,&u) " (q,0,€)}.

Példaként tekintsiik az L = {0"1" : n > 0} nyelvet. Legyen Q = {q1,¢2,93,94}, & =
{0,1}, T' ={0,8}, F = {q1,q94}. Az atmenetfiiggvény az alabbi tablazattal adott (ahol az
tiresen hagyott helyek az iires halmaznak felelnek meg):

Bemenef: y 1 £
Verem| 0| § £ 0 |$|eloO § | e
H {(gz, )}
a2 {(g2,0)} {(gs,€)}
g3 1(gs,€)} 1lgq,€)}
g4
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A veremautomatat az alabbi atmeneti diagrammal is megadhatjuk:

0e—10 1.0—¢

@

Ny . 1.0—e¢ _ e d— e
I\?l'/r = gz gz q4

Itt a g1-bdl go-be vezetd nyil cimkéje azt jelzi, hogy az a ((¢1,¢,¢€), (g2, %)) szabalynak
felel meg. A g2-bdl ga-be vezet6 (0,€ — 0)-val cimkézett él a ((g2,0,€), (g2,0)) szabalynak
felel meg, stb. Atmenetekre példa:

(q1,€,0011) F (g2,%,0011) - (g2,0%,011) F (g2,008,11) - (¢3,0%,1) F (g3,%,€) I (q4,€,€)
Néhany megjegyzés.

1. A veremautomata fogalmat mddosithatjuk ugy, hogy kezdetben a veremben egy rogzi-
tett ['-beli betli legyen, €s tigy is, hogy

2. averembe az egyes atmenetek esetén 1-nél hosszabb sz¢ is keriilhessen. Ekkor
0:0xXexTe— P(QxI™),¢és
d(g,a,Y) véges minden g € Q, a € X, y € I'¢ esetén.

3. Megkovetelhetjiik azt is, hogy egy sz6 elfogadéasakor azon kiviil, hogy végallapotban
legyen a veremautomata, a verem kitiriiljon.

4. A veremautomata nemdeterminisztikus modell.
2.10. Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen nyelv felismerheto veremautomataval.

Bizonyitds. Legyen G = (V,X,R,S) tetsz6leges kornyezetfiiggetlen nyelvtan. Készitsiik
el az abran lathaté veremautomatat.

= o
£, e— 5
e A= w hhd—wekR
q\:_/"-:z,a—rf hae e
ed—«

O,
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El6szor belatjuk, hogy ha A € V, u € ¥* és A =* u, akkor (¢,A,u) " (g,€,€). Tekintsiink
az u-nak egy A-bol valo n hosszl levezetését. Han = 1, akkor A — u R-beli szabaly. Legyen
mondjuk u = a; ...a,, ahol mindegyik a; a -ban van. Ekkor:

(q,A,u) = (q,A,ay...am) - (q,a1...am,a1...am) & (q,a2...am,as...ap) ... F
(q,am;am) l_ (Q?£78)~
Ha n > 1, akkor legyen A — ugB1 ... Byu, a levezetésben elséként alkalmazott szabaly. Ek-
kor u-t felirhatjuk u = ugvy ... v,u,, alakban ugy, hogy minden i-re B; =* v; n-nél rovidebb
levezetéssel. Az indukcios feltevés szerint igy (g, B, vi) F* (¢, €,€) minden i-re. Ezt felhasz-
nalva,

*

(q,A,u) = (q,uoB1 . .. Byt gV - - . Vi) F* (g, B1uty - .. Bty Viut1 - .. Vi) F
(q,u1B3 . .. Byt u1vo . . . Vittyy) E* (g, Boua . .. Byl Vo . . Vi) H* .
(q, Binttm, Vinttm) E* (@, iy um) F* (g, €, €).
fgy u € L(G) esetén
(qo,ﬁ,bl) - (q7S$7u) a (6],$,8) = (q]c,S,S)
ésu € L(M). Tehat L(G) C L(M).
Most tegyiik fel, hogy ha (q,A,u) H* (g,€,€) n 1épésben. Belatjuk, hogy A =* u. Ha
n =1, akkor u = € és A — € R-beli szabdly, tehat A =* € = u.
Legyen mostn > 0, és tegyiik fel, hogy allitasunkat n-nél rovidebb atmenetekre igazoltuk.
Az els6 1épésben valamely A— ugB; . . .Byuy, szabalyhoz tartozo (g, A, u)t-(q, ugBy. . .Bpy, u)
atmenetet alkalmaztunk és igy

(q,uoB1 ... By, u) F* (q,€,€)
n-nél kevesebb Iépésben. Ez csak ugy lehet, ha u felirhatdé u = ugv; ...vy,u, alakban ugy,
hogy minden i =0,...,m — 1 esetén

* *
(q, ul’Bi+]_ .. .Bmum, Uiviyq .. .vmum) H (q,Bi+1ui+1 .. .Bmum, Vig1Uj41 - - .vmum) H

(q,Uit1Bi+2 ... By, Uit 1Vit2 - .. Vi) F* (g, €,€),

tovabba

(¢,Bit1,vit1) F* (g,€,€)
kevesebb, mint n Iépésben. Az indukcios feltevésbodl adodik, hogy B; =*v;, j=1,...m.

Igy
A = ugBy ... By =" ugvi ... Vil = U.

Most tegyiik fel, hogy u € L(M), azaz (qo,€,u) =* (g7, €) valamely o-ra. Mivel az els¢
1épésben a $ jel a verem aljara kertiil és az utolso 1épésig ott is marad, o = € és részletesebben
irhatjuk, hogy

(q0,&,u) - (q,58,u) =" (q,5,8) F (qr,8,8),
tovabba
(q,S,u) F* (g,€,¢€).
fgy S =* u, tehat u € L(G). O
Determinisztikusnak nevezzik az M = (Q, 3, 1,9, qo, F) veremautomatat, ha
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l' |6(6],Cl,'Y)|§1, QEQ,QEEQ,YGF&
2. 8(q,8,7) #0=08(q,a,Y) =0. qecQ,acX, yelk,
3. 8(q,a,8) #0=08(q,a,7) =0, g€ Q,ace yel.

Nem igaz az, hogy minden kdrnyezetfiiggetlen nyelv felismerhetd determinisztikus veremau-
tomataval. Az {a"D"c™,a"b"c™ : n,m > 0} nyelv kornyezetfiiggetlen, de nem determiniszti-
kus.

2.11. Tétel. Minden veremautomataval felismerheto nyelv kérnyezetfiiggetlen.

Bizonyitas. Roviden vazoljuk a tétel bizonyitasat. E16szoris konnyen megmutathato, hogy
egy veremautomatdval felismerhetd nyelv felismerhetd valamely veremautomataval ugy is,
hogy egy bemend sz6 elfogadasakor a verem mindig kitiriil. Ezek utan legyen (Q, %, 1", 8, qo, F)
olyan veremautomata, amely eleget tesz ennek a feltételnek, és amely felismeri az L C ¥*
nyelvet. Azt is feltehetjiik, hogy valahanyszor

(g:a,7),(4"Y))

szabaly, akkory=¢ésy € I',vagy ye ' ésy =e.

Egy olyan G kornyezetfiiggetlen nyelvtant készitiink el, amely nemterminélisai az X,
szimboélumok, ahol ¢,¢" € Q, valamint az Xy szimbolum. Célunk az, hogy az X, ,-bél leve-
zethetd terminélis szavak azt az L, , C ¥* nyelvet alkossak, amelyre u € L, , akkor és csakis
akkor, ha

(q7 u? 8) I_* (q/7 8? 8)'

Az L, , nyelvekre az alabbi rekurzios szabalyok érvenyesek.
l.e€ Ly,
2. Hauel,yésveLyy,akkoruv e Ly .
3. Ha (q1,Y) € 8(q,a,¢€), q' € 8(q2,b,Y) ésu € Ly, 4,, akkor aub € L, ;.

Ennek megfefelden vessziik fel az X, , — €, X, o — X, ¢ Xy o7 €s az X, g — aXy, 4,b szaba-

lyokat, ahol persze az el6zéekben adott feltételek érvényesek. Végiil az X baloldalu szaba-

lyok: Xo — Xy,,4, ahol g € F'. Il
A 2.10 ¢és 2.11 tételek Chomsky klasszikus eredményei az 1960-as évek elejérdl.

2.6. Kornyezetfiiggetlen nyelvek pumpalo lemmaja
Ebben a fejezetben a kornyezetfiiggetlen nyelvek egy kombinatorikus tulajdonsagat ismer-
tetjiik és annak felhasznalasaval belatjuk, hogy bizonyos nyelvek nem kornyezetfiiggetlenek.

Az alédbbi eredmény Bar-Hillel lemmaként ismert az irodalomban.
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2.2. Lemma. Tetszoleges L kérnyezetfiiggetlen nyelvhez van olyan p > 1 szam, hogy vala-
hdanyszor w € L, |w| > p, a w sz6 mindig felbonthaté

W = uvxyz
alakban ugy, hogy
1 Vi>0 wixyzel,
2. vy| >0,

3. |vxy| < p.

Bizonyitds. Legyen L = L(G), ahol G = (V,%,R,S) Chomsky normélforméaban adott. Ve-
gylk észre, hogy amennyiben 7' egy nemtermindlisbol indulé derivacioés fa, melynek hatara
terminalis sz6 és T mélysége legfeljebb n + 1, akkor a 7' hataran 1év6 sz6 hossza legfeljebb
2",

Legyen p = 2/ +1. Haw e L, |w| > p, akkor a w sz0 egy S-bél induld T derivacios
fajanak mélysége legalabb |V| + 1. Tekintsiink 7-ben egy maximalis hossza utat a gyokért6l
valamelyik levélig. Mivel ezen legalabb |V| + 1 nemterminalissal cimkézett cstcs van, talal-
hat6 két olyan azonos X nemterminalissal cimkézett c¢1 és ¢ csucs ugy, hogy a c1-hez tartozo
T1 részfa tartalmazza a c5 csticsot és mélysége legfeljebb |V|+ 1. Legyen 7> a ¢ csticshoz tar-
tozo részfa és x a T hatara. Ekkor 77 hatara vxy alakban irhato, ahol v és y a 77 azon leveleinek
cimkéibdl allnak, melyek nem a 75 levelei. Ehhez hasonloan w felirhaté w = uvxyz alakban,
ahol u és y betiii a T azon leveleinek cimkéi, amelyek nem a 75 csucsai. Mivel § =* uXz,
X =*vXy és X =* x, minden i-re fennall, hogy S =* uvixy'z. Tovabba |vxy| < p mivel Ty
mélysége legfeljebb |V |+ 1, és vy # € mivel G e-mentes. O

mélyoege [V]| + 1

e —F"-\_o-i—\_ﬁ""\-_ —_— e ——— _I-"”\__.(\_J\_. ——— —

w u T i =

A pumpal6 lemma segitségével megmutathatjuk, hogy bizonyos nyelvek nem kdrnyezet-
fiiggetlenek. A lemma két alkalamazéaval zarjuk ezt a fejezetet.

2.7. Allitas. Az L= {a"b"c" : n > 0} nyelv nem kirnyezetfiiggetlen.

Bizonyitas. Belatjuk, hogy barmely p > 0-hoz van olyanw € L, |w| > p, hogy w tetszdle-
ges olyan w = uvxyz felbontasara, amelyre [vy| > 0, [vxy| < p, létezik olyan i, hogy uv'xy'z & L.

Adott p-hez legyen w = a?bPcP. Akarhogyan is bontjuk fel w-ét w = uvxyz alakban gy,
hogy |vy| > 0, |vxy| < p, lesz olyan betii, amely nem fordul eld vy-ban. Igy uxz ¢ L.
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2.8. Allitas. Az L= {w#w :w € {0,1}*} nyelv nem kérnyezetfiiggetlen.

Bizonyitas. Adott p-re legyen w = 0P1P#0P 17, és tekintsiik a w tetszéleges olyan w =
uvxyz felbontasat, amelyre vxy < p. Ha # nem fordul el x-ben, akkor uv?xy’z ¢ L. Ha
eléfordul, akkor u-ban csak az 1, y-ban csak a 0 szerepelhet. Mivel vy # €, ezért uxz & L (és
uw?xy’z € L). O

Ezzel szemben belathatd, hogy az L' = {w#w' : w,w’ € {0,1}*, w # w'} nyelv kdrmyezet-
fiiggetlen.

2.4. Kovetkezmény. A4 kornyezetfiiggetlen nyelvek nem zartak a metszet és komplementerkép-
zésre.

Bizonyitas. Az
{d"b"" :nym>0} = {d"b":n>0}{c}"
{d""c™ :nym >0} = {a}{"" :m>0}

nyelvek kornyezetfiiggetlenek, de metszetiik nem az. Mivel a kornyezetfliggetlen nyelvek
zartak az egyesitésre de nem zartak a metszetre, ezért nem zartak a komplementerképzésre.[]

Be lehet latni, hogy egy kornyezetfiiggetlen és egy reguldris nyelv metszete mindig kor-
nyezetfiiggetlen.
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3. fejezet

A Chomsky-féle hierarchia

Ebben a rovid fejezetben a kornyezetfiiggetlen nyelvtan egy altalanositasat ismerjiik meg.
Definidljuk az altaldnos (generativ) nyelvtan fogalmat, ahol a szabalyok baloldala tetszéleges
olyan sz0, amely legalabb egy nemterminalist tartalmaz. Az ilyen altalanos nyelvtanok altal
generalt nyelvek alkotjak a Chomsky-féle hierarchia legb6vebb Ly nyelvosztalyat.

A regularis és a kornyezetfiiggetlen nyelvek a £y részosztalyait alkotjak, amelyeket £3-
mal és Lp-vel is jeloliink. A Chomsky-féle hierarchia az £; nyelvosztallyal, a kornyezetfiiggo
nyelvek osztalyaval valik teljessé, amely a L, és Ly koz¢ esik.

3.1. Altalanos nyelvtanok

(Altalanos) nyelvtan egy G = (V,%, R, S) rendszer, ahol V, ¥, S ugyanazok, mint kérnyezet-
fiiggetlen nyelvtan esetén, R pedig u — v alaku szabalyok véges halmaza, ahol u,v € (VUX)*
és u tartalmaz legalabb egy nemterminalist. Legyen G = (V, X, R, S) nyelvtan, u,v € (VUX)*.
Azt mondjuk, hogy u-bol kézvetleniil levezetheto (vagy derivalhato) a v szd, u = v, ha létezik
olyan x,y,y,z € (VUX)*, hogy u =xyz, v=1xy'z, y =y’ € R. Mint korabban is, jelolje =* a
= relacid reflexiv-tranzitiv burkat, tehat u =* v akkor és csak akkor, ha 1étezik olyan n > 0 és
WO, W1,..., Wy € (VUX)*, hogy u=wg, wo = Wi,...,Wy_1 = Wy, wy =v. A G dltal generdlt
nyelv: L(G) ={u e X" : S="u}.

Példaként tekintsiik az alabbi G nyelvtant, mely az L(G) = {a"b"c" : n > 0} nyelvet ge-
neralja.

S — aSBc|e
cB — Bc
aB — ab
bB — bb
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Egy G-vel ekvivalens (azaz ugyanazt a nyelvet generalo nyelvtan) az alabbi G':

So — S|e

S — aSBC | aBC
CB — XB

XB — XC

XC — BC

aB — ab

bB — bb

cC — c

Kornyezetfiiggdnek neveziink egy G = (V, 2, R, S) nyelvtant, ha R minden szabéalya uXv —
uwy alaki, ahol u,v,w (V UX)*-beli szavak, X € V, w # €. Ez alol csak egyetlen kivétel le-
het, nevezetesen az S — € szabdly. Ha ez R-ben van, akkor kikdtjiik azt, hogy S nem fordul
eld egyetlen szabdly jobboldalan sem. Az el6z6 példaban szerepld G’ nyelvtan kornyezet-
fiiggd. Egy L C ¥* nyelvet kornyezetfiiggdnek neveziink, ha 1étezik olyan kornyezetfiiggd
G = (V,3,R,S) nyelvtan, melyre L = L(G). Az {a"b"c" : n > 0} nyelv tehat kornyezetflig-
g6. Mivel minden kornyezetfiiggetlen nyelvtan Chomsky-féle normalformara hozhato, ezért
minden kornyezetfiiggetlen nyelv kornyezetfiiggd nyelv is. A

{0”2 :n>0}, {0% :n >0}, {07 : p primszam},
{whw:w e {0,1}*}, {u€ {a,b}" :YWnV' =u=v=u|}

nyelvek mindegyike kdrnyezetfliggd, és az utolso kivételével egyik sem kornyezetfiiggetlen.
Nem ismert, hogy az utolso primitiv szavak nyelve kornyezetfliggetlen-e.

Egy kornyezetfiiggd nyelvtanban az esetleges S — € szabdlyon kiviil, ahol S a kezdd-
szimbdlum, minden szabaly jobboldala legaldbb olyan hosszu, mint baloldala. Ismert, hogy
minden olyan altalanos nyelvtan, melyben minden szabaly jobboldala legalabb olyan hosszu,
mint a baloldala, kérnyezetfiiggd nyelvet general.

Korabban jobblinearisnak neveztiink egy G = (V, 3, R, S) nyelvtant, ha R minden szabalya
A — uB vagy A — u alaku, ahol A,B € V,u € ¥*. Egy nyelvet jobblinearisnak neveziink, ha
generalhato jobblinearis nyelvtannal.

3.9. Allitas. Egy nyelv akkor és csak akkor jobblinedris, ha reguléris.

Bizonyitas. Azt mar korabban belattuk, hogy minden reguléris nyelv jobblinearis, megmu-
tattuk ugyanis, hogy minden véges nemdeterminisztikus (spontdn atmenetekkel rendelkezo)
M automata felfoghat6 egy Gy, jobblinearis nyelvtanként, amelyre L(M) = L(Gy).

Legyen most L C ¥* jobblinearis nyelv és G = (V, X, R, S) olyan jobblinearis nyelvtan,
melyre L = L(G). Mivel egy X — aj ...a,Y, n > 1 alakt szabalyt helyettesithetiink az X —
a1 X1, X1 —> aoXo, ..., X0 = an_1Xy—1, Xn—1 — a,Y szabélyokkal, ahol ati,...,a, € X,
X,Y €V és Xi,...,X,—1 4 nemterminalisok, és mivel minden X — by...b,,, m > 1 alaka
szabalyt helyettesithetiink az X — b1Y1, Y1 — baYo, ..., Yiu—1 — by Yy, Y, — € szabalyokkal,
ahol by,...,b,, € X, Y €V és Y1,...,Y, 4 nemtermindlisok, ezért feltehetd, hogy R minden
szabalya X — aY vagy X — € alakti, ahol X, Y € V ésa € Y.
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Tekintsiik az M = (V, 3,8, S, V') véges nemdeterminisztikus spontan atmenetekkel rendel-
kez6 automatat, melyben teszoleges X,Y € V és a € ¥¢ esetén §(X,a) ={Y : X — a¥ € R}
és X € V' akkor és csak akkor, ha X — € € R. Ekkor G = Gy, tehat L = L(M). Mivel L
tetszOleges jobblinearis nyelv volt, igy minden jobblinearis nyelv regularis. U

Megjegyezziik, hogy a jobblinaris nyelvtanhoz hasonlé médon definidlhattuk volna a balli-
nedris nyelvtanokat és az altaluk generalt ballineéris nyelveket is. Ha egy G jobblinearis
nyelvtan minden X — u szabalyat az X — u~! szaballyal helyettesitjiik, akkor az eldallo G!
ballinearis nyelvtan az L(G) tiikorképét generalja. Mivel egy nyelv akkor és csak akkor re-
gularis, ha tikorképe az, igy kapjuk azt, hogy egy nyelv akkor és csakis akkor reguléris, ha
ballinedris.

Egy jobblinearis nyelvtant 3-as tipustnak, egy kornyezetfiiggetlen nyelvtant 2-es tipusi-
nak, egy kornyezetfiiggd nyelvtant 1-es tipustnak, altalanos nyelvtant pedig 0-as tipustnak is
neveziink. Legyen i € {0,1,2,3}. Egy L C ¥* nyelvet i tipusunak neveziink, ha generalhat6 i
tipust nyelvtannal. Jel6lje £; az i-tipust nyelvek osztalyat. Amennyiben i = 3,2, 1, £; rendre
a jobblinearis, kornyezetfiiggetlen és kornyezetfiiggd nyelvek osztalya. Az Ly nyelvosztalyt
a kifejezés struktiurdju nyelvek osztalyanak is nevezik. Az £;, i € {0,1,2,3} nyelvosztalyok
alkotjak a Chomsky-féle hierarchiat:

3.12. Tétel. L3 C Ly C L1 C Ly. Tovabba minden tartalmazas valodi.

Bizonyitas. Az L1 C Ly és L3 C Lp tartalmazasi relaciok nyilvanvaloak. Mar belattuk,
hogy Lo C £1. A {0"1" : n > 0} nyelv Lp\ Lz-ban, az {a"b"c" : n > 0} nyelv pedig £; \ Lo-
ben van. Kés6bb belatjuk, hogy £\ £; nem iires. O
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4. fejezet

Kiszamithatosagelmélet

Ebben a fejezetben bevezetjiikk a Turing-gépet, melyet nemcsak nyelv felismerd eszkozként
hasznalunk, hanem segitségével formalizaljuk az algoritmus fogalmat. Egy problémat algo-
ritmikusan megoldhatonak neveziink, ha Turing-géppel megoldhato.

4.1. Turing-gépek

A Turing-gépet Alan Turing vezette be 1936-ban. A Turing-gép a véges automatanak egy

rrrrr

alofafafgla[ [T [T TTT.

ketiranyban mozgd potencializan végtelen szalag
iré-olwss fe]

vaéges vezerls (kontroll)

Miel6tt pontosan definialnank a Turing-gépet, példaként megmutatjuk, hogy az L = {w#w :
w € {a,b}*} nyelv felismerhet6 Turing-géppel.

1. A bemenet egyszeri elolvasasaval ellendrizziik, hogy az a, b betlikon kiviil egyetlen #-et
tartalmaz.

2. A szalagot oda-vissza olvasva ellendrizziik (a vizsgalt betlik athuzasaval), hogy a # két
oldaldn ugyanaz a sz6 helyezkedik-e el.

3. Amennyiben végig egyezést talalunk (az 0sszes betli athuzésra kertilt), akkor a gép
elfogadja, kiilonben elutasitja a bemenetet.

Turing-gép egy M = (Q,%,1',8, 90, Gaccepts Greject) Tendszer, ahol:

1. Q az dallapotok véges, nemiires halmaza,
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2. qo € Q a kezdoallapot,

3. Gaccept € Q az elfogado dllapot,

4. Greject € Q az elutasito allapot,

5. ¥ véges, nemiires halmaz, a bemend jelek (szimbolumok) abc-je,

6. I' a ¥-at tartalmazo véges halmaz, a szalag abc; a I'\ X halmaz nemiires, tartalmaz egy
specialis Ll karaktert, tovabba ' Q = 0,

7. 8: (O \{Gaccept: Greject}) x I' = Q x I x {L,R} az atmenetfiiggvény.

A Turing-gép miikddését konfigurdciok segitségével irjuk le. Konfiguracié egy ugv alak
sz6, ahol g € Q, u,v € I'*, v # €. Az ugv konfiguracio a Turing-gép miikodésének egy olyan
pillanatat adja meg, amelyben az egyiranyban végtelen szalag tartalma uv LILI..., tehat uv
utan a szalag minden mezdje a U lires betlit tartalmazza, a véges kontroll a ¢ allapotban van,
az ir6-olvaso6 fej pedig v elsd betilijét jeloli ki.

Legyen ugv konfiguracio, ahol v elsd betiije a. Tegyiik fel, hogy g & {quccept, Greject} €8
d(g,a) = (r,b,R). Ekkor az ugv konfiguraciobol a Turing-gép kozvetleniil dtmehet az ubrw
konfiguracidba, ugv - ubrw, ahol w a v-bdl az a betli elhagyasaval kapott szo, ha ez nemiires,
kiilonben w = L. Ha 8(q,a) = (r,b, L), akkor ugv = wrcbv', aholu = we,v=av', c € T, illetve
ugv = urbv', ha u =€ ésv=av'. Ha ¢ = quccepr Vagy q = qreject, akkor az ugv konfiguracio
megallasi konfiguracio, az els6 esetben elfogado, a méasodik esetben elutasito konfiguracio.
Vilagos, hogy minden nem megallasi konfiguraciobol pontosan egy konfiguracioba mehet 4t
a gép.

Legyen a F* atmeneti reldcio a - reflexiv-tranzitiv burka. Egy konfiguraciokbol allo
uiqivi ... F uyqnv, sorozatot szamitdsi sorozatnak neveziink.

Legyen M a fenti Turing-gép. Az M dltal felismert L(M) C X* nyelv az Gsszes olyan u €
¥ sz6bol all, amelyre goull =* Xqaccepsy valamely x,y € I'*, y # € szavakra, azaz a Turing-gép
az u-hoz tartozo kezdo konfigurdciobdl eljuthat egy elfogadasi konfiguracidba. Egy L € >*
nyelv Turing felismerhetd, vagy rekurzivan felsorolhaté, ha L = L(M) valamely M Turing-
gépre. Két Turing-gépet ekvivalensnek neveziink, ha ugyanazt a nyelvet ismerik fel.

A Turing-gép nem feltétleniil 41l meg egy u szon, azaz nem biztos, hogy a goull = xqaccepry
vagy qoul) =¥ Xqrejecry relaciok valamelyike teljesiil valamely x,y esetén. (Persze csak az
egyik teljestilhet.) Egy L C X* nyelv (Turing-)eldonthetd, vagy rekurziv, ha 1étezik olyan M
Turing-gép, mely minden bemeneten megall és felismeri az L nyelvet.

Roviden megemlitjiik a Turing-gép néhany variansat. Megengedhettiik volna azt is, hogy
a Turing-gép egy lépésben az ir6-olvasoé fejet ne mozgassa a szalagon, hiszen a fej helyben ma-
radasa megvaldsithatd ugy, hogy eldszor jobbra 1ép, majd balra. Azt is megengedhettiik volna
egy ujabb allapot bevezetésével, hogy 0 parcialis fliggvény legyen. A tébbszalagos Turing-
gép tobb potencidlisan végtelen szalaggal rendelkezik, melyek koziil az elsd tartalmazza a
bemend szot és a tobbit részeredmények taroldsara hasznalja. Minden munkaszalaghoz egy
kiilon ir6-olvaso fej tartozik €s az &tmenetek a munkaszalagokon olvasott mezdk tartalmatol
is fiiggnek. Egy Iépésben a Turing-gép atirhatja minden szalagon az olvasott mezdt €s a fe-
jet mindkét irdnyban mozgathatja (kivéve, amikor a fej az elsé pozicion van). Kezdetben a
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munkaszalagok mindegyik mez6jén LI van. Amennyiben a szalagok szama k, d egy

d: (Q\ {QacceptaQreject}) X Fk — 0OX Fk X {L,R}k

leképezés.

Nem nehéz belatni, hogy minden tobbszalagos Turing-gép szimulalhat6 egyszalagos Turing-
géppel. Ha M egy k-szalagos Turing-gép €s k > 2, akkor egy M-et szimulalé N Turing-gép
egyetlen szalagjat k savra osztjuk. Az M szalagjainak tartalmat savonként taroljuk. Forma-
lisan ez azt jelenti, hogy N szalag abc-je rendezett k-asokat is tartalmaz. Mivel N-nek csak
egy ir6-olvaso feje van, ezert minden savban meg kell jeldlni azt a poziciot, ahol az M ir6-
olvaso6 feje 4ll az adott pillanatban. A szimulaci6 Ggy torténik, hogy eldszor N végigolvassa
a szalagot és kozben az allapotaban tarolja azt, hogy az egyes savokon milyen betlik van-
nak megjelolve, majd ellentétes irdnyban is végigolvassa a szalagot és elvégzi a megfeleld
atalakitast a szalagon.

A két iranyban végtelen szalaggal rendelkez6 Turing-gép szalagjanak mez6i az egész sza-
mokkal indexelhetdk. Kezdetben az ir6-olvasé fej a 0 sorszami mezdn van és negativ tarto-
manyba is elmozdulhat. Egy két irdnyban végtelen szalaggal rendelkezd Turing-gépet szi-
mulalhatunk kétszalagos Turing-géppel, ahol a munkaszalagon a negativ tartomanyban 1évo
mezoket taroljuk.

Az eddigi Turing-gép modell determinisztikus volt, és a tovabbiakban, ha ezt hangsu-
lyozni szeretnénk, ezt a modellt determinisztikus Turing-gépnek hivjuk. Nemdeterminisztikus
Turing-gép egy olyan M = (Q,X,I",8,90, Gaccept Greject)> rendszer, ahol

d: (Q\ {qacceptaQreject}) xI' — P(Q xI' % {L,R}).

Miikddését ugyanugy definialhatjuk a konfiguraciokon értelmezett - és -* relacok felhaszna-
lasaval, mint determinisztikus esetben, de egy konfiguraciobdl tobb konfiguracioba is &tmehet
kozvetleniil a gép. A nemdeterminisztikus Turing-gép mitkodését egy u szon egy véges vagy
végtelen szamitasi faval abrazolhatjuk, ahol minden egyes csucs egy konfiguracioval cimké-
zett. A gyokér cimkéje az u szohoz tartoz6 kezddkonfiguracio, és ha egy csucs cimkéje a
¢ konfiguracio, akkor kozvetlen leszarmazottainak cimkéi azon ¢’ konfiguraciok, amelyekre
c k¢, Akkor fogadja el a Turing-gép az u szot, ha a fa valamely levele elfogadasi konfigura-
ci6, vagyis ha qull =" xqaccepsy valamely x,y szavakra. Az M altal felismert nyelv

LM)={uecX":3x,y qoull =" Xqaccepry}-

4.13. Tétel. Ha egy L nyelv felismerheto nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor L Turing
felismerheto.

Bizonyitds. LegyenadottazM = (Q,X,1",8, G0, Gaccept: Greject) Nemdeterminisztikus Turing-
gép. Elkészitiink egy olyan D tobbszalagos determinisztikus Turing-gépet, melyre L(D) =
L(M). D szélességi kereséssel megvizsgalja adott u bemend szon az M szamitasi fajat. Ha
olyan csucsot talal, melynek cimkéje elfogadasi konfiguracio, akkor elfogadja az u szot. Kii-
16nben D nem 4ll meg az u szon. D-nek 3 szalagja van: a bemend szalag, a szimulacios
szalag, és a cim szalag. Az utobbin a szamitasi fa éppen vizsgalt csticsanak cime van, amely
egy az 1,...,d szamok feletti szo, ahol d a legnagyobb 8(q,a,Z) alaki halmaz szamossaga.
A cimzést abrazolja az alabbi abra:
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A kezd6 cim a gyokér cime, azaz az {ires sz6. Amint meghatarozasra keriil a kovetkezo
cim, D a szimulacios szalagjan eldallitja a megfeleld konfiguraciot. Ha ez elfogadd konfigu-
racio, akkor elfogadja a bemenetet. Kiilonben eldallitja a szdmitési fa kdvetkezd konfigura-
ciojat, vagy ha ilyen nincs, elutasitja a bemenetet. 0

Azt mondjuk, hogy egy determinisztikus vagy nemdeterminisztikus Turing-gép eldonti
az L nyelvet, ha felismeri azt, és ha minden szamitési sorozata véges és elfogadashoz vagy
elutasitashoz vezet. KOnig lemmajat felhasznalva kapjuk azt, hogy az a feltétel, hogy minden
szamitasi sorozat véges, ekvivalens azzal, hogy minden szamitasi fa véges.

4.5. Kovetkezmény. Ha egy nyelv eldontheto nemdeterminisztikus Turing-géppel, akkor el-
dontheto determinisztikus Turing-géppel.

Bizonyitas nélkiil kozoljiik az aldbbi tételt, ami azon az egyszeri tényen alapszik, hogy
nyelvtant szimulalhatunk nemdeterminisztikus Turing-géppel és forditva.

4.14. Tétel. Egy L nyelv akkor és csakis akkor Turing-felismerheto, ha az Ly nyelvosztalyba
esik.

A Turing-gépet felhasznalhatjuk egy nyelv szavainak felsorolasara is. Azt mondjuk, hogy
az M 2-szalagos (vagy tobbszalagos) determinisztikus Turing-gép felsorolja az L nyelvet, ha
ires bemeneti szalaggal inditva egy masik szalagjan, amelyre csak balrdl jobbra irhat, esetleg
ismétlésekkel felsorolja az L elemeit.

4.15. Tétel. Egy L nyelv akkor és csakis akkor sorolhato fel Turing-géppel, ha Turing felis-
merheto.

Bizonyitas. Legyen E az L C ¥.* nyelvet felsorolé Turing-gép. Ehhez elkészitiink egy, az
L-et felismerd M (3 szalagos) determinisztikus Turing-gépet.

Adott w bemen6 szon M szimulalja munkaszalagjan az £ mtikodését az tires szon. Ha E
kimend szalagjara kiir egy szot, akkor azt M 6sszehasonlitja bemend szavaval. Ha a két szo
megegyezik, elfogadassal megall.

Most legyen M az L-et felismerd determinisztikus Turing-gép. Miikddjon az L-et felso-
rolo E Turing-gép az alabbiak szerint. Rendezziik >.* szavait hosszuk szerint, és azon beliil
lexikografikusan, mondjuk ¥* = {wq,wo,...}. Ei=1,2,3,... esetén végtelen ciklusban fut-
tatja M-et legfeljebb i lepésig az elsd i sz6 mindegyikén. Ha valamelyik w; szot legfeljebb i
lépésben M elfogadja, akkor E kiirja w -t a kimend szalagra. 0

Végiil a Turing-gépet felhasznalhatjuk (parcidlis) fiiggvények kiszdmitasara is. Tegyiik
fel, hogy az M tobbszalagos determinisztikus Turing-gép egyik munkaszalagja kimend sza-
lag. Azt mondjuk, hogy M kiszamitja az f : >* — A* parcidlis fliggvényt (ahol a szalag abc
tartalmazza a ¥ mellett a A-t is), ha adott w szon akkor és csak akkor all meg a gy¢cepr dllapot-
ban, ha f(w) értelmezett, és megallaskor a kimen6 szalag tartalma f(w). Egy f: ¥* — A*
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parcialis fiiggvényt parcidlis rekurziv fiiggvénynek neveziink, ha 1étezik olyan Turing-gép,
mely kiszamitja. Egy rekurziv vagy kiszamithato fiiggvény az egész >.*-on értelmezett parci-
alis rekurziv ¥* — A* fliggvény.

4.2. Eldontheto problémak nyelvekre

Bar a Turing-gépet mint nyelveket felismerd és eldontd eszkozt vezettiik be, ez ne tévessze
meg az Olvasot, a fogalom ennél sokkal érdekesebb.

Egy eldontési probléma egy véges, vagy végesen megadhaté objektumokra megfogal-
mazott tulajdonsag, és a feladat annak eldontése, hogy egy adott objektum rendelkezik-e a
megadott tulajdonsaggal. Amennyiben rendelkezik, az a probléma igaz példanya, ellenke-
z6 esetben hamis példanya. Minden véges, vagy végesen megadhato objektumot, természtes
szamot, véges halmazt vagy grafot, véges aramkort stb. valamely abc feletti széval kddolha-
tunk. Igy egy nyelv egy eldontési probléma igaz példanyait reprezentélja, és a nyelvet eldont6
Turing-gép programja (szabdlyai) algoritmust adnak a probléma megoldéasara. A kodolas 1¢-
nyegében tetszdleges algoritmikusan megvalosithato modszer az objektumok szavakkal valo
reprezentalasara. Az, hogy egy probléma igaz példanyai eldonthetd nyelvet alkotnak azt je-
lenti, hogy a probléma megoldhat6é Turing-géppel. Ebben a fejezetben tobb Turing-géppel
megoldhato problémat és megoldasukat ismertetjiik.

Els6 példaként egy algoritmust mutatunk be grafok 0szefiiggéségének eldontésére. Pon-
tosabban, a feladat az elérhetdség, ahol adott agy G véges irdnyitott graf és annak két csucsa,
s és t. Az algoritmus arra a kérdésre valaszol, hogy el lehet-e s-bdl jutni valamely iranyitott
uton a ¢-be. A modszer a kovetkezd:

+ Jeloljiik meg az s csucsot.

* Mindaddig, amig létezik olyan x — y €I, hogy x megjeldlt de y nem, jeldljiik meg az y
csucsot.

» Har megjelolésre keriil, akkor a valasz igen. Ha mar nem jelolheté meg ijabb cstics és
t nem keriilt kordbban megjeldlésre, akkor a valasz nem.

Az algoritmus megvaldsithatd egy tobbszalagos determinisztikus Turing-géppel. Ennek
bemend szava egy (G, s,t) harmas kodja, amelyet mondjuk (G, s,)-vel jelolink. Tobb lehe-
téség adodik a kodolas megvalasztasara. Megadhatd a G szomszédsagi matrixa soronként,
ahol a sorok egy elvalaszto jellel kiilonithetdk el, amelyet az s majd a ¢ sorszdma kovet bina-
risan. Egy masik lehetdség az, hogy megadjuk a csticsok szdmat binarisan, majd felsoroljuk
az ¢leket. Minden ¢élt egy szamparral reprezentalunk. Végiil megadjuk binarisan az s és ¢
sorszamat. A Turing-gép egy munkaszalagon tartja nyilvan a megjelolt csucsokat. Egy lehe-
t6ség az, hogy erre egy n-hosszu szot hasznal a {0, 1} halmaz felett, ahol n a csticsok szama
¢és az 1 bejegyzés azt jelzi, hogy a megfeleld csucs meg van jeldlve. Kezdetben az s csucshoz
tartozo bit 1, a tobbi 0. Minden egyes menetben végigmegy a graf leirdsan, és Gjabb csticsokat
jelol meg. Kozben nyilvantartja, hogy az adott menetben jel6lt-e meg ujabb csiucsot. Ha a
t csucs negjelolésre keriil, akkor a bemenetet elfogadja. Ha egy menetben nem keriil tjabb
csucs megjelolésre, akkor elutasitja.
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Most tekintsiik azt a problémat, amely adott L C >* regularis nyelvrdl és w € X* szordl azt
kérdezi, hogy w € L teljesiil-e. Azt feltehetjiik, hogy ¥ az {ay,...,a,} betikbdl all valemely
n-re, és minden a;-t kodolhatunk az ai szoval, ahol i az i binaris reprezentacioja. Igy w megad-
hato egy szoval az {a,0, 1} abc felett, amelyet jel6ljiink (w)-vel. Az L megadasara tobb lehe-
tdségiink van. Hasznalhatunk véges determinisztikus vagy nemdeterminisztikus automatat,
vagy regularis kifejezést is. Amennyiben véges determinisztikus automatat hasznalunk, ahhoz
a problémahoz jutunk, hogy adott M = (Q, 3,9, qo, F) véges determinisztikus automatara és
w € 3* szora dontsiik el, hogy w € L(M) teljesiil-e. Mindig feltehetjiik, hogy az automata alla-
pothalmaza a qq, ..., q,, allapotokat tartalmazza valamely m > 0 szamra, ahol ¢g¢ a kezd6alla-

crer

crer

és |X| = n, akkor 8 megadhato n darab széval. Amennyiben az i-dik sz6 v; = (qjo ... qjm), ak-
kor ez aztjelenti, hogy 8(qo,a;) = qjy,- - -, 0(qm,ai) = qj,,- (Itt jo a jo szam binaris alakja, stb.)
Végiil az (M, w) par kodja, amit (M, w) jeldl, az (m;7;v1;...;vy); (w)) sz6 az {a,q,0,1,),(,;}
abc felett (amely betiiit persze tovabb kodolhatjuk a binaris abc felett). Igy annak a problé-
manak, hogy adott M véges determinisztikus automatara és annak w bemend szavara dontsiik
el, hogy w € L(M) teljesiil-e, az

Lprs = {{M,w) : M véges det. automata, w € L(M)}

nyelv felel meg. Természetesen valaszthattunk volna mas kodolast is, pld. az atmeneti figg-
vényt megadhattuk volna Gigy is, hogy felsoroljuk az &sszes olyan (qi,aj,qk) rendezett har-
mast, amelyre 8(g;,a;) = gx. Ez azonban nem befolyasolna a kovetkezo allitasunk érvényes-
segét:

4.10. Allitas. Lpgy eldonthetd nyelv.

Bizonyitds. Egy T Turing-gép el6szor ellendrzi, hogy a bemend sz6 egy (M,w) alaka
sz6-e, majd:

1. atmasolja M kodjat egy munkaszalagjara,
2. egy masik munkaszalagjan szimulalja M miikodését a w szon. U

Az el6z6 problémaban determinisztikus automata helyett nemdeterminisztikus automatat
véve azt a problémat kapjuk, amelyet az

Lyrg = {(M,w) : M nemdet. véges automata, w € L(M)}

nyelv reprezental. (Itt €s a tovabbiakban eltekintiink a kédolas részleteinek megadasatol, mert
az nem befolyésolja eredményeinket.)

4.11. Allitas. Lyg, eldonthetd nyelv.

Bizonyitds. Visszavezetjiik ezt a problémat az el6zére. Egy T Turing-gép eldszor ellen-
6rzi, hogy a bemend sz6 (M, w) alaku-e, ahol M véges nemdeterminisztikus automata, w az
M bemend szava, majd
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« a hatvanyhalmaz konstrukcioval elkészit egy olyan M’ determinisztikus véges automa-
tat, ill. annak kodjat, mely M-el ekvivalens,

* majd szimulalja az Lpg,4 nyelvet eldontd Turing-gépet az (M’, w) bemeneten. O

Egy harmadik valtozatban reguléris kifejezést hasznalunk. A problémat az aldbbi nyelv
reprezentalja:
Lrex = {(R,w) : R regularis kifejezés, w € |R|}.

4.12. Allitas. Az Lppy nyelv eldontheto.

Bizonyitds. A T Turing-gép el6szor ellendrzi, hogy a bemenet (R, w) alaki-e, ahol R
regularis kifejezés és w sz6, majd

« elkészit egy olyan M véges, nemdeterminisztikus automatat, melyre |R| = L(M), és

* az Lyp4 nyelvet eldontd Turing-gépet szimulalva eldonti, hogy w € L(M) (azaz (M, w) €
Lyry) teljesiil-e. U

Most tekintsiik azt a problémat, hogy adott nyelvtanra és szora dontsiik el, hogy a sz6 a
nyelvtan altal generalt nyelvbe esik-e. Késobb belatjuk, hogy altalanos nyelvtan esetén ez a
probléma nem donthetd el Turing-géppel. Specialis esetekben viszont igen. Legyen

Lcre = {(G,w) : G kornyezetfiiggetlen nyelvtan, w € L(G)}
Lcse = {(G,w) : G kornyezetfiiggd nyelvtan, w € L(G)}.
4.13. Allitas. Lcsg eldonthetd.

Bizonyitds. Egy T Turing-gép elészor eldonti, hogy bemenete (G, w) alaku-e, ahol G egy
(V,3,R,S) kornyezetfiiggd nyelvtan és w € %, majd ha ez teljesiil, akkor két eset lehetséges.

» Haw =g, ellendrzi, hogy S — € szabaly-e.

« Ha w # ¢, elballitja az 6sszes olyan ug, uy, ..., u; € (VUX)* ismétlédés nélkiili soroza-
tot, melyre |u;| < |w| valamint |u;| < |u;41| minden i = 0,...,k és j < k esetén, majd
ellendrzi, ezek kozt van-e olyan, mely a w sz S-bdl induld derivéciodja. (A sorozatokat
lexikografikus sorrendben allitja el6.) U

4.6. Kovetkezmény. Lcrg eldontheto.

Bizonyitds. Egy Turing-gép el6szor eldonti, hogy a bemend szd (G,w) alaki-e, ahol G
egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan és w a G termindlis bet{iibdl 4116 sz6, majd eldallit egy olyan
G' Chomsky normalformaju nyelvtant, melyre L(G) = L(G’). Majd az L¢sg nyelvet eldontd
Turing gépet szimulalva eldonti, hogy (G',w) € L¢se teljesiil-e. O

Most néhany tovabbi eldontési problémat emlitiink. Legyen

Eprg = {(M) : M véges, det. automata, melyre L(M) =0}

Enpq = {(M) : M véges, nemdet. automata, melyre L(M) =0}
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4.14. Allitas. Eppy és Expy eldonthetdek.

Bizonyitas. Csak az Eypy nyelvre adjuk meg az egyszerl bizonyitast. Egy Turing-gép
eldszor eldonti, hogy a bemenet (M) alaki-e, ahol M egy (Q,%,0,q0,F) véges nemdeter-
minisztikus automata, majd eldonti, hogy M atmeneti grafjdban van-e olyan Ut, mely a go
kezddallapotbol végallapotba vezet. 0

Végiil legyen

EQpr4 = {(M1,M>) : My és M ekvivalens véges det. automatak}
EQnr4 = {(M1,M3) : My és M3 ekvivalens véges nemdet. automatak }
Ecrc = {(G) : G kornyezetfuggetlen, L(G) =0}
4.15. Allitas. EQpr4 és EQnpa eldonthetdek.
Bizonyitas.
L(My) = L(M3) < (L(M1) \L(M2)) U (L(M2) \L(M1)) =0 [
4.16. Allitas. Ecrg eldonthetd.

Bizonyitds. Adott G = (V,X,R,S) kornyezetfiiggetlen nyelvtanra legyen V; = {A € V :
ue¥X* A—-ucR}ésVy1=V,U{A:Jue (ZUV,)* A—ucR}. Ekkor L(G) #0 <
S € Vi, ahol [V| =k. O

4.3. A Church-Turing-féle tézis

Bar az els6 algoritmusok az 6korbol szarmaznak, pld. Euklidesz algoritmusa a legnagyobb
kozos osztd meghatdrozasara, az algoritmus fogalom formalizalasara csak a 20. szazadban
kertilt sor. 1900-ban Hilbert szamos érdekes kérdést vetett fel az AMS kongresszusan. A
10. problémaban olyan algoritmus létezését kérdezte, mely tetszdleges egész egyiitthatos
p(x1,...,x,) tobbvaltozds polinomrol eldonti, van-e a p(x,...,x,) = 0 egyenletnek egész
szamokbol allo megoldasa. Vagy kérdezhetjiik azt is, van-e olyan altalanos modszer, amellyel
eldonthetd az, hogy az elsérendli nyelv egy kijelentése igaz-e a természetes szamokra. A
matematikai logikédban fontos kérdés az, hogy az elsérendii nyelv kdvetkezmény fogalma
algoritmikusan eldonthetd-e.

A fenti kérdések mindegyikére negativ valasz sziiletett. Ennek bizonyitasahoz sziikség
volt az algoritmus intuitiv fogalméanak formalizalasara, matematikai megfeledjének megal-
kotasara. Az 1930-as évektdl kezdve szamos ilyen fogalom sziiletett. Ezek koziil mindmaig
az egyik legegyszertlibb és egyben legmeggy6z6bb a Turing-gép. Ma mar altalanosan elfogad-
juk azt a tézist, amely szerint egy feladat akkor oldhaté meg algoritmikusan, ha Turing-géppel
megoldhat6. Az algoritmus fogalméanak a Turing-géppel valo azonositasa a Church-Turing
tézis, melynek legfobb bizonyitéka amellett, hogy a Turing-gép magaba foglalja az intuitiv
algoritmus fogalom minden jellemzdjét az, hogy a szdmtalan mas javasolt fogalom mind-
egyikérdl kideriilt, hogy a Turing-géppel ekvivalens, és az a tapasztalati tény, hogy minden
konkrét algoritmus megvaldsithatd (programozhat6) Turing-géppel. A Church-Turing tézis
értelmében elegendd algoritmusainkat magas szinten megfogalmazni. Biztosak lehetiink ab-
ban, hogy amennyiben sziikségessé valna, azt at tudnank iiltetni Turing-gépekre.
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4.4. Eldonthetetlen problémak

Mar emlitettiik, hogy eldontési probléma egy olyan feladat, amelyre igen-nem vélasz adha-
t6. Egy ilyen problémat eldonthetetlennek (vagy megoldhatatlannak) neveziink, ha Turing-
géppel nem oldhaté meg. Pontosabban ez azt jelenti, hogy a probléma igaz példanyait kodold
nyelv nem rekurziv. A kdédolast altaldban nem adjuk meg pontosan, 1ényegében minden intu-
itiven algoritmikus kodolas megfeleld. A Church-Turing tézis szerint az, hogy egy probléma
eldonthetetelen azt jelenti, hogy algoritmikusan megoldhatatlan.

Az elsé olyan problémak, amelyek eldonthetetlennek, Turing-gépekre feltett kérdések.

Legyen L7y = {(M,w) : M Turing-gép, w € L(M)}. Tehat Ly, azt a problémat reprezen-
talja, hogy adott M Turing-gépre és annak w bemend szavara dontsiik el, hogy M elfogadja-e
w-ét. Az, hogy Lrys nyelv nem rekurziv azt jelenti, hogy nem létezik olyan algoritmus, amely
tesz6leges M Turing-gépre és w bemend szora eldonti, hogy w € L(M) teljesiil-e.

4.16. Tétel. Az Lys nyelv nem rekurziv.

Bizonyitds. A bizonyitasban az altalanossag megszoritasa nélkiil feltessziik, hogy a {0,1}
abc-ét hasznaljuk a Turing-gépek és bemend szavuk kodolasara, tehat (M,w) € {0,1}* min-
den (M,w) parra. Tegyiik fel, hogy Lrys rekurziv. Ekkor létezik olyan H Turing-gép, mely
eldonti az Lyys nyelvet. Igy erre a H Turing-gépre teljesiil, hogy

[ accept haw e L(M)
H((M,W>)—{ reject haw ¢ L(M).

Amennyiben H bemenete nem (M, w) alaku, akkor is elutasitja a bemenetet. Ezek utan legyen
D olyan Turing-gép, amelynek ha bemenetként adott egy M Turing-gép (M) kddja, akkor

accept ha (M) & L(M)
D((M)) = { reje£ ha (M) € L(M).

Amennyiben a bemenet nem Turing-gép kodja, akkor is elutasitja a bemenetet. Ilyen D
Turing-gép 1étezése H 1étezésébdl kovetkezik: D egy adott (M) bemenetre szimulalja H-t
az (M,(M)) szon. Igy

accept ha (D) ¢ L(D)
D({D})) = { rejec[; h: (D) € L(D),

ami nyilvanvalo ellentmondas. Az a feltevés, hogy L7y rekurziv, ellentmondashoz vezetett.
Tehat L7y, nem rekurziv. U

4.17. Allitas. Az Ly nyely rekurzivan felsorolhato.

Bizonyitds. Az U univerzalis Turing-gép miikodjon az (M, w) bemend szon gy, hogy
szimulalja M miikodését a w szon. U

4.7. Kovetkezmény. Létezik olyan rekurzivan felsorolhato nyelv, mely nem rekurziv.

4.8. Kovetkezmény. L, C L.
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Bizonyitas. Minden kornyezetfiiggd nyelv rekurziv. 0
Most az eldonthetetlen problémaék sorat megszakitva, néhany alapvetd allitast igazolunk
rekurziv és rekurzivan felsorolhat6 nyelvekre.

4.18. Allitas. Ha L € X% rekurziv, akkor L = X\ L is rekurziv.
Bizonyitas. Egy L-et eldont6 Turing-gépben cser¢ljiik fel a gaccepr €8 Greject dllapotokat. [

4.17. Tétel. Egy L C X* nyelv akkor és csak akkor rekurziv, ha L és L is rekurzivan felsorol-
hato.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy léteznek az L-et és L-et felismerd M és M Turing-gépek.
Adott w szén az N 3-szalagos Turing-gép 1épésenként felvaltva szimuldlja munkaszalagjain
az M és M miikodését. Valamelyik gép megill, és ekkor N megtudja a helyes valaszt arra a
kérdésre, hogy w € L teljesiil-e. U

4.9. Kovetkezmény. L7y, nem rekurzivan felsorolhato.

Most belatjuk, hogy a Turing-gépek megallasi problémaja megoldhatatlan. Legyen
Hry = {(M,w) : M Turing-gép mely megall w-én}.
4.18. Tétel. A4 Hrys nyelv nem rekurziv.

Bizonyitas. A bizonyitasban a visszavezetés modszerét hasznaljuk. Az L7y, eldontésének
problémajat visszavezetjiik a Hyys eldontésére. Igy ha az utobbi eldonthetd lenne, akkor Lz
is az lenne, ellentétben korabbi tételiinkkel.

Tegyiik fel, hogy Hry rekurziv. Ekkor mitkodjon a T Turing-gép az (M, w) bemeneten a
kovetkez6é modon:

1. Szimulalja a Hpy-et eldont6 Turing-gépet az (M,w) szon. Ha Hyy nem fogadja el az
(M,w) sz6t, akkor T sem fogadja el.

2. Ha Hrpyy elfogadja az (M, w) szot, akkor T szimulalja az M gépet a w szon.

A T Turing-gép igy eldonti az L7y, nyelvet, ami ellentmondas. Tehat Hry, nem rekurziv. [
Tekintsiik most az E7y, = {(M) : L(M) = 0} nyelvet, ami azt a problémat reprezentalja,
hogy adott M Turing-géprdl dontsiik el, hogy az altala felismert nyelv iires-e.

4.19. Tétel. Eqys nem rekurziv.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Erys rekurziv. Adott (M,w) bemeneten a T Turing-gép
miikddjon a kovetkezé modon:

1. Elkészit egy olyan M,, Turing-gépet, ill. annak kodjat, mely a w-én kiviil elutasit min-
den bemend sz6t, w-én pedig ugy miikddik, mint M.

2. Az Epy-eteldontd Turing-gépet munkaszalagjan szimulalva megallapitja, hogy (M,,) €
E7y teljestil-e.
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3. Amennyiben (M,,) € E7yy, akkor elutasitja az (M, w) bemenetet, kiillonben elfogadja.

Ez a T Turing-gép eldonti az L7y, nyelvet, ami ellentmond korabbi tételiinknek. 0

Az eldzd tétel szerint nem létezik olyan algoritmus, mely egy Turing-géprdl eldontené,
hogy az altala felismert nyelv iires-e. A tétel messzemenden altalanosithatd. Bizonyitas nélkiil
kozoljiik Rice tételét:

4.20. Tétel. A rekurzivan felsorolhato nyelvek egyetlen nemtrividlis tulajdonsaga sem dont-
heté el.

gy nem dontheté el, hogy adott M Turing-gép
* az iires nyelvet ismeri-e fel,

* véges nyelvet ismer-e fel,

* regularis nyelvet ismer-e fel, stb.

4.10. Kovetkezmény. Nem dontheté el adott My, Mo Turing-gépekre, hogy L(M1) = L(M2)
teljesiil-e.

4.5. Néhany tovabbi megoldhatatlan probléma
A Post megfelelkezési probléema egy példanya egy
P={(u1,v1),..., (g, vi) : uj,v; € ¥}

nemiires sorozat, amelyet domino készletnek neveziink. Azt mondjuk, hogy P-nek van meg-
oldasa, ha létezik olyan i ...i, € {1,...,k}* nemiires szo, hogy

Ui - Uj, = Vi ... Vj,.

n

A tovabbiakban eltekintiink attol, hogy problémakat kodolt alakban adunk meg.

4.21. Tétel. Nem létezik olyan algoritmus, mely eldontené adott dominokészletrdl, hogy van-e
megoldasa.

A bizonyitas azon mulik, hogy Turing-gépet szimulalhatunk egy domino készlettel. Pon-
tosabban, minden M Turing-géphez és annak w bemend szavahoz megadhat6 egy olyan Py,
domino készlet, melynek akkor és csakis akkor van megoldasa, haw € L(M).

Most a Post megfelelkezési probléma megoldhatatlansagat hasznaljuk fel kornyezetfiig-
getlen nyelvtanokra vonatkozd problémak megoldhatatlansaganak bizonyitasara.

4.22. Tétel. Nem létezik olyan algoritmus, mely tetszoleges kornyezetfiiggetlen nyelvtanrol
eldontené, hogy egyértelmii-e.
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Bizonyitds. Legyen P a fenti dominé készlet. Tekintsiik az alabbi Gp kornyezetfiiggetlen
nyelvtant.
S — A|B
A = iAut g
B — iBv;!'|iv;

1
1

P-nek akkor és csak akkor van megoldasa, ha Gp nem egyértelmil.
Valoban, ha iy ...i, a P megoldésa, akkor az
—1 -1 _ .1 —1

U =0 gV LY

..l © oo Uy 0 i

szonak két kiilonbozo6 baloldali levezetése:
S=A=iAuy = =iy A =g

és
S=B=i1Bvi' = .. =i g1 By v =iy v
Tegylik most fel, hogy Gp nem egyértelmii. Mivel a 2. és 3. sorban megadott szaba-
lyok mindegyike 6nmagéaban egyértelmii nyelvtant eredményez, ez csak tigy lehet, ha 1étezik
olyan w € ¥* sz0, amelynek 1étezik egy olyan levezetése, amelyben el6szor az S — A sza-

balyt hasznaltuk, és egy olyan is, melyben az els6 alkalmazott szabaly S — B. Mivel A-bdl

aji... jmu;m1 .. ulfll, B-bol pedig a j ... jmv;m1 . .v]fll alaku terminalis szavak vezethetdk le,
. . P . . . | -1

aholm > 1,1 < ji,...,jn < k, ezért van olyan iy,...,i,, n > 1, melyre ..ty © ooy =

. — 1 ,

[ gV oo vy, €8 08Y Uiy o Uiy, = Vig . Vi, [

4.23. Tétel. Nem létezik olyan algoritmus, mely adott G1,Go kornyezetfiiggetlen nyelvtanok-
rol eldonti, hogy L(G1) = L(G3) teljesiil-e.

Bizonyitas. Legyen adott a fenti P domind készlet. Legyen G olyan nyelvtan, mely az
{it...ighw:weX* n>0, w# (u,...u; ) "F vagy w# (vi,...vi,) "'}
nyelvet generalja. Legyen G2 olyan jobblinearis nyelvtan, mely az {1,... ,k} T#%* regularis

nyelvet generalja. Ilyen nyelvtanok elkészithetéek a P ismeretében. Masrészt L(G1) = L(G2)
akkor ¢és csak akkor, ha P-nek nincs megoldasa. 0
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5. fejezet

Bonyolultsagelmeélet

A kiszdmithatosagelmélet két irdnyban kertilt kiterjesztésre. Egyrészt, ha feltessziik, hogy
egy bizonyos eldonthetetlen probléma mégis eldonthetd (valamilyen orakulummal), akkor
vizsgalhatjuk azt, hogy mely mas problémak vélnak eldonthetdvé. A relativ kiszdmithatosag
az eldonthetetlen problémakat osztalyozza eldonthetetlenségi fokuk szerint. Ezzel szemben
a bonyolultsagelmélet f6 célkitlizése az algoritmikusan megoldhato feladatok osztalyozésa a
megoldasukhoz sziikséges eréforrdsok mennyisége szerint. Ezen belill is két fontos esetet
kiilonboztethetiink meg, a legrosszabb eset és az atlagos eset vizsgalatat. Ebben a fejezet-
ben a bonyolultsagelmélet néhany alapvetd fogalmaval és eredményével ismerkediink meg.
Két er6forrassal foglalkozunk: id0 és tar, és csak a legrosszabb esetben vald eréforrasigényt
vizsgaljuk.

5.1. Néhany egyszeriu probléma megoldasanak idéigénye

Legyenek f,g: N — R, fiiggvények, ahol N = {0,1,...}, R} pedig a nemnegativ valds
szamok halmaza.
Azt mondjuk, hogy f(n) = O(g(n)), ha létezik olyan ¢ > 0 és ng € N, hogy

f(n) <c-g(n)

minden n > ng esetén. Ha f(n) = O(g(n)) és g(n) = O(f(n)) is teljesil, akkor f(n) =

O(g(n)).
Néhany példa:

* 5n®+6n*+1=0(n?)
- ik =0(2")

* logyn = O(logsgn)

* loglogn = O(logn)

Tekintsiik a mar gyakran szerepelt L = {0K1% : k > 0} nyelvet. Egy L-et eldonté M7 Turing-
gép adott w € {0,1}* szon mitkodjon a kovetkezé modon (1d. az eléz6 fejezetet is):
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1. Eldszdr olvassa végig a bemend szot, €s ellendrizze, hogy 1-es utdn nem kovetkezik-e
0. Ezt egy véges determinisztikus automata is el tudja végezni.

2. Mindaddig, amig 0 és 1 is van a szalagon ismételje az alabbiakat:

3. Olvassa végig a szalagot (balrol jobbra, vagy jobbrol balra), és hlizzon at egy 0-t
¢s egy 1-et.

4. Ha végiil nem maradt a szalagon athuzatlan 0 vagy 1, akkor elfogadja a bemenetet,
kiilonben elutasitja.

Feltételezve azt, hogy a Turing-gép minden kozvetlen atmenetének iddigénye egységnyi, a
Turing-gép altal megvaldsitott algoritmus teljes idéigénye O(n+n? +n) = O(n?).

Annak eldontésére, hogy egy u sz6 az L nyelvbe esik-e, adhatunk egy masik algoritmust
is, amelyet az Mo Turing-gép valosit meg. Adott w € {0,1}* szon M az alabbiakban leirtak
szerint miikodik.

1. El6szor végigolvassa a szalagot, és ellendrzi, hogy egyetlen 1-et sem kovet 0.

2. Mindaddig, amig legaldbb egy 0 ¢és egy 1 marad a szalagon, az alabbiakat ismétli:

3. Ellendrzi, hogy a szalagon maradt karakterek szama paros-e. Ha pératlan, eluta-
sitja a bemenetet.

4. Majd végigolvassa a szalagot, és 4thuizza minden masodik 0-t és 1-et (az els6 0-t
¢s 1-et athuzva).

5. Ha végiil nem marad athuzatlan 0 vagy 1, akkor elfogadja a bemenetet. Kiilonben el-
utasitja.

Az id6igény most O(nlogn).
Végiil egy harmadik M3 kétszalagos Turing-gép miikodjon az alabbi algoritmus szerint:

1. Ellendrzi, hogy a szalagon nem kovet egyetlen 1-et sem 0.
2. Atmasolja a 0-kat egy munkaszalagra.

3. Végigolvassa az 1-eseket a bemeneten, és minden egyes 1-esre 4thiiz a munkaszalagon
egy O-t.

4. Ha mindegyik 0-t 4thuzta és az 1-eseket is elolvasta, akkor elfogadja a bemenetet. Kii-
l6nben elutasitja.

Az id6igény most O(n).
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5.2. Idébonyolultsagi osztalyok, P és NP

Legyen M olyan tobbszalagos determinisztikus Turing-gép, amely minden bemeneten megall.
Az M idéigénye az az f : N — N fiuggvény, amelyre f(n) a legfeljebb n-hosszu bemeneten
az M altal megtett 1épések szamanak maximuma. Azt mondjuk, hogy M idéigénye O(g(n)),
vagy hogy M O(g(n)) idokorlatos Turing-gép, ahol g: N — R, ha f(n) = O(g(n)).

Mar belattuk, hogy minden tobbszalagos Turing-gép szimulalhat6 egyszalagos Turing-
géppel. Modszeriink a 1€pések szamaban négyzetes romlést eredményezett.

5.24. Tétel. Legyen t(n) > n. Minden O(t(n)) iddigényii tobbszalagos Turing-géphez létezik
ekvivalens, O(t*(n)) idéigényti egyszalagos Turing-gép.

Most definialjuk a nemdeterminisztikus Turing-gép iddigényét. Legyen T olyan tobbsza-
lagos nemdeterminisztikus Turing-gép, melynek minden szdmitasi sorozata véges és elfoga-
dashoz vagy elutasitdshoz vezet. A T idoigényét az az f : N — N fliggvény adja, amelyre
tetsz6leges n esetén f(n) a T legfeljebb n-hosszi bemeneten vald szamitasi sorozatai hossza-
nak maximuma (= leghosszabb Ut hossza a T legfeljebb n-hosszu bemeneten valo szamitasi
faiban).

Nem ismert, hogy létezik-e nemdeterminisztikus Turing-gépek determinisztikus géppel
valod szimulalasara hatékony éltalanos modszer. Az konnyen lathato, hogy az erre kordbban
ismertetett modszeriink exponencialis romlast okoz.

5.25. Tétel. Legyen T olyan tobbszalagos nemdeterminisztikus Turing-gép, melynek minden
szamitasi sorozata véges és elfogaddashoz vagy elutasitashoz vezet. Tegyiik fel, hogy T iddige-
nye O(t(n)), ahol t(n) > n. Ekkor létezik T-vel ekvivalens, 2°0 ") jdGigényii determinisztikus
Turing-gép.

Tegyiik fel, hogy 7 : N — R olyan fiiggvény, melyre ¢(n) > n. Ekkor legyen TIME(z(n))
az Osszes olyan nyelv osztalya, amely eldontheté O(f(n)) idéigényl tobbszalagos determi-
nisztikus Turing-géppel. Hasonldan, legyen NTIME(z(n)) az 6sszes olyan nyelv osztalya,
amely eldonthetd O(7(n)) idéigényii tobbszalagos nemdeterminisztikus Turing-géppel. A po-
linomidoben eldontheto nyelvek osztalya:

P = | J TIME(n").
k>1

A nemdeterminisztikus polinomidoben eldontheto nyelvek osztélya:

NP = | J NTIME(").
k>1

Nyilvan minden P-beli nyelv NP-ben van.

Mar hozzaszokott ahhoz az Olvaso, hogy a nyelvekkel problémakat, feladatokat is rep-
rezentalunk. Ebben a vonatkozasban a P és NP osztaly definicioja sokkal érdekesebb, mint
ahogy az az elsd pillanatban tlinik: P a polinomidében megoldhato problémak osztalyat rep-
rezentalja, NP pedig az un. polinomiddben verifikdalhato problémak osztalyat (1d. késobb).

Tobb indok hozhato fel amellett, hogy P tekinthet6é a gyakorlatban haté¢konyan megold-
hato problémak osztalyanak, és persze tobb ellenérv is felhozhato. Az érvek kozt szerepel az,
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hogy egy olyan altalanos fogalmat alkottunk meg, melyhez bar egy konkrét szamitasi modellt,
a Turing-gépet hasznaltuk, de valgjaban P fliggetlen a felhasznalt szamitasi modelltdl, mert
a szdoba joheté modellek barmelyike polinomialis romlassal szimuldlhaté barmely masikkal.
(Ez az Un. polinomialis tézis, amelyet illusztral az az eredmény, hogy tobbszalagos Turing-
gép négyzetes romlassal szimulalhat6 egyszalagos géppel.) A fogalom a feladatok kodolasa-
hoz felhasznalt modszertdl is fiiggetlen, hiszen az elfogadhato kddolasok kdzt is polinomialis
kapcsolat van, gondoljunk csak a természetes szamok 2-es vagy 10-es szamrendszerben valo
abrazoléasara. (Az unaris dbrazolés persze exponencidlisan hosszabb, ezért elfogadhatatlan.)
Az ismert hatékony algoritmusokkal megoldhaté problémak nagy részérél valoéban megmu-
tathat6 az, hogy a P osztalyba esik, és sok esetben a nagysagrend is kezelhetd. Az ellenérvek
kozt szerepel az, hogy tekinthetiink-e egy ©(n'%") idéigényii Turing-gépet vagy algoritmust
valdjaban hatékonynak. Vagy boviteni kellene a P osztalyt, mert valoszintiségi modszerekkel
is kaphatunk gyakorlatban hasznalhat6 hatékony algoritmusokat, és ezekkel a modszerekkel
esetleg megoldhatunk olyan problémakat is, melyek nem esnek P-be. Vagy mégis sziikiteni
kellene a P osztalyt valamilyen mas okbol, pld. a hatékony parhuzamosithatosag szempontja-
bol. Mindezek figyelembevételével is tekinthetjiik a P osztalyt mint a hatékonyan megoldhaté
problémak egy jo, és matematikai szempontbdl nagyon érdekes nemtrivialis kozelitését.

Neéhany példa polinomidében megoldhat6 problémara.

Az elérhetOség az a feladat, hogy dontsiik el adott véges G irdnyitott grafra és annak s €s
t csucsaira, hogy vezet-e iranyitott ut s-bol t-be. Formalisan a problémahoz tartozo6 nyelv az
Osszes olyan (G, s, ) harmas kodjabol all, ahol G egy véges iranyitott graf az s és r csticsokkal,
amelyre 1étezik G-ben s-bol t-be vezetd irdnyitott Gt. Az alabbi egyszerl algoritmus, melyet
mar bemutattunk és amely konnyen megvalosithatd determinisztikus polinomideji Turing-
géppel, megoldja ezt a feladatot:

* Jeloljiik meg az s csucsot.

* Mindaddig, amig mar nem jeldlhetd meg 0 cstcs, ismételjiik meg az alabbiakat: Ol-
vassuk végig az éleket. Ha olyan (a, b) élet talalunk, hogy a meg van jeldlve, de b nincs,
jeldljiik meg a b csucsot.

» Ha végiil ¢ is meg van jeldlve, akkor elfogadjuk, kiilonben elutasitjuk a bemenetet.
5.26. Tétel. Minden kornyezetfiiggetlen nyelv a P osztalyba esik.

Bizonyitas. Legyen L C ¥* kornyezetfiiggetlen nyelv. Ekkor 1étezik L-et generdld G =
(V,%3,R,S) Chomsky normalformaban adott nyelvtan. Ahhoz, hogy eldontsiik, hogy € € L
teljesiil-e, csak azt kell ellendrizniink, hogy S — € szabaly-e. Legyen most w € ¥*, w =
Wi,...,Wy, n > 0 nemiires sz, ahol w; € ¥ minden i = 1,...,n esetén. Definidljuk a 7 ;,
1 <i < j < nhalmazokat a kovetkezo mddon:

Tij={XeV:X="w...wj}
A T; ; halmazok mindegyike meghatarozhaté O(n) idében:
T,i = {XeV:X—>weR}
T.,j = {Xe€V:3A,B3k X - AB€R, A€ T, BE Tiq1j, i<k<j}
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Végiil w € L akkor és csak akkor teljesiil, ha S € Ty ,. Az algoritmus 8sszes idéigénye O(n3).
OJ
Mai ismereteinkkel csak kimeritd kereséssel oldhatok meg az aldbbi problémak:

» hamilton-ut, melyben adott egy véges irdnyitott G graf az s €s ¢ csucsokkal, és azt kér-
dezziik, hogy vezet-e s-bdl z-be olyan iranyitott Git, mely minden cstiicsot pontosan egy-
szer érint.

* teljes részgraf, amelyben adott egy G véges graf és egy k szam, és azt kérdezziik, hogy
1étezik-e G-nek k csucsu teljes részgrafja.

 egész ertekll programozas, melyben adott egy egész egyiitthatds linearis egyenldtlenség
rendszer, €s azt kérdezziik, hogy van-e egész értékii megoldas.

* kielégithetdség (sat), melyben adott az itéletkalkulus egy konjunktiv normalformaja
formulaja (Boole-formula), és azt kérdezziik, hogy kielégitheto-e.

5.19. Allitas. A fenti hamilton-Ut, teljes részgraf, egész értékii programozas, kielégithetéség
problémak mindegyike megoldhato nemdeterminisztikus polinomidében, és igy az NP osztaly-
ba esik.

Bizonyitas. Csak a hamilton-ut esetére vazoljuk a bizonyitast. Annak eldontésére, hogy a
bemenetként megadott G grafban vezet-e Hamilton-ut s-bdl £-be, egy Turing-gép nemdetermi-
O(n) id6ben ellendrzi, hogy az adott permutacio s-bol t-be vezeté Hamilton-utat hataroz-e
meg. Ha a permutdci6 Hamilton-utat hatdroz meg, elfogadja a bemenetet, kiilonben elutasit-
ja. O

Az NP-ben 1év6 feladatok mindegyikére az jellemzd, hogy a lehetséges megoldasok pol-
inomiddben eldallithatoak, azokat egy nemdeterminisztikus Turing-gép polinomidében gene-
ralhatja munkaszalagjan, majd determinisztikusan polinomiddben ellendrizhetd az, hogy az
eléallitott lehetséges megoldas valoban megoldas-e. Azt mondjuk, hogy egy L nyelv poli-
nomidoben verifikalhato, ha 1étezik olyan K € P nyelv és k szam, hogy

L={x:3y(x,y) € KAly| = O(x[")}.

A K nyelv persze nemcsak (x,y) alaka rendezett parokbol allhat, hanem ezek polinom méretii
(x,y) kodjaibal is.

5.27. Tétel. Teszoleges L nyelvre, L € NP akkor és csakis akkor, ha L polinomidében verifi-
kalhato.

Ezért az NP osztalyt a polinomiddben verifikalhatd problémék osztalyanak is nevezhetjiik.

A szamitdstudomany és a matematika egy hires megoldatlan kérdése, hogy P = NP teljesiil
e. Kés6bb belatjuk majd, hogy P = NP akkor és csakis akkor, ha az 5.19 Allitasban szerepld
valamelyik probléma (és akkor mindegyikiik) a P osztalyba esik.
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5.3. NP-teljes problémak

Egy f: X" — A* figgvény polinomidoben kiszamithato, ha 1étezik olyan M polinomideji
tobbszalagos determinisztikus Turing-gép, amely kiszamitja f-et abban az értelemben, hogy
tetszéleges w € X* szora mindig megall és megallaskor egy kitiintett munkaszalagjanak tar-
talma f(w).

Legyenek L1 C X7 és Ly C X5 nyelvek. Az Li-nek La-re valo polinomidejii visszavezetése
egy olyan polinomiddben kiszdmithato

X =35
fliggvény, hogy tetszéleges w € X7 szora:
weL < f(w) € Ly.

Vegyiik észre, hogy ha f az L; polinomidejii visszavezetése Lo-re, akkor ugyanez az f fligg-
vény az L; polinomidejii visszavezetése Lo-re. Azt mondjuk, hogy L polinomidében vissza-
vezethetd Lo-re, L1 <, Lo, ha létezik az Li-nek polinomidejii visszavezetése az Ly nyelvre.

5.20. Allitas. 4 < p relacio elérendezés (reflexiv és tranzitiv).

Bizonyitds. LegyenL; C X7, i=1,2,3, éstegyiik fel, hogy f : ] — X5 az L polinomide;jti
visszavezetése Lo-re, g : ¥5 — X3 az Lo polinomidejli visszavezetése L3-ra. Belatjuk, hogy a
h = f o g dsszetett fliggvény polinomidében visszavezeti L-et Ls-ra. Léteznek olyan O(n*)
ill. O(n™) id6korlatos M és N Turing-gépek, amelyek kiszamitjak az f és g fiiggvényeket. A
T Turing-gép adott w € X} szon szimuldlja el6szor az M miikodését, mig az el nem allitja
az f(w) szét, melynek hossza O(n*). Ezek utén szimulalja az N Turing-gépet az f(w) szon,
igy kiszamitva a g(f(w)) szét. A T iddigénye O(n*m). O

5.21. Allitas. Az NP osztdly zdrt a polinomidejii visszavezetésre: Ha Ly < p Lo és Ly € NP,
akkor L, € NP.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy Ly C X5 az NP-beli nyelv, L1 C X7 és f: X] — X5 az L
polinomidejii visszavezetése Lo-re. Legyen M olyan O(n*) idSkorlatos nemdeterminisztikus
Turing-gép, amely eldonti az Ly nyelvet, és legyen D olyan O(n™) id6korlatos determinisz-
tikus Turing-gép, mely kiszamitja f-et. Miikddjon a 7 nemdeterminisztikus Turing-gép a
kovetkezd modon. Adott w € X szdra el8szor a D szimulalasaval kiszdmitja egy munka-
szalagjan az f(w) szot, majd nemdeterminisztikusan szimulalja M lehetséges miikodéseit az
f(w) szoén. Ha M elfogadja f(w)-t, akkor T elfogadja a bemenetként adott w szot, kiilonben
elutasitja.

Vilagos, hogy T eldonti az L1 nyelvet és iddigénye O(n+). O

Megjegyezziik, hogy a P osztaly is nyilvanvaldan zart a polinomidejii visszavezetésre, de
toztuk a Turing-gép iddigényét. Igy ha Li,Ly € P és L1, Ly és komplemenseik sem iiresek,
akkor L1 <, Lo.

Most bevezetiink egy fontos fogalmat, amely lehetdséget ad arra, hogy az egész NP osz-
talyt egyetlen problémaval reprezentaljuk. Azt mondjuk, hogy egy L nyelv (ill. az altala
reprezentalt probléma) NP-nehéz, ha L’ <, L teljesiil minden L' € NP nyelvre. Egy L nyelv
(probléma) NP-teljes, ha L € NP és L NP-nehéz.
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5.22. Allitas. Tegyiik fel, hogy L C ©* NP-teljes. Akkor egy L' C A* nyelv akkor és csak
akkor van NP-ben, ha L' <, L.

Bizonyitds. Ha L' <, L, akkor L' € NP az 5.21 Allitas szerint és mivel L € NP. Ha pedig
L’ € NP, akkor L' <, L, mivel L NP-nehéz. d

5.23. Allitas. Tegyiik fel, hogy L NP-teljes. Ekkor P = NP akkor és csak akkor, ha L € P.

Bizonyitas. A szikségesség trividlis. Az elegenddség bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy
L € P. Ekkor tetsz6leges L' € NP esetén L' <, L miatt L' € P. Tehat NP C P, igy P = NP. O

5.24. Allitas. Tegyiik fel, hogy L <, L'. Ha L NP-nehéz, akkor L is az. Tovabbd, ha L NP-
nehéz, akkor L' akkor és csak akkor NP-teljes, ha L' € NP.

Bizonyitas. Azelsd allitds adodik a <, tranzitivitasabol. A masodik az els6bdl kovetkezik.
OJ

A hatralévo részében szamos NP-teljes problémat mutatunk be. Ezek koziil az els6 a
konjunktiv normalformdju Boole-formulédk kilelégithetdsége, a mar emlitett sat probléma és
a hozza tartozé nyelv. Emlékeztetdiil, Boole-formulan tetszéleges olyan kifejezést értiink,
amely logikai valtozokbol épiil fel a vV (konjunkcio), A (diszjunkcio) és ~ (tagadés) logikai
miiveletekkel. Konjunktiv normalforméaban azok a Boole-formuldk vannak, amelyek kl6zok
(tagok) nemiires konjunkcioi, ahol egy kloz literalok nemiires diszjunkcioja. Literal minden
valtozo6 (pozitiv literal) €s minden valtozo negéltja (negativ literal). Egy formula kielégithetd,
ha a benne szerepld valtozok értéke megvalaszthato igaznak (1) vagy hamisnak (0) ugy, hogy
a formula értéke igaz legyen.

Példa: (X1 V X9 \/33) VAN ()_61 V X9 \/)C3) A ()_Cl V X9 \/)_63) kielégithetd.

5.28. Tétel. (Cook) sat NP-teljes.

A tétel bizonyitasat késobb adjuk csak meg, miutdn Cook tételének és a polinomidejli
visszavezetés felhasznalasaval egyéb problémakrol is megmutattuk, hogy NP-teljesek.

Legyen k > 1. Ekkor ksat a sat azon specialis esete, amelyet akkor kapunk, ha csak olyan
konjunktiv normalformakat tekintiink, amelyekben minden kl6z k (nem feltétleniil kiilonbo-
z0) literal konjunkcidja. Nem nehéz beldtni, hogy 2sat € P.

5.29. Tétel. 3sat NP-teljes.

Bizonyitds. Mivel sat € NP, nyilvanvaloan 3sat € NP. Belatjuk, hogy sat <, 3sat. Ehhez
minden ¢ konjunktiv normalformahoz el kell késziteniink egy ,,3sat-alaka” f (@) konjunktiv
normalformat Ggy, hogy ¢ akkor és csak akkor kielégithetd, ha f(¢) az. A konstrukcionak
egyszertinek is kell lennie abban az értelemben, hogy @-bdl az f(¢) polinomidében eldallit-
hat6 legyen (egy determinisztikus Turing-géppel).

Eldszor tegylik fel, hogy ¢ egyetlen ¢ klozbol all. Ha c egy literalt tartalmaz csak, akkor
ismételjiik meg ezt még kétszer, ha pedig két literalt tartalmaz, akkor ismételjiik meg az egyi-
ket. Ha ¢ harom literalt tartalmaz, akkor f(c) legyen c. Tegyiik most fel, hogy ¢ legalabb 4
literalt tartalmaz, c = [ V...V [,, n > 4. Ekkor tekintsiink n — 3 0j valtozo6t, mondjuk ezek

Y1,-++3Yn—-3, es legyen

fle) = (WVLVY)ANGTVIZBVy)A...A
(yn—4 Vi \/yn—3) A (in_3 Vi1V ln)
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Ha a valtozok egy T értékelése kielégiti f(c)-t, akkor csak felejtkezziink el az 0 valtozok
értekérdl. Az értékelés kielégiti c-t, hiszen f(c) nem lehet csak azért igaz t mellett, mert
mindegyik kloézaban valamelyik 0j literal igaz, hiszen egy 0j valtozo csak az f(c) egy klozat
teheti igazza, és f(c)-nek eggyel tobb kloza van. Ha pedig az eredetileg c-ben eléforduld
valtozok egy T értékelése c-t kielégiti, akkor az folytathato az \1j valtozokra ugy, hogy f(c)-
t kielégito értékelést kapjunk. Valoban, ha t igazza teszi az [; literalt, akkor tekintsiik f(c)
azon klozat, amelyben /; el6fordul. Minden ezt megel6z6 kldzban pozitivan eléfordul egy 1j
valtozo, €s tole jobbra negativan egy olyan 0j valtozo6, amely nem fordul el6 balra es6 klozban.
Az el6zoek értékét valasszuk igaznak, az utdbbiak értékét pedig hamisnak.
Ha ¢ tobb klozbol all, mondjuk

Q=c1A...Ncy,

akkor legyen
f(@) = fle) A A flem)

ahol minden egyes f(c;) elkészitéséhez vadonatlj valtozokat hasznalunk. igy ha f(¢@)-t ki-
elégiti egy 7T értékelés, akkor elhagyva az 01j valtozok értékeit, a @ egy kielégitd értékelését
kapjuk. Ha pedig adott a @ egy kielégito értékelése, akkor ezt folytatni tudjuk az 1j valtozdkra
gy, hogy minden egyes f(c;) igaz legyen.

Az f(@) mérete a @ méretének polinom fiiggvényével korlatozhato. Valdjaban konnyii
egy olyan determinisztikus tobbszalagos Turing-gépet tervezni, amely @-bol egyik munka-
szalagjan elkésziti az f(@) formulat. Ehhez egy munkaszalagon szamolja a mar bevezetett ]
valtozokat. U

A mar emlitett teljes részgraf probléma azt kérdezi, hogy egy véges grafnak van-e k csucst
teljes részgrafja. Mar lattuk, hogy teljes részgraf NP-ben van.

5.30. Tétel. A teljes részgraf probléema NP-teljes.

Bizonyitas. Az NP-nehézséget sat-bol valo visszavezetéssel igazoljuk.

Legyen @ = c1 A... Ack egy konjunktiv normalforma, ahol ¢; = I; 1 VI; 2V [; 3 minden i-re.
Tekintsiik azt a 3k csticsu G grafot, amelyben a csticsok hdrmas csoportokba vannak osztva
ugy, hogy minden egyes csoportnak egy c; kloz felel meg, és a csoportot alkotd csucsok a c¢;
literaljainak felelnek meg.

G |:l,l Ipa Iis

Az Osszes élet behuzzuk, kivéve

* az egy csoporton beliil 1év6 csucsok koztieket, €s
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 az ellentétes literalokkal cimkézett csucsok koztiket.

Azt llitjuk, hogy G-nek akkor és csak akkor van n csticsu teljes részgrafja, ha ¢ kielégit-
hetd.

Valoban, ha egy T értékelés kielégiti a ¢ formulat, akkor minden egyes c¢; klozbol va-
lasszunk ki egy olyan [; j, literalt, amelynek értéke T mellett igaz, €s tekintsiik az igy kivalasz-
tott literdlokhoz tartozo csticsokat. Ezek koziil barmely kett6é 6ssze van kotve €llel, hiszen
a csucsok paronként kiilonb6zo6 csoportba tartoznak és a kivalasztott literalok kozt nincs két
ellentétes.

Tegylik most fel, hogy G tartalmaz egy n cstcsu teljes részgrafot, melyet H jelol. Ekkor
H minden egyes csoportbol pontosan egy csucsot tartalmaz, és ezek mindegyikének megfelel
egy c; kloz ¢és a ¢; egy [; j; literalja. Ezek utan legyen egy x valtozo értéke igaz, ha az [; j,
literalok kozt x szerepel, kiilonben legyen x értéke hamis. Ez az értékelés jol definialt és
kielégiti @-t, mert az /; ;, literalok kozt nincs két ellentétes.

A ¢ formulabdl, ill. annak kodjabol polinomidejii Turing-géppel elballithatd a (G,n)
kodja. Tehat 3sat <), teljes részgraf. Mivel 3sat NP-teljes ¢s teljes részgraf € NP, ezért
teljes részgraf is NP-teljes. U

A fliggetlen cstucshalmaz probléma bemenetét egy G véges graf és egy k > 1 szam alkotja,
és arra ad vélaszt, hogy G-nek van-e k cstcsu fliggetlen csucshalmaza.

5.31. Tétel. fliggetlen csicshalmaz NP-zeljes.

Bizonyitas. Egy n csucsu G grafnak akkor és csak akkor van k csucsu teljes részgrafja,
ahol k < n, ha a G komplementerének van k csucsu fiiggetlen csucshalmaza. U

5.32. Tétel. hamilton-ut NP teljes.

Bizonyitas. Azt mar tudjuk, hogy hamilton-ut NP-ben van. A 3sat NP-teljességének fel-
hasznaldsaval bizonyitjuk azt, hogy NP-nehéz.
Legyen @ egy 3sat alaku formula:

@=diN...Nd, ahol dj=a;jVbjVcj, j=1,....k

Legyenek x1,x2,...,x; a formuldban felhasznalt valtozok. Feladatunk egy G véges iranyitott
grafelkészitése, és a grafban két cstlics, s €s t megnevezése ugy, hogy akkor és csak akkor vezet
s-bdl t-be Hamilton Ut, ha ¢ kielégithetdé. A G grafot részgrafokbol rakjuk 6ssze, amelyeket
eszkozoknek neveziink.

Minden egyes x; valtozora az x;-hez tartozo6 eszkoz:
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Itt a k6z€psd sorban 2k + 2 csucs szerepel. Ezek a két sz€1s6 kivételével kettes csoportokra
vannak osztva gy, hogy minden d klozhoz tartozik egy csoport. Minden egyes dj-re a dj-hez

tartozo eszkdz egyetlen csucs:

Ezek utan a G graf és annak s és  cstcsai:

,.-*'u\
ES1 ‘é;c\ o
.\ / d1
P
g
R = S S
\\\‘ff_.-
. By .
.'-""'ff
FA| M
ik
A graf megadasat a kovetkezo élek teszik teljesse:
(.\ d;
I l\:}' . i - CI

ha d; tartalmazza x;-t, és
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ha d; tartalmazza X;-t. Tehat amennyiben x; el6fordul d;-ben, akkor az x;-hez tartoz6 eszkoz-
ben a dj-hez tartozo kettes csoport baloldali csticsabol €l vezet a d j-hez tartozo6 eszk6zhoz, ¢s
onnan vissza €l vezet a csoport jobboldali csiicsaba. Az é€lek forditott iranyuak akkor, ha x;
negativan fordul el6 d;-ben. Azt feltehetjiik, hogy egyetlen klozban sem fordul el8 pozitivan
¢és negativan is egy valtozo.

Belatjuk, hogy ¢ akkor és csak akkor kielégithetd, ha G-ben vezet s-bdl 7-be Hamilton-
ut. Elészor tegyiik fel, hogy ¢ kielégithetd, és jelolje T a valtozok olyan értékelését, amely
kielegiti a @ formulat. Minden egyes d; klozhoz valasszunk ki egy olyan literalt az a;, b; ¢s
c; koziil, jeldlje ezt I;, amelyre t(/;) = 1. Ezek utan s-bdl indulva jarjuk be a valtozokhoz
tartozd eszkozoket rendre ugy, hogy egy x; valtozohoz tartoz6 eszkdz kdzépsd sorat balrol
jobbra jarjuk be, ha T(x;) = 1, és jobbrol balra, ha t(x;) = 0. igy eljutunk s-bél #-be ugy, hogy
a klozokhoz tartozé csucsok kivételével minden csticsot pontosan egyszer érintettiink. Ezt az
utat modosithatjuk Ggy, hogy végiil Hamilton-utat kapjunk. Ehhez minden egyes d; klozra,
amennyiben mondjuk /; az x; véltozo és igy t(x;) = 1, mikozben a az x;-hez tartozo eszkoz
bejarasaban az dj-hez tartozo kettes csoport baloldali csicsahoz ériink, latogassuk meg a d ;-
hez tartozo6 eszkdzt, ami egyetlen csucs, €s innen térjiink vissza a csoport jobboldali csticsaba,
majd folytassuk a bejarast. Amennyiben /; = X; akkor t(x;) = 0, és az x;-hez tartoz6 eszkozt
jobbroél balra jarjuk be. Ebben az esetben mddositsuk a bejarast ugy, hogy kézben , kiugrunk”
a dj-hez tartozo csucshoz, amikor a dj-hez tartozo kettes csoport jobboldali csucsahoz ériink.
Tehat amennyiben @ kielégithetd, 1étezik s-bdl t-be vezetd Hamilton-ut.

Most tegylik fel, hogy a Hamilton-ut 1étezik, és tekintsiink egy s-bdl 7-be vezetd Hamilton-
utat. Minden x; valtozohoz tartozé eszkozt balrol jobbra vagy forditva jarunk be azzal, hogy
kozben esetleg kiugrunk néhany klozhoz tartozo csticshoz. Legyen t(x;) = 1 akkor és csak
akkor, ha az x;-hez tartoz6 eszkozt balrdl jobbra jarjuk be a tekintett Hamilton-uton. Ekkor ©
kielégiti a ¢ formulat és igy ¢ kielégithetd.

Mivel adott @ formulabol (G, s,t) polinomidejii Turing-géppel elkészithetd, ezzel belattuk,
hogy 3sat polimomiddben visszavezethetd a hamilton-ut problémara. O

5.4. Cook tétele, ujra

Most belatjuk Cook tételét, amelyet ismét kimondunk:
5.33. Tétel. sat NP-teljes.

Bizonyitds. Mar tudjuk, hogy sat € NP, igy csak azt bizonyitjuk, hogy sat NP-nehéz.
Ehhez legyen L C >* NP-ben. Az NP definicidja szerint van olyan p(n) > n polinom id6-
korlatos M nemdeterminisztikus Turing-gép, melyre L = L(M). Adott w = wy...w, € 3%,
w; € 2 bemend szo6hoz el kell késziteniink egy ¢ formulat gy, hogy:

(1) w € L akkor és csak akkor, ha ¢ kielégithetd,

(2) a w+— @ hozzarendelés megvalosithatd polinom iddkorlatos determinisztikus Turing-
géppel.

Legyen M = (Q,%, 1,8, qo, Qacceptﬂreject)- Az M egy lehetséges miikodését a w szon egy
tablazattal irhatjuk le, melynek sorai a Turing-gép konfiguracidinak felelnek meg. Az elsé
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sor a w-hez tartoz6 kezddkonfiguraciojat irja le, €s minden egyes ujabb sor a Turing-gép mii-
kodéseének egy lehetséges 1€pését adja meg.

I A

T+ (u)d

Ahlale

pln)+3

Azért, hogy a tablazat pontosan p(n) + 1 sorbdl alljon, megengedjiik azt is, hogy a Turing-
gép egy lépésben ugyanabban a konfiguracioban maradjon. A tablazat elsé és utolso oszlopa a
specialis # jelet tartalmazza, minden mas betli pedig vagy a [' eleme, vagy egy allapot. Persze
minden sorban pontosan egyszer fordul eld allapot.

Minden 1 <i<p(n)+1,1<j<p(n)+3éssec QUI'U{#} harmasnak feleltessiik meg
az x; j s valtozot. A ¢ formuléban ezeket a valtozokat hasznaljuk (amelyek szama O(p?(n)).

Azt, hogy a tablazat a Turing-gép egy lehetséges miikodését irja le a w szdn, kifejezhetjiik
azzal, hogy az elsd sorban a w-hez tartozé kezddkonfiguracié van €s azzal, hogy egy lokalis
feltétel teljesiil minden olyan 2 x 3-as ,,ablakra”, amely elhelyezhetd a tablazatban.

5.25. Allitas. Megadhaté csak az M-t6l fiiggben véges sok olyan

ay az as
as as dg
., legalis” matrix, hogy egy tablazat akkor és csak akkor adja meg az M egy lehetséges miiko-

deését a w szon, ha a tablazat elsé soraban a w-hez tartozo kezdokonfigurdacio van, és minden
2 % 3-as ablak két sora egy legalis matrixot hatdaroz meg.

A ¢ formulat részformulék konjunkcidjaként allitjuk eld:

© = Qo A\ Pstart \ Pmove N\ Paccept

Felirasahoz célszerli szem el6tt tartani azt a konvenciot, hogy x; ; ¢ = 1 annak felel meg, hogy

crer

A @ azt fejezi ki, hogy a tablazat minden egyes mezdjében pontosan egy karakter van,
azaz Vi, j3!s x; j ;. Masképp felirva:

@0 =\ Vxijs AN\ \Fijis VEijs).

ij s ij st
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Ennek hossza O(p?(n)).
A Qgrart azt fejezi ki, hogy tablazat elsé sordban a w-hez tartozé kezdékonfiguraci6 van.

Ostart = X1,1# NX1,2,90 NX1,3w1 N v AXT 20, AXLng3,0 A <o AXT p(n) 42,0 N XL p(n)+3 #-

Ennek hossza O(p(n)).
A QOmove azt fejezi ki, hogy a tablazat minden ablaka legalis.

Pmove = /\\l’i, j

i,j
ahol y; ; egy, a

\/ Xi,j—lar NXi,jaz NXi j4+1,a3 NXit1,j—1as NXit1,jas NXit1,j+1,a6
(ai,...,as) legélls

formulaval ekvivalens konjunktiv normalformajt (konstans hossz1) formula.
Itt 1 <i< p(n), 2<j< p(n)+2. A részformula hossza O(p?(n)).
Vegiil Qgccepr azt fejezi ki, hogy a tablazat utolsé soraban elfogado konfiguracid van.

p(n)+2

Caccept = \/ *p(m)+1j9qccept
j=2

Ennek hossza O(p(n)).

Tegytik most fel, hogy w € L. Toltsiik ki a tdblazatot az M egy olyan szamitési sorozatanak
megfelelden, amely a w elfogadasdhoz vezet. Tekintsiik a valtozok azon 7 értékelését, amelyre
az 0sszes részformulat és igy @-t is.

Forditva, tegyiik fel, hogy ¢ kielégithetd ¢és T egy kielégitd értékelés. Mivel T mellett
Qo igaz, minden (i, j)-re pontosan egy olyan s van, hogy x; ; ; igaz. Toltsiik ki a tablazatot
ugy, hogy az (i, j)-dik mez6be akkor irjunk s-et, ha T(x; j ;) = 1. Mivel 1 kielégiti a Qg4
részformulat, ezért az elsé sorban a w-hez tartozo kezddkonfiguracioé van. Mivel 1 kielégiti a
Omove formulat, ezért a tdblazat az M egy lehetséges szamitasi sorozatanak felel meg. Végiil,
mivel T kielégiti a Qg ¢ceps formulat is, ezert w-t elfogadja M, azaz w € L.

Nem nehéz egy olyan polinomidejii Turing-gépet késziteni, amely w-bdl elkésziti a @
formulat. Ehhez a Turing két binaris szamlalot hasznal az i és j tarolasara. U

5.5. Az NP térképe és a coNP osztaly

Egy L € NP nyelvet NP-kozbiilso nyelvnek neveziink, ha nincs P-ben, és nem is NP-teljes.
Ismert, hogy ha P ## NP, akkor l1étezik NP-kozbiils6 nyelv. Ezek szerint ha P # NP, akkor az
NP lehetséges térképe:
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Mint mar emlitettiik, az, hogy a P és NP osztalyok egybeesnek-e, hires nyitott kérdés (az
altalanos varakozas az, hogy P # NP). Ennek megfeleléen senkinek nem sikertilt olyan nyel-
vet (problémat) megadnia, amely NP-kozbiilsd. A grafizomorfizmus probléma bemeneteként
adott két graf, és azt kérdezziik, hogy a két graf izomorf-e. Ez a probléma NP-ben van, de
nem ismert, hogy NP-teljes-e, és az sem, hogy P-ben van-e. Ez a probléma ismereteink sze-
rint egy lehetséges NP-kozbiilsé probléma. Sokdig nem volt ismert, hogy vajon P-ben van-e
az a probléma, hogy adott szdmro6l dontsiik el, hogy primszam-e, mig végiil kideriilt, hogy
polinomidében megoldhato.

Most térjlink at a coNP osztalyra. Amennyiben C nyelvek egy osztalya, akkor coC az C-
beli nyelvek komplemenseibdl all. (Minden L nyelvet azzal a 3 halmazzal egyiitt tekintiink
adottnak, amelyre L-et a >* részhalmazanak tekintjiik.) A coNP definiciojat ugy kapjuk, hogy
C-nek az NP osztalyt valasztjuk.

5.26. Allitas. Ha C zdrt a polinomidejii visszavezetésre, akkor coC is zdrt.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy C zart a polinomidejii visszavezetésre, és legyen L1 <, Lo,
Ly € coC. Ekkor Ly <, Ly és Ly € C. Mivel C zart a polinomidejli visszavezetésre, igy
L1 € C. Tehat L € coC. O

Mivel NP zart a polinomidejii visszavezetésre, ezért kapjuk azt, hogy coNP is zart a po-
linomidejii visszavezetésre.

Most altalanositjuk az NP-nehéz és NP-teljes nyelv fogalmat. Legyen C nyelvek egy
osztalya. Egy L nyelv C-nehéznek neveziink (a polinomidejii visszavezetésre nézve), ha L' <,
L teljesiil minden L' € C nyelvre. Ha L C-nehéz és L € C, akkor L C-teljes (a polinomidejii
visszavezetésre nézve).

5.27. Allitas. Egy L nyelv akkor és csak akkor C-nehéz (C-teljes), ha L coC-nehéz (co(-
teljes).

Bizonyitds. Elég csak az egyik iranyt bizonyitanunk, hiszen co(co(C) = C.

Tegyiik fel, hogy L C-nehéz, és legyen L € coC. Ekkor L € C, és mivel L C-nehéz,
Ly <, L, és igy L; <, L. Belattuk, hogy L coC-nehéz. Ha még L € ( is teljesiil, akkor
L € coC és L coC-teljes. O

Tehat coNP-teljes nyelvet kapunk, ha egy NP-teljes nyelv komplementerét vessziik, vagy
kevésbé formalisan, egy NP-teljes probléma ellentettje coNP-teljes. Ezt felhasznalva konnyen
adodik, hogy coNP-teljes pld. az a probléma, hogy egy diszjunktiv normalforméaban adott
formula tautologia-e.

Nem ismert, hogy NP = coNP teljesiil-e, az a varakozas, hogy a két osztaly kiilonbdzik.
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5.6. Tarbonyolultsag

Az 1d6 ¢és tar mint erdforras kozt alapvetd kiilonbséget az jelent, hogy mig az id6 nem ujra
felhasznalhato, addig a tar igen, sokszor ugyanazt a memoriateriiletet hasznaljuk a szamitasi
folyamatban a részeredmények tarolasara. Egy masik kiilonbség az, hogy tar esetén szubli-
nedris eréforrasigény is nemcsak érdekes, de fontos is.

A tarbonyolultsag modellezésére az ,,offline” Turing-gépet hasznaljuk. Ez olyan tobbsza-
lagos Turing-gép, mely bemend szalagjat csak olvassa. A felhasznalt munkateriiletbe nem
szamit a bemend szalag. Egyébként a memoriaigényt determinisztikus és nemdeterminiszti-
kus esetben ugyanugy szamitjuk, mint az id6igényt.

Legyen f : N — R. Ekkor jelolje SPACE(f(n)) (NSPACE(f(n))) az 6sszes olyan nyelv
osztalyat, amely eldonthetd O(f(n)) tarkorlatos determinisztikus (nemdeterminisztikus) offli-
ne Turing-géppel.

Ezen a ponton visszaidézhetjiik a kornyezetfiiggetlen nyelveket. Adott G kornyezetfliggt-
len nyelvtanra és a terminalis abc n hossza w szavara O(n) tarkorlatos (egy vagy tobbszalagos)
nemdeterminisztikus Turing-géppel konnyen ellendrizhetjiik, hogy w € L(G) teljesiil-e. Meg-
forditva, linedris tarkorlatos nemdeterminisztikus Turing-gépet szimuldlhatunk kérnyezetfiig-
getlen nyelvtannal. Tehat egy nyelv akkor és csak akkor kornyezetfiiggetlen, ha eldonthetd
(vagy felismerhetd) linearis tarkorlatos nemdeterminisztikus Turing-géppel. Az ilyen nemde-
terminisztikus Turing-gépeket linearisan korlatos automataknak is nevezik, amelyeket Myhill
vezetett be az 1960-as évek elején.

5.34. Tétel. (Savitch) Ha f(n) > logn, akkor NSPACE(f(n)) C SPACE(f?(n)).

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy L-et eldonti az M O(f(n)) tarigényti nemdeterminisztikus
Turing-gép.

Ha w egy n hosszi bemeno sz6, akkor egy konfiguracio leirasdhoz meg kell adni a bemend
a munkaszalagok tartalmat kijelolve az egyes szalagokon olvasott betiit. Mivel f(n) > logn, a
w-hez tartozo kezdSkonfiguraciobol elérheté konfiguraciok mérete O(f(n)), szama 2°00(),
Megadhato tovabba egy olyan ¢ konstans, hogy tetszéleges i esetén a legfeljebb i méreta
konfiguraciok szama legfeljebb 2¢.

Tekintsiik a kdvetkezd eljarast:

TEST (ky,ko,t,i): Adott k1, ko konfiguraciokra ést > 1, i > 1 egész szamokra:

1. Har =1, ellendrizziik, hogy k1 = ko vagy k1-bol ko legfeljebb 1 1épésben megkaphato-e,
ennek megfelelden az eljaras igaz vagy hamis vélasszal ér véget.

2. Hat > 1, akkor minden k legfeljebb i méretii konfiguraciora:

3. TEST(ki,k, [5],i),
4. TEST(k,ky, [£],1).

5. Ha mindkét hivas eredménye igaz, akkor TEST (k1,k2,t,i) is az, ellenkezd esetben ha-
mis.

6. Ha korabban nem ért véget az eljaras igaz-zal, akkor TEST (ky,ko,t,i) hamis.
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A fenti eljaras akkor és csak akkor ad igaz valaszt, ha a k; konfiguraciobol az M Turing-gép
el tud jutni a k2 konfiguracioba legfeljebb ¢ 1épésben tigy, hogy minden kozbiilsé konfiguracid
mérete legfeljebb i.

Ezek utan az N determinisztikus Turing-gép miikodjon egy w bemend szon a kovetkezo
algoritmus szerint: i = 1,2, 3,... esetén végtelen ciklusban:

1. Minden egyes lehetséges, legfeljebb i méreti elfogado konfigurdciora a TEST eljaras
hivasaval ellendrzi, hogy a w-hez tartoz6 kezddkonfiguracidobol elérhetd-e az elfoga-
do6 konfiguracié ugy, hogy kézben csak legfeljebb i méretli konfiguracion haladunk at.
(Ehhez a t paraméter értékét 2¢-nek kell vélasztani.) Ha egyszer TEST igaz vélasszal
tér vissza, akkor N elfogadja w-ét.

2. Ezutan, ha korabban nem fogadta el a w szo6t, a TEST ismételt hivasaival ellendrzi,
hogy egyaltalan elérhetd-e i méretli konfiguracié (ehhez r megint 2¢). Ha nem, akkor
elutasitja a bemenetet. Kiilonben i-t 1-gyel noveli.

Mivel M minden lehetséges miikodése a w bemeneten véges és az elérhetd konfiguraciok
mérete O(f(n)), a legnagyobb i-érték, melyre TEST meghivasra keriil O(f(n)), és a legna-
gyobb 7 érték 200/ ().

A rekurzidban a legnagyobb mélység igy O(f(n)). Egy hivas tarigénye O(f(n)). igy az
osszes tarigény O(f2(n)). O

5.7. Polinomialis tar

A polinomidlis tarral megoldhat6 problémak osztalyat PSPACE-szel jeldljiik. Formalisan:

PSPACE = | JSPACE(n")
k>0

Savitch tételének alkalmazéasaval azonnal adodik az alabbi 0sszefliggés.

5.11. Kovetkezmény.

PSPACE = | JNSPACE(n")
k>0

Vilagos, hogy P C NP C PSPACE C EXP, ahol

EXP — [ J TIME (2).
k>0
Ismert, hogy P C EXP. Altalanosan elfogadott az a sejtés, hogy mindegyik tartalmazas valo-
di.
Nevezziik gbf-nek azt a problémat, amely egy adott, zart, prenex alaki Boole-formularol

azt kérdezi, hogy igaz-e. Mint nyelv, qbf az ilyen igaz Boole-formulék kodjait tartalmazza.
Példaként

E|X1VXQE|X3[(X1 \/XQ) A ()CQ \/X3) A (XQ \/)_63)] € qbf
Vy[(xVy) A (XVY)] € qbf
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5.35. Tétel. (Stockmeyer és Meyer) qbf PSPACE-teljes.

Bizonyitas. Eloszor belatjuk, hogy gqbf € PSPACE. Ehhez tekintsiik az alabbi algorit-
must. Legyen adott a ¢ zart, prenex alaki Boole-formula.

1. Ha @ kvantormentes, akkor csak konstansokat tartalmaz, igy értékeljiik ki.

2. Ha ¢ = dxy alaku, akkor hivjuk az eljarast y-re eldszor tigy, hogy az x helyébe 0-t,
majd ugy, hogy x helyébe 1-et helyettesitiink. Ha valamelyik hivés igaz-zal tér vissza,
fogadjuk el a @ bemenetet, kiilonben utasitsuk el.

3. Ha ¢ = Vxy alaku, akkor hasonldan jarunk el, de abban az esetben fogadjuk el a beme-
netet, ha mindkét hivas igaz-zal tér vissza.

Az algoritmus tarigénye: O(n?) (ill. O(n), ha formélisan nem végezziik el a behelyettesitést,
csak a valtozok rogzitett értékét taroljuk).

Még be kell latnunk, hogy gbf PSPACE-nehéz. Ehhez legyen L € PSPACE, mondjuk L
eldonthetd az M O(n*) tarigényii determinisztikus offline Turing-géppel, ahol k > 1. Feltehe-
td, hogy a Turing-gépnek egy munkaszalagja van.

Adott n hosszt w bemend sz6hoz szeretnénk olyan n-ben polinom méreti formulat készi-
teni, mely akkor és csak akkor igaz, ha w € L(M). Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy
n hosszu szavakon M elfogadés esetén mindig ugyanabban a konfiguracioban all meg.

A konfiguraciok leirasahoz Boole-valtozokat hasznalunk, mint Cook tételének bizonyita-
saban. Egy konfiguracio leirasahoz O(n*) valtozo sziikséges. Mivel az elérheté konfiguraciok
hossza O(n¥), ezért az iddigény 2001)

Jeloljon @, ¢, olyan formulat, mely akkor és csakis akkor igaz, ha a ¢; konfigurdciobol
legfeljebb ¢ 1épésen elérhetd a co konfiguracié. A @, ., 1 konnnyen felirhaté, hossza O(n*)
(ha minden valtoz6 hosszat 1-nek vessziik). Legyen ¢ > 1. Ekkor

Qcy o = EIC[(Pcl,C,%} A (Pc,c%[%]]
megfeleld lenne, de ez a modszer exponencialisan hosszi formuldkat eredményez! Ezért ezt
a formulat az aldbbiak szerint adjuk meg:

Pey.cps = JCVdVd [((d =i Ad =)V (d=cAd =c2) = @t
(Itt a d = c1 egy olyan O(n?*) hossz formulénak a roviditése, amely azt fejezi ki, hogy a d
altal leirt konfiguracié megegyezik a c éltal leirt konfiguracioval.)

Valgjadban a megadott formula nem prenex alaku, de kdnnyen prenex alakra hozhat6. Vé-
giil w € L akkor ¢és csak akkor, ha Pco eyt 1802, ahol ¢ a w-hez tartozo6 kezd6konfiguracio, c ¢

az elfogado konfiguracio, és ¢ alkalmas 2°(") nagysagrendii szam. 0

Megjegyezziik, hogy qbf akkor is PSPACE-teljes, ha a formula magja konjunktiv nor-
malforma, a kvantorok alternalnak, és az els6 kvantor 3 (esetleg az utols6 is J). Ekkor qbf
felfoghat6 kétszemélyes jatékként. Adott

¢ = dxqVxodxs. .. ka\|!

formulahoz tartozo jatékban,
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» az 1. jatékos valasztja az x1,x3, ... valtozok értékét és célja y igazza tétele,
* a 2. jatékos valasztja felvaltva az xo,x4, . .. értékét, célja ¢ hamissa tétele.

fgy @ € qbf akkor és csak akkor, ha az 1. jatékosnak nyerd stratégidja van.

A foldrajzi jaték-ban adott egy G irdnyitott graf és annak egy p kezddcsucsa. Két jatékos
p-bol indulva felvaltva egy olyan ut csticsait nevezi meg, mely nem halad at mar meglato-
gatott csucson. Az a jatékos veszit, aki nem tud Gjabb csiicsot megnevezni. A feladat annak
eldontése, hogy az elsd jatékosnak van-e nyerd stratégiaja.

5.36. Tétel. A foldrajzi jaték PSPACE-teljes.

Bizonyitas. Az, hogy foldrajzi jaték PSPACE-ben van, a gbf-hez hasonldan igazolhato.
Azt, hogy PSPACE-nehéz, a qbf-bdl valo polinomidejli visszavezetéssel igazoljuk.
Legyen adva a ¢ formula:

¢ = E|X1VX25|X3 . Elxk\ll

ahol k paratlan, y = c1 A... A ¢, egy konjunktiv normalforma. Készitsiik el az alabbi grafot:

A grafban minden valtozohoz tartozik egy rombusz, a formula magjédhoz a y-vel cimkézett
cstics, a Yy minden ¢; kl6zdhoz egy csucs, végiil minden egyes c;-ben eléfordulo literalhoz egy-
egy csucs. A kezdd csucs p, az x; valtozohoz tartozé rombusz felsd cstucsa. A valtozokhoz
tartozd rombuszok fel vannak flizve. Az x;-koz tartozd rombusz alsé csucsabol él vezet a
Y-hez tartozd cstcsba, és onnan egy-egy ¢l a kl6zokhoz tartozé csticsokhoz. Minden klozhoz
tartozd csucsbol ¢l vezet a benne 1évo literdlokhoz tartozo csticsokhoz. Végiil ha egy literal
az x; valtozo, akkor a literalhoz tartozo csucsbol €l vezet az x;-hez tartozé rombusz baloldali
csucsaba, ha pedig a literal X;, akkor a jobboldali csucsaba.

A jatékosok a p-bdl indulva minden rombuszon baloldalon, vagy jobboldalon haladnak
végig. Annak, hogy egy x; valtozohoz tartoz6 rombusz baloldalan haladnak végig, feleljen
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meg az x; igaz (1) értéke, ha pedig a jobboldalon haladnak végig, a hamis (0) értéke. Mi-
kozben a jatékosok végighaladnak a rombuszokon, megvalasztjdk a valtozok egy lehetséges
értékelését, mégpedig Ggy, hogy az 1. jatékos valasztja meg a paratlan sorszamu, 2. jatékos
a paros sorszamu valtozok értékét.

Most tegyiik fel, hogy ¢ kielégithetd. Akkor a a gbf jatékban az 1. jatékosnak nyerd
stratégiaja van. A foldrajzi jaték 1. jatékosa jatsszon gy, hogy valahdnyszor a gbf jatékban
az 1. jatékos az x; értékét 1-nek valasztja, akkor az x; rombusz balodali csticsat nevezi meg,
kiilénben a jobboldalit. Az igy meghatarozott T értékelés kielégiti y-t.

Mivek k paratlan, az x;-hoz tartoz6 rombusz als6 csucsat az 2. jatékos valasztja, és ezutan
az 1. jatékos a y-hez tartozod csucsot valasztja (mint egyetlen lehetdséget). Ezek utan valassza
ki a 2. jatékos mondjuk a c; klozhoz tartoz6 csucsot. Mivet T kielégiti ¢;-t, T mellett a c;
valamelyik literdlja igaz. Az 1. jatékos valassza ki az ennek megfeleld csticsot! Ekkor a 2.
jatékos vesztett. Valoban, ha a literal az x; valtozo, akkor a 2. jatékos egyetlen lehetdsége
az lenne, hogy az x;-hez tartoz6 rombusz baloldali csucsat valasztja, de ezen mar athaladtak,
hiszen T(x;) = 1. Hasonldan, ha a literal X;, akkor a 2. jatékos csak az x;-hez tartoz6 rombusz
jobboldali cstcsat valaszthatna, de ezen mar athaladtak, hiszen t(x;) ebben az esetben 0.

Forditva, tegyiik most fel, hogy az 1. jatékosnak nyerd stratégiaja van a foldrajzi jatékban.
Ekkor a gbf elso jatékosa jatsszon ugy, hogy valahdnyszor a foldrajzi jaték 1. jatékosa az x;-
hez tartoz6 rombusz baloldali csticsat valasztja, akkor legyen x; = 1, kiilonben x; = 0. Ezzel
a stratégiaval megnyeri a qbf jatékot. U

A véges automatak elméletében is szamos PSPACE-teljes probléma ismert, pld. a véges
nemdeterminisztikus automatak ekvivalencidja, vagy az a kérdés, hogy két reguléris kifejezés
ugyanazt a nyelvet ismeri-e fel. Véges determinisztikus automatak ekvivalenciaja polinom-
idoben eldonthetd. Egy tovabbi PSPACE-teljes nyelv a korabban bevezetett Lcosg, amely
annak a problémanak felel meg, hogy adott G kornyezetfiiggetlen nyelvtanra és w terminalis
szora dontsiik el, hogy w € L(G) teljesiil-e.

5.8. Logaritmikus tarral valo visszavezetés és az L. és NL osz-
talyok

Az L és NL nyelvosztalyok a logaritmikus tarral determinisztikusan ill. nemdeterminisztiku-
san megoldhat6 problémaéknak felelnek meg. Formalisan:

L = SPACE(logn)
NL = NSPACE(logn)

Példaul, az elérhetdség NL-ben van. Valoban, ha adott egy G iranyitott graf az s és ¢ csu-
csokkal, akkor s-bdl indulva nemdeterminisztikusan valasszunk egy olyan csucsot, amelybe
az elézdleg meglatogatott csucsbol €l vezet. Ehhez mindig csak az utoljara meglatogatott
csucsot kell tarolnunk, amihez logaritmikus tar elég. Amennyiben a ¢ cstcsot kapjuk, fogad-
juk el a bemenetet. Azt, hogy a nemdeterminisztikus Turing-gép minden szamitasi sorozata
véges legyen, egy szamlalo segitségével érjiik el, amelyben szamoljuk a megtett 1épéseket.
Ha ez n-en til megy, és korabban nem latogattuk meg a ¢ csucsot, elutasitjuk a bemenetet. A
szamlalonak is elegendd a logaritmikus tar.
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Vilagos, hogy
LCNL CPCNPCPSPACE.

Azisismert, hogy NL C PSPACE. Az a sejtés, hogy a fenti tartalmazasok mindegyike valodi.

Legyen L1 C X7, Ly C ¥35. Azt mondjuk, hogy az f : ¥ — X3 fiiggvény az Ly logaritmi-
kus tarral valé visszavezetése Ly-re, ha minden w € X7 szora w € Ly akkor és csak akkor, ha
f(w) € Ly és f kiszamithato O(logn) tarkorlatos determinisztikus Turing-géppel. Itt olyan
offline Turing-gépre gondolunk, amelynek egyik munkaszalagja kitlintetett, arra csak balrol
jobbra ir, és itt allitja el6 az f(w) szot. A kimend szalag nem szamit bele a felhasznalt mun-
kateriiletbe, igy f(w) hossza a w hosszanak polinomfiiggvénye is lehet. Azt mondjuk, hogy
Ly C X7 logaritmikus tarral visszavezetheté az Ly € 35 nyelvre, L1 <, La, ha létezik olyan
f X7 — X5 figgvény mely az L1-nek az La-re valo logaritmikus térral valo visszavezetése.
Mivel minden logaritmikus tarkorlatos Turing-gép polinom iddkorlatos, ezért ha L1 <, Lo,
akkor L1 <, Lo.

5.37. Tétel. A <, reldacio elorendezés.

A bizonyitas, amit itt nem kozliink, er6sen kihasznalja a tar jrahasznosithatosagat.
Ismertek az alabbi eredmények is.

5.38. Tétel. Az elérhetdség NL-teljes a logaritmikus tarral valo visszavezetésre.
5.39. Tétel. (Immermann — Szelepcsényi) NL = coNL.

A logaritmikus tarral val6 visszavezetésre nézve definiahatoak P-teljes problémak. Ismert,
hogy P-teljes annak eldontése, hogy egy kornyezetfiiggetlen nyelvtan iires nyelvet general-e.
(Ld. a 4.16 Allitast is.)

5.9. Tul a PSPACE osztalyon

A PSPACE osztaly felfelé is kiterjeszthetd. Mar emlitettiik az EXP osztalyt, melynek nemde-
terminisztikus megfeleldje a NEXP. Mind NEXP, mind coNEXP az EXPSPACE =
U SPACE(2”k) részosztalya. Ezekben a bonyolultsagi osztalyokban is léteznek teljes prob-
lamak. Ilyeneket kapunk akkor, ha a P-teljes, NP-teljes vagy PSPACE-teljes problémak t6-
mor valtozatait tekintjiik. A tomdr Hamilton-t probléma esetén a grafot binarisan kodoljuk,
azaz a csucsokat és az ¢l relaciot Boole-fliggvényekkel irjuk le, és ezeket haldzatokkal adjuk

meg, melyek mérete akar exponencidlisan is kisebb lehet. A tomoér Hamilton-ut probléma
NEXP-teljes.

2”
Minden k > 2-re definialhatjuk a KEXP = [ JTIME(2? ) osztalyt (a toronyban k darab
kettes szerepel), melyek egyesitése az elemi nyelvek (problémak) osztalya, a rekurziv nyelvek

R osztalyanak valodi részosztalya.
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EXPSPACE
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