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1. fejezet

A predikatumkalkulus
szintaxisa

Elméleti osszefoglalé

Minden logikai rendszer definidlasakor két dolgot kell megadnunk. Ezek az
aldbbiak.

a) Szintaxis: Melyek a szabdlyos formuldk? Ennek nem tulajdonithaté
jelentés, csak formélis szabalyok.

b) Szemantika: Mikor igaz egy formula egy adott modellben? Ez
hatarozza meg a formulak jelentését, az igazsiag fogalméat, és hogy mikor
tekintiink egy logikai kovetkeztetést helytallonak.

Mindenek el6tt fontos leszogezniink, hogy logika tanulmanyaink kezdetén
két alapveto logikai rendszert kiilonboztetiink meg. Az egyik a zérusrendi
logika, méas néven itéletkalkulus, a masik az elsorendi logika, mas néven pre-
dikdtumkalkulus. Annak ellenére, hogy a zérusrendii logika azonossagait és
bizonyos mddszereit az elsorendii logikara is alkalmazni fogjuk, fontos, hogy
a koztik levo kiilonbséget tisztan lassuk. A tovabbiakban el6szor a diszkrét
matematika targybol szerzett ismeretekre tamaszkodva a zérusrendii logikat
ismételjiikk at roviden, majd az elsorendii logika szintaxisanak ismertetésére
tériink ra.

Az itéletkalulusban, ahogy a neve is mutatja, csak itétletvaltozdk vannak,
azaz olyan véltozdk, melyek csak a 0 (logikai hamis) és 1 (logikai igaz)
értéket vehetik fel. Az itéletvaltozdkat az abécé végérol, altalaban p, q, r,
... betiikkel (esetenként nagybetiikkel : P, @, R, ...) jeloljiikk. Formuldkat
a valtozdkbodl zardjelekkel és az alabbi, logikai miiveletekkel képezhetiink:



= (,,nem”, vagy negécid), V (,,vagy” vagy diszjunkcid), A (,,6s” vagy kon-
junkcié), — (,,akkor” vagy implikacid), <> (,,akkor és csak akkor” vagy ekvi-
valencia). Ezen kiviil haszndljuk még a 1 (azonosan igaz), és a | (azonosan
hamis) miiveleteket is. Néhol talalkozunk még az @ (,kizaré vagy” vagy
,,XOR” vagy anti-ekvivalencia), | (,,nem és” vagy ,,NAND"), || (,,nem vagy”,
vagy ,,NOR") jelolésekkel. Ezek jelentését itt most nem ismertetjiik, késébb
sor fog ra keriilni, de aki hidnyossagot érez e téren, konnyen utdananézhet
példaul Szendrei Agnes Diszkrét matematika cimii konyvében. A zérusrendii
logikdaban csak ezeknek a miiveleteknek az 6sszefiiggéseirdl tudunk beszélni,
mint példaul, hogy logikai torvények a De-Morgan azonossagok, azaz mindig
igazak az alabbi formuldk:

=(pAgq) < (mpV —q),
=(pVaq) < (mpA—g).

Ennél nagyobb kifejezéerével rendelkezik az elsérendii logika, mely-
ben a valtozok tetszoleges objektumhalmazbdl felvehetik értékiiket. A
tovabbiakban ezzel foglalkozunk.

Az els6rendii logika szintaxisa

Bar ritkdn definialjuk explicit médon, minden logikai rendszer definidlasa
a jelkészlet megadasaval kezdodik, mely definidlja, hogy mely szimbdélumok
szerepelhetnek a formuldkban. A tovabbiakban végig az alabbi jelkészlettel
dolgozunk:

e valtozok (Var): z, vy, z, ...
e fiiggvényszimbdlumok (Fguv):

— konstansok: ¢, d, ...

— tobbvéaltozésak: f, g, h, ...
e predikdatumszimbélumok (Pred): p, q, r, ...
e logikai jelek (Log): 1, |, =, A, V, =, <>, V, 3
e egyéb jelek (Aux): zérdjelek: (), [], {}, vesszé.

A kilonbozo tipusu zardjelparok egyenértékiiek, haszndlatukkal, csak az
Osszetettebb formuldk olvashatésagat szeretnénk esetenként megkonnyiteni.
Feltessziik, hogy a Var, Fguv és Pred halmazok (utébbiak minden
véges aritasra is) megszamldlhatéan végtelen sok szimbdélumot tartalmaz-
nak, ezt a fenti betlik indexelt véltozatainak hasznélatdval érhetjiik el.



Példaul xy, x5, ...valamennyien valtozok. A fenti jelkészletet £ =
(Var, Fgu, Pred, Log, Auzx) tipust nyelvnek is nevezziik.

Ezutan az elsérendii logika szintaxisat négy kategorikus egység segitségével
definidlhatjuk. Ezek: 1. Véltozdk, II. Termek, III. Atomi formuldk és IV.
formulak. Ezek definiciéja rendre az alabbi.

I. Valtozok
A valtozdk Var halmaza a jelkészlettel egyiitt adott, nem szorul definidlasra.

II. Termek

e Minden valtozd term.
e Minden konstans term.

e Termekbdl a fiiggvényszimbdélumok alkalmazasaval wjabb termek
képezhetok. Természetesen a fiiggvényszimbolum aritdsanak (a
véltozdi szamanak) a tiszteletben tartasaval az aldbbi szabaly szerint

ti, ...t
f(te, ... tn)’

ahol f egy n rangu fgv. szimbdélum, n > 0.

Itt és a tovabbiakban az ilyen tortvonallal irt szabalyok mindig tugy
értelmezenddk, hogy amennyiben a vonal feletti tq, ...t, objektumrol mar
tudjuk, hogy a halmazba tartoznak (esetiinkben termek), akkor a vonal
alatti objektum (most f(t1,...,t,)) is a halmazba tartozik, (azaz esetiinkben
term). Példaul f(z,g(g(c))) term, ha x valtozd, ¢ konstans, f kétvéaltozds, g
pedig egyvaltozos fiiggvényszimbdlum.

Megjegyzés. Alaptermek mas szoval ground termek az olyan termek, me-
lyekben valtozé nem fordul eld, azaz csak konstansokbdl és fiiggvény jelekbol
épiilnek fel. Példaul g(f(c,c)) alapterm az elébbi feltételek mellett.

ITI. Atomi formulak

e A predikdatumszimbdlumokba termek beirdsaval kapott kifejezés.

t1, ..., 1n , .
1’7’, t1, ..., t, term, p n rangd pred. szimb., n > 0.
p(tl, . ,tn)
Példaul p(z,g(c),c) atomi formula, ha

p haromvaltozos predikdtumszimbodlum, g egyvaltozos fliggvényszimbolum,



x véltozd, ¢ pedig konstans. Specidlisan e szabdly szerint a konstans (azaz 0
véltozd) predikdtumszimbdélumok 6nmagukban atomi formulédk.

Fontos, hogy ez a szabaly nem induktiv, minden atomi formula készitéséhez
pontosan egyszer alkalmazzuk.

IV. Formulak

e Minden atomi formula formula.
e A konstans miiveleti jelek: 1 és | onmagukban formuldk.

e Formuldkbdl a —, V, A, —, <+, V, dlogikai miveletekkel tjabb formulak
képezhetok az alabbi szabélyok szerint:

F |[ FG F.G F.G F.G
R EVO[|FAG)|F =) F o a6)

F F
(VzF) | 3zF) |

Természetesen a kvantorok alkalmazasakor x valtozé.
Példaul (Yy(p(z,g(c),c) V (p(e,c,c)))) formula, a fenti feltételek mellett,
ha y valtozo.

Az elsérendi logika szintaxisdanak definiciéjat szemlélteti az 1. animacio.
A konstans miiveleteken és az atomi formuldkon kiviil minden formula a
fenti szabalyokkal allithaté els. Altaldban tobb szabalyt is alkalmazhatunk
egymas utan. Barmely szabaly alkalmazasakor a vonal feletti formuldkat, me-
lyekbdl épithetiink, a végsd formula részformuldinak nevezziik. Az utoljara
alkalmazott szabaly feltételei a végsé formula kozvetlen részformulai
(vagy kozvetlen részformuldja a — és a kvantoros szabdlyok esetében).
Megjegyzés. Az utolsé két szabdly alkalmazdsahoz nem sziikséges, hogy
a kvantor y véltozdja el6 is forduljon a részformuldban, amire a kvantort
alkalmazzuk. Persze, ha kvantor véltozéja a kvantifikalt részben nem fordul
el6 szabadon, akkor a kvantornak nincs hatasa, szintaktikailag azonban nem
hibas a formula.

A miiveletek precedencia sorrendje.

Formalisan fenti szabdlyok alkalmazasakor minden részeredményként kapott
formulét zaréjelbe kell tenni, példaul ((p(z)V (Vyq(y)))\Vr(z, f(y))). Igy azon-
ban még az egyszerti formulak is nehezen olvashatok, ezért megéllapodunk a
zardjelek elhagyhatosaganak aldbbi szabalyaiban.

e Mindig elhagyhaté a legkiils6 zardjel.



e Elhagyhaté az unér (egyvaltozds) miiveleti jelek (-, V, 3J) koriili
zardjel, azaz ezek a jelek erdsebben kotnek barmely binér miiveletnél.

e Elhagyhatok a bels6 zardjelek harom vagy tobb argumentumiu azonos
asszociativ miivelet (V, A és <) esetén, példaul (F A G) AN H és
F A (G A H) helyett FAG A H irhato.

e Elhagyhatok azok a zaréjelek, melyek a miiveletek alabbi, balrél-jobbra
vett precedencia sorrendjébol kovetkeznek:

AV = &

azaz N kot a leger6sebben, < a leggyengébben.

e Bar — nem asszociativ mivelet, megegyeziink, hogy az egymas utan
jobbrdl zardjelezett implikacidok koriili zardjelek kitevésétol elte-
kintiink, azaz ' — G — H alatt mindig F' — (G — H)-t értiink.
Azonban (F' — G) — H esetén a zardjelet kotelez6 kitenni.

Kotott és szabad valtozok. Elso korben nem egy valtozd, hanem an-
nak egy konkrét eloforduldasarél mondjuk meg, hogy kotott vagy szabad-e,
példaul a Vzp(zr) — Q(z) formuldban az x véltozé —kdzvetleniil kvantor
utani el6forduldasat nem szamitva— elso el6fordulasa kotott, a masodik pe-
dig szabad. Definicié szerint x egy eléforduldsa kététt az F formulaban,
ha z ezen elofordulasa egy VoG vagy dxG alaka részformuldba esik. Az
x eqy eldoforduldsa szabad, ha nem kotott. Végil x szabad vdltozo vagy pa-
raméter az F' formulaban, ha x-nek van szabad eléforduldsa F-ben. Masképp
fogalmazva F-ben minden kvantor minden el6fordulasahoz egyértelmiien
hozzérendelhet6 az a VG vagy JxG alaki részformula (ahol természetesen
x a kvantor véltozdja), mely az adott kvantort F-be bevezeti. Ezt a G-t ne-
vezzilk az adott kvantor hataskorének. Minden kvantor koti az altala kvan-
tifikalt valtozd Osszes szabad el6fordulasat, mely a hatdskorébe esik. Azok a
valtozé-el6fordulasok, melyek egyetlen kvantor hatdskorébe se esnek bele, a
szabad valtozo-eldforduldsok.

Feladatok

1.1. Feladat. Legyen a véltozék halmaza Var = {z,y,z,...}, a
fiiggvényszimbélumok halmaza Fgv = {f,g,h,c}, ahol f rangja 1, g
rangja 2, h rangja 3, ¢ rangja 0 (azaz c¢ konstans szimb6lum). A pre-
dikdtumszimbdlumok halmaza legyen Pred = {p, q,r}, ahol p rangja 1, ¢-¢é
2, r-6 0. Irjunk fel ezen jelkészlet felett 5-5 darab
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a) termet;

atomi formulat;

)
b) alaptermet;
c)

)

d) formuldt (de nem atomi formulat).

1.1. Feladat megoldasa.

a) Term minden olyan kifejezés, melyet a valtozokbdl és a fiiggvényszim-
bélumokbdl épithetiink a fliggvényszimbolumok aritasanak figyelem-
bevételével. Ide tartoznak onmagukban a konstansok is. Példaul x, c,

f(@), h(z,2,9), 9(f(z),a), ....

b) Alaptermek a véltozémentes termek, példaul: ¢, f(c¢), g(c,c),

flgle, (), f(hle, f(e), g(c,c))), ...

¢) Atomi formuldkat gy készithetiink, hogy a predikdtumszimbdélumokat
az aritdsuknak megfelelé szdmu termre alkalmazzuk. Példdul p(c),

p(f(x)), ale, 9(e,y)), alz, fg(c, ), 7, ..

d) Az atomi formuldkbdl formuldkat logikai miiveletekkel készithetiink. A
definicié szerint minden 1épés sordn a képzett részformulat zardjelbe
kell tenniink. Példaul (p(z) — p(c)), (Vap(z)), FzVy(p(f(z)) <
(—q(y,x))))), .... Késébb, megallapodas alapjdn, a nem feltétleniil
sziikséges zardjeleket el fogjuk hagyni. Ide tartozik még a két kons-
tans logikai miivelettel képzett formula is: | (azonosan hamis) és 1
(azonosan igaz).

1.2. Feladat. Legyen a valtozok halmaza Var = {z1,2s,...}, a
fiiggvényszimb6lumok halmaza Fgv = {f,g,h,c}, ahol f rangja 1, g
rangja 2, h rangja 3, ¢ rangja 0 (azaz ¢ konstans szimbélum). A pre-
dikdtumszimbdlumok halmaza legyen Pred = {p,q,r}, ahol p rangja 1, ¢-é
2, r-6 0. Allapitsuk meg, hogy termek-e az alabbi szavak a fentebb definialt
jelkészlet felett?

a) f(g(z1,22));
b) f(g(xs), h(x1, 29, 73));
C) g(f(f(c>>v h’(x%x?vx?));
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£) 3wag(f (1), 22);
g) flz1) + g(z1, z2);
h) g1, q(r,r), f(22)).

1.2. Feladat megoldasa.
a) Igen.

b) Nem, mert f egyvaltozos, g pedig 2.

c) Igen.

d) Igen.

e) Nem, mert r predikdtumszimbdlum.

f) Nem, mert kvantor a formuldk képzéséhez kell.

g) Nem, mert + nem szerepel a jelkészletben.

)

h) Nem, mert ¢(r,r) nem term, még csak nem is formula.

1.3. Feladat. Az el6z0 feladat jeloléseit hasznalva elsérendi formuldk-e az
alabbiak?

q(f(f (1)), €);

a)

b) p(c) = Vas(p(z1) Ar);
c) f(g(z1,2));
d) Quip(z1);
)
)
)

e) 3xip(g(x1,21));

f) R AVzix9q(x1, 10);

g) Va1 (Frap(z1) A g1, 22));



h)
i)

—p(x1) = Vep(g(c, 71));

In(p(z1) Vp(z2) V...V p(zn) V —p(2n-1)).

1.3. Feladat megoldasa.

a)
b)
c)

)

d

f)
g)

Igen, ez atomi formula.
Igen, de nem atomi formula.
Nem, ez term.

Nem, ) nem kvantor, nincs a jelkészletben. Igaz, néha bizonyitasok
egyszerusitésének érdekében a V és a 4 kvantor valamelyikének helyet-
tesitésére szoktuk haszndlni, de ekkor is odairandé, hogy @ € {V,3}.

Nem, a 3! roviditést formuldkban nem engedtiikk meg, nincs ,,!” a
jelkészletben. Matematikai bizonyitasokban 3! a ,létezik pontosan
egy” roviditése szokott lenni.

Nem, az x5 valtozo eldl hidnyzik egy kvantor.

Igen. Ugyan mivel a 3z, kvantor csak a p(z1) részformuldra hat, o
szabad valtozd, és ennek a kvantifikdciénak a formula értékére nincs
hatasa, szemantika szempontjabdl felesleges. Szintaktikailag azonban
a formula helyes.

Nem, mert ¢ nem valtoz6, hanem konstans.

Nem, n nem véltozod, és ... nem szerepel a jelkészletben.

1.4. Feladat. Itt és a tovabbiakban a kovetkezo jeloléseket hasznaljuk: pre-
dikdtumszimbolumok: p,q,r, ..., fugguényszimbolumok: f, g, h, ..., vdltozok:
x,Y, 2, ..., konstansok c,d,e, valamint ezek indexelt valtozatai. Mindig
feltessziik, hogy a predikdtum és fiiggvényszimbolumok olyan aritasuak,
ahogy a formuldban szerepelnek. Soroljuk fel az aldbbi formulak Gsszes
részformulajat! Melyek koziiliik a kozvetlen részformuldk?

a)
b)

c)

3z(Vy(q(z) — p(z,y)))

(q(2) = =32Vap(z,z)) — ~Yyq(y, x)
a(9(y, ), f(y))



d) =[Cz(p(z) = q(z,y)) A (q(y, ©) = r(x))) = Ve (-p(x))].

1.4. Feladat megoldasa. A formuldk énmaguknak mindig részformulai,
ezen kiviil részformulak még az alabbiak:

a) e q(z), p(z,y),
q(z) = p(z,y),
kozvetlen részformula:  (Vy(q(x) — p(x,y)).

=
°

q(2), Yyq(y, x),
p(z, ), Yap(z, x), IVap(z, x), ~F2Vep(z, x), q(y, ©),

kozvetlen részformulak: (¢(z) — —32Vap(z, x)), “Vyq(y, z).
¢) A formula atomi formula, ezért egyetlen részformuldja énmaga.

d)

atomi formuldk: p(z), ¢(x,y), q(y, z), r(x),

p(x) = q(z,y), 3x(p(x) — q(z,y)), q(y,x) = r(x)
Jz(p(z) — q(z,y)) A (q(y, ©) = r(z))

—p(x) és Va(-p(z))

kozvetlen részformula: (3z(p(z) — q(x,y)) A (¢(y, z) = r(z))) —
Va(—p(z)).

1.5. Feladat. Jeloljiik be az egyes kvantorok hataskorét! Mely véltozdk
szabad valtozok a formulaban?

a) Vo (3yq(f(x), h(y, z, 2)) = p(x));

b) Va(p(x) v ~3xq(z, g(x,2))) A Jep(f(f()));
c) Jz(p(z) vV Vy=q(g(z,y),y) A Jzp(z));

d) JzVyp(z) V —p(x).

1.5. Feladat megoldasa. Minden kvantor esetén a kozvetlentil a kvantor
utan kovetkezo téglalap jeloli az adott kvantor hataskorét:

a) Va (3y q(f (x), My, z, 2)) | = p(x)) |

b) Va (p(x) v —3a| gz, g(x, 2)) | A 32 p(f (f(2))) |
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c¢) 3| (p(z) V VY ~q(g(z,y),y) | A Jafp(x)|) |

d) JaVy p(x)||V —p(zx), igy = szabad véltozd (paraméter).

1.6. Feladat. Jeloljiik be az alabbi formulakban, hogy mely kvantor melyik
véltozdt koti, és hatdrozzuk meg a formula paramétereinek (azaz a benne
szabadon (is) eléfordulé valtozéknak) halmazat!

a) JxVyq(z,y) vV p(z);

b) Vzq(z) < VyJyq(z,y) Aqly, z);
c) (Vap(z,y) — Vyr(z,y)) A p(c);

d) —~3z(a(z, 2) Ar(f(y,2)));

e) Ve (Vyp(z,y,z) = q(z,y));

f) Vy3z(p(x,y, z) = JaVrq(z, x));
)

g) IVy(p(x) v q(z, f(y))) = Yyq(z,y).

1.6. Feladat megoldasa. Csak az egyik részfeladat megoldasat ismertetjiik:

g) J|Vy (p(x) V q(z, f(y))) || = Yy a(z,y) |

Az els6é Yy az y valtozo elsé elofordulasat koti. Az elsé dr az x valtozo
elsé és masodik eléfordulasat koti. A masodik Vy az y valtozé masodik
el6fordulasat koti. Végiil x utolsé eléfordulasa szabad, igy = az egyetlen
paraméter.

1.7. Feladat. Tegyiik fel, hogy a FEL(xz,y) predikdtumszimbslumok je-
lentése az, hogy ,,x fél y-t61”. Az objektumok halmaza az erdé allatai, harom
konstans szimbolum pedig: ,,Medve”, , Réka” és , Nyuszika”. Fejezziik
ki formuldkkal ebben a rendszerben az alabbi allitdsokat! (Az egyenléség
predikdtumszimboélumot is hasznalhatjuk.)

a) A Nyuszika mindenkit6l fél.

b) A Medve senkit6l sem fél.
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c) Aki a Rokatol fél, az a Medvétdl is fél.

d) Senki sem fél onmagatdl. [Azaz a félelem irreflexiv.|

e) Senki sem fél onmagatol, csak a Nyuszika.

)
)
)
f) Nem igaz, hogy a Medvétél mindenki fél, de a Medve senkitél sem fél.
g) Ha a Medve fél a Rokatdl, akkor a Réka fél a Nyuszikatol.

)

h) Ha a Medvétdl pontosan azok az &llatok félnek, akik nem félnek a

Nyuszikatol, akkor van valaki, akitél a Medve nem fél. Igaz ez az
allitas?]

i) Mindenki fél attdl, akitdl félelmének oka fél. [Azaz a félelem tranzitiv.]
j) Barmely két kiillonbozo allat egyike fél a masiktél. [Azaz a félelem
trichotém.]
1.7. Feladat megoldasa.
a) A Nyuszika mindenkitdl fél: Vo FEL(Nyuszika, z) .

b) A Medve senkitél sem fél: )
—dz FEL(Medve, x), vagy szintén helyes Vo— FEL(Medve, z).

c) Aki a Rokatol fel, az a Medvétdl is fél:
Vo FEL(z, Réka) — FEL(z, Medve).

d) Senki sem fél énmagétél: =3z FEL(z, x).

e) Senki sem fél Onmagdtdl, csak a Nyuszika: Ve(FEL(z,z) —
(x =Nyuszika), vagy Vo (- FEL(z, x) V (z = Nyuszika)).

f) Nem igaz, hogy a Medvétdl mir}denki fél, de a Medve senkitdl sem fél:
-[Vz FEL(z, Medve) A =3z FEL(Medve, x)].

g) Ha a Medve fél a Rékz/ito’l, akkor a Roéka fél a Nyuszikatol:
FEL(Medve, Réka) — FEL(RG6ka, Nyuszika).

h) Ha a Medvétél pontosan azok az allatok félnek, akik nem félnek a Nyu-
szikatdl, akkor van valaki, akitoél a Medve nem fél:
Vz|[FEL(z, Medve) “ —~FEL(z, Nyuszika)] —
Jy— FEL(Medve, y)]. Az allitds biztosan igaz, mert vagy a Medve
nem fél onmagatol, vagy, ha fél onmagatél, akkor a feltétel miatt nem
szabad félnie a Nyuszikatol.
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i) A félelem tranzitiv: VaVyVz[(FEL(z,y) A FEL(y, 2)) — FEL(z, 2)].
j) A félelem trichotém: VaVy[FEL(z,y) V (x=y) V FEL(y, z)].

1.8. Feladat. Tegyiik fel, hogy az el6z6 feladat feltételezésein til még van
egy [ egyvaltozos fiiggvénytink, mely minden allathoz annak legjobb bardtjdt
rendeli, azaz f(z) az z legjobb barétjat jeloli. Tegyiik fel, hogy ez minden
erdébeli allat esetén egyértelmiien létezik. Legyen tovabba a BAR a ,,bemegy
a barlangba” egyvéltozds predikdtum, azaz BAR(z), igaz, ha x bemegy a
barlangba. Fejezziik ki formulakkal ebben a rendszerben az alabbi allitasokat!

(Az egyenléség predikatumszimbdlum tovabbra is haszndlhato.)
a) A Medve legjobb baratja a Nyuszika.
b) A Medve legjobb baratja nem fél a Rékatdl.
c) Senki sem fél a legjobb baratjatol.
d) Mindenki fél attdl, akinek a Medve a legjobb baratja.
e) Aki fél a Medve legjobb baratjatél, az nem megy be a barlangba.
f) Aki bemegy a barlangba, az nem fél a Medve legjobb baratjatol.
)

g) Ha a Nyuszika a Medve legjobb baratja, akkor mindenki fél a Nyu-
szikatol, kivéve onmagat és a Medvét.

h) Az erdében él legalabb harom kiilénbozo allat.

1.8. Feladat megoldasa.
a) A Medve legjobb baratja a Nyuszika: f(Medve) = Nyuszika.

b) A ) Medve legjobb baratja nem fél a Rokatol:
- FEL(f(Medve), Réka).

c¢) Senki sem fél a legjobb bardtjitél:  Va— FEL(z, f(z)) =
-3z FEL(z, f(x)).

d) Mindenki fél attdl, akinek a Medve a legjobb barétja:
VaVy[(f(y) =Medve) — FEL(z,y)].

e) Aki fél a Medve legjobb baratjatol, az nem megy be a barlangba:
Vz[FEL(z, f(Medve)) - - BAR(z)].
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f) Aki bemegy a barlangba, az nem fél a Medve legjobb baratjdtol:
Vz[BAR(z) — —FEL(z, f(Medve))]. Vegyiik észre, hogy ez az
elozével ekvivalens (egyenértékii) allitdas a kontrapozicié elve alapjan.

g) Ha a Nyuszika a Medve legjobb baratja, akkor mindenki fél a Nyu-
szikétol, kivéve onmagdt és a Medvét: (Nyuszika= f(Medve)) —
Vz(FEL(z, Nyuszika) V (z = Nyuszika) V (z = Medve)).

h) Az erdében él legaldbb harom kiilonbozé allat: JxIyIz[—~(z=y) A
—(z=2) A=(y=2)].
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2. fejezet

A predikatumkalkulus
szemantikaja: struktuarak,
kielégithetoség, tautolégiak.

Elméleti osszefoglald

Az elsérendil logika szintaxisa azt definidlta, hogy melyek a szabalyos for-
mulak. Egy szintaktikailag helyes formula azonban még nem jelent semmit.
A szemantika alapfeladata, hogy formuldkhoz értelmet, jelentést tarsitson.
Ehhez mindenekel6tt a modell, mas széval struktira megadasa sziikséges,
mely azt a vilagot, valésagot adja meg, melyben a formulat kiértékeljiik.
Csak a modell megadédsa utan tudjuk majd a formula jelentését, vagyis a
definidlt modellben a formula logikai igaz/hamis értékét meghatdrozni. A
struktura fogalma az alabbi:

Els6rendii modell definicigja. Legyen £ = (Var, Fgu, Pred, Log, Aux)
egy elsorendii logikai nyelv.

o Az A= (A, I,¢) harmas L-tipusi elsdrendi struktira vagy elsérend
modell, melyben

o A tetszOleges nemiires halmaz, az alaphalmaz vagy univerzum vagy a
struktura tartohalmaza;

e [ az interpretdcio, mely

— minden f € Fgv fliggvény szimbolumhoz, melynek rangja n > 0
egy I(f) : A" — A walddi fiigguényt rendel, és

— minden p € Pred predikatum szimbdlumhoz, melynek rangja n >
0egy I(p): A" — {0, 1} valddi predikdtumot rendel;
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e v : Var — A pedig a wvdltozo hozzdrendelés vagy waltozo kiértékelés,
mely minden x véaltozénak egy A-beli p(z) értéket ad.

Ha nincsenek szabad véltozok egy formula kiértékelésekor, akkor a harmadik,
¢ komponens elhagyhaté a modellbol.

A tovabbiakban a konnyebb olvashatésaga érdekében, amennyiben egy
konkrét A = (A,I,p) modellrél van szd, a modellben a predikdtum-
és fliggvényszimbdlumok interpretacidjat az adott jel felé tett ~ (hulldm)
szimbolummal jeloljiik. fgy példaul a p predikdtumszimbolum valamint az
f és 0 fiiggvényszimbslumok interpreticidja, rendre p:= I(p), f := I(f) és
0 :=I1(0).

Fontos, hogy a modellben az [ interpretacié a fiiggvény és pre-
dikatumszimboélumoknak tetszoleges értéket adhat. Ez aldl egyetlen kivétel
van. Ha az egyenléség (=) szerepel a predikdtumszimbdélumok kozott, ak-
kor annak interpretacidéja mindenképpen az objektumhalmazon értelmezett
egyenloség relacié kell, hogy legyen. Ebben az esetben egyenldséges logikdrol
beszéliink.

Mint emlitettiik, a formuldk kiértékelése azt jelenti, hogy minden (L-feletti)
F formuldhoz és minden (L-feletti) A modellhez hozzarendeljiik az F' formula
igaz vagy hamis logikai értékét az A struktiuraban. Ennek jele: A(F).

De miel6tt ezt megtennénk, eldszor a tetszéleges t termre kell A(t)-t, vagyis
atterm A= (A, I, p) struktirdban felvett értékét meghatdroznunk. Ez a ¢
term felépitése szerinti indukciéval az alabbi modon torténik:

e ha t = x, vagyis t valtozo, akkor legyen

A(t) = ¢(x);
e kiilonben ¢t = f(t,...,t,) alakd, valamely f fiiggvényszimb6lumra és
t-nél egyszeriibb felépitési 1, s, ..., t, termekre; ekkor legyen

At) = f(A(t1), A(ta), ..., A(tn)).

Ezutén mar A(F)-et, azaz az F' formula A = (A, I, ) modellben felvett
értékét is meghatarozhatjuk. Ez a termek kiértékeléséhez hasonldéan az F
formula felépitése szerint torténik:

e ha F' =1, akkor A(F') = 1, (vagyis az azonosan igaz formula értéke 1);

e ha F' =], akkor A(F) = 0, (vagyis az azonosan hamis formula értéke
0);
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ha F' = p(ty,...,t,) atomi formula, akkor

A(F> = ﬁ(A(tl)v A(t2)7 tee 7A(tn))7

ha F' = —Fy, akkor

~]0 kiilsnben, vagyis ha A(Fy) =1,

1, ha A(F)) =1 vagy A(F) =1,
0, kilonben;

ha ' = I} A\ F5, akkor

A(F) = {1’ ha A(F)) =1 és A(F) =1,

0, kiilonben;

e ha I'= I — F5, akkor

0, kilonben;

A(F) = {1’ ha A(F;) = 0 vagy A(F») =1,

ha ' = F| < F5, akkor

A(F) = {1, ha A(F)) = A(Fy) = 0 vagy A(F}) = A(F) = 1,

0, kiilonben.

A kvantorok szemantikajanak megaddsahoz sziikségiink van tetszdleges
A = (A, I,¢) modell olyan médositasara, mely egy = viltozd értékét egy
tetszoleges, de elore rogzitett a € A elembe viszi. Ez a kovetkezo:

Alzsa) = (A, I, '), ahol barmely y valtozora

/( )_ a, hay:z,
PW= ©(y), kiillénben.

Azaz, ¢’ ugyanaz, mint ¢, kivéve, hogy ¢'(z) = a.
Ennek segitségével a kvantorokat igy értelmezziik:
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e ha ' = dxG, akkor

1, ha létezik a € A, melyre A, ,(G) =1,

0, kilonben.

e ha F' = Vx(G, akkor

A(F) = 1, ha barmely a € A-ra Ay, ,(G) = 1;
B 0, kilonben.

Ezutan mar a fenti képletek segitségével minden F formuldra, annak
felépitése szerinti indukciéval haladva, meg tudjuk hatdrozni A(F)-et.
Amennyiben A(F) = 1, azt mondjuk, hogy az F formula igaz az A mo-
dellben, masképp fogalmazva A modellje F-nek.
Nyilvanvald, hogy az (elsérendii) formuldk értéke fiigg attol, hogy melyik
modellben tekintjiik 6ket. Ugyanaz a formula méas-mas modellben mas-
masképpen értékelodhet ki.
Példaul a

Vedy(x +y < x)

formula igaz, ha a modellben az alaphalmaz a valés szamok halmaza(R),
hiszen y lehet negativ. Viszont hamis, ha a modellben az alaphalmaz a
természetes szdmok halmaza (N) hiszen ekkor y nem lehet negativ. Per-
sze ez csak akkor igaz, ha a fenti két modellben a ”+" fliiggvényszimbd6lum
a szokasos Osszeadas fliggvény és a ”<” predikdtumszimbdélum a szokasos
rendezés. Amennyiben a 747 szimbdlum interpretdcidja a szorzas és a 7 <”
interpretacidja a kisebb vagy egyenl6 relacié, akkor a formula igaz mindkét
modellben.

Az itéletkalkulust, a predikatumkalkulus specidlis eseteként ugy kaphatjuk
meg, hogy kikotjik, hogy minden predikatumszimboélum 0-valtozos legyen.
Ekkor az elsérendii valtozok, fiiggvényszimbolumok és a kvantorok felesle-
gessé valnak, elhagyhatjuk oket. A modell pedig a predikatumszimbdélumok
konstans 0, vagy 1 értékének meghatarozasara redukalédik. Ezért a
(0-véaltozds) predikatumszimbdélumokat itéletvdltozdknak is hivjuk, a mo-
dellt pedig wdltozohozzdrendelésként vagy kiértékelésként is emlitjik. Az
itéletkalkulus egy modellje theat egy A : Var — {0,1} leképezésként ad-
haté meg, ahol most Var = {p, q,r,...} az itéletvaltozdk halmaza.

Fontos szemantikai alapfogalmak még az alabbiak. Egy formulat
kielégithetének neveziink, ha van modellje. Egy formula tautoldgia (més
néven azonosan igaz formula vagy logikai térvény), ha minden modellben
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igaz. Amennyiben egy F' formula tautoldgia, a = F' jelolést is hasznajuk.
Egy formula kielégithetetlen, ha egyetlen modellben sem igaz.

Formulak egy ¥ halmazat akkor nevezziik kielégithetonek, ha létezik olyan
modell, mely egyszerre a halmaz minden elemét igazza teszi, azaz van
olyan A modell, hogy minden F € Y-ra A | F teljesil. Példaul
a {Vz—p(z),3zp(xr)} halmaz kielégithetetlen, annak ellenére, hogy elemei
kiilon-kiilon kielégithetok. Kielégithetoség szempontjabol gyakran célszerti,
ha a ¥ halmazra dgy tekintiink, mint axiémak halmazara, melyek mind-
egyikének teljestilnie kell a vizsgalt modellekben.

Feladatok

2.1. Feladat. Az aldabbi A = (A, ) struktirdk koziill melyik modellje a
JxIy3Iz(p(x,y) A p(z,y) A p(x, z) A —p(z,x)) formuldnak?

a) A=1{0,1,2,...}(= Ny), minden m,n € Ny-ra I(p)(m,n) = 1 akkor és
csak akkor, ha m < n.

b) A = Ny, minden m,n € Ny-ra I(p)(m,n) = 1 akkor és csak akkor, ha
n=m+ 1.

c) A ="P(Ny), minden Hy, Hy C Ny-ra I(p)(Hy, Hy) = 1 akkor és csak
akkor, ha H; C H,.
2.1. Feladat megoldasa.

a) Modellje. Alzs1,y3,22) modellje a formula magjanak, hiszen ekkor

plx) =1<p(y)=3,0(z) =2<p(y) =3 p(x)=1<p(z)=2,de
nem p(z) =2 < p(z) =1.

b) Nem modellje. z+1=1y,z+1 =1y, x+1 = z egyszerre nem teljesiilhet.

c) Modellje. Aps1},411,2,3},2+{1,2)) modellje a formula magjénak.

2.2. Feladat. Minden formulahoz adjunk meg egy olyan strukturat, amely
modellje és egy olyat, amely nem modellje a formulanak!

a) I'=VaVyp(z,y, f(2));

b) F =VaVy((p(x,y) Aply,z)) = © =y);
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c)

F=VY23y(f(y) = v N =32(f(2) = 2 A=y = 2)))-

2.2. Feladat megoldasa.

a)

Legyen mondjuk A; = (N, I, ¢), ahol
1, haa+b>c
. 3 . ) - _
](p) : N+ - {07 1}7 [<p)(a7 bv C) - { 0’ kiil('jnben, (vau b,C S N—l—
ra)
I(f): Ny = N, I(f)(t) :=t+1, (Vt € N;-ra)
©(z) = 1, kiilénben ¢ tetszoleges.

Ekkor VaVyp(z,y, f(2)) = ,,VaVy € Ni-trax +y > 1+ 17 igaz, azaz
A, EF.

De, ha Ay = (N4, I, ¢') ugyanaz a modell mint Ay, kivéve, hogy ¢'(z) =
13, akkor ,VaVy € Ni-ra z +y > 13 + 1”7 nem igaz. Ezért A, £~ F,
azaz Ay nem modellje F-nek.

A formula a p-hez rendelt relacié antiszimmetrikus tulajdonsagat fe-

jezi ki. Ay = (Z,1,¢), ahol I(p) : Z*> — {0,1}, I(p)(a,b) =
lhaa<b ) , "

{ 0 kiilsnben modellje a formulanak, Va, b € Z-re, tetszoleges p-re.

De Ay = (P(Ny), I, ¢), ahol I(p) : P(Ny) x P(Ny) — {0,1},

[ 1 haAnB#10 .
I(p)(A, B) = { 0 killsnben . VA, B € P(Ny)-ra, ¢ tetszoleges.

Nem modellje a formulanak.

Az
F=Va3y(f(y) =z A-32(f(2) =2 A~y = 2)))

formula azt fejezik ki, hogy az f fiiggvény bijektiv fiiggvény, azaz
sziirjektiv (= minden elem képpé valik) és injektiv (=kiilénbozd ele-
mek képe is kiilénbozo).

Ezért egy modell akkor és csak akkor elégiti ki az F' formulat, ha benne
az f fliggvényt bijektiv fiiggvénynek interpretaljuk. Ha példaul A a
sik pontjainak a halmaza, f interpretdacidja pedig egy adott egyenesre
valé tiikkrozés, akkor a formula egy modelljéhez jutunk. Ha azonban
f interpretaciéja egy adott egyenesre valé projekci6 (vetités), akkor a
struktira nem modellje a formuldnak.
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2.3. Feladat. Egyenloséges logikdban a predikatumszimboélumok kozott
szerepel az = jel, melynek intrepretaciéja mindig az az objektumok halmazan
értelmezett egyenl6ség relacié. Adjunk meg olyan egyenléséges elsorendii
kielégithet6 formulat, melynek. ..

a) ...minden modellje egyelemii.

b) ...minden modellje legfeljebb kételemii.

(oW

.. minden modellje legalabb kételemti, és nincs benne egyenléség.

)

)
)
¢) ...minden modellje legaldbb kételem1i.
)
) ...minden modellje legaldbb haromelemii.
)

f) ...minden modellje legalabb haromelemt, és nincs benne egyenléség.

2.3. Feladat megoldasa.
a) VaVy(r = y), vagy Vz(z = ¢), ahol ¢ konstans.
VaVyVz((e = y) V (z = 2) V (y = 2)), vagy Va((z = ¢) V (z = d)).

)
) (
¢) Jzdy~(z =y), vagy —(c =d).
) a3y (p(x) A —p(y)) vagy p(c) A —p(c).
e) JryIz(—(x =y) A -(x =2) A= (y = 2)).
) FzFyIz(p(x) A —p(y) A —w(z) Aqly) A —q(2)).

2.4. Feladat. Adjunk meg olyan elsérendti formulat, melynek pontosan
akkor modellje egy A struktira, ha benne a p bindris predikdtum inter-
pretacioja. . .

a) ...reflexiv.

=3

.. irreflexiv.
d) ...szimmetrikus.

.. aszimmetrikus.

)
)
c) ...tranzitiv.
)
e)
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.. antiszimmetrikus.

.. ekvivalenciarelécid.

)
)

h) ...parcidlis rendezés.
) ...szigoru parcialis rendezés.
) ...teljes rendezés.

)

..szigoru teljes rendezés.

2.4. Feladat megoldasa. A p binér relacié

a) ...reflexiv: Vap(z, x).

o

.. irreflexiv: Va—p(x,x).

c) ...tranzitiv: YaVyVz[(p(z,y) A ply, 2)) — p(z, 2)].

(o9

@

.. aszimmetrikus: VaVy—[p(x,y) A p(y, x)].

f

)

)

)

) ... szimmetrikus: VaVylp(z,y) — ply, ).

)

) ... antiszimmetrikus: VaVy[(p(z,y) A ply, 2)) — (y = 2)].
)

... ekvivalenciarelacié: reflexiv + szimmetrikus + tranzitiv: Vap(z, x)A
Vavy[p(z, y) = ply, ©)] AVavyVz((p(z,y) Ap(y, 2)) = p(z, 2)].

g

h) ...parcidlis rendezés: reflexiv + antiszimmetrikus + tranzitiv:
vap(z, x) AVayl(p(e,y) A ply,x)) = (y = 2)] A Vavyvz((p(z, y) A
p(y, 2)) = p(z, )]

i) ...szigord parcidlis rendezés: irrreflexiv + tranzitiv: Va—p(x,z) A
VavyVz{(p(z,y) A p(y, 2)) = p(z, 2));
Vagy az el6bbivel ekvivalens médon, szigoru parcidlis rendezés: aszim-
metrikus + tranzitiv: VaVylp(z,y) — —p(y,z)] A VaVyVz[(p(x,y) A
Py, 2)) = p(z, 2)};
Konnyen lathato, hogy a két definicié egymassal ekvivalens. Ugyanis
tegyiik fel, hogy p tranzitiv. Ekkor, ha p irreflexiv, vagyis Vx—p(x, z),
akkor sziikségképpen aszimmetrikus is, hiszen, ha az aszimmetria,
vagyis VaVy[p(x,y) — —p(y,x)] nem éllna fenn, akkor ez azt jelen-
tené, hogy valamely z-re és y-ra, p(z,y) és p(y,x) is igaz lenne, mert
az implikacio csak tugy lehet hamis, ha elotagja igaz, utétagja viszont
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)

k)

hamis. Ekkor azonban a tranzitivitds miatt p(z,y) és p(y, z)-bol azt
kapnank, hogy p(z,x), ami ellentmondana az irreflexivitasnak. Ezért
az elsd definicid teljesiilése esetén igaz a masodik is.

Hasonléan, amennyiben a p relacié aszimmetrikus, azaz VaVy([p(x,y) —
—p(y, )], akkor ebbe a képletbe y helyére z-et helyettesitve azt kap-
juk, hogy Vz[p(z,x) — —p(z,z)]. Ez utébbi viszont csak akkor lehet
igaz, ha p(z,r) mindig hamis, vagyis a p irreflexiv relaci6. Ezért, ha a
masodik definici6 igaz a p relaciora, akkor az elsé is igaz.

... teljes rendezés: parcidlis rendezés + dichotém (=barmely két eleme
Osszehasonlithatd): Vap(z, z) A VaVy|(p(z,y) A p(y,z)) = (y = z)] A
VaVyvz((p(z, y) Ap(y, 2)) = p(x, 2)] AVaVy(p(z,y) V ply, ©)).

...szigoru teljes rendezés: szigori parcidlis rendezés + tri-
chotém(=bédrmely két eleme egyenld vagy Osszehasonlithatd):

Va—p(z, ) AVaVyVz[(p(z, y) Ap(y, 2)) = p(z, 2)] AVaVy(p(z,y) V (z =
y) Vv py, x)).

2.5. Feladat. Adjunk meg olyan elsorendti formulat, melynek pontosan
akkor modellje egy A struktira, ha benne a binaris f fliggvényszimbdlum

interpretacioja. . .
a) ...kommutativ.
b) ...asszociativ.
.idempotens.

o,

)

f

)

)
c) ..

)

)

)

.. kancellativ (balrél és jobbrdl).
..rendelkezik (jobb és baloldali) egységelemmel.

..rendelkezik (jobb és baloldali) zéruselemmel.

2.5. Feladat megoldasa.

a)
b)

c)

... kommutativ: VaVy[f(z,vy) = f(y, z)].

...asszociativ: VaVyVz[f(f(x,y), z) = f(x, f(y, 2))].

...idempotens: Vz[f(z,z) = z]
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d) ...kancellativ (balrdl és jobbrdl): VaVyVz[(f(z,y) = f(x,2)) — (y =
2] AVVyV((f(y, 2) = f(z, 7)) = (y = 2)].

e) ...rendelkezik (jobb és baloldali) egységelemmel: FeVz[(f(e,x) = z) A
(f(z,e) = z)].

f) ...rendelkezik (jobb és baloldali) zéruselemmel: InVz[(f(n,z) =n) A
(f(z,n) = n)].

A tulajdonsagokat konnyebb megjegyezni, ha a fentiekkel ellentétben a
bindris miiveletet infix médon jeloljiik, azaz példdul *(z,y) helyett z * y-t
irunk. Ekkor

a) * kommutativ: VaVylr xy = y x x].

)
b) * asszociativ: VaVyVz[(z xy) * 2 = z * (y * 2)].
¢) * idempotens: Vz[(z * z) = x]

)

d) = kancellativ (balrdl és jobbrdl): VaVyVz[(x xy =z 2) = (y = 2)] A
VaVyVz[(yxx = zxx) — (y = 2)].

e) * rendelkezik (jobb és baloldali) egységelemmel:
deVzl(exx =) A (xxe = z)].

f) = rendelkezik (jobb és baloldali) zéruselemmel:
InVa[(nxx =n) A (xxn=mn).

2.6. Feladat. Adjunk meg olyan elsérendli formuldt, melynek pontosan
akkor modellje egy A struktira, ha benne az unéris f fiiggvényjel inter-
pretacioja. . .

a) ...szirjektiv.
b) ...injektiv.

c) ...bijektiv.

2.6. Feladat megoldasa.
a) f szirjektiv = minden elem képpé vélik: Vy3z[f(x) = y].

b) f injektiv = kiilonb6z6 elemek képe is kiilonbozo:

VaVy[=(z = y) = ~(f(z) = f(y)] = Vavy[(f(z) = f(y)) = (z = y)].
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c) f bijektiv = injektiv + sziirjektiv:
Vay[(f(z) = f(y) = (z = y)] A Vy3z[f(z) = y].

2.7. Feladat. Legyen A= (A, 1),
Fr=Var-p(z,z) N\VaVyV((p(z, y) Ap(y, 2)) = plz, 2))
és A= F.

Tartalmazhat-e az I(p) relaci6 grafja az A halmazon kort? A vélaszt indo-
koljuk! (Az I(p) relaci6 grafjaban a csiicsok A elemei és tetszoleges a, b € A
esetén a-bdl b-be pontosan akkor vezet él, ha I(p)(a,b) igaz.)

2.7. Feladat megoldasa. (Vézlat.)

Indirekt médon igazolhaté. Ha aq,aq, ..., a, = a; kor lenne I(p) grafjaban,
akkor a tranzitivitds tobbszori felhasznélasaval azt kapnank, hogy I(p)(ay, a;)
is teljesiil, ellentmondva F-nek.

2.8. Feladat. Adjunk meg olyan kielégithet6 formulat, amelynek minden
modellje végtelen!

2.8. Feladat megoldasa. Néhany lehetséges megoldas:

e A modellben szerepel egy f egyvéltozds fiiggvény, mely injektiv, de nem
sziirjektiv, ilyen fiiggvény ugyanis véges halmaz felett nem létezhet.
Formulaval kifejezve:

Vavy(f(z) = f(y) =« = y) A =VyIa(f(z) = y)
o Az el6z6 feladat F' formuldjdhoz még adjuk hozza, hogy AVxIyp(z,y)

o Az el6z6 feladat F' formuldjdhoz még adjuk hozza, hogy AVap(z, f(x))
e Lasd a 2.22. feladatot.

2.9. Feladat. Igazoljuk csak a szemantika definiciéjat felhasznalva, hogy
az alabbi formulak kielégithetetlenek:

a) JxVy(p(x,y) <> —p(y,y)) (Russell-paradoxon);
b) Jxp(x) A Ve—p(x);
c) Vap(z) AVy(p(f(y)) — a(y)) A Fz—q(z).
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2.9. Feladat megoldasa.

a)

Indirekt médon tegyiik fel, hogy valamely A = (A, I) modellre
A = vy (p(z,y) < —p(y,y))

& JdacA: Apng E Vy(p(z,y) < —p(y,y))

S 3Jac AVbe A Apayon F (0(z,y) < —p(y,y))

& Ja€ AVbEA: Apsayn)(P(2,Y)) # Apposaysn (P(Y, ¥))

< dae AVbe A:I(p)(a,b) # I(p)(b,b)

= Ez b = a valasztas esetén: I(p)(a,a) # I1(p)(a,a) ellentmondas.
Indirekt médon tegyiik fel, hogy valamely A = (A, I) modellre

A |= 3ap(z) AVe—p(x)

SdacA: Apg Ep(x) ésVbe A Ay = —p(2)

S daeA:I(p)a)=1ésVbe A:I(p)(b) =0

De ez b = a valasztas esetén ellentmondas.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy valamely A = (A, I) modellre A |=
Vap(x) AVy(p(f(y) = a(y)) A Fz=q(2)
~

Va € A:I(p)(a)=1, .
Vboe A:I(p)(L(f)(b)) =1 esetén I(q)(b) =1 és (2.2)
dee A:I(q)(c) =0. (2.3)

Vegyiik észre, hogy (1) miatt (2)-ben az I(p)(L(f)(b)) =1 feltétel min-
dig teljesiil, hiszen I(f)(b) vélaszthat6 a-nak (1)-ben.

Igy (1)-bél és (2)-bol kapjuk, hogy
Vbe A:1(q)(b) =1, (4)

Ez azonban ellentmond (3)-nak.

2.10. Feladat.

Dontsiik el, hogy az aldbbi formuldk melyik kategdridba esnek: A) tau-
tolégidk, B) nem tautolégidk, de kielégitheték, C) kielégithetetlenek. Ezeket
a kategoéridkat a 2.1. dbra szemlélteti. Vegyiik észre, hogy a szaggatott vonal
mentén az abra ,,szimmetrikus a tagadasra”, azaz barmely formula tagadédsa
a formula helyének szaggatott vonalra vett tiikorképén talalhaté.
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|
Kielégitheté, de nem
tautolégig formuldk

Kielégithetetlen

Tautolégidk
formulak

2.1. dbra. A formuldk csoportositasa modelljeik szama szerint

a) 3zp(r) V —Jzp(v);
b) p(z) A =p(y);

c (x) = —Jzp(x);

Vap
d) Vap(z) — —3w-p(z);
Va3yr(z,y) — Javyr(z, y);
Jx(p(z) V q(z)) — Jap(z) V Jzq(2);

)
)
)
)
)
) )
g) Vo (p(x) Vq(x)) = Yyp(y) V Vzq(2);
) (
i) )
i)
)
)

e

f

h) =[Va(p(z) A q(z)) = (Vep(z) AVzq(z))];
i) Vap(z) = qly) < Va[p(z) = q(y)];

j) 3aVylr(z,y) < —r(y, y)l;

k) Vady[r(z,y) < —r(y,y));

1) Vap(z) AVy(p(f(y)) — a(y)) A 3z—q(2).

2.10. Feladat megoldasa. a) A; b) B; ¢) B; d) A; e) B; f)A; g)
B; h)C; i)B; j)C; k) B; 1)C.

2.11. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszoleges F' formulédra fennallnak a kovet-
kezok:
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a)
b)
c)

)

d

Ha F kielégithet6, akkor JxF is.
Ha dxF kielégitheto, akkor F' is.
Ha F' tautoldgia, akkor Vz F' is.

Ha Vx F' tautoldgia, akkor F' is.

2.11. Feladat megoldasa.

a)

F akkor és csak akkor elégithetd ki, ha létezik, olyan A = (A, 1, )
modell, melyre A = F. Legyen ekkor a = o(z). Igy nyilvdn, A =
Alza), hiszen ezzel a modellt nem véltoztattuk meg, mert x értéke
véltozatlanul a. Osszefoglalva, Ja € A, melyre Appsa) E F. Ez pedig
pontosan dzF kielégithet6ségének definicidja.

Ha dz F kielégitheto, akkor definicié szerint 1étezik olyan a € A, melyre
Appsa | F. Igy az F-et igazza tevé A, ,q modell 1étezése mar bi-
zonyitja F' kielégithetoségét.

F akkor és csak akkor tautoldgia, ha barmely B modellre B = F. Ez
specidlisan az Osszes A[yq alakd modellre is igaz. Vagyis barmely
A modell esetén, barmely a € A-ra Ay, = F. Ez barmely A mo-
dell esetén definicié szerint azt jelenti, hogy A = VxF, vagyis Vo F is
tautoldgia.

Tegyiik fel, hogy VzF tautolégia, azaz barmely A = (A, I, ) mo-
dell és Va € A esetén Apq = F. Vegyiik észre, hogy tetszoleges
B = (B,I',¢') modell el6all Ay, alakban is, ha az A = (4,1, ¢)
modellt tgy valasztjuk meg, hogy A= B, I =1', o = ¢' és a = ¢'(x)
teljesiiljon. fgy, mivel minden modellre B = F', valéban F' is tautologia.

2.12. Feladat. Kielégithetok-e az alabbi formulahalmazok?

a) {p,q,p = r,—r};

b)

{p1V p2,7p2V =3, p3 V Da, 7 ps V s, . .}

2.12. Feladat megoldasa.

a) Nem. Ha az els6 kett és az utolsé formula igaz egy A modellben, akkor

szitkségképpen A(p) = A(q) = 1 és A(r) = 0, de ekkor az implikécid
definiciéja miatt A = p — 7.
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1 ha i paratlan

0 ha i péros (vagy forditva).

b) Igen. Legyen példédul A(p;) = {

2.13. Feladat. Adjunk példat olyan harom elemt I' formulahal-
mazra, amely kielégithetetlen, de minden két elemii részhalmaza kielégitheto!
Altalanositsuk a példat n elemi halmazra is!

2.13. Feladat megoldasa. Egy lehetséges megoldas:

['= {p1 <> p2,p2 <> p3,p3 < —P1}.

Altalanositdsa n elemi formulahalmazra:

I'={p1 < p2,p2 > P3, ..., Dn—1 <> Pny Do <> D1}

Konnyen lathato, hogy ezek a I' halmazok a feladat feltételeinek megfelelnek.

2.14. Feladat. Legyen

Fy = Va3y p(z,y),
F2 = Elyvx _‘p(fﬁ,y),

Fy = vy¥ao¥as (((p(ay) Ap(as,y) = (o1 = 22) ).

Igazoljuk, hogy {F}, F,, F3} kielégithetd, de nincs véges modellje!

2.14. Feladat megoldasa. A harom formuldanak egy kozos modellje a
nemnegativ egész szamok halmaza, A = (N, I), melyben a p(x,y)-t az ,y
eggyel nagyobb mint 2”7 reldciénak értelmezziik, vagyis

I(p)(a,b) =1 <= b=a+1, barmely a,b € N, esetén.

Valéban ebben a modellben az elsé formula azt allitja, hogy minden nem-
negativ egész szamnal van eggyel nagyobb. A masodik szerint létezik olyan
y, mégpedig a 0, mely semminél sem eggyel nagyobb. A harmadik szerint
pedig, ha x; és xy rakovetkezOje ugyanaz az y, akkor x; = z5. Konnyen
lathato tehat, hogy ez a modell kielégiti mindharom formulat.

Azt, hogy a harom formuldnak nincs k6zos véges modellje, indirekt médon
bizonyithatjuk. Tegyiik fel, hogy egy F; A Fy A F3-at kielégité modellben
csak véges sok, mondjuk n elem van. F} igazsdga miatt minden z-hez létezik
(legalédbb egy) olyan y, mellyel z a p reldcié szerint relaciéban all. Vélasszunk
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minden x-hez egy ilyen y-t és nevezzilk azt az x elem p-szerinti rdkovet-
kezOjének. Fj alapjan azt is megdallapithatjuk, hogy minden y csak egyetlen
x rékovetkezdje lehet, ezért az n elemnek n kiilonbozo p szerinti rédkovet-
kezbje kell, hogy legyen. De ekkor F5 méar nem lehet igaz, mert F; azt allitja,
hogy van olyan y, mely nem rakovetkezoje egyetlen elemnek sem, nem lehet
tehat mind az n elem valaminek a rdkovetkezoje. Mindharom formula tehat
nem lehet igaz egyetlen véges modellben sem.

2.15. Feladat. Igazoljuk csak a szemantika definicidjat felhasznélva, hogy
az alabbi formulahalmaz kielégithetetlen:

vy (q(y)
‘v’y (’f’(y) S y))>
32(p(f(2)) A s(£(2))) }

2.15. Feladat megoldasa. Jelolje a ¥ halmaz 4 formuldjat a feliras sor-
rendjében Fy, F,, F3 és F;. Indirekt dton tegyiik fel, hogy létezik olyan
A = (A, I) modell, mely e négy formula mindegyikét igazza teszi. Ek-
kor A = Fy miatt 3a € A: Apeg = (p(f(2) A s(f(2))). Ez azt jelenti,
hogy p(f(a)) = 1és 3(f(a)) = 1, ahol § a p predikdtum, f pedig az f
fiiggvényszimbolum interpretacidja az A modellben. Legyen a tovabbiakban
b= f(a). Tudjuk tehat, hogy

p(b) =1és 5(b) =1, (2.4)
fgy az I formulabol x = b valasztassal azt kapjuk, hogy

G(b) = 1 vagy 7(b) = 1, (2.5)

ahol természetesen ¢ és 7 a nekik megfelel predikdatumszimbdélumok inter-
pretacidja a modellben. Ha most ¢(b) = 1, akkor az F; formula igazsiga
miatt —8(b) = 1, vagyis §(b) = 0. Ez azonban ellentmond (2.4)-nek.
Hasonléan, ha (2.5)-ben ¢(b) = 1 helyett 7(b) = 1 teljesiil, akkor Fj3-bdl
kapjuk, hogy §(b) = 0, ami szintén ellentmondaés.

Mindenképpen ellentmondasra jutottunk, ezért az indirekt feltételezéssel el-
lentétben a 3 formulahalmaz kielégithetetlen.

2.16. Feladat. Igaz-e, hogy
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a) ...ha F' — G tautolégia és F' tautoldgia, akkor G is tautologia;
b) ...ha F — G kielégithetd és F kielégithetd, akkor G is kielégithet&?

A valaszt indokoljuk!
2.16. Feladat megoldasa.

a) Igaz. Indirekt médon:
Ha G nem tautolégia, akkor 3.A modell, melyre A(G) = 0.
Ekkor A(F — G) = 0, mert A(F) = 1, hiszen F tautoldgia, és méar
tudjuk, hogy A(G) = 0.

De ez ellentmond annak, hogy F' — G tautologia.

b) Nem igaz.

Példaul F' = p és G =] valasztassal ennek a résznek az allitdsa nem
teljesiil: p és p —| kielégitheto, ellenben | nyilvan nem az.

A feladat a) részével szemben itt p és p —| két kiilonbéz6 modellben
igaz. fgy nem hasznélhatjuk az implikacié értelmezését, hogy az eldtag
igazsagabdl az utotag igazsigéara kovetkeztessiink, mint az a) részben,
ahol a tautolégidk minden modellben igazak.

2.17. Feladat. Legyenek F' és G az itéletkalkulus formuldi. Tegyiik fel,
hogy = (F' — G), tovdbba, hogy F-nek és G-nek nincs kozds itéletvaltozdja.
Mutassuk, meg, hogy ekkor F' kielégithetetlen vagy G tautolégia! Mutassuk
meg, hogy a bizonyitashoz sziikséges feltenni, hogy ne legyen F-nek és G-nek
kozos itéletvaltozojal

2.17. Feladat megoldésa. Tudjuk, hogy = F — G g} VA
Var — {0, 1} kiértékelésre A(F — G) = 1 & VA kiértékelésre (A(F) =
0 vagy A(G) = 1). Ekkor két eset lehetséges:

I. Ha most minden A kiértékelésre A(F') = 0, akkor F kielégithetetlen,
és a feladat igazolasaval kész vagyunk.

II. Kiilonben van olyan A’ kiértékelés, hogy A'(F) # 0. Ekkor meg kell
mutatnunk, hogy G tautoldgia.
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Ennek beldtésdhoz vegyiink egy tetszOleges A kiértékelést. Mivel F-nek és G-
nek nincs kozos itéletvaltozoja, készithetiink egy olyan B kiértékelést, melyre

[ A'(pi), hap; € Var(F)
Ble) = { A(pi), hap; € Var(G)

Ekkor B(F — G) = 1, mert F' — G tautoldgia, de B(F) = A'(F) = 1, mert
B és A" az F itéletvaltozéin megegyezik. Ezért az implikdcié értelmezése
miatt biztos, hogy B(G) = 1 kell hogy teljesiiljon.

Mivel A és B pedig G {téletvaltozdin azonos, azt kapjuk, hogy fl(G) =
B(G) = 1. Mivel ez tetsz8leges A kiértékelésre teljesiil, belattuk, hogy G
tautologia.

Végiil megmutatjuk, hogy a ,nincs kozos itéletvaltozdjuk” feltétel valéban
szitkséges. Példaul, ' = p A q,G = p esetén = F — G teljesill, de F
kielégithet6 és G nem tautolégia.

2.18. Feladat. Az alabbi formulak koziil melyek tautologiak? Allitdsunkat
igazoljuk!

a) ~(p(z) Ap(y)) = (—p(x) V —p(y)).
b) VaVyVz(p(x,x) A (p(z, 2) — (p(z,y) V p(y, 2)))) — WV2p(y, 2).

c¢) vy ((p(z,y) A —ply,x)) = (p(z,7) < p(y,v)))-

2.18. Feladat megoldasa.

a) Tautoldgia.

~(p(x) Ap(y)) = (=p(z)V=p(y)) = (=p(e) V-p(y) = (=p(z) vV -p(y))
a negaciora és konjunkciora vonatkozo De-Morgan azonossag alapjan.

b) Nem tautolégia.

Vegyiik példaul az egész szamok halmazat, és legyen p interpretaciéja
a kisebb vagy egyenl6 reldcié. Ekkor nyilvanval6, hogy Vap(z, x) igaz.
Nem nehéz ldtni, hogy VaVyVz(p(x,z) — (p(z,y) V p(y, 2)) is igaz,
hiszen, ha x < z, akkor, amennyiben z < y, akkor x < y, ha viszont z >
y, akkor y < z teljesiil. Mindezek ellenére nem igaz, hogy JyVzp(y, 2),
mert Z-nek nincs legkisebb eleme.

¢) Nem tautoldgia.
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Példdul a koévetkez6 modellben nem igaz: A = (A, I), ahol A =
{0,1,2,3} ésp:=1I(p) : Ax A— {0,1} a kovetkezd:

5z, y) = 1, ha (y=x+1 mod 4) vagy (z =y és x paratlan)
PREY) =9 0, kiilonben, ’

minden z,y € {0,...,3}-ra.

Valéban, ekkor barmely z esetén, legyen y = z+1 mod 4. Igy p(z, y) A
—p(y,x) = 1, ezért az implikaci6 el6tagja igaz. De p(z,x) < p(y,y) =
0, ezért az implikacié utétagja hamis. Mivel minden x értékhez létezik
ilyen y valasztas, Osszességében az egész formula hamis.
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3. fejezet

Logikai kovetkezmények,
ekvivalenciak

Elméleti osszefoglalé

A szemantika 4 alapfogalma kozil kettot, a formulak és formulahalmazok
kielégithetdségét és a tautologidk definicidjat az elézd fejezet végén mar is-
mertettiik. A masik két fontos fogalom, nevezetesen a logikai kévetkezmény
és a formulak ekvivalencidjinak bevezetése, most kovetkezik.

Legyen ¥ egy formulahalmaz, ekkor ¥ modelljeinek a halmaza legyen

Mod(E) = {A | A = %}

Egy ¥ formulahalmaznak logikai kovetkezménye egy F' formula, ha > minden
modellje modellje F-nek is. Jelolése: ¥ = F. Roviden:

S EF < Mod(X) C Mod(F).

Azt mondjuk, hogy az F' és G formula ekvivalens, ha F' pontosan ugyanazok-
ban a modellekben igaz, mint G. Jele: F' = G. Roviden:

F=G & Mod(F)= Mod(G).

Az ekvivalencia (=) tehdt a formuldk halmazén értelmezett reldcié, fontos,
hogy ne tévessziik Ossze az elvivalencia logikai miivelettel (+), és a szdve-
ges megfogalmazasokban két allitas kozotti ,,akkor és csak akkor” viszonyt
kifejezd < roviditéssel.

E négy szemantikai alapfogalom kozott szoros kapcsolat van.  Mind-
egyik visszavezethetd a kielégithetGségre, mert barmely F' (els6rendli vagy
zérusrendii) formuldra igazak az aldbbi Osszefliggések. Ezek a fogalmak de-
finicigjabdl kozvetlentil levezethetdk, néhany koziiliik a feladatokban is sze-
repel.

34



e | F, azaz tautolégia < —F kielégithetetlen;
o F=G & EF + G<e ~(F + Q) kielégithetetlen;
o ¥ | F & Y U{-F} kielégithetetlen.

Ezért elegend6 csupan a kielégithetdség-kielégithetetlenség kérdés eldontésére
algoritmust adnunk ahhoz, hogy a masik harom fogalomhoz tartozo tulaj-
donsagokat eldontsiik. A kielégithetetlenség sokszor indirekt moédon igazol-
hato, és kielégithetetlenség igazolasara alkalmas modszer lesz a késébb is-
mertetendo rezolucio.

Feladatok

3.1. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszéleges F, G, H formulédkra fennallnak a
kovetkezok:

a) Ha = F — G, akkor F = G.

b) Ha F = G, akkor = F — G.

c) Ha F =/, akkor F' kielégithetetlen.

d) Ha F kielégithetetlen, akkor F' |=].

e) Ha T F, akkor F' tautolégia.

f) Ha F tautoldgia, akkor 1= F.

g) Ha F' |= G és G kielégithetetlen, akkor F' is.
h) Ha F' |= G és F tautolégia, akkor G is.

i) Ho F =G és G = H, akkor F' = H.

j) Ho FI=G és F |= H, akkor F' =G A H.
k) Ha F |= G és F kielégithetd, akkor G is.

m) Ha F = (G — H), akkor (FAG) = H.

)
)
1) Ha (FAG) = H, akkor F |= (G — H).
)
n) FEJoF.

o) VaF = F.
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D)

q)

Ha | F, akkor () = F.
Ha () = F, akkor = F.

3.1. Feladat megoldasa. Az alabbi bizonyitasok egy-egy specialis gondo-
latmenetet kovetnek, szamos mas megoldas is létezik, példaul a definiciok
masféle kifejtése szerint vagy indirekt médon okoskodva.

a)

d)
)

f)
g)

Definicié szerint = F' — G azt jelenti, hogy VA modellre A(F — G) =
1. Ez az implikacié értelmezése szerint annyit tesz, hogy VA modellre,
ha A(F) = 1, akkor A(G) = 1. Ez utébbi viszont pontosan F' = G
definicidja.

Végezziik az el6z0 rész bizonyitasi lépéseit forditott sorrendben!

F' =] pontosan akkor teljesiil, ha Mod(F) C Mod({). De | azonosan
hamis, ezért Mod(}) = 0. Igy Mod(F) = (), ami pontosan azt jelenti,
hogy F kielégithetetlen.

Végezziik az el6z6 rész bizonyitési 1épéseit forditott sorrendben!

TE F, azt jelenti, hogy VA modellre, ha A =1, akkor A = F. De 1
azonosan igaz, ezért A =1 minden A modellre teljesiil, igy A = F is
igaz minden A modellre, vagyis F' tautologia.

Végezziik az el6z6 rész bizonyitési 1épéseit forditott sorrendben!

F | G akkor és csak akkor, ha Mod(F) C Mod(G). Mivel viszont G
kielégithetetlen, azért Mod(G) = (). Ezért szitkségképpen Mod(F') = ()
is teljesiil, vagyis F' is kielégithetetlen.

Ha F' = G, akkor Mod(F) C Mod(G). Mivel viszont F' tautolégia,
Mod(F) az Osszes modell halmaza, ezért Mod(G) is az Osszes modell
halmaza, vagyis G is tautologia.

A logikai kovetkezmény modellek halmazaval felirt definicidjat
haszndlva, Mod(F) € Mod(G) és Mod(G) € Mod(H) valéban maga
utédn vonja Mod(F') C Mod(H)-t.

A konjunkcié értelmezése miatt G A H modelljeinek halmaza pontosan
G és H kozos modelljeibdl all, azaz Mod(G A H) = Mod(G) N Mod(H).
Ezt felhaszndlva Mod(F) C Mod(G) és Mod(F') C Mod(H)-bdl mar
konnyen ldthatd, hogy Mod(F') € Mod(G) N Mod(H) = Mod(G A H),
mely pontosan azt jelenti, hogy F' =G A H.
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k)

0)

D)

q)

F E G értelmében F minden modellje G-nek is modellje. Viszont,
mivel F' kielégithetd, F-nek van modellje. Ezért az G-nek is modellje,
tehdt G is kielégitheto.

Ha (FANG) E H, akkor F' = (G — H). Megmutatjuk, hogy
Mod(F) € Mod(G — H). Ehhez vegyiink egy tetszbleges A mo-
dellt, melyre A(F) = 1. Ha most A(G) = 0, akkor A(G — H) = 1,
mert ha az elotagja hamis, az implikacié biztosan igaz. Ha viszont
A(G) = 1, akkor (F A G) | H miatt azt kapjuk, hogy A(H) = 1,
és ekkor is A(G — H) = 1, mert ha az utdtagja igaz, az implikécié
szintén biztosan igaz.

Bizonyitsuk ezt indirekt médon. Ha (F' A G) = H nem teljesiil, akkor
létezik olyan A modell, melyre A(F) =1, A(G) =1, de A(H) = 0.
Am ekkor ebben a modellben A(F) =1, de A(G — H) = 0 (mert igaz
el6tagbdl hamis utétag nem kovetkezik), ami ellentmond annak, hogy

FE(G— H).

Legyen A = (A, I, ) egy tetszbleges modell, melyre A(F) = 1, Ekkor
a = ¢(x) valasztassal A, ., = A = F alapjan lathatjuk, hogy a 3
kvantor definicigjaban megkovetelt feltétel teljesiil, ezért A = JzF is
igaz.

Az eléz6 részhez hasonléan, kozvetleniil a definicidk kifejtésével bi-
zonyithato.

Ha = F, akkor Mod(F') az 6sszes modell halmaza, Mod(()) pedig min-
dig az 6sszes modell halmaza, ezért Mod () C Mod(F'), mely azt jelenti,
hogy 0 |= F.

Az €el6z6 részhez hasonléan bizonyithato.

3.2. Feladat.
Legyen I' és A két formulahalmaz, és F' és G legyenek formuldk. Bizonyitsuk
be a kovetkezdket!

a)
b)
c)
d)

HaT'| F ésT'C A, akkor A = F;

MU {F} = G akkor és csak akkor, ha I' = F' — G.
HaTU{-F} =G é& T U{-F} =G, akkor I' |= I
HaTU{F} E H éTU{G} | H, akkor 'U{F VvV G} = H;
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)

Hal' = F és A = —F, akkor I' U A kielégithetetlen.

3.2. Feladat megoldasa.

a)

b)

Trivialis. Ha A minden formulaja igaz, akkor I'-é is. Ezért, barmely A
modellre, ha A = A, akkor I' = F' miatt A = F, ami éppen A | F
definicidja.

A sziikségesség bizonyitdsa (baloldalbdl kovetkezik a jobboldal):
Tegyiik fel, hogy I' U {F'} = G, meg kell mutatnunk, hogy ekkor
e F—G.

Ez utébbit definicié szerint igazolhatjuk. Tetszéleges A modellre, ha
A E T akkor vagy

Ieset: A(F)=0 = A(F — G)=1, vagy,
IIeset: A(F) =1 = ARETU{F} éigy TU{F} E G miatt

A(G) = 1. Ezért szintén A(F — G) = 1.

Az elégségesség bizonyitisa (jobboldalbdl kovetkezik a baloldal):
Tegyiik fel, hogy I' = F — G, meg kell mutatnunk, hogy ekkor
Fru{r} E=dG.

Ennek beldtdsahoz vegyiink egy tetszOleges A modellt, melyre A =
IF'U{F}. Ez azt jelenti, hogy A =T és A(F) = 1. Mivel A =T,
al' E F — G feltételbdl azt kapjuk, hogy A(F — G) = 1, mely az
implikacié definicidja és A(F') = 1 miatt arra vezet, hogy A(G) = 1,
melyet igazolnunk kellett.

Tudjuk, hogy I' = F' < I' U {—F} kielégithetetlen. Ez ut6bbi allitds
indirekt médon bizonyithatjuk: Tegyiik fel, hogy 'U{—F'} kielégithetd,
azaz létezik olyan A modell, melyre A =T'U {-F'}. Ha most A(G) =
0, akkor I' U {=F'} & G nem teljesiil. Ha viszont A(G) = 1, akkor
I'U{=F} | =G nem teljesiil. Mindenképpen ellentmondésra jutottunk,
ezért I' U {—F'} kielégithetetlen, és ezért I' = F.

Definicié szerint bizonyitva, minden A modellre, ha A =T U{F VvV G}
= AETé&AFVE) =1

= AET és (A(F) =1 vagy A(G) =1)

= (AETé A(F)=1) vagy (AET és A(G) =1).

Mindkét esetben a feltételek miatt A(H) = 1, melyet igazolnunk kel-
lett.
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e) Indirekt uton tegyiik fel, hogy I' U A kielégithetd. Ez azt jelenti, hogy
létezik olyan A modell, melyre A = T' és A = A. Ekkor két eset
lehetséges:

Leset: Ha A(F) =0, akkor I' = I nem teljesiil.
ILeset: Ha A(F) =1, akkor A = =F nem teljestil.

Mindkét eset ellentmond a feltételeknek, ezért I' U A kielégithetetlen,
melyet bizonyitani kellett.

3.3. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszoleges ¥, A, I' formulahalmazokra, va-
lamint F, G, H formuldkra fennéllnak a kovetkezok:

a) Mod(X UA) = Mod(X) N Mod(A).
b) XEAYETD = YEAUL

c) XEA = YEANT.

d) XEAAETDT = X ET.

e) LEA = YUI'EA.

f) Mod(0) = Mod(F) U Mod(—F).

g) Mod(1) = Mod(0).

h) Mod(}) = Mod(F) N Mod(—F).
) = Mod({F, —F'}).

j) {F, F —- G} EG.

)
)
)
)
)
)
)
)
i) Mod({
i)
k) {F,-G — -F} EG.
) {FVG,-FVH}=GVH.
m) Ha X = F, akkor ¥ U {—=F'} kielégithetetlen.
n) Ha X U {—-F} kielégithetetlen, akkor ¥ = F.
o) Ha F = G, akkor E F < G.
)

p) Ha | F < G, akkor F = G.
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q) HaI'U{F — G} |, akkor ' U {=F} =] és T U{G} |=].

3.3. Feladat megoldasa. Az allitdsok az el6zo feladathoz hasonléan kozvet-
leniil a definicidk alapjan vagy indirekt médon bizonyithatdk.

3.4. Feladat. Igazoljuk a kovetkezoket:
a) | reflexiv relacid.
b) [ tranzitiv reldcid.
¢) E nem szimmetrikus reldcid.
d) | nem antiszimmetrikus reldcio.
e) = elérendezés.
= tranzitiv relacio.

f) = reflexiv reldcié.
)

g

h) = szimmetrikus relacié.

1) = nem antiszimmetrikus reléacié.

j) = ekvivalenciarelacio.

A | és = reldcidkat mind a formuldk halmazan, mind a formulahalmazok
halmazan tekinthetjiik.

3.4. Feladat megoldasa. A pozitiv allitasok igazoldsahoz legegyszertibb a
YEA < Mod(X) C Mod(A)

és a
Y=A < Mod(X) = Mod(A)

jellemzésekre, valamint a C és = halmazmiiveletek hasonl6 tulajdonsagaira
hivatkozni. A negativ éllitdsokhoz pedig azt vegyiik észre, hogy Mod(X) =

Mod(A) abban az esetben is teljesiilhet, ha 3 # A.
Részletesebben

a) ¥ = X, mert Mod(X) C Mod(X), hiszen C reflexiv.

b) Koénnyen lathat6, mert C tranzitiv reldcid.
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c) Egy ellenpélda példdul, p és T, mert p =1, de 1}~ p.

d) Egy ellenpélda példaul, p A ¢ és ¢ A p, mert p A q = qgAp, de p A
q # q A p, mint azt az antiszimmetria megkovetelné. (Formuldk csak
akkor egyenléek, ha mint jelsorozatok, azaz a jelkészlet feletti szavak
megegyeznek. )

e) Mert ez definicié szerint azt jelenti, hogy = reflexiv és tranzitiv.

f) Mert = reflexiv relécid.

g) Mert = tranzitiv relacio.

h) Mert = szimmetrikus reldcid.

i) Mint kordbban, pAgq=qAp,de pAqg#qAp.

j) Mert ez definicié szerint azt jelenti, hogy = reflexiv, szimmetrikus és

tranzitiv.

3.5. Feladat. Igazoljuk az alabbiakat:

a) Vep(z) = p(0).

b) p(0) = Frp(z).

c) (Vap(x)) A (Vy(p(y) = a(v))) = Vaq(z).
w(p(x) < q(2)) = (Vep(z)) < (Vegq(r)).

(oW

)
)
)
)V
e) IVap(z,y) = VaTyp(z,y).
£) 3ax(p(x) Ag(z) = Qep(a)) A (Fzq()).
g) (Fzp(z)) A (Vy(p(y) = a(y))) E Fwg(z).
h) VaVy(0+z=y) = (z=y)) E 04+0=0.
i) Jap(f(z)) A Vylp(y) = a(y)) E Fzq(z2).
i) 3zp(z,c) A VaVy(p(z,y) — ply,z)) F 3xp(e, ).
k) Jzp(z,¢) A Vavy(p(z,y) = ply, f(2))) = Jop(c,z).
)

D vavy(p(z, f(2),y) = p(f(x),2,y)) = Yy(p(e, fe),y) = p(f(c), ¢, y)).

J
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m) YaVy(p(e, f(z),y) — p(f(2),2) F  (Gwle fl)y) —

Eyp(£(0). c,).
n) Jo(p(e) V@) £ (Fo-p()) = Jyaly).
0) Ja(p(x) = q(x) & (Vap(@)) — Iyaw).
)
)

p) Yy (p(z,y) vV py,y)) A Vo(-p(z,z)) = (YeIyp(z,y)).

@) Yady(p(z,y) Vp(y,y) E (32Vy-p(z,y)) = 3p(z, ).

3.5. Feladat megoldasa.

a) Vrp(z) = p(0):
Vap(x) = p(0) < {Vep(z),-p(0)} kielégithetetlen.
Indirekt tton tegyiik fel, hogy van olyan A = (A, I) modell, melyre
A = Vap(z) és A = —p(0).
Ekkor

(1) A = Vap(z) & Va € Ara Apsq | p(z) & Va € A-ra pa) = 1,
azaz p azonosan igaz predikatum.

Ugyanakkor

(2) AE-p(0) & —-p(0) = 1 < $(0) = 0, azaz az p predikdtum hamis
0-on.

Mivel (1) ellentmond (2)-nek, a Vap(z) | p(0) logikai kovetkeztetés
igaz.

b) p(0) = Jwp(x):
p(0) &= Jap(z) < {p(0), ~Jzp(x)} kielégithetetlen.

Indirekt médon tegyiik fel, hogy, 3.4 = (A, I') modell, melyre A |= p(0)
és A = —Jxp(z).

Ekkor

(1) A= p(0) & p(0) = 1.

Ugyanakkor

(2) A |= —~3xp(x) <:> A B~ Jxp(z) < Nem igaz, hogy Ja € A: p(a) =1
S Vae A:pla) =

Mivel azonban (2)-ben az a = 0 vélasztas is lehetséges, (1) ellentmond
(2)-nek, igy a p(0) = Jzp(x) logikai kévetkeztetés igaz.
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c)

(Vep(z)) A (Vy(p(y) = a(y))) F Vrq(a):

Tegyiik fel, hogy (Vap(z)) A (Vy(p(y) = a(y))) ¥ Vaq(z), vagyis
Mod((Vap(x)) A (Vy(p(y) = a(y)))) € Mod(Vaq(z)).

Ekkor van olyan A = (A, I, ), amire A(Vzp(z)) A (Yy(p(y) = q(y))) =
1 és A(Vxq(x)) = 0.

ANVzp(z)) A (Yy(p(y) = q(y))) = 1-b6l kapjuk az A szemantikdja sze-
rint, hogy A(Vap(z)) =1 é A(Vy(p(y) = q(y))) = 1.

A(Vxq(x)) = 0-bdl kapjuk Vz szemantikdja szerint, hogy van olyan
a € A elem, amire A, (q(z)) = 0, vagyis ¢(a) = 0.

A(Vxp(x)) = 1-bél kapjuk Vx szemantikdja szerint, hogy tetszbleges
b€ A elemre Ay (p(z)) = 1, vagyis p(b) = 1.

Specidlisan b := a-ra is, vagyis p(a) = 1.

AMy(p(y) — q(y))) = 1-bél kapjuk Vy szemantikdja szerint, hogy
tetszéleges ¢ € A elemre Ay, ,q(p(y) = q(y)) = 1.

Ezt tovabb fejtve a — szemantikaja szerint kapjuk, hogy tetszéleges
c € A elemre Ap,q(p(y)) = 0 vagy Apeq(q(y)) = 1, vagyis p(c) = 0
vagy q(c) = 1.

Specidlisan ¢ := a-ra is, vagyis p(a) = 0 vagy ¢(a) = 1.

Azt tudjuk, hogy p(a) = 1, ezzel kombindlva a fenti Gsszefiiggést azt

kapjuk, hogy ¢(a) = 1, ami ellentmondas, tehat az eredeti allitas igaz,
a kovetkezmény fennall.

Vr(p(z) < q(z)) | (Vap(z)) < (Vog(z)):

Tegyiik fel, hogy Va(p(z ) q(z)) [~ (Vep(x)) < (Vzq(r)), vagyis
Mod(¥a(p(z) & () £ Mod((Vap(z)) < (Vag(x))).

Ekkor van olyan A = (A, I, ), amire A(Vz(p(z) < ¢(x))) = 1 és
A((Vap(z)) < (Vaq(z))) = 0.

A((Vzp(z)) <> (Vzq(x))) = 0-bdl a <> szemantikdja szerint kapjuk,
hogy két eset lehetséges: vagy A(Vzp(z)) =1 és A(Vxq(z)) = 0, vagy
forditva. Mindkét esetet megnézziik kiilon-kiilon és mindkettoben el-
lentmondasra jutunk.

e Ha A(Vap(z)) = 1 és A(Vaq(x)) = 0, akkor utébbibdl a Vz
szemantikaja szerint kapjuk, hogy van olyan b € A, amire
Apzrsiy(q(x)) = 0, vagyis ¢(b) = 0.
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A(Vzp(x)) = 1-bél a Vz szemantikdja szerint kapjuk, hogy
tetszéleges ¢ € A-ra Ap,,q(p(x)) = 1, vagyis p(c) = 1. Specidlisan
¢ := b-re is, vagyis p(b) = 1.

Ugyanakkor A(Vx(p(z) <> q(z))) = 1-bél a Va szemantikija sze-
rint kapjuk, hogy tetszéleges a € A elemre Ap,,q(p(z) <> q(2)) =
1.

Ezt tovabb fejtve a <> szemantikaja szerint kapjuk, hogy
tetszoleges a € A elemre Ay q(p(7)) = Apoqle(r)), vagyis
p(a) = ¢(a). Specidlisan a := b-re is, vagyis p(b) = ¢(b), ez el-
lentmondas.

e Ha A(Vzp(x)) = 0és A(Vaq(z)) = 1, akkor el6bbibél a Va szeman-
tikdja szerint kapjuk, hogy van olyan b € A, amire Ap,(p(z)) =
0, vagyis p(b) = 0.

A(Vzq(x)) = 1-b8l a Vz szemantikdja szerint kapjuk, hogy
tetszoleges c € A-ra Ay, ,q(q(x)) = 1, vagyis ¢(c) = 1. Specidlisan
¢ := b-re is, vagyis ¢(b) = 1.

Ugyanakkor A(Vz(p(x) <> ¢(x))) = 1-bél a Vz szemantikdja sze-
rint kapjuk, hogy tetszéleges a € A elemre Ap,,q(p(z) <> q(x)) =
1.

Ezt tovabb fejtve a <> szemantikdja szerint kapjuk, hogy
tetszGleges a € A elemre Apq(p(x)) = Apoa(q(r)), vagyis
p(a) = ¢(a). Specidlisan a := b-re is, vagyis p(b) = ¢(b), ez el-
lentmondas.

Minden agon ellentmondast kaptunk, tehat az eredeti allitas igaz, a
kovetkezmény fennall.

FyVap(z,y) F VeIyp(z,y).

Tegylik fel, hogy JyVap(z,y) ¥ Vodyp(z,y), vagyis
Mod(3yVep(z,y)) € Mod(VzIyp(z,y)).

Ekkor létezik olyan A = (A, I,p), amire A(JyVep(x,y)) = 1 és
A(VxIyp(z,y)) = 0.

A(FyVep(z,y)) = 1-b6l a Jy szemantikdja szerint kapjuk, hogy van
olyan a € A elem, amire Ay, (Vap(z,y)) = 1.

A(Vz3yp(z,y)) = 0-bdl a Va szemantikdja szerint kapjuk, hogy van
olyan b € A elem, amire A, ) (3yp(z,y)) = 0.

Apysa)(Vop(z,y)) = 1-b6l kapjuk a Va szemantikdja szerint, hogy
tetszoleges ¢ € A-ra Apyazmq@(z,y)) = 1, vagyis p(c,a) = 1.
Speciélisan ¢ := b-re is, vagyis p(b,a) = 1.
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g)

Apsn)(3yp(z,y)) = 0-bél a Jy szemantikdja szerint kapjuk, hogy
tetszéleges d € A-ra Appysq(@(z,y)) = 0, vagyis p(b,d) = 0.
Specidlisan d := a-ra is, vagyis p(b,a) = 0, ami ellentmondds, tehat
az eredeti &llitas igaz, a kovetkezmény fennall.

Jz(p(x) Ag(z)) = (Fzp(e)) A (Jzg(z)):

Indirekt modon bizonyithaté. El6szor a premissza kvantorahoz beve-
zetett a € A elemrdl lathatjuk, hogy p(a) = ¢(a) = 1. Ezt kévetéen
két esetre bomlik a feladat tovabbi része: a A szemantikéja szerint ha
0 az eredmény, akkor A(Jzxp(x)) = 0 vagy A(Jzq(z)) = 0.

Az els6 esetben azzal jutunk ellentmonddsra, hogy az altalanosan beve-
zetett b-re p(b) = 0 kell legyen, b := a-val ellentmondds; a masodikban
pedig hasonl6képp, G(a) = 1-gyel jutunk ellentmonddsra.

(3zp(z)) A (Yy(p(y) = q(y))) E rg(w):

Szintén indirekt iton okoskodhatunk: az Jzp(z)-nél bevezetett a elem-
mel specializalva a Vy(p(y) — ¢(y))-nal bevezetett b elemet kapjuk,
hogy G(a) = 1, mig ha a A(Jzq(z)) = 0-bdl kapott tetszbleges c-t
specializéljuk a-ra, azt kapjuk, hogy ¢(a) = 0, ez vezet ellentmonddsra.

VeVy(0+zxz=y) — (z=vy)) E 0+0=0:

Barmely A modellre a Va-ra bevezetett tetszéleges a elemet 0 = I(0)-
val, a Vy-ra bevezetett tetszéleges b elemet 0-10)-val (A0 + 0)-val)
specializalva kapjuk, hogy (040 = 040)-bdl kovetkezik (0 = 0+0).
Ennek az implikacionak a (6%6 = 6;(5) el6tagja nyilvanvaldéan igaz,
ezért a (0 = 04-0) utétagja is. De ez éppen azt jelenti, hogy a logikai
kovetkeztetés konkluziéjat jelenté 0 4+ 0 = 0 is igaz A-ban.

Jep(f(x)) A Vylply) = a(y)) F Fzq(2).

Az Jxp(f(z)) részbdl kapjuk, hogy valamely a elemre p(f(a)) = 1,
ezt az f(a)-t a Yy(p(y) — q(y))-bdl kifejtett osszefliggés tetszOleges
b elemének helyére helyettesitve kapjuk, hogy ¢(f(a)) = 1, mésrészt a
jobb oldalban a 3z szemantikdjara behozott dltaldnos c elemnek is f(a)-
t adva értékiil kapjuk, hogy ¢(f(a)) = 0, ez okozza az ellentmondadst.

3zp(z,¢) A Vavy(p(z,y) — ply,z)) = Jzp(c,):

dzp(z, o)-t kifejtve kapunk egy egzisztencidlisan bevezetett a € A ele-
met.

AVaVy(p(x,y) — p(y, z))-t kifejtve az z-nél bevezetett b helyére a-t, az
y helyére bevezetett d helyére ¢t helyettesitve kapjuk, hogy p(a, ) = 0
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a)
b)

c)

a)

vagy p(¢,a) = 1. A Jxp(c, z)-nél az x helyére bevezetett (tetszéleges)
e elem helyére szintén a-t helyettesitve kapjuk az ellentmondast.

Jzp(z,¢) A VaVy(p(z,y) = ply, f(2))) = Jep(c,):
Az eléz6hoéz hasonléan, csak p(é, f(a)) = l-et kapunk és az utolsé
lépésben az z helyére bevezetett e helyére f(a)-t helyettesitiink.

Vavy(p(z, f(z),y) = p(f(z),2,y)) B Yy(ple, f(e),y) = p(f(c),c,y)):

Kezdiink a A(Yy(p(c, f(c),y) — p(f(c),c,y))) = 0 oldallal: Vy-et ki-
fejtve kapjuk, hogy van olyan a, amire az implikécié eredménye 0, ebbdl
5@ (2),a) = 1 és p(f(@), &a) = 0 jon ki

Majd a maésik formuldban az = helyére vezetett b helyére ¢-t, az y
helyére bevezetett d helyére pedig a-t helyettesitve megkapjuk az el-

lentmondést.

A feladat tobbi része hasonlé gondolatmenettel igazolhato.

3.6. Feladat. Céfoljuk meg (alkalmas A ellenpélda megadéséaval), hogy az
alabbi kovetkezmények fennallnak!

Ve(0+z=2) E -(1+1=0).
Ve((z =0) < ylz+y=yvy)) E Ve(0+2==z).

VaVy((z +y=2) < (y=0)) E V(0 + 2 = x).

3.6. Feladat megoldasa.

Tekintsiik Zo-t, a modulo 2 maradékosztalyok additiv csoportjat, vagyis
Zs = ({0,1}, ®)-t, ahol & az Osszeadds modulo 2, mas néven a kizard
vagy, azaz a XOR miivelet. Ekkor 00 =0és 01 =1, mégis 11 =0
teljesiil.

Tekintsiik példaul a kévetkezd modellt: A = (A, ), ahol A = {a, b},
és +, interpretdcidja, I(+) : Ax A — A (az egyszeriiség kedvéért I(+)
helyett +-szal jeldlve) az aldbbi:

ata=a at+b=a
b+a=>b b+b = a,

tovabba I(0) = a.
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c)

Tekintsiik példaul a kévetkezé modellt: A = (A, I), ahol A = {0, 1,2},
és +, interpretédcidja, I(+) : A x A — A (az egyszeriiség kedvéért I(+)
helyett +-szal jelolve) az aldbbi:

[ +[of1[2]
0J0]1]1
1122
2 [2][0]0

Tovébbs 0 = a.

3.7. Feladat. Bizonyitsuk vagy cafoljuk, hogy az alabbi ekvivalenciak
fennallnak!

a) Va[Vyp(z,y) < Vap(z,2)] = VaVyp(z,y) < VaVap(z, 2).

b)
c)

Vz[3yp(z,y) <> Vap(z, 2)] = VaVyp(z,y).

Ve(Vy(x =y) AN F) = Jz(Vy(z = y) A F) tetszéleges F formuléra.

3.7. Feladat megoldasa.

a) Az ekvivalencia fennall.

A formuldkban a kotott valtozok &atnevezése mindig ekvivalens
atalakitas. Nevezziik at az els6 formulaban a harmadik kvantor z
valtozéjat y-ra! Igy azt kapjuk, hogy

Va[Vyp(z,y) < Vyp(z, y)].

A maésodik formulaban a negyedik kvantor z valtozdjat pedig nevezziik
at u-ra:
VaVyp(x,y) <> YuVzp(u, 2)

Ezutdan mar nyilvanvalé, hogy mindkét formula tautoldgia, ezért ekvi-
valensek.

Az ekvivalencia nem 4all fenn.

A maésodik formula, VaVyp(z,y) azt fejezi ki, hogy p interpretécidja az
univerzalis relacio.

Ugyanakkor az els6 formula, Vz[Jyp(x, y) <> Vzp(z, )], csak azt allitja,
a p relacié grafjaban, minden egyes = csucsra, vagy x-bol egyetlen él
sem indul ki, vagy x-bdél minden cstucsba vezet él.
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fgy példaul, az alabbi modellben els6 formula igaz, &m a méasodik nem:
A= (AT), ahol A={a,b} ésp:=1(p): Ax A— {0,1} a kovetkezd:

pla,a) =1 p(b,a) =0
pla,b) =1 p(b,b) = 0.

¢) Az ekvivalencia fennall. Az univerzalis kvantorra és konjunkcidéra vo-
natkozdé azonossagot hasznalva az els6 formulara azt kapjuk, hogy

Ve(Vy(x = y) A F) = VaVy(z = y) AVzF.

Ebbdl VaVy(x = y) azt fejezi ki, hogy a modell egyetlen elembdl
all. Ezért Vo F helyére dxF is irhatd, hiszen, ha a modell egyelemfi,
mindegy, hogy melyik kvantort hasznaljuk. Az is nyilvanval6, hogy
VaVy(z = y) = JaVy(z = y). Igy azt kapjuk, hogy

VaVy(r = y) AVaF = aVy(x = y) A JzF.

Es bér altaldban JzFy A JxFy = Jx(Fy A F,) nem igaz, esetiinkben,
mivel a formulaknak csak egyelemi modelljei lehetnek, mégis

BVy(z = y) A FzF = Fx(Vy(z = y) A F).

3.8. Feladat. Igazoljuk, hogy ha F' = G, akkor Jz(F A G) = (JzF) A
(F2@)!

3.8. Feladat megoldasa. Konnyen ellenérizheté, hogy Jz(F A G) =
(32 F) A (3zG) mindig fenndll, hiszen, ha van koz6s x, melyre mind F mind
G igaz, akkor F-hez és G-hez is kiilon-kiilon 1étezik olyan x, mely oket igazza
teszi.

Tegyiik fel tehdt F' = G, és ekkor kell még (FzF) A (FzG) | Jx(F A G)-t
igazolnunk. Ehhez legyen A = (A, I) egy tetsz6leges olyan modell, melyre
Al= (32F) A (32G). Ekkor A |= JxF miatt, da € A : Ay = F teljesiil.
Felhasznalva, hogy F' |= G, azt kapjuk, hogy Aj, ., = G. Igy Apsa E FAG
a valasztott a € A-ra, mely pontosan azt jelenti, hogy A = Jz(FAG), melyet
igazolni akartunk.

3.9. Feladat. Fennéllnak-e az alabbi ekvivalencidk? Ha igen, igazoljuk; ha
nem, adjunk ellenpéldat!
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r(FAG) = (3xF) A (32G).
2(FVG) = (3xF) Vv (32G).

)
=

1
)

I

= (32F) - (32G).

8
=
>
8
I

(VxF) A (Vz@).

8
B
<
8
I

) Fx(
) Fx(
) Fx(

d) Fe(F = Q) = (VaF) — (32G).
) Va(
) Va( (VzF) V (V2@).
) Va(

(F— G) = (VaF) — (V2G).

3.9. Feladat megoldasa.

a) Nem igaz. Legyen a modell a természetes szdmok halmaza, F'(x) legyen
igaz, ha x paros, G(z) pedig, ha x paratlan.

b) Igaz.

AE Jz(FVG)

@HQEA:A[QE._,G] ):F\/G

& da€ A (Apsq FE F vagy Apeag E G)
SdacA: Ay gl FvagyJacA: Ay FG
< A JoF vagy A E J2G

< AE (FoF) Vv (F2G).

¢) Nem igaz. Lasd a d) részt. Ellenpéldanak pedig j6 az a) rész modellje.

d) Igaz.

J(F — G) = Jz(-F VG) = (Jz—F) V (J2G) = (=VaF) VvV (I2G) =
=(VzF) V (32G) = (VaF) — (32G).

e) Igaz. A b) ponthoz hasonléan igazolhatd.

f) Nem igaz. Az a) rész modelljében: ,minden szdm péros vagy
paratlan” nem ugyanaz, mint ,,(minden szam pdaros) vagy (minden
szam paratlan)”.
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g) Nem igaz. A | péros-paratlan” modellben szintén nem teljesiil: A bal-
oldali formula hamis, a jobboldali viszont igaz, mert az implikacio
el6tagja (mely szerint minden szdm paros) hamis. Egyébként Vo (F —
G) =V (—F V G)-t tovabb nem tudjuk bontani, mert a V kvantorra és
a V miiveletre nem igaz, hogy Va(F V Fy) = VaF, VVxFy. Az el6z6,
f) rész pont ezt bizonyitja.

3.10. Feladat. Adjunk meg olyan F' és G formuldkat, amikre sem F' | G,
sem G |= F nem all fenn, de mégis Jx(F A G) = (FzF) A (F2G)!

3.10. Feladat megoldasa.

Legyen példaul F' = p(z)A(x =1) és G = p(z)A(x = 2)A=(1 = 2), ahol 1 és
2 két konstans fiiggvényszimbo6lum. Ekkor F' [~ G, mert abban a modellben,
melyben ¢(x) = 1 és p(1) igaz, F igaz, G ellenben hamis. Hasonléan G [~ F.
Ugyanakkor, mivel z = 1 és x = 2 egyszerre nem allhat fenn, sem 3x(F AG),

sem (JzF) A (3zG) nem lehet igaz egyetlen modellben sem, vagyis ezek a
formuldk ekvivalensek: Mindketté azonosan hamis, mert

Mod(3z(F A G)) = Mod((3zF) A (Fz2G)) = 0.

3.11. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy minden zart F' formuldra és olyan
G formulara, melyben szabad valtozé az x, tovabba minden A struktirara
A = (F — JzG) akkor és csak akkor, ha A |= Jz(F — G).

3.11. Feladat megoldasa. Definicié szerint barmely A = (A, 1, )
strukturara

AE (F — 3z2G)
< A(F) =0 vagy A(3zG) =1
S AF)=0vagy Ja € A: Apq(G) =1
E3ae A (Appsa)(F) = 0 vagy Apq(G) = 1)
S A Jz(F — G)
A csillaggal ellatott ekvivalenciandal kihasznaltuk, hogy F' zart formula, ezért

Alpsq) (F) = A(F), tetszOleges a € A esetén. Ehhez killonben elég lenne
annyit feltételezni, hogy x nem fordul el6 F-ben szabad valtozdként.
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4. fejezet

A kompaktsagi tétel, elméletek,
axiomarendszerek.

Elméleti osszefoglalé

Mind a zérusrendii mind az elsérendii logikanak igen fontos Osszefiiggése a
kompaktsagi tétel, melynek megfogalmazasa a kovetkezo:

Kompaktsagi tétel. Elsérendii vagy zérusrendii formuldk egy > hal-
maza akkor és csak akkor elégitheto ki, ha X minden véges részhalmaza
kielégitheto.

A kompaktsagi tétel kovetkezménye. Egy ¥ elsorendli formulahalmaz-
nak akkor és csak akkor logikai kovetkezménye egy F' formula, ha létezik
Y-nak olyan véges Yy részhalmaza, melynek F' logikai kovetkezménye. Azaz

Y EF < 3%, C ¥ véges halmaz : ¥ |= F.
A I'y formulahalmaz a I formulahalmaz axiémarendszere, ha
Mod(T'y) = Mod(T")

azaz {A| AET}={A| AT}

A T formulahalmazt végesen aziomatizdlhatonak nevezziik, ha I'-nak van
véges axidomarendszere.

Konnyen lathaté, hogy minden végesen axiomatizalhaté strukturahalmaz
egyetlen axiomaval is axiomatizdlhatd, hiszen véges sok formulat mindig
osszevonhatunk egyetlen egy formulava konjunkciok hasznalataval.

Feladatok
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4.1. Feladat. Legyen I' egy kielégithetetlen formulahalmaz. Mutassuk
meg, hogy I'-nak van olyan véges részhalmaza, mely kielégithetetlen!

4.1. Feladat megoldasa. A feladat allitdsa nem mas, mint a kompaktsagi
tétel atfogalmazasa tagadva annak mindkét oldalat. Valéban, indirekt médon
okoskodva, ha egy kielégithetetlen ['-nak nem lenne kielégithetetlen véges
részhalmaza, akkor I' minden véges részhalmaza kielégitheto lenne. Ez azon-
ban a kompaktsagi tétel miatt ahhoz vezetne, hogy I' kielégithetd, ami el-
lentmondas. Ezért minden kielégithetetlen I'-nak kell, hogy legyen véges
kielégithetetlen részhalmaza.

4.2. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha I' olyan formulahalmaz, hogy min-
den véges részhalmaza kielégitheto, akkor egy tetszoleges F' formula esetén
F'U{F} vagy I' U {—=F'} minden véges részhalmaza kielégithetd!

4.2. Feladat megoldasa. Tegyiik fel, hogy I' minden véges részhalmaza
kielégitheto, és legyen F' egy tetszoleges formula. Ekkor a kompaktsagi tétel
értelmében az egész I' formulahalmaz is kielégithetd, azaz létezik olyan A
modell, melyre A |=TI". Ha most A(F) = 1, akkor A |= T" U {F'}, kiilénben,
azaz ha A(F') = 0, akkor A |=T'U{—=F}. Tehat mindenképpen vagy 'U{F'}
vagy I' U {—F} kielégithetd, és igy specidlisan kielégithet$ ezen halmazok
valamelyikének Osszes véges részhalmaza is.

4.3. Feladat. Mutassuk meg, hogy a kompaktsagi tétellel ekvivalens allités
a kompaktsagi tétel kovetkezménye, vagyis maga a kompaktsigi tétel bebi-
zonyithato a kompaktsagi tétel kovetkezményébol.

4.3. Feladat megoldasa. Tegyiik fel, indirekt médon, hogy nem igaz a kom-
paktsagi tétel, azaz van olyan X halmaz, melynek minden véges részhalmaza
kielégithet6, de maga Y nem az.

Mivel I kielégithetetlen, igy >-nak barmely formula logikai kovetkezménye,
példaul az azonosan hamis formula is, tehat X |=|.

Most kihasznalhatjuk, hogy tudjuk, hogy igaz a kompaktsagi tétel kovet-
kezménye, ezért ¥ |= | azt eredményezi, hogy

Iy C X véges halmaz, melyre ¥ = | .

De ez csak akkor teljesiilhet, ha >3 is kielégithetetlen, ami ellentmond annak
a feltételezéstinknek, hogy > minden véges részhalmaza kielégitheto.

4.4. Feladat. Legyen ¥ = {F|, F},...} formuldk végtelen halmaza. Bi-
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zonyitsuk be, hogy X akkor és csak akkor kielégithetd, ha végtelen sok n-re
Fy N N F, kielégitheto.

4.4. Feladat megoldasa.
A sziikségesség trivialis: Amennyiben X kielégitheto, létezik olyan A modell,
melyben ¥ minden formuldja igaz, azaz A = F;, minden ¢ = 1,2,.. .-ra.
Nyilvanvalo, hogy ez az A modell kielégiti az Osszes Fy A ... A F,, formulat
is.
Az elégségesség igazolasahoz pedig a kompaktsagi tételt hivjuk segitségiil,
mely szerint Y kielégithetOségének igazolasdhoz elég megmutatnunk, hogy
Y} minden véges részhalmaza kielégitheto. Legyen ezért A a ¥ formulahal-
maz egy tetszéleges véges részhalmaza. Alkalmas indexek valasztasaval A-t
felirhatjuk, mint

A - {Fil,Fiw...,F’ik},

sot még azt is feltehetjiik, hogy 71 < 15 < ... < 1. Mivel a feltétel szerint
EFy N ... N\ F, végtelen sok n-re kielégithetd, ezen n indexek kozott biztosan
taldlhatunk olyat, mondjuk n’-t, mely i,-nal nagyobb. Ekkor azonban F; A
... N\ Fy kielégithet6sége maga utan vonja A kielégithetdségét, hiszen A
minden formuldjanak indexe kisebb mint n’. Mivel ez az érvelés ¥ tetszéleges
véges A részhalmazédra alkalmazhaté, a kompaktsagi tétel alapjan kapjuk,
hogy ¥ kielégitheto.

4.5. Feladat. Tegyiik fel, hogy {Fi,Fs,...} egy I' formulahalmaz
axiémarendszere és, hogy minden n > l-re F,,yy = F, de F, [~ F,.,. Bi-
zonyitsuk be, hogy ekkor I' nem végesen axiomatizalhato.

4.5. Feladat megoldasa. Jeloljikk a feladatban szereplé {Fi, F,...}
axiomarendszert A-val. Az, hogy A a I' formulahalmaz axiémarendszere
azt jelenti, hogy Mod(A) = Mod(T').

A feladat megolddsahoz indirekt médon tegyiik fel, hogy I' végesen axio-
matizalhatd, azaz létezik olyan I'y = {G1,..., G} véges halmaz, melyre
Mod(T'y) = Mod(I"). Vildgos, hogy ekkor G = G A ... A G} egymagédban is
axiomatizalja I'-t, igy Mod(G) = Mod(I') = Mod(A). Ez tobbek kozt azt is
jelenti, hogy G = A és A = G.

Most alkalmazhatjuk a kompaktsagi tétel kovetkezményét: Mivel A =
{F}, Fy,...}-nak logikai kovetkezménye G, ezért létezik A-nak olyan Ag
véges részhalmaza, melynek mar logikai kovetkezménye G, azaz Ay | G.
Jeloljiik e véges Ay formulahalmaz elemeit a kovetkezo mdédon: Ay =
{F,,,F,,,...,F;,}, ahol iy < iy < ... <.

Mivel a feltételek szerint F,,,1 = F,, minden n > l-re, ezért F;, | I,
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bérmely F’ € Ag-ra. Igy
FyEA, AEG, GEA

A logikai kévetkezmény tranzitivitdsa miatt F;, = A. Am ekkor Fi,+1 €
A miatt F;, = F; 11 is teljesill, de ez ellentmond a feladat feltételeinek.
Az ellentmondas oka, hogy feltettiik, hogy I' végesen axiomatizalhato, ezzel
bebizonyitottuk, hogy nem az.

4.6. Feladat. Legyen ' = G. Mutassuk meg, hogy F' = G’, ahol F'-t és
G'-t tgy kapjuk F-bdl és G-bdl, hogy benniik felcseréljitk a V-t A-re és a A-t
V-re! (F-ben és G-ben csak =,V és A miiveleti jelek szerepelhetnek.)

4.6. Feladat megoldasa. Legyen F' egy olyan itéletkalkulusbeli formula,
melyben csak az x1, xa, ..., x,, (n > 0), {téletvéltozdk, valamint a =, V és A
logikai miiveletek szerepelnek. Azt az F’ formulat, melyet F-bdl ugy kapunk,
hogy benne a V és A miveleteket felcseréljik, F' dudlisinak nevezzik, és F
felépitése szerinti indukciéval a kovetkezéképpen definialjuk:

x;, ha F' = z; alaka

—F], ha F' = —F) alaku
FINFj, ha F = F;V F, alaku
F{V Fj, ha F = F, A\ Fy alaku.

F' =

Az allitas bizonyitdsa azon az észrevételen alapszik, hogy a V és A miiveletek
egymas duédlisai abban az értelemben, hogy —xq A =g = (21 V x9) és —x1 V
-y = (1 A x9). Ezért, ha az F' dudlis formuldjaba, F'(z1,xs, ..., z,)-be
az Ty, ..., T, valtozok helyére rendre —zq, ...x,-et helyettesitiink, akkor
—F-fel ekvivalens formulat kapunk. Ennek formélis bizonyitasa a kovetkezo:
Lemma. Barmely csak a =, V és A miiveleteket tartalmazé F(xq,...,x,)
formuldra és annak F'(xq,...,x,) dudlisira fenndll a kdvetkezé Osszefiiggés:

F'(=xy,...,~x,) = ~F(x1,...,1,).
Bizonyitas. A lemmat F felépitése szerinti indukcidval bizonyitjuk.

e Ha F = x;, (1 < i < n), azaz F egyetlen itéletvaltozobdl all, akkor
F'=ua; gy F'(—xy,...,—xy) =~y = 2 F (21, ..., 2,).

e Ha F' = —F| alaku, azaz F' legkiils6 miivelete negacio, akkor Fi-re
alkalmazva az indukcios feltételt azt kapjuk, hogy

Fl(mzy, ... —x,) = —F (21, ..., 2),

o4



és igy
F/(_L',Ul, .. .’_lxn) = _|F1/(—|[1;‘1’_ . _7—|xn) =
= —|(—|F1(,’L'1, Ce ,xn)) = —|F(I‘1, C ,,’L‘n).

e Ha ' = F| V F, alaku, azaz F' legkiils6 miivelete diszjunkcid, akkor
Fi-re és Fy-re alkalmazva az indukcios feltételt azt kapjuk, hogy

F'(=xy, ..., —~xy,) =
= Fl(mx1, ..., ) A Fy(—ay, ..., oxy,) =
—F (1, .. x0) AN Fy (2, .. 1) =
S[Fi(z1, @) V By(x, . 2]
—F (21, ..., ).

e Ha F'= F| A\ F; alaku, azaz F' legkiilsé miivelete konjunkcié, akkor az
el6z6 esethez teljesen hasonlé médon

F'(=xq,...,—~xy,) =
= Fl’(—wl, .. .,—wn) V Fé(—u:l, .. .,—wn) =
=-F (v, .., 20) VEy(2q,. .. 1) =
S[F (21, xn) A By(zq, ..o 2]
—F (2, ..., ).

Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik.
Ezutan a lemma segitségével mar konnyen igazolhaté F’ és G’ ekvivalenciaja.
Valoban

F'(x1,...,xn) = F'(=(-21), ..., =(0ay,)) = 2F(—zy, ..., oxy) =
= -G(~x1, ..., 1) =G (—(mm),. . () = G (2, .. x0).

Ezzel a feladat allitasat igazoltuk.

4.7. Feladat. Tekintsiuk az ekvivalencia relacidk aldbbi axiomarendszerét

o= Vl’p(l’,l’),
By = VaVy(p(z,y) — p(y, 7)),
Fy = VavyVz((p(z,y) A ply, 2)) — pl(a, 2)).

Mutassuk meg, hogy semelyik F; nem kovetkezménye a masik kettonek!
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4.7. Feladat megoldasa. A feladat allitdsat tgy igazolhatjuk, hogy meg-
adunk egy-egy egy olyan modellt, melyben a harom formula koziil kett6 igaz,
a harmadik azonban nem. Vilagos, hogy a modellekben az els6, méasodik és
harmadik formula rendre a p relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv tu-
lajdonsagat fejezi ki. Ezért célunknak megfelel6 modellek azok, melyekben p
interpretacidja a fenti harom tulajdonsag koziil csak pontosan kettével bir.

o Reflexiv és szimmetrikus, de nem tranzitiv relacié példaul a nemdiires
halmazok koérében a ,két halmaz nem diszjunkt (azaz van kozos
elemiik)” reldcid.

o Reflexiv és tranzitiv, de nem szimmetrikus relacié példaul az egész
szamokon a ,kisebb vagy egyenl¢” relacio.

o Végiil szimmetrikus és tranzitiv, de nem reflexiv relacié példaul az egész
szamokon az tres relacié, mely mindig hamis.

Ezzel igazoltuk, hogy az ekvivalencia relaciét definialé hirom axiéma
egymastol fliggetlen.

4.8. Feladat. Legyen

F = 32Vy3z([p(y, 2) = p(z,2)] = [p(z, x) = ply, z))).

a) Mutassuk meg, hogy F-et kielégiti az Gsszes olyan struktira, amelyben
az univerzum véges!

b) Bizonyitsuk be, hogy F' nem tautolégial

4.8. Feladat megoldasa. Utmutatas.

a) Alakitsuk &t F-et megfeleléen, és mutassuk meg, hogy minden véges

A-ra A f= —F.

b) Keressiink olyan A struktirdt, amelyben az univerzum végtelen, és

A= F.

Megoldas. Kezdjitkk a b) ponttal, mert az kénnyebb, és megoldasaval
konnyebben megérthetjiik, hogy mit is allit az F' formula. F' akkor nem tau-
tolégia, ha = F kielégithetd. Alakitsuk at ezért egy kicsit —F-et felhasznalva,
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a kvantoros De-Morgan azonossagokat és azt, hogy az implikacio csak akkor
hamis, ha elotagja igaz és utotagja hamis.

[p(z, z) = p(y, z)])

~F = =32Vy3z([p(y, 2) — p(, 2)
([ [p(z, ) — p(y, 2)])

= VaeIyVz—([p(y, z) — p(z, z)
= Va3yvz([p(y, z) — p(x, 2)] A =[p(z, x) — ply, x)]) =
= Va3yvz([p(y, 2) = p(x, 2)] Ap(x, ) A=ply,z)) =
= Vap(z, x) AVzIy(Vzp(y, 2) = p(x, 2)] A —p(y, )).

| —
| —

Ezek utdn mar nem nehéz latni, hogy —F-et kielégiti az egész szamok mo-
dellje, ha p-t a szokésos ,,kisebb egyenl6” relaciéval interpretaljuk. Valoban
< reflexiv, ezért Vap(z, x) igaz. A formula mésodik tagjdban pedig minden
x-hez y-nak valaszthatjuk x kozvetlen rakovetkezojét, azaz y = = + 1-et,
mert ekkor Vz[p(y, z) — p(z, 2)] azt jelenti, hogy ,,minden z-re, ha x+1 < z,
akkor x < z, ami nyilvanvaléan igaz, és —p(y, x), azaz x + 1 £ x is teljesiil.

Ezutén a feladat a) részét indirekt médon igazolhatjuk. Amennyiben létezne
olyan A = (A, I) véges modell, mely nem elégitené ki F-et, akkor ez a modell
kielégitené —~F-et, vagyis A = —F teljesiilne.

Feltételezéstink szerint A véges, mondjuk legyen n > 1 elemi. Jeldljiikk A
elemeit a kovetkezd modon: El6szor aq legyen A egy tetszoleges eleme, majd
minden 2 < i < n-re a; legyen egy olyan y elem, melyet © = a;_; valasztas
esetén a = F formula Va3y(Vz[p(y, z) — p(x, 2)] A—p(y, x)) részének igazsdga
ad.

Beldthatd, hogy az igy vélasztott A = {a4,...,a,} elemekkel a p relacié p
interpretacidja sziikségképpen az alabbi

plai,a;) =1 <= i< j barmely 1 <1i,j <n-re. (*)

Ennek (példaul j — i szerinti teljes indukciéval térténd) bizonyitdsét az ol-
vasora bizzuk.

Végiil ezzel ellentmonddsra jutottunk, mert x = a, valasztassal (*) miatt
nem létezik olyan y, melyre —p(y, z) teljesiilne, ezért az A modellben a = F
formula mégsem lehet igaz. Az ellentmonddas oka az A modell végességének
feltételezése, igy egyetlen véges modell sem elégiti ki —F-et, azaz minden
véges modell kielégiti F-et, melyet bizonyitanunk kellett.
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5. fejezet

Az itéletkalkulus,
normalformak,
Boole-fuggvények, teljes
rendszerek.

Elméleti osszefoglalé

Boole-fiigguényen alogikai értékek {0, 1} halmaza feletti fliggvényeket értiink,
azaz egy n > 0 valtozé Boole-fiiggvény nem mas, mint egy tetszéleges f :
{0,1}" — {0,1} leképezés. JAl ismert konstans Boole-fiiggvények a | és 7,
egyvaltozos Boole-fiiggvény a —, kétvaltozdsak a V, A, — és <>, de mas és
ketténél tobb valtozos Boole-fliggvényeket is definidlhatunk.

Az itéletkalkulus formuldit Boole-formuldknak is nevezziik.  Literdlnak
hivunk egy p itéletvaltozot, vagy annak —p tagadasat. Az elébbit pozitiv
az utobbit negativ literalként is emlitjiikk. Ezek egymas ellentetjer. Egy /¢
literdl ellentettjének a jele ¢, azaz

Z: _'p7 hag:pa
D ha ¢ = —p.

Azt mondjuk, hogy egy formula konjunktiv normdlformdaban (réviden KNF-
ben) van, ha literdlok diszjunkcidjanak konjunkcidjaként all elé, azaz

AV G
i=1j=1
alaki, ahol /;; literalok, 1 < j < m;, 1 < i <n,n >0 Az V2l

részformuldk a konjunktiv normalforma (konjunkciés) tagjai vagy klozai.
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Hasonléan egy formula a diszjunktiv normdlformdja (DNF') a kévetkezo:

n m;

AR

i=1j=1

ahol /; ; literdlok, 1 <j <m;, 1 <i<n,n>0.

Boole-fiiggvények egy rendszere teljes vagy adekvdt, ha segitségiikkel min-
den (akdrhany véltozds) Boole-fliiggvény felirhat6. Jol ismert, hogy minden
Boole-fliggvényhez megadhaté egy konjunktiv normalformdji és egy disz-
junktiv normélformaju formula. Ebbél kozvetleniil adédik, hogy a {V, A, =}
fliggvényrendszer teljes. Konnyen lathatd, hogy a De-Morgan azonossagok
miatt z Ay = —(-x VvV y) és x Vy = —(-x A —y), ezért a V vagy
A miveletek egyikét elhagyva még mindig teljes rendszert kapunk, vagyis
{V,} és {A, —} szintén teljes rendszerek. Végiil belathatjuk, hogy {—, |}
is teljes, mert a {V, —} halmaz tagjai kifejezhet6k az elemeikkel: —z = x —|
ésxVy=(r—l) —v.

Feladatok

5.1. Feladat. Bizonyitsuk be igazsagtablazat modszerrel, hogy az alabbi
formulak tautologiak, azaz azonosan igaz formuldk, tetszOleges F és G
elsérendt formulakra!

a) (F— G) <+ ((0G) = (=F)).
b) (F — G) < (-F VG);

¢) (F— G) < —~(FA-G)

d) (F—=G) < (-FV(FAG)).

5.1. Feladat megoldasa.

a) Elég azt igazolnunk, hogy a formula Boole-véza, azaz (p — q) <> (—q —
—p) tautologia (az itéletkalkulusban.)

e A sorokban a p és ¢ valtozok minden lehetséges igazsagértéke sze-
repel.

e Minden miveleti jel ald az altala képzett részformula
igazsdgértékét irjuk.
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o A formula értéke a legkiilsé miveleti jel, esetiinkben a <> alatt

talalhato.
pl=laleo|&lgl =[P
Ol 1o 11|01 ]1]0
O] 1 [T 1T fo]1]1T[1]0
Ifojo[1tfolo]o0]1
Il |11 of1l1]0]1

A feladat tobbi része hasonléan igazolhato.

5.2. Feladat. Tekintsiik a kovetkezo itéleteket:
- p1: Fizetésemelést kapok;
- pa: Szabadsdgot kapok;
- p3: Elmegyek kirandulni;
- ps: Megjavitom az autémat;
- ps: Az autommal utazok.
Formalizaljuk a kovetkez6é mondatokat:

Szabadsagot kapok.

Ha szabadsagot kapok, akkor megjavitom az autéomat.

Vagy fizetésemelést kapok, vagy nem javitom meg az autémat.

Ha megjavitom az autémat, akkor az autémmal megyek kirdndulni.

Nem fordulhat elé az, hogy ha megjavitom az autémat, akkor nem
kapok fizetésemelést vagy nem megyek el kirandulni.

A feladat arra igyekszik ravilagitani, hogy a természetes nyelvi megfogal-
mazéasoknak a logika szigorian egyértelmii nyelvére valé atiiltetése kordantsem
egyszeri feladat. A kovetkezd fejezetek algoritmusaival majd azt is igazolni
tudjuk, hogy az elsé négy éllitasnak logikai kdvetkezménye az otodik.

5.2. Feladat megoldasa.
- Szabadségot kapok: F| = ps.

- Ha szabadsagot kapok, akkor megjavitom az automat: Fy = py — py.
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- Vagy fizetésemelést kapok, vagy nem javitom meg az automat: Vegyiik
észre, hogy kizard vagyrdl van szé, hiszen épp azt szeretnénk kifejezni,
hogy a két eset egyszerre nem teljesiilhet. Ezért F3 = p; @ —py =
(p1V —pg) A (—p1 V py). Ez ugyanaz, mint, ha azt mondanam, hogy, ha
fizetésemelést kapok, megjavitom az autém, és forditva, ha megjavitom
az autom, akkor megkaptam a fizetésemelést, azaz p; <> py.

- Ha megjavitom az autéomat, akkor az autémmal megyek kirdndulni:
pa = (p3 A ps).

- Nem fordulhat el6 az, hogy ha megjavitom az autéomat, akkor nem
kapok fizetésemelést vagy nem megyek el kirandulni: —[p, — (—p; V

—p3)].

5.3. Feladat. Formalizaljuk itéletkalkulusbeli formulaval és oldjuk meg az
alabbi logikai fejtorot!

e A lovagok mindig igazat mondanak.

e A 16k6t6k mindig hazudnak.
Dontstik el, hogy milyen tipusi emberekkel beszélgettiink!
e A mondja: ,,B 16koto.”

e B mondja: , Mit képzell Nem vagyok 160kot6. De, ha A 16kotd, akkor
Cis”

5.3. Feladat megoldasa. Tekintsiik azt a specialis modellt, amelyben a
(kivételesen nagybetiivel jelolt) A itéletvaltozo értéke igaz, ha A lovag, ha-
mis, ha A 10k6t6. Hasonléan a B és C' valtozé fejezze ki B és C lovag vagy
16koto voltat: értékiik pontosan akkor legyen igaz, ha az illeté lovag.
Vegyiik észre, hogy a feladat feltétei szerint minden szereplé ,,lovagsiga’”,
vagyis igazmondasa, meg kell, hogy egyezzen az altala allitott kijelentés
igazsagaval. Példaul A azt mondta, hogy ,,B 16kotd”, vagyis =B ponto-
san akkor igaz, ha A lovag, ezért biztos, hogy A «» —B igaz. A tobbiek
allitasat is figyelembe véve, azt kapjuk, hogy

(A< -B)A (B <+ ——B)A (B < (mA — =0))

Beldthatd, hogy a fenti formula csak akkor igaz, ha B értéke 1, A és C értéke
0, vagyis a formula ekvivalens =A A B A =C-vel. Azaz minden modellben,
melyben a feladat feletételeit leiré formula igaz, teljesiill =A A B A =C' is.
Esetiinkben ez azt jelenti, hogy A és C' 10kotd, B pedig lovag.
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5.4. Feladat. Hozzuk konjunktiv és diszjunktiv normal alakra a kovetkezd
formulakat:

a) (p—q) < -

b) (p—q) < (p—r1);

C

) (

) (

) (peq) = (rVvs);
d) (p = @ V(A7) < 9);
e) (p(ger)).

f) ~(=((p = Alg=r)A=(sAT))V(p = =5));

g) ((pvaVvr)AN=pA-r)—=p;

h) (p=aANp—=r)A=(p = (gAT)));

i) (=49 = (~q¢—-p)

5.4. Feladat megoldasa. Csak a feladat c) részét ismertetjiik részletesen,
a tobbi esetben csak a végeredményeket kozoljiik.

1.1épés: F' — G helyett -F VvV G
F < G helyett (FF— G)N (G — F)=(-FVG)A(-GV F) irésa.

(p<—>Q)—>(TVS)Eﬂ(p<—>Q)V(TVS)Eﬁ[(ﬁPVq)A(ﬁqu)) Vv
(rvs)=

2.1épés: — bevitele
“(FVG)=-FAN-G ,~(FANG)=-FV-G,é ~—F = F alapjan.
= (~(wva)v=(=avp) ) V(rvs) = ((—pA=a)V(=man-p) ) Vivs =

(pA=q)V (gAN—p)VrVs.
Ez mar DNF, a harmadik 1épésre most a DNF-hez nincs sziikség.

3. 1épés: A disztributivitas hasznalata:

KNF-nél a A kivitele: (FAG)V H = (FV H)A(GV H) alapjén.
DNF-nal a V kivitele: (FVG)ANH =(FANH)V(GA H) alapjan.

[(pAﬁq)\/(q/\ﬂp)] VrVs = [(pvfz)/\(pvﬁp)/\(ﬁq\/q)A(ﬁqvﬁp)] \
rVs = [(p\/q)/\(—'q\/—'p)] VrVs = (pVaVrVs)A(—pV—-qVrVs)
Ez mar KNF.
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A feladat tobbi részének csak a végeredményét kozoljiik. elképzelhetd, hogy
a szamitas eredménye jo, még sem pontosan az alabbiak jonnek ki, ilyenkor
meg kell vizsgdlni, egyszertisitheté-e valamelyik valasz.

a) ((pVaqgVr)A(—rVp) A(—rV-oq)és
(=r A=p)V (=r Ag)V (P A—gAT).

b) (-pV gV -r)A(=pV-ogVr)és
pV(gAp)V(gAT)V(pA=gA ) =pV (rAg)V (mg A ).

c) ((pV—qgVTrVs)A(pVqgVrVs)és
(P A@)V(=gAp)VTVs.

d) KNF: 1 (tautoldgia, iires KNF.)
DNF: p V —p. Vigyézat, az tires DNF azonosan hamis, ezért nem jo
megoldasnak.

e) ((pVgVTr)A(=pVqeV-T)A(pV-oqgV-r)AN(pVaqgVr)és
(P A=g AT)V (mp Ag A=)V (pA=g A=) V(P AgAT).

f) KNF: | (kielégithetetlen formula) vagy pA—p vagy O (csak az tiresklézt
tartalmazé formula.)
DNF: ) (iires diszjunktiv normélforma) vagy p A —p, mint egyetlen
diszjunkcios kloz.

g) gV pVrés
—q V pVr (Ugyanaz j6 mert KNF és DNF egyszerre.)

h) | (azonosan hamis).

i) 1 (azonosan igaz).

5.5. Feladat. frjuk fel a kétvaltozés Boole-fiiggvényeket!

5.5. Feladat megoldasa.

A 22 = 16 darab kétvéltozds Boole-fiiggvény van, mert az
igazsagtablazatban 4 helyre irhatunk egymastol fliggetleniill 0 vagy 1
értéket. Fzeket a fliggvényeket, aszerint, hogy az igazsdgtablazatukban hany
szazalékban szerepel 1-es érték a kovetkezoképpen csoportosithatjuk:

0—100% | | és tagaddsa: 1

25 —T5% | A, A, 4, ]|  és tagaddsuk: |, —, <,V
50 — 50% | 1, z9, <> és tagadasuk:  —xy, Txe, 4

ahol
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o 11 az f(x1,x9) = 1, tovdbba x9 az f(x1,xs) = xo fliggvényt jeloli.

e x|y = =(xAy) a NAND fliggvény, (néhol jele 1, de az nalunk a konstans
igaz miivelet.)

e z||ly = =(zVy) a NOR fiiggvény, (néhol jele |, de az ndlunk a konstans
hamis.)

o 1+ y:=y — x (forditott irdnyd implikacié);
e © /4 y:=-(x — y) (az implikacié tagadésa);
o z ¢ y:=—(x + y) (a forditott implikici6 tagaddsa);

e x ¢ y = —(x < y) (nem ekvivalencia, mas jeloléssel x @ y, kizaré
vagy, XOR);

5.6. Feladat. Mutassuk meg, hogy {—, —} adekvat, azaz teljes rendszert
alkot!

5.6. Feladat megoldasa. = Vy = -z — vy, és a {—, V} halmazrdl pedig
mar tudjuk, hogy teljes.
5.7. Feladat. Fejezziik ki

a) A-t és —-t a V és a - miivelet segitségével,
b) V-t és —-t a A és a = miivelet segitségével,
c) A-t és V-t a — és a - miivelet segitségével;

—-t a — és a | mivelet segitségével;

@

f

)
)
)
d) A, V, =t és —-t a | miivelet segitségével;
)
) =t a @ (kizdr6 vagy, ¢) a T miivelet segitségével;
)

g) V-t az — mivelet segitségével.

5.7. Feladat megoldasa.
a) tAy=-(-zV-y), x—y=-xVy;

b) xVy=-(-zA-y), x—y=-(xA-y);
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c) zANy=-(x—y), xVy=-x—y;

d) =z = (zlx), zAy=(z|ly)l(zly), xVy=(z|r)(yly),
r—y=z|(yly);

e) =1z —];
f) =z =20 1

g) eVy=(@A-y)Vy=-(x—=y)Vy=(z—=y) —y.

5.8. Feladat. Bizonyitsuk, be hogy az alabbi rendszerek teljesek!
a) {—, <}

{= ¢}

{—=. 4}

)

b)
)

d) {—= ¢}
)
)

C

e) {< ¢}
£) {A, ¢, 1}

5.8. Feladat megoldasa. Az el6z6 feladathoz hasonléan fejezziik ki vala-
mely teljes rendszer elemeit a megadott miiveletekkel. Példaul a b) részben

z—y=-(y ¢ ),
mert ~(y #- 1) = ~(~(y ¢ 1)) = ~(x = ).
Igy — szerepel a halmazban, — pedig a fenti médon kifejezhets. —, —-t6l

pedig mér tudjuk, hogy teljes rendszer, ezért {—, 4} is az. Konkrétan a
tobbi esetben

a) * =y =y x és {—, —}-rél mar tudjuk, hogy teljes.

b) Lasd kordbban, vagy = < y = —=(x 4 y) és hivatkozzunk az a) részre.

)

)

c) b=z ¢ x és {—, | }-rél mar tudjuk, hogy teljes.

d) J=x ¢ x és {—, | }-rél mar tudjuk, hogy teljes.
)

e) © — y =1y < x és hivatkozzunk a d) részre.
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f)

-z = x 471 és {—, A}-r6l mar tudjuk, hogy teljes.

5.9. Feladat. Mutassuk meg, hogy a {A, V, —} halmaz nem adekvat (azaz
nem alkot teljes rendszert.)

5.9. Feladat megoldasa. A negécié nem fejezheté ki. Minden, a halmaz
miiveleteibdl felépitett egyvéltozés f(x) fuggvényre, f(1) =1, mert 1V 1 =
IANT=1—1=1.

Ezt a tulajdonsagot gy hivjuk, hogy a fenti fiiggvények 1-tartéak.

De a negacié nem 1-tartd, mert =1 = 0, ezért a negacié nem fejezhetd ki.

5.10. Feladat. Mutassuk meg, hogy nem fejezheto ki

a)
b)

c)

s a A, V, = és <> segitségével;
— a A és V segitségével;

A aV és — segitségével.

5.10. Feladat megoldasa.

a)

b)

Mint az elézé példaban, a felsorolt fliggvények A, V, — és <> vala-
mennyien 1-tartéak, de a negacié nem az.
A megadott fiiggvények 0-tartéak, mert 0AO =0V 0= 0.

Ezért minden, a halmaz miiveleteib6l felépitett kétvaltozos f(x,y)
figgvényre, £(0,0) = 0.

De az implikacié nem 0-tartd, hiszen 0 — 0 = 1, ezért az implikacio
nem fejezhetd ki.

Megmutatjuk, hogy azok az f(x1,zs,...,z,) figgvények, melyek kife-
jezhetdk V és — segitségével rendelkeznek a kovetkezo tulajdonsaggal:

Létezik i, hogy x; = 1 esetén f(x1, 2, ...,2T,) = 1 mindig teljesil, azaz
,,eqyetlen valtozo igazza tételével az egész fuigguény igazzd teheto.”

Nyilvanvalo, hogy V és — rendelkezik ezzel a tulajdonsdggal.

Az is konnyen lathaté, hogy ezt a tulajdonsagot a fliggvénykompozicio
megorzi: A kiilso fiiggvényt igazza tevo valtozo helyére helyettesitett
belsé fliggvényt egy valtozdval igazza téve az Osszetett fiiggvény is
igazza teheto.

De A nem rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal, mert sem az els6 sem a
masodik valtozdjaval nem teheto igazza, ezért nem fejezheto ki.
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5.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy a {—, <>} halmaz nem adekvat! (Van
olyan kétvaltozos Boole-fiiggvény, ami nem fejezhet6 ki.)

5.11. Feladat megoldasa.

1. Megoldas. Mutassuk meg, hogy —-val és <»-val csak olyan kétvaltozos
Boole-fiiggvények fejezhetok ki, melyek igazsagtablajaban paros sok 1-es sze-
repel, igy példaul V nem fejezheto Kki.

Valoban, vilagos, hogy < igazsagtablaja ilyen, és hogy a — alkalmazéasa
megdrzi ezt a tulajdonsigot. Ldassuk be, hogy ha fi(z,y) és fo(z,y) ilyen
tulajdonsagu, akkor f; <» f5 is. Valéban, az

rl=x é x4 0=-—zx

azonossagok miatt az eredmény, azaz fi(z,y) < fo(z,y) igazsigtéblija
pontosan azokon a pozicidkon tér el az els6 argumentum, azaz
fi(z,y) igazsagtablajatél, ahol a maésodik argumentum, azaz fo(z,y)
igazsagtablazataban 0 érték talalhatd. Ilyen poziciobdl azonban paros sok
van, ezért paros sok helyen véaltoztattuk meg fi(x,y) igazsdgtdblajat, igy az
eredményben tovabbra is paros sok 1-es van.

2. Megoldas. Egy Boole-fiiggvényt linearisnak hivunk, ha x1 Gz ®... Gz,
vagy r1 D xo @ ... D x,d 1T alaki. Megmutatjuk, hogy —-val és <>-val csak
linearis fiiggvények fejezhetok ki.

Valéban —x = @& T és x < y = xDyd 71 linearis. Tovabba, ha f és g linearis
fliggvények, akkor konnyen lathaté, hogy —=f = f@ 1 és f < g=fDgd T
szintén linedris fiiggvények. (Ehhez fel kell haszndlni, hogy @ asszociativ és
kommutativ, z & = =] és x® |= z.) De példdul a konjunkcié nem linedris,
ezért nem fejezheto ki.

5.12. Feladat. Legyen F' egy olyan formula, melyben csak a — miiveleti
jel szerepel. Lehet-e F' tautolégia? Indokoljuk a vélaszt!

5.12. Feladat megoldasa.
Nem lehet. A csak a negacié miiveletét tartalmazo formulak sziikségképpen
——...—x alakuak, valamely k& > O-ra, és igy ekvivalensek —z-szel, (ha k

k-szor
paratlan), vagy z-szel, (ha k pédros), de ezek egyike se tautologia.

5.13. Feladat. Legyen F' egy olyan formula, melyben csak a V miiveleti

jel szerepel. Lehet-e F' tautolégia? Indokoljuk a vélaszt!

5.13. Feladat megoldasa.
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Nem lehet. Mivel V 0-tarto, vele is csupan 0-tarté formulak fejezhetok ki,
am a tautologidk nem azok.

5.14. Feladat. Legyen F egy olyan formula, melyben csak a — miiveleti
jel szerepel. Lehet-e F' tautolégia? Indokoljuk a valaszt!

5.14. Feladat megoldasa. Az F formula lehet tautoldgia, legyen példaul
F=x—ux

5.15. Feladat. Legyen F egy olyan formula, melyben csak a — miiveleti
jel szerepel. Lehet F kielégithetetlen? Indokoljuk a vélaszt!

5.15. Feladat megoldasa.
Nem lehet. Mivel — 1-tarto, vele is csupan 1-tart6é formuldk fejezhetok ki,
am a kielégithetetlen formuldk nem azok.

5.16. Feladat. (Craig interpolaci6 tétele.) Tegyiik fel, hogy = (F — G)
és, hogy F-ben és G-ben van legalabb egy kozos itéletvaltozo. Mutassuk
meg, hogy ekkor van olyan H, az F' és a G kozos itéletvaltozoibdl felépiilo
formula, melyre = (F — H) és = (H — GQ)!

5.16. Feladat megoldasa. Utmutatas. Az allitds bizonyitasa nem egy-
szeri, de megteheté példdul az F-ben szerepld, de G-ben nem szereplo
itéletvaltozok szama szerinti teljes indukcioval.

5.17. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy ha egy kl6zhalmaz nem tartalmaz
pozitiv (negativ) klézt, akkor az kielégithetd!

5.17. Feladat megoldasa.

Amennyiben a formuldban nincsen pozitiv kléz, akkor egy kielégito
kiértékelést kapunk, ha minden itéletvaltozo értékét hamisnak valasztjuk.
Hasonléan, ha a formuldban nincsen negativ kloz, akkor egy kielégito
kiértékelést kapunk, ha minden itéletvaltozo értékét igaznak valasztjuk.

5.18. Feladat. Igazoljuk, hogy a

F=MiAqa)Vp2ANg@) V...V (PnAdn)

formuldval ekvivalens legrévidebb CNF hossza Q(2").
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5.18. Feladat megoldasa. Az igaz, hogy a disztributivitds alkalmazasaval
olyan formulat kapunk, mely minden olyan klézt tartalmaz, melyben minden
i-re vagy a p;, vagy a ¢; szerepel, aminek hossza n - 2" (2" darab, egyenként
n hosszu kléz), de nem ez a kérdés! Hanem, hogy ennél révidebb nincs is
egyaltalan.

Tegyiik fel, hogy G = C; A ... A C,, egy legrovidebb CNF-je F-nek. Azt
tudjuk, hogy nincsenek benne trividlis klézok (melyekben egyszerre szerepel
egy literdl és komplementere), hisz ezt elhagyhatndnk.

Akkor az nem lehet, hogy negativ literal is szerepelne barmelyik klézban:
mivel F' egy monoton formula, igy ha A(F) = 1 egy A étékadésra, akkor
A'(F) = 1 mindig, ha A" > A, vagyis ha A’-t gy kapjuk A-bdl, hogy
benne egy hamisat igazra cseréliink. Marmost ha egy C; klézban szerepel
a —r literdl, és igy igaz A-ra, akkor is igaz marad, ha tetszbleges A" > A
mellett értékeljiik ki. Konkrétan akkor is, ha A’(r) = 1 és minden més s
valtozora A'(s) = A(s). Ekkor Cj-ben —r hamis, tehdt A’ kielégit C;-ben
egy —r-t6l kiilonbozo literalt, igy A is kielégiti ezt a literalt. Tehat ekkor
A mér C — {-r}-t is kielégitette. Mivel ez minden A-ra, amire A(F) = 1,
fenndll, igy ha C;-bél elhagyjuk —r-t (ezzel a transzformdciéval 1j kielégito
kiértékeléseket nem kaphatunk, csak régieket veszithetiink el), nem vesztiink
el kielégito értékadast, azaz az igy kapott CNF G-vel ekvivalens és rovidebb,
ellentmondas.

Tehét G-ben csupa pozitiv literal szerepel. Az is igaz kell legyen, hogy min-
den G-beli C' klézra és 1 < ¢ < n-re vagy p;, vagy ¢; szerepel C-ben. Ugyanis
ap; = ¢ = 1, minden mas 0 értékadas kielégiti F-et. Mivel G a fentiek
szerint csak pozitiv literalokat tartalmazhat, igy ha egy kl6zbdl is hidanyzik
p; is és q; is, akkor az a kloz emellett az értékadas mellett hamissa valik, igy
G is hamis lesz. Ez azt is jelenti, hogy G minden kl6zdban legalabb n literal
szerepel.

Most vizsgdljuk F-et. Tetszoleges I C {1,...,n}-re igaz, hogy ha vessziik
azt az Ay értékadast, melyben p; = 1 pontosan akkor, ha i € [ és ¢; = —p;,
akkor (mivel egyszerre nem allitjuk igazra pi-t és ¢;-t) A;(F) = 0. Tehat
minden ilyen A; értékadas hamisra kell allitson legalabb egy klozt G-ben. Ez
azt jelenti, hogy tetszéleges I-re van olyan C' kléz G-ben, mely legfeljebb az
Aj szerint nullara bedllé n darab literdlt tartalmazza: C C {p; : i ¢ I} U{q; :
i € I}. Csakhogy ez a C igy egy legfeljebb n-elemi kléz, azt meg fentebb
lattuk, hogy minden kléz legalabb n-elemfi, tehat ez a C' pontosan n-elemi
kell legyen, vagyis C'= {p; : i ¢ I[}U{q; : i € I} szerepel G-ben minden I-re.
Ez pontosan azt jelenti, hogy a disztributivitassal az eredetibol megkaphato
CNF valéban nem mas ebben az esetben, mint a miniméalis hosszii CNF, és
tényleg Q(n - 2™) hosszu.
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6. fejezet

A SAT probléma és specialis
esetei: 2SAT és HORNSAT.

Elméleti osszefoglalé

A SAT probléma, vagyis az itéletkalkulusbeli formulak kielégithetoségének
vizsgalata a szamitastudomany egyik igen fontos, kiemelkedd gyakorlati
jelent6ségti problémaja. Valoban, felhasznalva, hogy logikai formuldkkal
konnyen kifejezhetjilk mas problémak megoldhatésagat, szamos eldontési
és optimalizaldsi probléma megoldhaté a SAT segitségével, tobbek kozott
a mesterséges intelligencia, operaciokutatas, programhelyesség bizonyitas és
az aramkorok tervezése teriiletén.

Ugyanakkor a SAT az egyik els6 és legalapvetébb NP-teljes probléma is.
Ez roviden azt jelenti, hogy nem ismeriink ra hatékony (értsd polinom
futasideji1) algoritmust, és a bonyolultsdgelmélet eredményei alapjan igen
er0s sejtésiink, hogy ilyen algoritmus nem is létezik.

Bar az altalanos SAT nehéz, szerencsére vannak olyan specidlis esetei,
elsésorban a HORNSAT és a 2SAT, melyek mégis polinom idében megold-
haték. Ebben a fejezetben ezeket tekintjiik at.

SAT esetében tetszoleges konjunktiv normaélforméat megadhatunk inputként.
Bérmely £ > 2 esetén kSAT bemenetei csak olyan konjunktiv normélformak
lehetnek, amelyben minden kl6z pontosan k darab literdlbol all.  Végil
HORNSAT esetén az input mindig Horn-formula kell hogy legyen, azaz olyan
konjunktiv norméalforma, melyben minden kl6z legfeljebb egy pozitiv literalt
tartalmaz. Mind a harom valtozat esetében azt kérdezziik, hogy a formula
kielégithet6-e. S6t, az algoritmustol altaldban nemcsak egy igen/nem vélaszt
varunk, hanem porzitiv valasz esetén sziikséglink van a valtozdk egy, a for-
mulat igazza tevo kiértékelésre is. Latni fogjuk a megold6 algoritmusok
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miikodésébol, hogy ennek megadésa nem okoz nehézséget.

Algoritmus a 2SAT probléma megoldasara:

Bemenet: Egy konjunktiv normélformaju itéletkalkulusbeli formula, mely-

ben minden kl6z pontosan 2 darab literalbdl all.

Kimenet: Egy, a formulat kielégito valtozéhozzarendelés, amennyiben ilyen

létezik, ,,NEM” vélasz kiilonben.

Algoritmus: Készitsiik el a formuldhoz tartozé implikdcids (iranyitott)

grafot, az alabbi médon. A graf csicsai legyenek a formula véaltozoi és azok

tagadasai, azaz minden, a formuldban szereplé x valtozéra vegyiik fel az

{ = x és [ = —x literdlokat a csticsok kozé.

Ezutan vegyiik sorra a formula kl6zait, és minden (¢V ¢') klézra vegyiik fel a

grafba az (0, 0') és (¢, ¢) iranyitott éleket. Példaul az (z V —y) kléz esetén a

—x-bdél —y-ba mutaté és az y-bdl x-be vezetd iranyitott éleket kell a grafhoz

hozzaadnunk.

Miutan a graf elkésziilt, segitségével el tudjuk donteni a formula

kielégithetdségét. A formula akkor és csak akkor kielégithetd, ha a grafban

nincs olyan erdsen Osszefliggd komponens, mely tartalmazza egy ellentétes

literdl par mindkét tagjat. Masképp fogalmazva, ha nincs olyan z véltozo,

hogy az implikacios grafban egyszerre igaz, hogy —x elérhetd iranyitott uttal

x, és x is elérheté —z-bol.

Amennyiben nincs ilyen valtozo, egy, a formulat kielégité A : Var — {0,1}

valtozdkiértékelést az alabbi mdédon képezhetiink. Amig a formuldban sze-

replé minden valtozo értékét nem rogzitettiik ismételjiik a kovetkezot:
Viélasszunk egy olyan véltozét, melynek még nincs értéke. Ha az
implikdciés grafban z-bdl nem érheté el —z, akkor legyen A(x) = 1,
kiilonben biztosan tudjuk, hogy —a-bdl nem érheté el z, ezért ek-
kor legyen A(x) = 0. Ezzel az x-et tartalmazé egyik literdl (x vagy
—x) értékét igaznak valasztottuk. Folytassuk a valtozok értékadasat
oly médon, hogy minden, az implikacios grafban igaz értéki literalbol
elérhetd tobbi literdl szintén igaz értéket kapjon.

Horn-formulak Minden konjunktiv normalformat atirhatunk tgynevezett

implikdcios alakba, minden klozra a

P1VPV. . NP V1 Vg V.. Vg, =@ AN@N.. . NG, = DP1VDPaV... VD

azonossagot alkalmazva. Amennyiben n = 0, az implikédcio elotagja az iires
konjunkcio: 1, amennyiben pedig m = 0, az implikacié utétagja az tires disz-
junkcio: |. Vegytk észre, hogy mivel Horn-formuldk esetén minden kldzra
definici6 szerint m < 1 teljesiil, igy csak g1 A.. . Agp = p1ésqu N... ANgy, —d
alaku klozaink lesznek.

Algoritmus a HORNSAT probléma megoldasara:
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¢ Bemenet:: Egy Horn-formula KNF-ben.

e Kimenet: IGEN és egy kielégito kiértékelés, ha a formula kielégithetd,
NEM kiilonben.
Algoritmus:

o 1. frjuk a formulat implikaciés alakbal

e 2.  Karikdzas”: Amig van olyan implikacié, amelynek a baloldalan
minden valtozd megjelolt és a jobboldaldn vdltozo dll, karikazzuk be a

jobboldali valtozét és annak minden el6forduldsat. Ismételjiik, amig
lehet!

e 3. Dontés: Ha van olyan hamis jobboldali tag, melynek a baloldalan
minden valtozo megjelolt, a valasz NEM.
Kiilonben a valasz IGEN, a formula kielégitheto, mégpedig példaul
ugy, hogy a megjelolt valtozéknak adjunk IGAZ értéket, a nem meg-
jelolteknek HAMIS-at.

Feladatok

6.1. Feladat. Az alabbi itéletkalkulusbeli formuldkat hozzuk konjunktiv
normalforméara, majd irjuk oket implikaciés alakba. Végil irjuk fel a for-
muldkat a rezoltuciénédl hasznalt halmazos formatumban is. A konjunktiv
normélalakok koziil melyek Horn-formulak? A nem Horn-formuldk esetleg
egyszerisitéssel azza teheték? Dontsiik el, hogy koziilikk a Horn-formulak
kielégithetok-e.

6.1. Feladat megoldasa.
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a) (pAQV(rA—q)=(-pAq)V(rA-g) =
= (pVr)A(—pV-g)A(gVT)A(qgV—q) = (—pVr)A(—pV—g)A(qVT) =
=@—=r)AN@eAg=DAA—qVr)={{-pr}{-p -}, {q7}}

Ez utobbi KNF nem Horn-formula, mert a harmadik tag nem Horn-tag
(mivel egynél t6bb pozitiv literdlt tartalmaz, ¢-t és r-et).

b) p—=((g=r)A(=sVr)) =-pV((mgVr)A(=sVr)) = (mpV g Vr) A
(mpVosvr)=(pAg—=r)ApAs =) ={{-p,~qr} {-p s r}}
Ez a KNF Horn-formula. A formula kielégithetd, legyen minden véltozo

hamis.

c) (pAgAT)V(gA=r) = (pVOA(GV N[V APV =r)A(gV—r)A(rV-r) =

{ {p, Q}> {q}a {Ta Q}a {p> _'T}a {Q> _'T}a {T> _'T} }

A formula nem Horn-formula, de lehetéségiink van egyszertisiteni, mert
{r, —r} biztosan igaz, és mivel q igaz, a ¢-t tartalmazo tagok is elhagy-
hatok, igy az marad, hogy

{atAp,rti=anpVv-r)={0=g A (r—p)
A formula Horn-formula, és kielégithetd, az algoritmus szerint egy
kielégitd kiértékelés a kovetkezd: A(q) =1, A(p) = A(r) = 0.

d) A formula nem Horn-formula, mert az els6 kléz két pozitiv literalt
tartalmaz.

e) J=t—l= 0O (csak az iires klozt tartalmazé KNF). Ez Horn-formula.
Nyilvanvaléan kielégithetetlen.

f) t=pVv-p=p—p={{p, —p}}, Horn-formula, kielégithetd.

Egy mdsik megoldas: 0, vagyis az tires formula, azaz egyetlen klézt sem
tartalmazo KNF.

6.2. Feladat. Dontse el a Horn-formulak algoritmuséval, hogy kielégitheto-
e az alabbi Horn formula:

(=pV =gV -r)A(msV-oVp) A tAsAgA(—uVv)Au

6.2. Feladat megoldasa. A formula implikédcids alakja a kovetkezo

(PAgAT =LA (SAV=D)A([E—=L)A(T— s)
A= ag) A= o) A(T— )
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Az algoritmus sorra az alabbi véltozok Gsszes elofordulasat megjeloli:

87 q7 u7 U’ p'
Azaz végiil a kovetkez6t kapjuk:

./\@/\r—)i [sIA[v] = [PD A (E =) A (1= [5])
A= g A (] = ) A (= [u])

Mivel nincs olyan (g1 A g2 A -+ - A g —]) negativ tag, melynek a baloldalan
minden valtozo megjelolt, ezért a formula kielégithetd, és

Als) = Alg) = A(u) = A(v) = Alp) =1, A(r) = A(t) =0

igazzd teszi. Az algoritmus altal megjelolt valtozok értéke igaz, a meg nem
jelolteké pedig hamis.

6.3. Feladat. Kielégitheté-e az alabbi Horn formula:

“tAvA(qV-p)A(—pVrV—at)A({EV t)AsA(uV sV —p)
AN(=pV-rVasVu)A(-pV-rVo)A(-qV-uV-osV-w)
AoV =t)A(—uV =gV w)A(=rV-oV-ogV-p)Ap

6.3. Feladat megoldasa. A formulat implikaciés alakba irva, majd rajta
a Horn-algoritmust végrehajtva azt kapjuk, hogy

=D A M=) A(p]=[a) A(P]AEt =) A=) A= [s])
./\.—). ./\7’/\.—>. ./\r—).
A (AT ALIA[w] =) A ([]AE =) A (] Afg] = [w)
A (r A[vJA[g)A[P] =) A (1= [P])
Tehat az algoritmus sorra az alabbi valtozokat jeloli meg:

v,5,p,q, U, W.

Mivel a (@/\/\/\ — 1) a negativ tagban a baloldalon minden valtozo
megjelolt, ezért a formula kielégithetetlen.

6.4. Feladat. Bizonyitsa be, hogy az alabbi (konjunktiv normélformaban
adott, de nem Horn-formuldk) kielégithetetlenek:

a) (pV@A(=pVag) ApV—q) A(=pV—g);
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b) (pVagVrVs)A(—gVp)A(—rV g A(msVr)A(=pVs)A(—pV-s).

6.4. Feladat megoldasa.

a) Barmi is egy modellben a p és ¢ véltozdk igazsigértéke, biztosan lesz
pontosan egy olyan kl6z, melyben mindkét literal értéke hamis. Ezért
a formula kielégithetetlen.

b) Indirekt médon, tegyiik fel, hogy van olyan A : Var — {0, 1} értékadas,
mely kielégiti a formulat. Ekkor a (—=pV s) és (—p V —s) miatt A(p) =
0. Ebbdl a klézok tovabbi vizsgdlataval A(q) = 0, A(r) = 0, majd
A(s) = 0 kovetkezik. Ez azonban ellentmond az elsé kléznak, igy ilyen
A kiértékelés nem létezik, vagyis a formula kielégithetetlen.

6.5. Feladat. Dontse el az implikaciés graf felirasaval és elemzésével, hogy
kielégithetok-e az alabbi 2SAT formulak:

PVONETVGA(=pVT)A(=gV-r);

pVOAN(=rV A (pVT)A(=qgV=r)A(pV—q);

“pV-r)APVag) A(—rV=ag) AtV ) A(rVit);

) (
) (
¢) ((7pV-p) APV =g) A(=gV 1) A(gVq);
) (
) ((pVor)A(pV ) A(—rV ) A(mtV ) A(rVt);
) (

PV NPV APV =g A(=pV—g).

6.5. Feladat megoldasa.

a) Az implikdciés graf a 6.1 dbran lathat. Vegyiik észre, hogy benne
p-bol elérheté —p, —¢-bol elérheto q és r-bol elérheté —r. Ugyanakkor
=p-bél nem érhetd el p, és ¢-bol nem érheto el —q, valamint —r-bol
nem érheto le r. fgy nincs olyan x valtozd, hogy x-bol —x és —ax-bdl
x is elérhetd lenne, ezért a formula kielégithetd. Mivel p-bél elérheto
—p ezért p értéke csak hamis lehet, vagyis A(p) = 0. Ebbél a grafban
—p-bél elérhetd literdlok igaz értéke kovetkezik, vagyis A(q) = 1 és
A(r) = 0. Konnyen ellenérizhet6, hogy az igy definidlt A kiértékelés
valoban kielégiti a formulat.
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b)

6.1. abra. A 6.68. feladat a részének implikacios grafja

Az utolsé kloz a (q, p) és (—p, —q) éleket adja hozza az eléz6 feladatban
szereplé implikaciés grathoz. Ezaltal egyarant p-bol elérheté —p és —p-
bol elérhetd p. Igy a formula kielégithetetlen.

Az implikaciés grafban példaul p-bdl elérheté —p és —p-bdl elérheto p,
ezért a formula kielégithetetlen.

Az implikaciés grafban példaul p-bdl elérheté —p és forditva —p-bdl is
elérheté p. (Ez most éppen barmely mdas viltozéra is igaz.) Igy a
formula kielégithetetlen.

Az implikaciés grafbdl ezuttal nem kovetkezik ellentmondaés, ezért a
formula kielégithet6. Mivel p-bél elérhet —p, ezért csak A(p) = 0 le-
hetséges, amibél A(q) = 1, A(t) =0 és A(r) = 1 kovetkezik.

Az implikacios gratban p-bdl elérheté —p és forditva, —p-bol is elérheto

p, ezért a formula kielégithetetlen. Ezentul érdemes észrevenni, hogy a
grafban minden él ellentétes parja is szerepel.
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7. fejezet

A rezolicios modszer

Elméleti osszefoglald

A rezolici6 az egyik legfontosabb logikai bizonyitasi médszer egyrészt alap-
vetd az automatikus tételbizonyitasi modszerek kozott, méasrészt ez a logikai
programozés (a Prolog programok) miikodésének elméleti hattere.
Ez a fejezet az itéletkalkulusbeli rezoliciot mutatja be, az elsérendii re-
zoluciét késobb targyaljuk.
Hogy a halmazelméleti miiveleteket alkalmazni tudjuk, a rezolicié soran min-
den konjunktiv normalformaju formulat azonositunk a formula klézainak hal-
mazaval, magukat a klozokat pedig az oket alkoto literalok halmazaval. fgy
példaul a (zV—-y)A(zV—-zVz) formula {{z, —y} {—z, 2} } lesz. A rezoliciéban
kiemelt szerepe van az iires kloznak, mely egyetlen literdlt sem tartalmaz,
ennek jele: [J. Mivel az iires kléz iires diszjunkcid, ezért kielégithetetlen,
sot nyilvanvaléan kielégithetetlen minden iires klozt tartalmazé konjunktiv
normalforma is.
A rezolicid szabalya:
Legyenek C, és Cy zérusrendii klézok. Amennyiben ¢ € Cy, és £ € O, teljesiil
valamely /¢ literdlra, akkor képezhetjiik a C és C klozok egy rezolvensét, az
aldbbi szaballyal:
Ci, Gy
(C\{H) U(C\ {})

A rezolvensképzést halmazokra is kiterjesztjiik, tetszéleges ¥ (véges vagy
végtelen) klézhalmazt kibévitve, annak rezolvenseivel:

Res(X) = X U{R | R valamely Cy és Cy € 3 klézok egy rezolvense. }
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Ezt a klézok halmazan miikod6 operatort természetes modon iterdlhatjuk:

by h =0
Res"(X) =< ' . an=>

Res(Res"™ (X)), han > 0.
Jelolje Res™(X) a X elemeibdl akarhany lépésben megkaphaté klozok hal-
mazat, azaz

Res* (X)) = U Res"(%).

Beldthato, hogy Res*(X) az a legszitkebb halmaz, mely Y-t tartalmazza és
zart a rezolvensképzésre.

A rezoltcids bizonyitas helyességét és teljességét az alabbi tétel fogalmazza
meg.

A rezolicié alaptétele. Barmely X klézhalmaz kielégithetetlen < [ €
Res™(X).

Ezt felhasznalva a kovetkezo algoritmushoz jutunk. Eloszor a kielégithetdség
szempontjabol vizsgalni kivant formuldt vagy formulahalmazt konjunktiv
normalformara hozzuk, majd a klézokat a ¥ formulahalmazba gyujtjiik.
Ezutan Y, és ezzel az eredeti formula vagy formulahalmaz kielégithetoségét
az aldbbi médon donthetjiik el:

A rezolicié algoritmusa:

Bemenet: ¥ itéletkalkulusbeli kl6zok halmaza

Kimenet: IGEN, ha ¥ kielégithet6, NEM kiilonben.

Algoritmus:
1. R:==X%
2. R :=Res(R)

3. Ha O € R akkor VEGE, a vélasz NEM.

4. Ha R = R’ akkor VEGE, a vélasz IGEN, kiildnben R := R/, és
ismételd 2-t4l.

Vegyiik észre, hogy amennyiben a Y formulahalmaz kielégithetetlen, nem
sziikséges a Res’(2) halmaz minden elemét sorra eléallitanunk, elég csupan az
tires kloz egy levezetését megadnunk. Ez az alabbi definici6 szerint torténhet:
A rezolicios levezetés: Legyen Y klozok halmaza. Klézok egy véges
Co, ..., C, sorozatat 3 feletti rezolicids levezetésnek (vagy bizonyitisnak)
nevezziik, ha C,, = OO és minden C}, ahol (1 < k < n), klézhoz tartozik egy
indoklas, mely az alabbiak valamelyike
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o €Y7 azaz (Y} szerepel a X halmazban

e Res i,57: azaz C} rezolicioval kaphato a levezetésben mar korabban
szerepld C; és C; klozokbdl, azaz i, j < k.

A rezolicids levezetés tétele: Barmely X klozhalmaz kielégithetetlen <

létezik X feletti rezoltcids bizonyitas (melynek utolsé eleme természetesen
0).

Feladatok

7.1. Feladat. Bizonyitsuk be rezoliciéval, hogy a kévetkezo formuldk nem
kielégithetok.

a) (p=(g=r)A(p=g Ap=-1));
b) =(((p — q) = ~q) = —q);
¢) 2(rA=g) A(=p = =) A (=pV =s) A=(=rV=s).

7.1. Feladat megoldasa.

Csak a feladat b) részének megoldasat ismertetjiik részletesen, a tobbi fel-
adatrész ugyanilyen 1épéseken keresztiil oldhaté meg.

A formulédt elészor KNF-re kell hozni: F = =(((p — ¢) = —¢) — —q)
(p—=49) =) Ng ==V Ag= (PN Vg Ngq
(pV—q) A=gAg

Igy F mint klézok halmaza: F' = {{p, —q},{—q},{q}}.
Az tres kloz egy rezolicids levezetés az alabbi:

L. {p, ~q} €F
2. {~q} eF
3. {q} €F
4. Res 2,3

fgy rezolucioval levezethetd az tires kloz: [, ezért F' kielégithetetlen. Ha
az iires kl6z nem lenne levezethetd (ezt észrevessziik, mert egy id6 utdn nem
tudunk rezoliciéval Gjabb kl6zokat képezni, amikor mar eléallitottuk Res* (%)
miden elemét), akkor F' kielégithet6 lenne.

7.2. Feladat. Adjuk meg a Res’(F), Res'(F), Res*(F), Res®(F) és Res*(F)
kl6zhalmazt! Kielégitheto-e F'?
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a) F = {{_'p7Q7 _'T}v{p}v{%rv 3}7{_'T7 _'S}};
b) F={{-p,—~q¢r} {p,r}.{¢. v}, {-r}}.

7.2. Feladat megoldasa.
b) megoldasa.

1. {-p,—q,r} eF
2. {p,r} €F
3. {q,r} eF
4. {-r} eF

1 —4. = Res"(F)
5. {—q,r} Res 1,2
6. {-p,r} Res 1,3
7. {-p,q} Res 1,4
8. {p} Res 2,4
9. {q¢} Res 3,4

1—9. =Res'(F)
10. {r} Res 2,6
11. {—q} Res 4,5
12. {-p} Res 4,6

1 —12. = Res’(F)

13. O Res 4,10

1 —13. = Res’(F) = Res*(F)
Kénnyen lathaté, hogy Res*(F) = Res®(F), igy Res*(F) = Res®(F), és 0 €
Res*(F), ezért F' kielégithetetlen.

7.3. Feladat.  Dontsiik el rezoliuciéval, hogy a kovetkezo formuldk tau-
tolégiak-e?

a) =[(p = q) Ap A —ql;
b) ((p = q) A —=q) V —p;

o) p—=q) = (g—=r)—=(p—=r));
)

d) (p—=r)—=(g—r)—=mPVg—r)).
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7.3. Feladat megoldasa.
Minden esetben a bizonyitas alapja, az hogy F tautolégia < —F
kielégithetetlen.

a) ~F = (-pVq) ApA-q={{-pq} {p},{-a}}.

1. {-pq} €F
2. {p} er
3. {—q} er
4. {q} Res 1,2
5. U Res 3.4

fgy —F kielégithetetlen, ezért F' tautologia.
b) Nem tautolégia.
¢) Tautoldgia.

d) Tautolégia.

7.4. Feladat. Dontsiik el rezoluciéval hogy az alabbi formuldk
ekvivalensek-e?

a) p— —q és ¢ — —p;
b) (pVqg—r1)és (-r— —pV-gq).
7.4. Feladat megoldasa. Minden esetben a bizonyitas alapja, az hogy

F=G& EF <+ G&E (F < Q) kielégithetetlen. Ezért a —(F < G)
formulat kell konjunktiv normalforméara hoznunk.

a) Ekvivalensek.
b) Belathatd, hogy —(F <> G) = (—-pV —q) A (pV q) A —r. Igy
Y= {{_‘p7 _'q}a {p7 q}a {_\T}}

kielégithetetlenségét kell bizonyitanunk.

L {-p, —q} €X
2.{p.¢} €X
3. {-r} €ex
4. {—q, q} Res 1,2
5. {-p,p} Res 1,2
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1-5. = Res'(¥) = Res?(X) = Res*(%).

Mivel most O ¢ Res*(X), ezért ¥ kielégithetd, igy F' és G nem ekviva-
lensek.

7.5. Feladat. Dontsiik el rezoliucioval hogy az alabbi logikai kovet-
kezmények fennéllnak-e?

a) {¢,7 = (¢ —=p),} ETr—=Dp

)
b) {q_)r>r_)p>q\/tat_>(8_>p)a_'p} ):_'(J/\_"f’;
c) {g—rr—=paqVvtt—(s—p),-p}E -t

)

d) {u = wVqqu}Ew.

7.5. Feladat megoldasa. A megoldés alapja minden esetben a kovetkezd
tétel:
{FI,F,... . F,} EGe X ={F,F,... F, -G} kielégithetetlen.

a) Igaz.
Fi= q , FB=r—=(q@—>p=-rVyqVp G=r = pés -G =
~— —_——
ﬁ(T-)p)E\?:_//\QE/
fgymost

Y= {{Q}v {_'Tv _'Q7p}7 {7’}, {_'p}}-
kielégithetetlenségét kell igazolnunk.

Az tres kloz egy rezolicids levezetése:

1. {q} ex
2. {-r,—q,p} € X
3. {r} €ex
4. {ﬁp} ex
5. {-r,p} Res 1,2
6. {p} Res 3,5
7.0 Res 4,6

Ezért ¥ kielégithetetlen, ami azt mutatja, hogy a logikai kévetkeztetés
helyes.
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b) Igaz.
¢) Nem igaz.

d) Igaz.

7.6. Feladat. Formalizalja az aldbbi mondatokat és dontse el rezoltucioval,
hogy az elso két mondatnak logikai kovetkezménye-e a harmadik.

e F) : Ha Peti busszal utazik és a busz késik, akkor Peti nem ér oda a
talalkozéra.

e [ : Petinek nem kell hazamennie, ha nem ér oda a talalkozora és ha
rosszkedvii.

e F3 : Ha Petinek haza kell mennie, és Peti busszal utazik, akkor Peti
nem lesz rosszkedvii, ha késik a busz.
7.6. Feladat megoldasa. Vezessiik be az alabbi itéletvaltozokat

e B = ,, Peti busszal utazik.”

e K =, A busz késik.”

e O = ,, Peti odaér a talalkozora.”
e H = |, Petinek haza kell mennie.”
e R =, Peti rosszkedvii (lesz).”

Ekkor az allitasok egy lehetséges formalizaldsa
e 1 =BANK —-0=-BV-KV -0,
e [,=-OANR—-H=0V-RV-H;
o F3=(HAB)— (K — —R);
o “Fs=HANBANKAR;
Végiil, a klézhalmaz, melynek kielégithetetlenségét igazolnunk kell
Y ={{=B,~K,~0},{0,~R,~H},{H} {B},{K},{R}}

Innen az iires kléz levezethetdsége konnyen lathato. fgy a logikai kovetkez-
tetés helyes.
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7.7. Feladat. Bizonyitsa be rezolicioval a kovetkezoket:
a) {pVqg,q—=>rAs,pVr—u}Eu
b) {pV(gAr).q—=s,p=qtEr—s;

¢) {(gAp) = —r,pVaq,r,p—=q}E=-(¢g—p);

F—=G=7r)=>=9—=@—=r);
) {r—=sVvt,~sAN-u, ~u—-t, ptE(-pVaqg A-r

)
)
)
d) {p. p = (@Vr)A=(gAT), p = (SVE)A(AL), 8 — g, = — t } |= tAs;
)
)
)

g) (q—=pVs)A(h—= (V)N (GVh)A=(pVs)A-t =T

7.7. Feladat megoldasa.

a) Csak ennek a résznek a megoldasat ismertetjiik részletesen, a tobbi rész
ugyanilyen lépéseken keresztiil oldhaté meg.

{pVaqg,q—=rANs,pVr — u} = u akkor és csak akkor teljesiil, ha
{pVqq—rANs pVr —u} kielégithetetlen formulahalmaz. FEzért
ennek elemeit kell konjunktiv normélformara hozznunk.

pV q mar KNF;

q—=rANs=-qV(rAs)=(-qVr)A(-qVs);
pVr—=u=-(pVr)Vu=(-pA-r)Vu=(-pVu)A(-rVu);
—u ez is KNF.

fgy az ezekbol képzett klézhalmaz, melynek kielégithetetlenségét iga-
zolnunk kell

{ {p7 Q}v {_'(L T}v {_'(L S}v {—'p, u}7 {_'Tv u}v {_'u}}

Az tires kléz egy levezetését mutatja a 7.1. dbra, a levezetés menetét
pedig a 2. animacio szemlélteti.

b) A tovabbiakban, egy kivételtdl eltekintve, csak a KNF-kbol szdrmazd
kl6zhalmazokat adjuk meg, azokbdl az iires kloz levezetése mar konnyen
elvégezheto. Ezen feladat esetében a klézhalmaz

{{p7 q}v {p, T}v {_'Q7 8}7 {—'p, S}v {T}v {_'8}}'
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{p. a} {-q, r} {-q, s} {=p, u} {-r, u} {-u}

7.1. 4bra. A 7.75. feladat a kldzaibdl az tres kléz rezolicids levezetése

¢) A rezolvéland6 klézok halmaza
{{-p,~¢, 7} Ap. ., {r}, {-p. ¢}, {~a. p}}.

d) A rezolvélandé klézok halmaza

Y= {{p}’ {_‘p> g, T}> {—'p, —q, _'T}a {_‘p> S, t}a {_‘p> -, _'t}a {_‘Sa Q}> {Ta t}> {_'ta S}}

Mivel itt az tires kloz levezetése sem magatdl érthetddo, megadunk egy
levezetést is:

1.  {p} €
2. {-wqr} €X
3. {-p,—q-r} €X
4. {-p,s,t} €Y
5. {-p,—s,~t} €%
6. {-s,q} X
7. Art} X
8. {-t,s} X

9. {-p,—q,t} Res3,7
10. {-p,q,t} Res4,6

11. {-p,t} Res 9,10
12. {-p, -t} Res 5,8
13. {-p} Res 11,12
14. 0O Res1,13

e) A rezolvalandé klézok halmaza
%= {{-p,~q,r}, {-p. ¢} . {p}, {-r}}.
f) A rezolvdlandé kl6zok halmaza

2= {{_'Tv S, t}v {_'8}7 {_'u}v {u7 _'t}v {_'p}v {p, T}v {_'(L T}}
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g) A rezolvalandé klézok halmaza

Y= {{~q,p. s}, {~h, .t} {q, b}, {=p} {-s}, {~t}, {-r}}.

7.8. Feladat. A Horn-formuldkra megismert ,,karikazos” algoritmus imple-
mentédlhato linedris idéigényben. A rezoliciéban a szelekcids operdtort (mely
eldonti, hogy mely kl6zok rezolvensét képezziik a kovetkezd 1épésben) meg
tudja-e ugy adni, hogy Horn-formuldkra a rezolucids algoritmus is linearis
idoben miikodjon?

7.8. Feladat megoldasa. Ha jobban megnézziik a ,karikazos” algoritmust,
a kovetkezot tessziik:

o Keresiink egy pozitiv egységklozt, vagyis egy {p} alakui klozt.
o A klozt eldobjuk és —p-t tordljiik minden klézbol.
e Ha iires kl6zhoz ériink, jelentjiik, hogy az input KIELEGITHETETLEN.

e Egyébként jelentjiik, hogy KIELEGITHETO (a karikdzds algoritmus egy
kielégit6 értékadast is szallit ekkor).

A fenti formalizmus szerint ez nem mas, mint ha a rezoliciéban pozitiv
egységklézokkal rezolvalnank, ameddig csak tudunk; ha tehat ezt a szelekcidt
kovetjiik, akkor a rezoluciés motorunk a Horn-formuldkon is felveszi a ver-
senyt a karikazos algoritmussal.

Megjegyzés: a pozitivitasi feltétel sziikségtelen, egy rezoliciés motorban min-
dig érdemes egységklézokkal rezolvalni, amikor csak lehet. Helyes 1épés a
subsumption is, mely szerint ha C7 C C5 és mindkét klozt levezettiik, ak-
kor Cs-t eldobhatjuk, mert az iires kléz egy legrovidebb levezetésében mar
nem lesz ré sziikség. Ily modon ha az egységklozzal | kititottiink” egy literalt
egy klozbdl, ugy ott tényleg , kitités” torténik és az eredeti klézt eldobhatjuk.
Ezek utédn az egységklozra mar nem lesz sziikség, hiszen mindent rezolvaltunk
vele, amit csak lehetett.
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8. fejezet
A Hilbert-kalkulus

Elméleti osszefoglald

Minden bizonyitasi (levezetési) rendszer aziomdkbol és kiovetkeztetési
szabalyokbol &ll. Itt most csak az egyik legegyszeriibb esetet mutatjuk be.
Csak olyan itéletkalkulusbeli formulakat vizsgalunk, melyek csak az imp-
likdcié (—) és az azonosan hamis () miiveleteket tartalmazzék. Ez nem
jelent lényeges megszoritdst, mert, mint kordbban méar lattuk, {—, |} teljes
rendszert alkot, azaz segitségiikkel az itéletkalkulus barmely mivelete kife-
jezhet6. A rendszer épitéelemei esetiinkben az alabbiak:

Axiéma sémak:

a) (F—-(G—H))— (F—G)— (F— H));
b) F — (G — F);
¢) (F =) =) = F.

Ezek axioma sémdk, azaz a fenti képletekben F', G és H helyére tetszoleges
formulakat helyettesithetiink.

Kovetkeztetési szabaly:
Modus Ponens (levélasztéas szabédlya, MP)

FF—G
G
Ezt szintén tetszoleges F' és GG formuldkra szabad alkalmazni.
Hogyan lehet ezeket megtanulni?
AX1l: (F - (G—H))—» (F—-G)— (F—H)),
Ez az ,,implikdcié ondisztributivitdasa”: F - (G+ H)=F -G+ F - H".
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A | lancolt implikacidk” viselkedése miatt: FF — (G — H) = FAG — H,
igy az axioméval ekvivalens (FAG — H) A (F — G) — (F — H), ennek
igazsaga pedig mar konnyen lathato.

AX2: F - (G—F)

Ez arra jo, hogy F-bol, G — F-et készithessiink. Val6ban:

a) F
b) F— (G—F) AX2
)G F MP12

Ez alapjan, ha mar levezettiik F-et, levezethetjiik G — F-et barmely G
formulara.

AX3: (F =) —=)) = F

Ez a dupla tagadés torvénye, vagyis =—F — F.

A tautologiak bizonyitasa Hilbert rendszerében

A csak — és | miveleteket tartalmazé F formula érvényességének Hilbert-
féle bizonyitdsa vagy levezetése alatt egy olyan FY, Fy, ..., F,, véges sorozatot
értiink, amelyben F,, = F', és a sorozatban minden Fy (1 < k < n) lépéshez
tartozik egy indoklas, mely az aldbbiak valamelyike

e AXi, azaz Fy azi. axidmasémabdl kaphaté helyettesitéssel (1 < i < 3),
vagy

e MPi,j, azaz Fj, a korabbi F; és [ formuldkbdl kaphaté az MP-
szabdllyal, ahol 7, 7 < k.

Ha F' levezetheto, akkor ennek jele 4 F', vagy egyszeriien csak + F'.

A logikai kovetkeztetés bizonyitasa

Ekkor az F' bizonyitasahoz az axiomakon tul a >-beli formulak is fel-
haszndlhaték (azok persze helyettesités nélkiil). Ennek jele: ¥ k3 F vagy
Y+ F.

Tétel. (A Hilbert-kalkulus helyessége és teljessége) Barmely > és F
zérusrendi formulahalmazra illetve formulara

SHFFaSEF

Megjegyzés. Némileg bonyolultabb axiémakkal és szabalyokkal ugyan, de a
tétel igaz elsorendben is. fgy a logikai kovetkezmény fogalma formalizalhato.
A Hilbert-féle bizonyitasok jéval egyszertisithetok az alabbi tétel alkal-
mazésaval.
Dedukcié tétel:

YFF—>G&YXU{F}FG
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Feladatok

8.1. Feladat. Bizonyitsuk Hilbert rendszerében dedukcié hasznélata
nélkiil, hogy - p — p.

8.1. Feladat megoldasa.

L p=((p—p —p
AX2[F/p,G/(p — p)]

2. p—=>—p) —p)—=>—@—>p)—({@—>Dp)
AX1[F/p,G/(p — p), H/p]

3. p—=(@—=p)—@—0n)
MP 1,2

4. p—(p—p)
AX2[F/p,G/p]

9. p—0p
MP 3.4

8.2. Feladat. Bizonyitsuk Hilbert rendszerében dedukcié hasznalata
nélkil, hogy ¥ = {(p =) =], p — ¢} esetén ¥ F q.

8.2. Feladat megoldasa.

1. (p—)) —!l €eX
2. (p—d) =) —p AX3[F/p]
3. p MP 1,2
4. p—q e X
5. q MP 3,4
8.3. Feladat. Bizonyitsuk Hilbert rendszerében dedukcié hasznalata

nélkiil, hogy F|]— p, (azaz ,,hamisb6l minden kdvetkezik”)!

8.3. Feladat megoldasa.

L (= (((p =) =d) = p) = (= ((p =) =) = (= p))
AXI[F/ |, G/(p =) =1, H/p]

2. (p—=d) =) —p AX3[F/p|

3. (((p =) =4) = p) = U= ((p =) =)) = p))
AX2[F/((p —1) =) = p, G/ ]

4 1= (((p—=) =) —p MP23
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5. (L= ((p—4) =) = (J=+p) MP 14
6. 4= ((p —1) —4) AX2[F/ |, G/p -]
7. l—p MP 56

8.4. Feladat. Bizonyitsuk Hilbert rendszerében dedukcié hasznélata
nélkil, hogy = ((p =) = p) = ((p =) =)!

8.4. Feladat megoldasa.

a) (p—=d) = (@—=) = ((p—=1) —=p) = ((p—=1) =)
AX1[F/(p —=1),G/p,H/ |]

b) ((p—=4) = (((p =) = (=) = (p—=]) =
((p—=d) = ((p=d) = (=) = (p—=L) = (p—=1))
AX1[F/p =1, G/((p =) = (p =1)). H/(p —=1)]

c) (p—=d) = (((p—=4) = (=) = (—])
AX2[F/p =], G/(p =) — (p =1)]

d) (p—=d) = ((p=4) = @—=1) = ((p—=d) = (=) MP23

e) (p—=d) = ((p—=1) = (—]))
AX2[F/p =1.G/p —1]

f) (p—=1) = (@—=1) MP45

g) (p—=4)—=p) —((p—=) =) MP16

8.5. Feladat. Bizonyitsuk a dedukcié tétel ismételt alkalmazasaval, hogy
FE— ((F—l) —=)).

8.5. Feladat megoldasa. A dedukcié tétel szerint mindaddig, amig imp-
likaciot, azaz F' — G alaku formulat kell bebizonyitani, annak elétagja, F
felvehet6 a feltételek kozé és elég csak G-t bizonyitani.

Esetiinkben

FF— (F—l) =) e{F}F(F—=]) =le{F,F-=l}H

Ezt pedig mar konnyt bizonyitani:
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1. F e

2. F—| €X

3. 1 MP 1,2
Megjegyzés. A dedukci6é tétel bizonyitasa konstruktiv, igy a fenti bi-
zonyitasbol algoritmussal el6 tudjuk allitani az eredetileg bizonyitandé for-
mula egy levezetését.

8.6. Feladat. Mutassuk meg az aldbbiakat, a dedukcié tétel hasznalhato.
) FF — F;

) F((p—=d) = p) = (=) =)
) E (= (p—=) = (p—=));

d) Fl=p;
)
)
)
)

a
b

C

(p—=4) = (p = q);

F((F =) = (G =) = (F =) = G) = F);
{p=1) = (@—=D}Fq—p
{

(p—l)—ptkp

e

f

g
h

8.6. Feladat megoldasa.

a) F F — F  dedukciéval trividlis:
1. I, mert F feltétel.

b) Ez egy kordbban mar szerepld példa, de dedukciéval joval kénnyebben
igazolhato:
F(p—=d) = p) = ((p—=)) =) &
{(p=d)=ptE(p—=)) =) &
{(p =) = p,p—=ItHL

Ennek bizonyitasa pedig, ha ¥ = {(p —|) — p,p —{} a feltételek

halmaza:
L.(p—=))—0p €Y
2.p—l e
3.p MP 1,2
4. | MP 2,3
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¢) Az el6z6 részfeladathoz teljesen hasonléan bizonyithato.

d) Ez is jéval konnyebb dedukciéval, bar nem trivialis:
Fl— p < {l} F p, melynek egy bizonyitdsa

{

AN

p

(p—=) =) =0
= ((p =) =)
(p =) =4

ex

AX3[F/p]

AX2[F/ |,G/p =]
MP 1,3

MP 2,4

e)Fp—=b) == e{p=lttp—ae
< Y :={p,p =1} F q. Ez utébbi bizonyitdsa:

p
p—l
l

O Tt W=

q

(g =) =) —q
= (g =) =)
(¢ =) =1

ex

ex

MP 1,3

AX3[F/q]

AX2[F/ |, G/q =]
MP 3.5

MP 4,6

£ F(F =) = (G =) = (F—=]) = G) = F)
S{F =)= GE=)IF((F—=]) =G = F
e Y ={(F—l) — (G—=|),(F —|) - G} - F Ennek bizonyitasa:

[(F —=]) = (G =] = [(F =) = G) = (F ={) =)

1. (F—=]) —(G—=))
2. (F—=])—=G
3.
AX3[F/F —|,G/G,H/ |]
4 ((F=1) = Q) = (F —)) =)
5. (F—{) =)
6. (F—=)) =) —=F
7. F
Megjegyzés.

€
€ X

MP 1,3
MP 2,4
AX3[F/F]
MP 5.6

Ha a bizonyitott formuldban az F' —] helyére —F

és G —| helyére -G helyettesitéseket elvégeznénk, akkor egy masik
(azonosan hamis helyett negdciot tartalmazé) Hilbert-féle kalkulus 3.
axiéméjat kapnank (lasd Fulop Zoltén: Gyakorlé feladatok a ”Logika a
szamitastudoményban” targyhoz I.). A helyettesitéssel kapott formula:

(=F — -G) = (-F = G)— F).
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g {p =) = (@=DtFrg—=pe X ={p—=) = (@=qagFp
Ennek bizonyitasa:
L (p—d) = (g—]) €x
2. q € X
3. [lp—=d) = (@=P] = ((p—=d) =g = ((p—)) =]
AX3[F/p —|,G/q,H] |]

4. ((p—=d) —q) = ((p =) =) MP 1,3

5. q—=(p—=d) =9 AX2[F/q,G/p —]]
6. (p—=))—¢q MP 2,5

7. (p—l) =l MP 4.6

8. (p—=d)—=d)—p AX3[F/p]

9. p MP 7,8

h) ¥ := {(p —-)) — p} F p bizonyitdsdhoz felhasznéljuk azt, hogy
tetszoleges F' formuldra F' — F-et mar le tudjuk vezetni 5 lépésben,
lasd a fejezet elso feladatat.

. (p—=d)—p ex

2. (lp=d) = =] = ((p—=) = p) = ((p =) 2]
AX3[F/p —1,G/p, H/ |]
mint p — p levezetése (5 1épésben):

N RN

8. (p—=d)—=p) —(p—=) =) MP 2,7
9. (p—d)—d MP 1,8
10. ((p—=d) =) —0p AX3[F/p]
1. p MP 9,10
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9. fejezet

Normalformak az elsorendu
kalkulusban

Elméleti osszefoglalé

Ebben a fejezetben visszatériink az itéletkalkulus békés mezsgyéirol az
elsorendii logika csataterére. Mivel szamos esetben van arra példa, hogy
szakértoi rendszerek axiémai nem itéletkalkulusban, hanem elsérendi lo-
gikdban vagy annak egy szeletében vannak reprezentalva, itt mar olyan fel-
adatokkal szembesiiliink, melyekre esetenként tényleges implementaciot is
kell fejlesztentink. FEzt a kritériumot szem elott tartva az elméleti Ossze-
foglaldk ettdl a fejezettol fogva kiegésziilnek implementacios részletekkel,
trikkokkel és buktatokkal is.

Ezidaig arra lattunk tobb algoritmikus modszert, hogy az itéletkalkulusban
igazoljuk egy X formulahalmaz kielégithetetlenségét, vagy egy ¥ = F kovet-
kezmény fennallasat. Modszereink koziil a kovetkezo fejezetekben a re-
zolicids algoritmust ki fogjuk terjeszteni elsérendii logikara is, célunk tehat
egy olyan algoritmus-csalad fejlesztése, melynek specifikdcidja a kovetkezo:

e Input: elsérendli formuldk véges (de legaldbbis rekurzive felsorolhatd)
> halmaza.

e Output: IGEN pontosan akkor, ha ¥ kielégithetetlen.

Amennyiben ¥ kielégithetd, az algoritmusoknak megengedett (a NEM valasz
addsa mellett) a végtelen ciklusba esés (melyet ebben a gylijteményben
a ,,nem megallds” szinonimajaként kezeliink, bar a ,,végtelen ciklus”
egyes értelmezések szerint a ,,nem megallas”-nak valédi alesete, mégpedig
a program allapotainak ciklikus ismétlodése. Ily moédon pl. az
i :=1; while( i > 0 ) i++; program a szigoru értelemben nem
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szamit végtelen ciklusnak. Ebbdl a szempontbdl kissé lazan hasznaljuk majd
ezt az elnevezést.)

A végtelen ciklus megengedése, ahogy a késobbi fejezetekben latni fog-
juk, nem a kovetelmények mesterséges enyhitése: az elsorendii logikaban
(amennyiben a formuldk felépitéséhez hasznélt nyelv ,,elég bonyolult”, igy pl.
ha mar szerepel benne két undris fiiggvényjel és egy bindris predikatumjel)
nincs olyan algoritmus, mely egy input F formula kielégithetetlenségét
eldontené, vagyis mely mindig megallna és helyes valasszal térne vissza.
Algoritmusaink tervezésekor igyeksziink szem el6tt tartani, hogy az input X
halmaz akar egy végtelen nagy halmaz is lehet, igy egyszerre csak mindig a
soron kovetkezd elemét fogjuk lekérni, és nem hasznaljuk a ¥ halmaz egészét
egyszerre, mindig csak egy véges részhalmazat.

Legel6szor is 1j normalformakat kell bevezetniink, hiszen a , konjunktiv
normalforma” a kvantorok jelenléte miatt nem vilagos. Elsérendii logikaban
a kovetkezo normélformakat ismerjitk meg:

a) Kiigazitott alak: az F formula kiigazitott alaku, ha benne ,nincs
néviitkozés”, vagyis ha benne

e kiilonbo6z0 pozicion levo kvantorok kiilonbozé valtozokat is kotnek
és

e nincs olyan valtozo, mely szabadon és kétotten is elofordul.

b) Prenex alak: az F formula prenex alakid, ha benne ,,el6l vannak a kvan-
torok”, vagyis ha Qix1Qsxs ... Q,x, F* alakid, ahol a Q);-k kvantorok,
F* pedig kvantormentes. Prenex alaku formula legnagyobb kvantor-
mentes részformuldjat (vagyis itt F*-ot) a formula magjdinak is ne-
vezzik.

c) Skolem (ejtsd: szkélem) alak: az F formula Skolem alaki, ha prenex és
benne minden kvantor univerzdlis, vagyis ha VxVx,y...Vzx, F* alaku,
ahol F'* a kvantormentes mag.

d) Zdrt Skolem, CNF maggal: Skolem alaku formula, melyben nin-
csenek szabad véltozo-elofordulasok és melynek magja konjunktiv
normalforméju.

Célunk az lesz, hogy tetszoleges input formuldt a legutolsé (zart Skolem, CNF
maggal) alakra hozzunk — lehetéleg gyorsan. Sajnos olyan algoritmus, mely
konstruktivan egy ekvivalens zart Skolem-alakra hozna egy formulét, nincs.
Mivel a célunk csak annyi, hogy az input ¥ halmaz kielégithetetlenségét fel-
ismerjiik, ezért elvarasunk a ,normalformara hozéassal” kapcsolatban csak
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annyi lesz, hogy az output az inputtal s-ekvivalens legyen: kielégitheto
inputbdl kielégitheté outputot, kielégithetetlenb6l pedig kielégithetetlent
készitsen.

A normalformara hozé algoritmusok:

Lezaras, «+» és — eliminalasa

Praktikus okokbdl érdemes még mindenféle normalforméara hozast me-
gel6zben lezarni a formulat és eliminalni beldle a nyilakat. Alkalmazzuk az
F—-G=(F)VGé F=G=(-FVG)AN (-G V F) atirdsokat, ezzel a
formulaban mar csak a -, V és A konnektivak maradnak.

Ezt kovetéen a szabad valtozé-el6forduldasok mindegyikét 5 konstansjellel
helyettesitsiik. FEzzel kapcsolatban arra kell figyelni, hogy ha az input X
formulahalmaz tobb formulajaban is szerepel egy x valtozo szabadon, akkor
azt az Osszes formulaban ugyanarra az 1j ¢, konstansjelre kell cseréljiik.
Implementacios kérdések: valtozo-atnevezés

e Elore ismerntink kell, hogy a rekurzivan felsorolhaté input > formula-
halmazban milyen konstansjelek szerepelnek.

e Vagy legaldbbis sziikségiink van egy olyan eljarasra, mely garantaltan
olyan konstansjeleket general tetszoleges szamban, melyek az inputban
nem fordulnak el6.

e Nyilvan kell tartanunk egy Map<Var,Constant> struktiuraban (egy
véltozé—konstansjel leképezést tarolé mapben), hogy eddig melyik sza-
bad valtozot melyik konstansjelre cseréltiik. Praktice helyettesitésnek
is felfoghatjuk.

e Ezt a cserét (vagy helyettesitést) a > formulahalmaz inputon sorra
érkez6 formuldjan végrehajtjuk, majd ha a formulaban maradt valtozo,
minden ilyen x valtozohoz generalunk egy 1j ¢, konstans, eltessziik a
mapbe, és végrehajtjuk a cserét.

e El6fordulhat, hogy nem ismerjik elore a hasznalt konstansjelek
korét (pl.  mert tetszéleges, kisbetiis string lehet fiiggvény- vagy
predikdatumjel, mint példdul a Prolog nyelv esetében) és nincs is
olyan modszeriink, mellyel ezeket elkeriilé konstansjeleket tudnank
generdltatni. Ekkor titkozés-detektdlaskor (egy kordbban ,,generalt”
konstansjel iitkozik egy, ¥ soron koévetkez6 formuldjaban ,.alanyi jo-
gon” szereplé konstansjellel) vagy visszamendleg cseréljiikk a generalt
konstanjelet masra minden korabbi formulaban, vagy a késébbiekben
az ,,alanyi jogon” hasznalt konstansjelet cseréljiilk mindig egy maésik
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generdltra. Az utébbi mddszer ugyan gyorsabb, de nem tartja az ekvi-
valenciat, a kielégithetdséget viszont igen.

Implementacios kérdések: —, <> eliminalas

e Praktikus dolog a formuldkat nem feltétleniil formulaFA adatszerkezet-
ben tarolni. Ekkor ugyanis egymasba agyazott <+ konnektivédk esetén
exponencialis méretiivé hizhat az eredeti formulank, példaul:

p1 <> p2 = (—p1 Vp2) A(prV —p2)
(p1 <> p2) <> p3 = (“((_'pl Vp2) A(p1V ﬁp2)) \/p3) A
(((=p1 Vp2) A (p1 V —p2)) V —p3)

és igy tovabb, minden szinten kétszer olyan hosszi a formula, mint az el6z6n:
2(2") hosszu, ha n valtozot hasznalunk. Ezt a helyzetet részlegesen kezel-
hetjiik formulaDAG (directed acyclic graph, irdnyitott kérmentes graf) repre-
zentacioval, avagy halozat reprezentacioval, ahol minden Node csicsnak van
egy tipusa és esetlegesen gyerekei, melyek Node referenciak:

e Atom tipusu csicsnak nincs gyereke, egy atomi formulat tarol;
e Negation tipusu csicsnak egy gyereke lehet;

e Disjunction
és Conjunction csuicsoknak az implementacios hatékonysag, valamint
a miveletek kommutativitdsa, asszociativitdsa és idempotencidja fi-
gyelembevételével gyerekei egy tetszoleges elemszami Set<Node> (hal-
maz);

e Exists, Forall csicsoknak egy valtozéra mutaté mezdjik (ezt a
véltozdt koti a kvantor) és egy gyerekiik lehet.

Természetesen OOP implementacios nyelv hasznalatakor a ,,tipus’t abszt-
rakt osztalybdl leszarmaztatassal vagy interface implementalassal illik a pa-
radigmat kovetve késziteni, mas esetben structtal vagy extrém esetben union-
nal. A kvantorok ill. toébboperandusi miiveletek szamara is kiilon absztrakt
6sosztaly / interface készitése javasolt.

Ekkor egy F' <+ G alaku formula reprezentaciéja a nyil eliminaldsa utan:
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ahol F’ és G" az F ill. G részformulakbol készitett hdlézatok gyokércsucsai.
A transzformacié linearis idejli és mint ilyen, ekkora outputot is készit.

A moédszer nem mindenhaté, mint az Osszefoglalé végén szereplé CNF-re
hozassal kapcsolatos fejtegetésbdl is kideriil, de a halézatok, mint lathatjuk,
a formuldk lényegesen témorebb reprezentaciéjat teszik lehetévé a fa (vagy
string) téroldsnal.

Kiigazitas

A Kkiigazitas egyszerli: a valtozdénév-titkozéseket kell csak feloldjuk. Ezen a
ponton mar nincs a formulaban szabad valtozo, igy csak arra kell figyelniink,
hogy kiilonb6z6 pozicion levé kvantorok kiilonbozo valtozdt kossenek le.
Ezt papiron megtehetjiik példaul indexeléssel, implementalaskor pedig egy
valtozé-factoryval, mely mindig garantaltan teljesen 1j véltozoneveket hoz
nekiink létre.

Prenex alakra hozas

Ha a formulank kiigazitott, és nem tartalmaz nyilakat, akkor (!) a kovetkezo
ekvivalencidk fennéllnak, ezeket balrdl jobbra elvégezve, mig csak lehet, egy

98



prenex alaku formulat kapunk:

Vo F = Jx-F
—JxF =Va-F
FVG=3x(FVGE)
P ANG=3x(FAG)
VeF VG =V (FVG)
VeF NG =Vz(F AG)
FV3zG =32(FV Q)
FA3zeG =32(F AG)
FVvVzG =Vz(FV Q)
FAY2G =Vx(F AG)

Papiron, kis formuldkra talan ez a leggyorsabb moddszer, melyet érdemes
alulrdl felfelé haladva végrehajtani, a kis részformulaknal elkezdve.
Implementacios kérdések: Prenex alak

Vegyiik észre a kovetkezot: a valtozot kotd kvantor végeredményben ponto-
san akkor ,,fordul”, ha pdratlan sok negdcio hataskorében szerepel. fgy egy
gyorsabb algoritmus:

a) A véltozdkat pontosan ugyanabban a sorrendben deklardljuk a formula
elején, ahogy azok a formuldban eredetileg (balrél jobbra olvasva) sze-
repeltek.

b) Az x véltozét koté kvantor pontosan akkor fordul, ha eredetileg
paratlan sok negécié hataskorében szerepelt.

¢) A formula magjit ugy kapjuk, hogy az eredeti formulabdl toéréljik a
kvantorokat.

Amennyiben a formuldt fa-strukturdban reprezentaljuk, a kévetkezé mdédon
gytjthetjiik ki a kvantorokat egy verembe linearis idében:

function BEJAR(Node root, boolean flip, Stack stack )

if root.type == NEGATION then
BEJAR(root.child, flip, generatedQuantifiers)

else if root.type € {V, 3} then
STACK.PUSH(flip@®(root.type== 3)7?3root.var:Vroot.var);
BEJAR(root.child flip,generatedQuantifiers)

else
FOREACH node in root.children
BEJAR(node,flip,stack)
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Sziilore mutatd referenciaval egyrészt ezt lehet rekurzié-mentesiteni, masrészt
akkor a kvantorok torlését (ha jogunkban &ll elrontani az input formula adat-
szerkezetet) is meg tudjuk oldani a bejaras kézbeni dtldncolassal.

Skolem-alak

Amennyiben a formula mar prenex alakban van, elvégezziik ré a kovetkezo
atalakitast: minden egyes egzisztencidlisan deklardlt (tehat Jx kvantorral
kotott) valtozd esetében

e t0roljiikk a formula elején a kvantorok sorabdl a dz-et;

e a formula magjdban z minden el6forduldsa helyett egy f(z1,...,2)
alakt termet irunk, ahol:

— 21,...,2 az x elott, univerzalisan deklaralt valtozok;

— f pedig egy 1 fliggvényszimbolum.

Amennyiben tobb formula is szerepel az inputban, minden egyes ilyen esetben
teljesen 1j fiiggvényjelet kell bevezetniink!

Megjegyzés: ha tehat a Jx elott egyaltalan nem szerepel univerzalis kvantor,
ugy 1j konstansjelet vezetiink be.

Implementaciés kérdések: Skolem-alak

A lezarasnal a valtozdk helyére 1j konstansok bevezetésekor elmondottak itt
is érvényesek, a Skolem-fiiggvényekkel kapcsolatban.

A mag CNF-re hozasa

A formula magjat végiil CNF-re hozzuk a szokasos moddon: elGszor a
negaciokat a deMorgan azonossagok alkalmazasaval ill. a dupla negacio eli-
minalasaval az atomi formulak mellé vissziik, majd a disztributivitas alkal-
mazasaval a diszjunkciokat a konjunkcidk ald kényszeritjiikk. Itt tehat ami
szerepet kordbban az ,.itéletvaltozdk” jatszottak, most az atomi formulak
fognak.

Implementaciés kérdések: CNF Ha a formulankban mér csak V és A
szerepel, akkor sem tudjuk az ekvivalenciat és a polinom méretet egyiddben
biztositani (ahogy az itéletkalkulus normélformas fejezetének ide kapcsol6dd
feladata is mutatta). Eljarhatunk pl. 1dgy, hogy a mag minden F
részformulahoz bevezetiink egy pr 1j predikdtumvéltozot és a kovetkezo
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atirasokat alkalmazzuk:

F:p(tl,,tn) —> (_'pF \/p(tl,,tn))/\(pp\/_'p(tl,,tn))
F=GVHw~ (—-prVpeVpou)(—pcVpor)A(—puV pr)
F=GNHw= (-prVpag) A (—=prVpu)APrV peV —po)

Ezen atirasok konjunkcidja, és még pr, ha eredetileg F' a formulank magja,
egy linearis idoben elkészitheto, linearis méreti formula, mely az inputtal
s-ekvivalens. A konstrukecié akkor is miikodik, ha az input nem formula,
hanem hélézat. A kimenet ekkor is egy kisméret formula lesz.
Megjegyzések

Amint a lezarast elvégezziik, a kapott formula nem lesz ekvivalens az erede-
tivel, igy els6 1épésben lezarva maris elveszitjik az ekvivalenciat. Amennyi-
ben ez zavard, a lezarast természetesen az egész algoritmus-lanc végén is
elvégezhetjiik, ekkor azonban a kiigazitasnal a szabad el6fordulasokra is oda
kell figyelni.

Mivel azonban a Skolem-fliggvények bevezetése mindenképp sziikséges 1épés
és elrontja az ekvivalencidt, taldn nem érdemes ,,minél tovabb ekvivalens
alakban” tartani a formuldinkat.

Feladatok

9.1. Feladat. Igazitsuk ki az alabbi formulakat:
a) VaIy(p(z,y) — Jzp(z,y)) V Jzp(z,y)
b) (Vz3yp(z,y)) > Jzp(z,y)

9.1. Feladat megoldasa.
a) Atnevezziik az osszes kotott valtozét mondjuk indexeléssel:
Va1 3ys (p(1, y2) = Iz3p(23,42)) V. Fwap(as,y).

Amennyiben ezt megel6zoen eliminaljuk a — nyilat és a szabad y
helyébe egy 1j ¢, konstanst is bevezetiink, agy:

Va1 3y (—p(x1,y2) V F2sp(23,92)) vV Frap(aa, ¢y).
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b) Mindenképp elimindlnunk kell a < jelet.
helyébe is egy 1j ¢, konstansjelet:

Bevezetiink a szabad y

((=VaTyp(x,y)) V Izp(x, y.)) A (VaIyp(z, y) V —Fep(z, ).

Ezutan atindexeljiik a kotott valtozokat:

((=Va13yap(x1, y2)) V Jwsp(as, ye)) A (Vaaysp(a, ys) V —Feep(ae, ye) )

9.2. Feladat. Hozzuk prenex alakra az alabbi kiigazitott és —, <»-
mentesitett formulakat:

a) ﬁ((Vx(—'Vy(p(x, y)V3Izq(z,2))) A Jwp(z,w))V —Elvq(v,v))

9.2. Feladat megoldasa.

a) Lépésenként atirogatva, mindig egy szinttel kijjebb hozva az elsé,
nem kiviil 1évé kvantort és helyenként a jobb olvashatésag kedvéért

dobozokkal | jelolve a szintaktikai alegységeket:

Vx|

V

—Vy(p(x,y) vV Izq(x, 2)) | A Jwp(z,w) —Jvq(v,v)

Vx|

Vy(p(z,y) V Iz q(z, 2)) | A Jwp(z, w) —3Jvg(v,v)

x| Vy(p(x,y) V Iz q(x, 2)) | A Jwp(z,w) |V |-Tvg(v,v)

Jx— A

—Vy (p(z,y) V 3z q(z, 2))

Jwp(z, w)

—Jug(v, v)

Jx—

Jy—(p(z,y) V Iz q(z, 2))

Jwp(z, w)

~Jug(v, v)

dx—|| Jy

=(p(z,y) V 3z q(w, 2))

Jwp(z, w)

~Jug(v, v)

dx—| Jy|

=(p(z,y) V 3z q(w, 2))

Jwp(z, w)

—Jug(v, v)

dr—dy

=(p(z,y) V 3z q(w, 2))

Jwp(z, w)

—Jug(v, v)
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vy || —~(p(z,y) V 3z q(z, 2)) Jwp(x,w) |V|—=Fvg(v,v)|| =
JxVy—|| —Fz(p(z,y) V q(z, 2)) Jwp(x,w) |V|—=Fvg(v,v)|| =
JxVy || Vz—(p(z,y) V q(z, 2)) Jwp(x,w) |V|—=Fvg(v,v)|| =
JxVy—| V2 —(p(z,y) V q(z, 2)) Jwp(x,w) |V|—-Fvg(v,v)|| =
JxVy—| V| - (p(z,y) V q(z, 2)) Jwp(x,w) |V|—=Fvg(v,v)|| =
JzVy—=Vzl|| - (p(z,y) V q(x, 2)) Jwp(z, w)|V|—-Fvg(v,v) || =
JzVy3Az—||| - (p(z,y) V q(x, 2)) Iwp(z,w)|V|—=Tvg(v,v) || =
JzVy3z—|| Iw| = (p(x,y) V q(z,2)) | A plx,w) |V |—-Fvg(v,v) || =
JzVy3Iz—| Iw|| = (p(x,y) V q(z,2)) | A plz,w) |V |—-Fvg(v,v) || =
JzVyIz—3w||| - (p(x,y) V q(z, 2)) | A plx,w)|V|—-Fvg(v,v) || =
FeVyINVw—||| = (p(z,y) V q(z,2)) | A plz,w) | V]|—-TFvg(v,v)|| =
FeVyINVw—||| = (p(z,y) V q(z,2)) | A plz,w) | V|Vvog(v,v) || =
FeVyINw-v||| = (p(z,y) V q(z,2) | A ple,w) | V]—q(v,v) || =
FeVyINVwIo—|| = (p(z,y) V q(z, 2)) | A plz,w)|V|—g(v,v)||=

Fevy3VwIv=(((=(p(z,y) vV ¢(, 2))) A plz,w)) V (=q(v, v))).

Ertheté, hogy méar ekkora input esetén is van igény gyorsabb algorit-
musra. Ha ismét az eredeti formulat vessziik, de ezittal a negdciok
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hataskorét jeloljiikk dobozokkal:

Ve (|\Yy(p(z,y) V Iz q(x, 2)) | A Jwp(z,w)) Vo Jvg(v,v) ||

Ekkor x egy, y és z kett6-kettd, w egy, v kett6 negéacid-hatdskorbe (,,do-
bozba”) esik, ezért a paros-paratlan szabdly alapjan = és w kvantora
fordul, a tobbié nem. Az eredeti sorrendben deklaralva a valtozdkat és
lefrva a kvantorok torlésével eloallé formulat magként:

JrVy3AzVwIv—| (| (p(x,y) V q(z, 2)) | A plz,w)) V —{q(v,v)]||

Val6ban, ez a mddszer mintha gyorsabb lenne.

9.3. Feladat. Hozzuk Skolem alakra az el6z6 feladat formuldit, majd
magjukat CNF-re.

9.3. Feladat megoldasa.

a) Tehét a prenex alak:
Fevy3VwIv=(((=(p(z,y) vV ¢(, 2))) A plz,w)) V (=q(v,v))).

Helyettesitentiink kell a magban az egzisztencidlisan deklardlt
valtozokat, vagyis. . .

e az x valtozot egy 1j konstansjellel, mert nem deklaraltunk el6tte
univerzalisan senkit — legyen ez mondjuk c;

e a 2z véltozét mondjuk f(y)-nal, mert f-et még nem hasznéltunk
sehol és z el6tt y van univerzalisan deklaralva;

e a v valtozét mondjuk ¢(y,w)-vel, mert g-t még nem hasznéltunk
sehol és v elott y és w vannak univerzalisan deklaralva.

Toroljiik az egzisztencidlis deklaraciokat. Amit kapunk:

VyYw—(((=(p(c,y) vV alc, f(y)))) A ple,w)) V (=q(g(y, w), g(y, w))))-

A magot hozzuk konjunktiv normalformara. Atirogato’s modszerrel be-
vissziik a negdacidkat, mindig az elso olyan negéaciét tolva lejjebb, mely
nem atomi formula mellett &ll:

(((=(ple,y) Vale, f(y))) A ple,w)) V (—q(g(y, w), g(y, w)))) =
(=((=(p(e,y) Voale, f(y))) A ple,w)) A (==q(g(y, w), g(y, w)))) =
(((==(ple, y) Voale, () V —ple,w)) A (==q(g(y, w), g(y, w)))) =
((((p(e;y) Vale, f(y)))) V —ple,w)) A (m=q(g(y, w), gy, w)))) =
(((p(e,y) Vale, f(y)) V =ple,w)) Aqlg(y, w), g(y, w))).
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Itt most alljunk meg egy kicsit: ha a formuldban csak A, V és — szerepel
és a negaciokat akarjuk bevinni az atomi formuldk mellé (in. NNF-
et (NEGATION NORMAL FORM-ot) akarunk létrehozni), akkor szintén
miikodik a ,,dobozoljuk a negacidkat” maodszer:

= (3 (p(e,y) Vale, f(y)| A ple,w)) Vv —algy, w), gy, w))||

A paratlan sok negacié hataskorben 1évé V A-re és viszont fordul,
tovabba negativ literalbdl pozitiv lesz és forditva. Més nem valtozik,
az ,,eredeti” negaciok eltinnek:

(| (ple,y) Vale, f(y)| A ple,w)) V{glg(y, w), g(y, w)) |}

amibdl csak a kozépen 1év6 p(c,w) és a mellette levé két konnektiva
van paratlan sok dobozban, ezek fordulnak, tehat:

( (p(C, y) N Q(C7 f(y))) \% ﬁp(C, w)) A Q(g(yv w),g(y, w)) )

dobozokra mar nincs sziikség, helyettiik zardjelek:

((((p(e;y) Vale, £(y))) V =ple,w)) A (q(g(y, w), g(y,w)))),

kész is. Az NNF készitése konnyi. Tovabbd, ez a mag mar CNF-ben
is van, a klézok:

{{p(e, ), qle, f(y)), —~pe,w)}, {alg(y, w), g(y, w)} }.

A formula egyébként kielégitheto, mert pl. a ¢ predikdatumot konstans
igazra véve kielégitiink minden klézt.

9.4. Feladat. Igazoljuk, hogy tetszoleges F' formuldhoz létezik vele s-
ekvivalens vdltozomentes formula.

9.4. Feladat megoldasa. A kielégitheto formuldk 1-val, a kielégithetetlenek
J-val s-ekvivalensek.
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10. fejezet

Az alap rezoluciés algoritmus

Elméleti osszefoglald

A rezolucids algoritmus elsd kiterjesztése az alap rezolicids algoritmus. Itt
mar feltessziik, hogy az input olyan zart Skolem alakd formuldk X (re-
kurzivan felsorolhatd) halmaza, melyek magja CNF-ben van. Ekkor a for-
mulakban szerepl6 6sszes valtozordl tudjuk, hogy a vonatkozé formuldkban
univerzalisan vannak kotve, igy az inputban a kvantorokat mar nem jeloljiik;
a diszjunkcio ill. konjunkcié kommutativitdsa, asszociativitdsa és idempo-
tencidja miatt pedig egy-egy klézt megint literdlok halmazaként, egy CNF-
et pedig klézok halmazaként reprezentdlunk. Mivel Vo (F' A G) = Vo F A
VaxG, igy azt, hogy melyik kléz melyik formulabdl ,szérmazik”, nem kell
nyilvantartanunk: az input Y-ban szereplé Osszes formula klézait egyetlen 3/
kl6zhalmazba (tehét a klézok halmaza lehet végtelen is; azonban egy kl6z
mindig csak véges sok literdlt tartalmaz!) gytjthetjiik.

Vagyis az alap rezolicids algoritmus inputja elsérendii logikai kl6zok egy >’
halmaza, egy-egy kloz pedig véges sok literdlt tartalmaz, egy literdl pedig
egy atomi formula vagy annak negéltja.

Az output pedig, hogy az ezek univerzalis lezartjaként el6allé formulahal-
maz kielégithetetlen-e? (A kérdésfelvetés mddjahoz: azt fogjuk tudni meg-
mondani teljes biztonsaggal, ha kielégithetetlen. Kielégithetd input esetében
eshetiink végtelen ciklusba is.)

Emlékezziink vissza: alaptermnek a valtozémentes termeket neveztiik, mint
pl. ¢, f(c), g(c,c), g(f(c),g(c, f(c))) stb. Az alaptermek halmazat Ty jeloli.
Altaldnos esetben Ty lehet iires is (ha az alkalmazott elsérendii nyelvben nincs
konstans), mivel viszont az alap rezoltcids algoritmus ugy épiil fel, hogy a
valtozok helyébe alaptermeket helyettesitiink, ezért ha nincs konstansjel, ak-
kor készitiink egyet (pl c-t) és igy mar Ty nem lesz tires. Ha pedig Ty nemiires,
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ugy pontosan akkor végtelen, ha a nyelvben van nemkonstans fiiggvényjel is.
A valtozomentes literalokat alapliterdlnak, a valtozomentes atomi formulakat
pedig alap atomi formuldknak nevezzilk. Egy alap atomi formula (mint pl. a
p(f(c),c)) tetszbleges struktiraban egy igazsagértékre (bitre) értékelddik ki
(ne feledjiik, véltozdink most le nem irt univerzalis kvantorok hatdskorében
lesznek!), igy az alap atomi formuldkat tekinthetjitk mint dtéletvaltozdkat.
Egy kléz pedig alapkloz, ha benne csak alapliteralok szerepelnek.

Az alap rezolicids algoritmus a kovetkezSképp épiil fel:

e Listat vezetiink alapklézokrol.
o Egy klozt kétféle okbdl vehetiink fel a listara:
— ha Y'-beli kl6znak egy alap példanya, VAGY

— két, a listin mér szereplé kloznak rezolvense (itéletkalkulusi
értelemben).

Egy , kléznak alap példdnya” annyit tesz, hogy a klézban minden véltozot
egy (tetszoleges) alaptermmel helyettesitiink.

Lathaté, hogy az algoritmus eldgazasi faktora, igy a keresési tér is igen nagy
(ha Ty végtelen és legalabb egy klozban szerepel valtozo, akkor végtelen
sokféle felvehet$ alappéldény létezik), igy a kérdés, hogy ,,levezetheté-e az
tires kl6z”, egyaltalan nem egyszerti. A kérdés pedig érdekes, hiszen igaz az
alaprezolicié helyességi és teljességi tétele, miszerint

,,>." pontosan akkor kielégithetetlen, ha bel6le levezetheté alaprezolucioval
az ires kloz.”

A [ nem egyszer” itéletkalkulusban ,,csak” annyit tett, hogy NP-teljes volt
a kérdés, igy exponencialis idoigényti algoritmusunk volt ra; itt annyit tesz,
hogy csak félig eldontheté — azaz ha kijohet az tires kloz, akkor arra ,,elébb-
utébb” rajohetiink, de ha nem, akkor a végtelen ciklusba esések kiviil nincs
méas opciénk, ha csak helyesen akarunk valaszolni.

A fentiek koziil a helyettesités igényelhet matematikai alapozast: ha u és t
termek, x pedig valtozo, akkor az u|x/t] termet rekurzivan u felépitése szerint
a kovetkez6 mddon definialjuk:

t , ha u = z;
ulz/t] =<y yhau=ye Var —{z};
flurlz/t], .. unfz/t]) , hawu= f(uy,..., up).
Ha pedig p(uq,...,u,) egy atomi formula (azaz pozitiv literal), akkor

p(ur, ... up)x/t] = plur[z/t],. .., us[z/t]) és ha £ = =F negativ literdl, ak-
kor l[z/t] = —(F[z/t]).
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Ez tényleg azt jelenti, hogy F[z/t]-t ugy kapjuk, hogy benne z helyébe min-
denhol t-t frunk, mig F' egy term vagy egy literdl. (Ha F kvantorokat is
tartalmazé formula lenne, bonyolédna a helyzet, de a példatarban ilyen eset
sehol nem lesz.) Amennyiben C egy kloz, akkor Clz/t] = {{[z/t] : L € C} az
a kl6z, melyet gy kapunk, hogy C-ben minden literdlon elvégezziik az [z/t]
helyettesitést. Helyettesités utan persze lehet jabb helyettesitést végezni,
a koztes szogletes zaréjeleket elhagyva Clxy/t|[z2/ts] . . . [xn/t,] helyett csak
C[l’l/tl, [L’g/tg, ey l’n/tn]—t irunk.

Egy C Xkléz alappéldanyai tehdt Clxy/ty,...,x,/t,] alakdak, ahol
{x1,...,x,} a C-ben szerepl6 Osszes valtozd halmaza, a t;-k meg mind alap-
termek. A ¥’ klézhalmaz alappéldanyainak halmazat egyébként E(X') jeloli,
az EXTENSION sz6bol: ezt a halmazt a Y’ Herbrand-kiterjesztéseként is-
merjik.

Feladatok

10.1. Feladat. Igazoljuk alap rezolucioval, hogy az alabbi formulak ill.
formulahalmazok kielégithetetlenek! Ahol kell, hozzunk elébb zart Skolem
alakra, CNF maggal.

a) JaVy(p(z,y) < —p(y.y))
b) Vz(p(z) A =p(f(z))
c) Jzp(z) A Vz(p(z) = q(x)) A Vz(q())
d) Vap(z) A Va(p(f(z)) = —q(z)) A x(q(x))
e) (Ela:p( \/Elxq(a:)) AVz(p(z) — q(x)) N Ve(—q(z))
f)
VavyVz(p(z, f(y)
p(f(@),2) = q(z,9(2))
=q(f(¥): 9) vV —p(y.y)))

f(x
(p(x,g(Z)) q(g(x), f(2)))
(—q(y, ) vV —p(z, 9(y))))
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10.1. Feladat megoldasa.

a) dxVy(p(x,y) < -p(y,y)). A formula prenex alaki. Az egzisz-
tencidlisan deklaralt x helyébe c-t bevezetve:

Vy(p(c,y) < —p(y,y).

Az > jel kikiiszobolése:

Vy((ﬂp(c,y)\/ﬁp(y,y)) A (p(cay)Vp(y,y)))

A klézok halmaza:

2 = {{=plev), ~p(y. )}, {p(ey).ply. )} .

Az alaptermek (nem til nagy) halmaza: Ty = {c}.

Az alap rezoluci6 soran megengedett lépések tehat: kivalasztani a két
kl6z koziil egyet és abban a valtozok (tehat y) helyébe tetszoleges alap-
termet (tehdt c-t) helyettesiteni:

a) {—p(c,c)} — az els6 kléz y/c melletti alappéldédnya. Vegyiik észre,
mindkét literalbdl ugyanaz az alappéldany késziilt, de mivel hal-
mazrél van szd, csak egyszer tessziik bele az alapliterdlt.

b) {p(c,c)} — a méasodiké
c) O—Res(1,2), a p(c, c) ,,itéletvaltozé” mentén.
Kész is.

b) Va(p(x) A—p(f(x)). A formula zart Skolem alaki, magja CNF-ben van.

Klézok:
{{p@)}, {p(f)}}.

Mivel nincs konstansjel, vesziink egyet, legyen ez c.

Akkor az alaptermek: Ty = {c, f(c), f(f(c)), f(f(f(c))),...}. Ezeket
helyettesithetjiik a kl6zok valtozéinak (értsd: z) helyébe. Igy tehét:
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a) {p(c)} — els6 kléz, x/c

b) {=p(f(c))} — mésodik kléz, x/c. Ezzel még nem lehet rezolvalni,
probaljunk mast.

c) {p(f(c))} — els6 kléz, x/c. Alakul:
d) O —Res(2,3), p(f(c)) mentén.

Kész is, kielégithetetlen. Az elso 1épést megsporolhattuk volna.

c) dzp(x) A Vr(p(x) — q(x)) A Vo(—q(x)) Skolem alakra hozds utén a

klozok:
{p(e)}, {—p(x),q(x)}, {-q(x)}.

Az alaptermek halmaza Ty = {c}, nincs nemkonstans fiiggvényjel, igy
biztosan megéll az algoritmus:

a) {p(c)} — els6 kloz

b) {-p(c),q(c)} — masodik kl6z [x/c| alappéldanya

c) {q(c)} — Res(1,2)

d) {—¢(c)} — harmadik kléz [z/c] alappéldanya

e) O — Res(3,4). Tehat a formula valéban kielégithetetlen.

d) Vap(z) A Vz(p(f(z)) = —q(z)) A Fz(g(x))
A klézok:
{p(x)}, {=p(f(x)), ~q(x)}, {q(c)}.

(Itt most elszor a Jz-et hoztuk ki elére, igy lett ¢. Ugyanakkor, ¢
helyett itt dllhatna a skolemizdlds utan pl. g(z,y) is.)

Alaptermek: Ty = {c, f(c), f(f(c)),.. .}
a) {q(c)} — harmadik kléz
b) {-p(f(c)),~q(c)} — mésodik kléz [z/c] példanya
c) {=p(f(c))} — Res(1,2)
d) {p(f(c))} — els6 kl6z [/ f(c)] példanya
e) O — Res(3,4)

Tehat a formula valoban kielégithetetlen.

e) (Jzp(z) V3xq(x)) AV(p(e) = q(z)) A Ya(-g(z))

A klézok:
{p(e);q(d)}, {—p(x), q(x)}, {—~q(x)}

Alaptermek: Ty = {c,d}, véges, az algoritmus meg fog allni
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{—q(c)} - harmadlk kléz [z/c]
g) O — Res(5,6)

Tehat a formula valoban kielégithetetlen.

Klo6zok:

o, fy)}, {-p(f(x),2),q(x,9(2)}, {~a(f(y),9(y)), ~ply,y)}
Alaptermek: Ty = {c, f(c), f(f(c)), g(c), f(g(c)), ...}

a) {p(c, f(c))} — elsd K6z [z/c][y/c].
Itt rajoviink, hogy se —p(f(z),z)-bol, se —p(y,y)-bol nem lesz
—p(c, f(c)), masképp kezdjitk mégis.

b) {p(f(c), f(c))} — elsd Koz [x/f(c)][y/c]

c) {-p(f(c), f(c),alc,g(f(c)))} — mdsodik kloz, [z/c][z/f(c)], hogy
rezolvalhassunk p-nél

d) {q(c,9(f(c)))} — Res(2,3)

...de itt rdjoviink, hogy —=q(f(y),g(y)) nem fog g(c,...) alakut
kititni. Ujra.

e) {=q(f(f(¢)),9(f(c))), ~p(f(c), f(c))} — harmadik K6z, [z/f(c)]

£) {=a(f () 9(f(€)))} — Res(2,5)

g) {=p(f(f(f(c)); [(c),a(f(f(c),g9(f(c)))} — masodik  Kloz,
2/ f(f(e))][z/f(c)]

h) {=p(f(f(f()), f(¢))} ~ Res(6,7)

i) {p(f(f(f(c))), f(c))} — elsd Koz, [/ f(f(f(c)ly/c]
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j) O~ Res(8,9)
Tehat a formula valoban kielégithetetlen.
g)

VavVyVz (p(f(x),y)
(p(z,9(2)) — qlg(z
(=

A
A q( z) V —p(z, g(

f(2)))
)

),
Y
Klozok:

{p(f(x), )}, {-p(x,9(2)),q(9(x), f(2))}, {—qly,z), ~p(x,9(y))}
Alaptermek: Ty = {c, f(c), g(c), f(f(c)), f(g(c)),.. .}

a) {p(f(c),g(c))} — elsé Kloz, [z/c]ly/g(c)]

b) {=p(f(e), 9(c)), alg(f(c)), f(€))} — médsodik kl6z, [x/f(c)][z/d]

c) {a(g(f(c)), F(¢)} — Res(1,2)

d) {4(9(f(c)), f(c), ~(f(e), 9(9(f(¢))))} harmadik  kléz,
[/ f(O)ly/9(f(c))]

e) {=p(f(c),9(g9(f(c))))} ~ Res(3,4)

{ )
£) {p(f(c), 9(g(f(c)))} — elsd K6z, [2/c]ly/g(9(f(c)))]
g) O - Res(5,6)

Tehat a formula valoban kielégithetetlen.

z,a) vV p(z,x) V —p(z, 2))

A ((p(z,y) Ap(y, 2)) V (2, a))
)

Skolemizalaskor y helyére f(z) keriil. Disztributivitast is alkalmazunk.
Klézok:

{"p(Z,CL),—'p(Z,LL’),—!p(LL’, Z>}7 {p(z,f(z)),p(z,a)}, {p(f(Z),Z),p(Z,a)}
Alaptermek: Ty = {a, f(a), f(f(a)), f(f(f(a))),...}

a) {-p(a,a)} — elsd Koz, [x/a]ly/a][z/a]
b) {p(a, f(a)),p(a,a)} — mésodik kléz, [z/a]
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{p(a, f(a))} — Res(1,2)
—p(f(a),a), =p(a, f(a))} — els6 Kloz, [z/f(a)][z/a]
—p(f(a),a)} — Res(3,4)
p( (a),a),p(a,a)} — harmadik kléz, [z/al
g) {p(a,a)} — Res(5,6)
h) O — Res(1,7)

\_/\_/

Tehat a formula valoban kielégithetetlen.
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11. fejezet

Az egyesitési algoritmus és az
elsorendii rezolucié

Elméleti osszefoglalé

Az alap rezolucids algoritmus helyes és teljes, de a keresési tér tilzottan nagy.
Azzal, hogy méar példanyositaskor ,,jo elore” el kell donteniink minden valtozo
esetében, hogy majd sok lépéssel kés6bb melyik alapterm helyettesitése bizo-
nyul jo otletnek, intuitive is érezheté mdédon lecsokkennek az esélyeink arra,
hogy (,,j6” heurisztika mellett) elkeriiljiink ,,zsdkutcakat” a levezetés soran.
Ezt (részlegesen) kikiiszobolni hivatott az elsérendi rezolicid, melynek a re-
zolvensképzés miivelete Gsszetettebb (kozben végre kell hajtsuk az egyesitési
algoritmust), de nem kell elére helyettesitéseket ,,tippelniink”.
Az egyesitési algoritmus a kovetkezo: input egy C kléz, output egy s =
[z1/t1][x2/ts] . . . [ /ts] helyettesités-sorozat (melyet a tovabbiakban szintén
helyettesitésnek neveziink, s mint SUBSTITUTION), melyre |C's| < 1 — tehdt
mely ,,6sszeejti” a C-beli literdlokat, ha ilyen helyettesités egyaltalan van; ha
nincs ilyen, akkor jelezze, hogy NEM EGYESITHETO.
Az olyan s-eket, melyekre |C's| <1 (egyébként nemiires klézokra ez a méret
nyilvdn konkrétan 1 lesz, az iires klozra pedig 0), a C kléz egyesitdjének
nevezziik. Az egyesitési algoritmus még azt is tudja, hogy ezek kozil az
un. legaltalanosabb egyesitot adja vissza, mellyel mindegyik masik egyesitést
elkezdhetiink: formélisan, az s egyesito a C' kloz legéltalanosabb egyesitdje,
ha barmelyik (masik) s’ egyesitére talalunk olyan s” | folytatasat” az s-nek,
amire ss” = s'.
Az algoritmus pedig:
s:=]

: > Itt [] az iires helyettesités.
while |C| > 1 do
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Vegyiink két kiilonbozo literalt, ¢1-et és fo-t C-bol.
Vegyiik az els6 olyan poziciét, ahol ¢; és ¢y kiilonbozik.
if itt az egyik literdlban egy = valtozoé &ll, a méasikban egy olyan ¢ term
kezdédik, melyben nincs x then
C:=Clz/t], s .= s[z/t]
else

return NEM EGYESITHETO
return s

Implementacios kérdések: egyesités

e Itt is, ha mezei stringatir6 moddszereket hasznalunk, konnyen
el6fordulhat, hogy exponencialis méretii klozt kell nyilvantartsunk.
Ehelyett (a formuldknal megismert médon) a termeket és literalokat
is DAG-reprezentaciéban, az azonos résztermeknek egyetlen kozos
csucspontot létrehozva elérhetjiik, hogy az algoritmus futdsa sordn a
kléz mérete egyaltalan ne novekedjen — hiszen minden helyettesitésnél
csak egy valtozocimkéjii gyerek csuicsot kell atlinkeljiink egy mar 1étezo
masik poziciéra. A ,,t-ben nincs z” kitétel pedig biztositja, hogy kort
tovabbra sem fogunk létrehozni igy a grafban.

e Az occurs checket elég sokszor futtathatjuk, igy megéri gyorsitani pl.
a kovetkez6 modon: minden csticspontban taroljuk egy set<Var>-ban,
hogy mely valtozok szerepelnek az adott résztermben. Létrehozaskor
ezt viszonylag gyorsan el tudjuk allitani. Mikor egy valtozot lehelyet-
tesitiink, az a klézbdl teljesen eltiinik (mivel ¢-ben nincs z), igy nem
baj, ha az z benne marad ezekben a setekben, hiszen nem fogjuk tobbé
keresni.

o Az ,0Osszes valtozé helyettesitése” kis id6igényben megoldhaté tgy,
hogy a valtozo cimkéjl csiicsok valtozonként csak egy példanyban jojje-
nek létre egy ismert referencian. Ekkor nem kell atlinkelniink &ket,
hanem csak azt az egyetlen referenciat &tirni (amennyiben nem im-
mutable a term osztdlyunk implementaciéja). Ha immutable, akkor
pedig érdemes a valtozok felol egy backlink-listat nyilvantartani, igy
hatékonyan meg fogjuk taldlni az adott x valtozo osszes eléfordulésat.

Megjegyzés. A PROLOG programban az occurs-check alapértelmezetten ki
van kapcsolva, vélhetéen pont a miivelet koltséges mivolta miatt. Ily médon
a beleintegralt egyesitési algoritmus nem korrekt.

Tehat az egyesitési algoritmus visszaad egy legdltalanosabb egyesitot, ha van.
Ezek utan az elsérendii rezolvensképzés (kicsit optimalizalt) alakja:

Input: C1, Cs klézok.
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Nevezziik at (mondjuk) C; véltozéit gy, hogy ne legyen a két klézban
kozos valtozo.

Valasszunk ki néhdny (legaldbb egy) pozitiv literdlt Ci-bél, ¢, ..., x-t
és néhany negativat, =0}, ..., ~l-t, legaldbb egyet innen is gy, hogy a
predikdtumjel megegyezzen mind a k + t literalban.

Prébaljuk meg egyesiteni a C' = {{y,... g, 0, ..., 0;} klozt.

Ha sikeriilt és a legaltalanosabb egyesito s, akkor a rezolvens:

R= ((Cl - {617 .- 7€k}) U (C2 - {_'6/17 .- '7_'4}))5‘

Azaz: kivélasztunk egy vagy tobb p(...) alaku literdlt C;-bél, egy vagy tobb
—p(...) alakut Co-bél, megprobaljuk egyesiteni az el6jel nélkiili valtozataikat.
Ha sikeriilt és az eredmény s, akkor ezt az s-t alkalmazzuk a két klozbodl
egyiitt megmaradt literalokon, ez lesz a rezolvens.

Ezek utan az elsérendii logika rezolicids algoritmusa: az input ismét egy >/
els6rendii klézhalmaz (melyet vélhetGen skolemizaldssal kaptunk).

e Listat vezetink klozokrol.
e Egy klozt kétféle okbdl vehetiink fel a listara:

— ha >'-beli, VAGY

— két, a listdn mar szereplé kléznak rezolvense (az elsérendii
értelemben).

A vonatkozd helyességi és teljességi tétel pedig:

Y pontosan akkor kielégithetetlen,
ha levezetheto belole elsorendii rezolucidval az uires kldz.

Feladatok

11.1. Feladat. Igazoljuk elsérendii rezolicioval, hogy a kovetkezd formulak
kielégithetetlenek! Ahol kell, hozzunk zart Skolem alakra, CNF maggal.

a) Va(p(x) A —p(f(z))
b)

Vz3yVa ((—p(z, a) V —p(z,2) V —p(z, 2))
A ((p(z.y) Ap(y, 2)) V p(2,a))



11.1. Feladat megoldasa.
a) Vx(p(z) A —p(f(z)). A klézok:

{{p@)}, {p(f)}}.
Ezeket persze felvessziik elso két 1épésben:

1 {p(z)}
2 {=p(f(2))}

Most rezolvalni probaljuk a két klozt. El6szor is atnevezziik az 1.
klozban az x valtozot mondjuk y-ra, hogy ne iitkozzon:

1 {p(y)}

Eztan 1-b6l pozitiv, 2-bél negativ literdlokat valogatunk Kki,
legalabb egyet-egyet egy C' klozba eldjel nélkiil. Sok valasztéds
nincs:

C = {py),p(f(x))}

Ezt egyesiti az [y/ f(z)] egyesitd, tehat tudunk igy rezolvélni. Az
1’U2 kléz maradék literaljain kellene végrehajtani ezt az egyesitét,
de nincs maradék literdl, igy:

3 0O, mert Res(1,2).
Tehat a formula tényleg kielégithetetlen.
b)
VzEIy‘v’x((—'p(z, a)V —p(z,x)V -p(z, 2))
A ((p(z,y) Ap(y, 2)) V p(2, a))

Skolemizalaskor y helyére f(z) keriil. Disztributivitast is alkalmazunk.
Klézok:

{ﬁp(z,a),—np(z,:z),—'p(:z, Z)}> {p(z,f(z)),p(z,a)}, {p(f(z),z),p(z,a)}

a) {-p(z,a), p(z,z), —p(z, 2)}
b) {p(2, f(2)), p(z,a)}
c) {p(f(2),2),p(z,a)}
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d) Megprébéljuk az elsé klézbdl mindegyik literdlt, a mésodikbdl
pedig a p(z,a) literdlt kivalasztva rezolvalni. El6bb a mésodik
klézban atnevezzik z-t w-re:

C= {p(z, a),p(z, ZL’),p(ZL’, z),p(w, a)}

Egyesithetd, [z/a][x/a][w/a] az egyesits, ezt végrehajtjuk a meg-
maradt p(z, f(2)) literdlon:
{p(a, f(a))}, Res(1,2).

e) Mondjuk ezt ismét az egyes klozzal prébaljuk rezolvélni, példdul
ugy, hogy abbdl a harmadik literdlt valasztjuk ki:

C = {p(z,z),pla, f(a))}

Egyesithetd, [x/a][z/ f(a)] egyesitovel, ezt végrehajtjuk a maradék
literalok {—p(z,a), ~p(z, x)} halmazan:
{-=p(f(a),a)} Res(1,4). (A két literal Osszeesett.)

f) Mondjuk ezt a harmas kléz els6 literdlja mentén prébaljuk re-
zolvalni, persze [z/a] helyettesitéssel sikeriil egyesiteni és marad:

{p(a,a)} Res(3,5).
g) Ezt az egyes kloz Osszes literdljaval megprébéljuk egyszerre
kivalasztani:

C = {-p(z,a), 7p(z, 2), 7p(z, 2), pla, a) },

egyesithet6 lesz [z/al[x/a)-val, nem maradt literdl:
O Res(1,6).

Tehat a formula tényleg kielégithetetlen.

11.2. Feladat. = Mutassunk olyan [z1/t;][z2/t2] helyettesitési sorozatot,
melyre [z1/t][x2/ta] # [w2/to][21/t1].

11.2. Feladat megoldasa. Pl [z/y|[y/c|] mas, mint [y/c|[x/y], hiszen pl.
p(z,y)-en alkalmazva 6ket:

p(x,y)z/ylly/c = ple, c)
p(x, y)ly/dz/y] = ply, o),

nem egyenl6 az eredmény.
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11.3. Feladat. = Mutassunk olyan [xi/t;][z2/t2] helyettesitési sorozatot,
melyre [x1/t1][z2/ta] # [xa/ta][x1/t1] és x1 nem szerepel ty-ben, sem o t;-
ben!

11.3. Feladat megoldasa. Pl [x/c|[z/d] mas, mint [y/d][x/c], hiszen pl.
p(z,y)-en alkalmazva Oket:

p(x,y)[x/cllz/d] = p(c,y)
p(x,y)x/dl[z/c] = p(d,y),

nem egyenlé az eredmény.
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12. fejezet

Az elsorendii rezolucios
algoritmus variansai

Elméleti osszefoglalé

Az els6rendli rezoliucids algoritmus soran a lényeges dontési kérdés, hogy
melyik két kloz rezolvensét probaljuk képezni; ezek utan még az is kérdés
lehet (ha netdn tobb lehetéségiink is van), hogy mely literdlokat valasszuk ki
egyesitésre, azaz mely literdlok mentén préobaljunk rezolvenst képezni.

A keresési tér tovabbi szlikitését érjiik el, ha a linedris rezolicio modszerét
alkalmazzuk.

Linearis rezolicié alkalmazasa soran a megengedett 1épések:

e ElsO lépésben felvessziik ¥ egy elemét.
e Minden tovabbi 1épésben az utolso lépésben kapott elemet rezolvaljuk

— a listan mar szerepld klézok, VAGY

— Y elemeinek
egyikével.

Tehat: elindulunk ¥ egyik kl6zabdl, ez lesz a levezetés bdzisa, eztan mindig
az utolso 1épésben kapott klozt rezolvaljuk egy mar rendelkezésre allo klozzal.
Itt is van helyességi és teljességi tétel (mivel rezolicidt csindlunk tovéabbra
is, a helyesség nyilvanvald): Tetszéleges input kl6zhalmaz pontosan akkor
kielégithetetlen,

ha levezethetd beldle linearis rezolucidval az iires kldz.
Lattuk korabban, hogy a Horn-formuldk kielégithetoségére szolgalt egy , ka-
rikédzés” vagy ,,jelolos” algoritmus, mely lényegében nem volt més, mint
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az egységrezolicio alkalmazasa, pozitiv egységklézokkal. Elsorendii logika
esetében nincs |, karikdzdés” algoritmus (eltekintve attél az esettél, mikor
kizarolag alapklézaink vannak, ekkor ezek literaljai itéletkalkulusbeli li-
terdloknak is felfoghaték). Ami viszont miikoédik, az az SLD (SELECTIVE
LINEAR DEFINITE) rezolicio: az LD rezolucié olyan linedris rezolicié, mely-
nek a bézisa egy negativ kléz. (Emlékeztet6iil, egy klzt akkor hivtunk ne-
gativnak, ha benne minden literdl negativ.)

Ha az input Horn alaki (elsérendii logikdban a Horn-kl6z ugyanugy, mint
itéletkalkulusban, olyan kléz, mely legfeljebb egy pozitiv literdlt tartalmaz-
hat), akkor konnyen latszik, hogy a negativ klézt egy program klézzal (ez
pedig olyan kléz, mely pontosan egy literalt tartalmaz) lehet rezolvalni, mely
esetben az eredmény negativ kloz lesz. fgy tehat a listan mindvégig negativ
klézok lesznek. Ez azt eredményezi, hogy SLD rezoliciot Horn-klézok ¥ hal-
mazan futtatva az aktudlis elemet mindig egy Y-beli kl6zzal kell rezolvaljuk!
Ez jelentdsen lecsokkenti a keresési teret.

Nem rontja el viszont a teljességet, amennyiben az input tényleg Horn:

Horn-kl6zok egy ¥ halmaza pontosan akkor kielégithetetlen,
ha levezethetd beldle SLD rezoliciéval az iires kloz.

Felmeriilhet a kérdés, hogy mennyire motivalt a Horn-klézokkal kapcsolatos
kovetkeztetés-optimalizalas a gyakorlatban? A valasz: nagyon! A logi-
kai programozdisban az alapfeladat: input egy logikai program, ami definit
kl6zoknak egy > halmaza és egy kérdés, ami pedig P = Py AP, A ...\ Py
alakud formula, ahol a P;-k atomi formulak.

A kérdés pedig, hogy ¥ | JP igaz-e, és ha igen, akkor mondjunk is egy
olyan s helyettesitést, melyek mellett Ps igaz.

Az SLD rezoltcié pontosan az ilyen alaku kérdések megvalaszolasara alkal-
mas, hiszen ha negaljuk a kérdést, akkor épp egy univerzalisan kvantifikalt
kérdésklozzd (=negativ klozza) vélik, igy a logikai programunkkal egyiitt
egy Horn-klézhalmazunk van, melyben az egyetlen negativ kléz éppen a
kérdéskloz! fgy ebbdl inditunk egy SLD rezoliciot és ha kijon az tires kloz,
valoban kovetkezménye a kérdés a programnak. Ha kozben nyilvantartjuk az
aktudlis helyettesitést (technikailag nem csak az aktudlis munkaklozt, de az
eddigi Osszesitett helyettesitést is nyilvan kell tartanunk, egy ilyen (C, s) part
neveziink a program egy konfigurdcicjanak), akkor a sikeres futds végén (a
futas attol sikeres, hogy a program utolsé konfigurdcidja (0, s) alaki, vagyis
megkaptuk az tires klézt) csak visszaadjuk az s helyettesitést. Vagy mar
végre is hajthatjuk az eredeti kérdésen és visszaadhatjuk a Ps formulat, ez
a program eredménye.

A PROLOG pontosan ezt csinalja. Valéjaban a PROLOG nem mads, mint egy
SLD rezoliciés motor, melyben
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o {—p1,...,7pr,q} alakia klézokat q :- p1, pa,..., pr forméban
adunk meg, ha k£ > 0;

e {q} alaku klézokat q. formdban adunk meg;

o a{-py,..., g} kérdésklézt pedig 7:  py, ..., pi formaban tessziik
fel.

A PROLOG verem-alapn literalszelekciot is végez (az S betii az SLD névben
arra utal, hogy valamiféle szelekciés fliggvény is van, mely tovabb sziikitheti
a keresési teret, igy pl. eldontheti, hogy a munkakléz melyik literdlja mentén
rezolvéljon a motor). Tehat mindig a legfrissebben bekeriilt literal mentén
probal rezolvalni, mikor pedig egy programklézzal rezolval, akkor a prog-
ramkl6z torzsének (a :- uténi rész a kléz torzse, az el6tti rész a feje) a li-
teraljait hatulrol elore haladva teszi be a verembe, igy az oldalkléz torzsének
elso literalja lesz a legfrissebb.

Nézziink egy példat: adjunk Osze unaris szamrendszerben egyet és kettot
ProLOGDban.

El6szor is, unarisan a szamokat egy 0 konstansjellel és egy f egyvaltozds
fiiggvényjellel abrazolhatjuk, pl. f(f(f(0))) jeldli a hdrmat; az f szeman-
tikdjanak az ,,adj hozza egyet” interpretaciét szanjuk, de ezt nem tudjuk be-
tanitani a logikai motornak. (Més kérdés, hogy a PROLOG motorja szamolni
azért tud, tehdt ezt épp oda is adhatnénk neki.)

Az 6sszeaddst egy A (ADDITION) terndris predikdtummal reprezentaljuk a
szokott médon: A(x,y, z) akkor kellene igaz legyen, ha = + y = z. Axioma-
tizaljuk, amit tudunk:

{VzA(x,0,x),VaVyVzA(x,y, 2) = Az, f(y), f(2))}.

Vildgos: ©+0=xésx+ (y+1) = (x +y) + 1, ezek vannak felirva. Ez mar
elég ahhoz, hogy szamolni tudjunk unaris szamrendszerben. Ha konkrétan
az egyet és a kettot akarjuk osszeadni, akkor egy olyan z-et kerestink, melyre

A(f(0), f(f(0)), z) igaz.
A programunk a (negalt!) kérdésklézzal egyetemben a ,,szokdsos”, logikai
modon felirva, klozhalmazként:

{A(z,0,2) }, {~A(z, y, 2), Alz, f(y), f(2)}, {=A(f(0), F(f(0)), ) }}.
Mindez PROLOG szintaxisban:

a(z,0, ).

a(m,f(y),f(z)) - CL(LL’,y,Z).



A PROLOG szelekcidjanak az is része, hogy szép sorban, fentrol lefelé préobal
rezolvalni (ezzel a PROLOG program irdjara harul az, hogy beléjon egy
jonak mondhaté sorrendet, igy viszont lehet szimulalni proceduralis nyelvek
vezérlési szerkezetét is, ha a PROLOG programozé épp azt szeretné). Tehat
a motor. . .

a) Els6 lépésben a kérdéskléz —a(f(0), f(f(0)),x) literdljat (ne felejtsiik,
attol, hogy nincs kiirva, még negalt minden aktudlis literdlunk — ami
a szeparator karakter jobb oldalan van, azaz a torzs, negativ, a bal
oldalon levé fej pozitiv) prébalja egyesiteni az elsé olyan a-val, amit
taldl. Ez épp az {a(z,0,x)} kléz feje.

b) Nem egyesithetd, ugyan el6bb az x/y valtozé-atnevezést (hogy disz-
junktak legyenek a valtozék a két klézban), majd az y/f(0) helyet-
tesitést elvégzi, de 0 és f(f(0)) egyike se valtozo, backtrack.

¢) Most az {a(z, f(y), f(2)), ~a(z,y, z)} programkléz fejével prébélja re-
zolvéalni a —a(f(0), f(f(0)),z) literalt.

a) Eldszor elvégzi a munkaklézban az [z/w] helyettesitést, hogy
kiilonbozzenek a valtozok.

b) Egyesiti az  {a(f(0), f(f(0)), w),a(x, f(y), f(2))}  halmazt:
[/ f(0)][y/f(0)][w/f(2)] a legdltalanosabb egyesito.

c) Ezt végrehajtja a maradék literalokon: {—a(z,y, z)}-n, eredmény:
{=a(f(0), f(0),2)} az eredmény. Ez a munkaklézunk, az aktudlis
helyettesitésiink pedig [z/w][z/f(0)][y/f(0)][w/ f(2)].

d) Most az egyetlen literalt, —a(f(0), f(0), z)-t prébélja titni, ismét az els6
a-s feji, vagyis a {a(x,0,z)} klézt hasznélva.
Ez nem sikerill, [z/f(0)] még igen, de 0 nem ugyanaz, mint f(0).
e) Maésodik prébalkozésként az {a(z, f(y), f(2)), a(z,y, 2)} kléz fejével
prébal tiitni:
a) El6bb dtnevezi a munkaklézban z-t w-re

b) Eztan egyesiti az {a(x, f(y), f(2)),a(f(0), f(0),w)} halmazt. Si-
kertil: [/ f(0)]ly/0][w/f(2)].

c) Ezt az egyesitét végrehajtja a maradék literdlokon, ismét
{—a(z,y, z)}-n.

d) Az aktudlis konfiguracié:

({~a(£(0),0,2)}, [w/wllz/f(O)]ly/ f O)][w/ f (2)[z/w][z/ £ (O)][y/0][w/ f (2)])-
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f) Megint az egyetlen literaljat, —a(f(0),0, z)-t prébéalja iitni, ismét az
{a(z,0,2)} kléz fejével.

g) Ezuttal sikeriil! Egyesitve az {a(f(0),0,z2),a(x,0,z)} halmazt
[z/f(0)][z/f(0)] lesz az egyesiténk.

h) Az aktualis konfigurécié:

(O [z/wllx/ fO)]ly/ £ (O w/ f(lz/w][x/ f(0)][y/0)[w/ f (2)][x/ f(0)][=/ f(0)])-

i) Mivel az iires klozhoz értiink, a konfigurdciéban szereplé helyet-
tesitést végrehajtjuk az eredeti kérdésklozon és megkapjuk, hogy
a(f(0), f(f(0)),x)-ben az x-et w-re, azt f(z)-re, abban z-t w-re, azt
f(z)-e, abban z-t f(0)-ra cserélve. ..

i) a(f(0), f(f(0)), f(f(f(0))). Ezt adja vissza a PROLOG.
k) Lathatjuk: 1+ 2 = 3.

Feladatok

12.1. Feladat. Igazoljuk linearis rezoliciéval, hogy az aldbbi kl6zhalmazok
kielégithetetlenek!

a) {{p,q}, {-p,q}, {-p.~q}, {p.—~q}}.

12.1. Feladat megoldasa.

a) ¥={{p,q}, {-p,q}, {-p,~q}, {p.,q}}.

a) {p,q} eleme az inputnak

{p} — rezolvélunk {p, ~q} € X-val

)
b) {q} — rezolvalunk {-p, ¢} € X-val
c)

)

d

e) O — rezolvalunk 2-vel.

{—q} — rezolvilunk {—p, ~¢q} € ¥-val

Tehat Y tényleg kielégithetetlen.

12.2. Feladat. Mutassuk meg linedris rezolicioval, hogy az alabbi kovet-
keztetés helyes!
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{‘ Segitiink

,| Ne hagyja el gépjarmuivét |,

‘Ha elfogy az iizemanyag, iiljon at masik gépjarmibe|,

‘Ha atiil masik gépjarmiibe, elhagyja gépjarmiivét ‘} = ‘ Nem fogy el az lizemanyag |

12.2. Feladat megoldasa.
a)

,| Ne hagyja el gépjarmuvét |,

{| Segftiink

‘Ha elfogy az iizemanyag, iiljon at masik gépjarmibe|,

‘Ha atil masik gépjarmiibe, elhagyja gépjarmiivét ‘} = ‘ Nem fogy el az lizemanyag |

A | Segitiink”-nek s, ,elhagyja gépjarmivét’-nek g, ,elfogy
az lzemanyag’ -nak w, ,atil masik gépjarmiibe”’-nek pedig m
itéletvaltozot megfeleltetve azt kapjuk, hogy a feladat

{s,7g,u = m,m — g} E -,

a jobb oldal negaltjat és a bal oldali formulakat CNF-re hozva a feladat

a
2= {{8}7 {_‘9}7 {_'u7 m}7 {_'m7 9}7 {u}}

kl6zhalmaz kielégihetetlenségének bizonyitasa. Induljunk mondjuk a
{—g} baziskl6zbdl:

1 {—g}ex

2 {—m} — rezolvaltunk a ¥-beli {—m, g}-vel

3 {—u} — rezolvéltunk a X-beli {—u, m}-mel

4 O — rezolvaltunk a X-beli {u}-val.

A fenti linearis rezolucids levezetés egyébként SLD rezoluciés levezetés
is (és az is latszik belSle, hogy nem szdmit a koévetkeztetés szem-
pontjabdl, hogy segitenek-e vagy sem), az input pedig Horn alakii.

12.3. Feladat. Adjon a Hanoi Tornyai problémara PROLOG programot.
Erdemes tudni, hogy a write unéris predikatumhoz mikor a PROLOG motor
ér, kititi és kiirja az argumentumot mellékhatésként. Ujsor karaktert kiiratni
az nl predikatummal lehet.
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12.3. Feladat megoldasa.

hanoi(£f(0),X,Y,Z) :- write("Mozgatas: "), write(X),
write("->"), write(Y), nl.

hanoi(f(£(N)),X,Y,Z) :- hanoi(f(N),X,Z,Y), hanoi(£(0),X,Y,Z),
hanoi(f(N),Z,Y,X).
?-hanoi(f(£(...£(0)...)),"egyes","kettes","harmas") .

Megjegyzés: PROLOGban jobb megoldas, ha a torzsben nem hasznélt
véaltozokat (mint az elsé programklézban a Z) a fejben _ jelzi, tgy a mo-
tor tudja, hogy az SLD rezolvensképzéskor az értéket nem kell haszndlni és
nem jegyzi meg, gyorsabban fut.

Masfelol itt az N értékét unarisan adjuk meg — a PROLOG szamokat is tud
kezelni, értékadni pedig az X is V predikatummal lehet, ahol az X valtozo
megkapja a V értéket. FEzen a ponton fontos, hogy V maér birjon ground
értékkel, X pedig tényleg egy valtozé legyen.
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13. fejezet

A kompaktsagi tétel és
kovetkezményei.
Eldonthetetlenségi eredmények

Elméleti osszefoglald

A kompaktsagi
tétel az egyik leghatékonyabb eszkoziink volt itéletkalkulusban, és fennéll
az elsorendli logikaban is:

Tetszoleges ¥ formulahalmaz pontosan akkor kielégitheto,
ha barmely véges részhalmaza kielégitheto.

Vagyis, ha egy input végtelen nagy >-rdl sikeriil legaldabb azt belatni, hogy
minden véges részhalmaza kielégithetd, akkor az egész is az. A tételt a kovet-
kez& két forméban szoktuk alkalmazni (mert altaldban nem kielégithetéséget,
hanem pont hogy kielégithetetlenséget akarunk bizonyitani):

Ha > kielégithetetlen,
akkor van véges kielégithetetlen részhalmaza is.

és

Ha X = F,
akkor mar ¥ egy véges részhalmazanak is kovetkezménye F'.

A fenti hdrom alak nyilvédn ekvivalens (a méasodik és harmadik varidnsban
csak a tétel lényegi részét mondtuk ki, a mdsik irany nyilvanval6). Egy-
felol ez j6, mert ez biztositja azt, hogy miikodhet a rezolicidos algoritmus,
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mely futdsa soran egyszerre természetesen csak véges sok klozt fog tarolni,
igy ha egy végtelen X halmaz végtelen sok eleme kellene ahhoz, hogy X
kielégithetetlenségét bizonyitani tudjuk, nem lenne ezt algoritmikusan félig
se esélyiink eldonteni.

Masfelol a kompaktsagi tétel egyfajta ,,gyengeség” is, mégpedig abbdl a szem-
pontbdl, hogy szamos tulajdonsag nem fejezheto ki elsorendii logikdban, akéar
végtelen nagy formulahalmazzal sem.

Tegyiik fel, hogy szeretnénk elsérendii logikai formuldkat felirni, mondjuk
a 0, 1 konstansok, +, *, bindris fiiggvényjelek, a < és = bindris pre-
dikatumjelek és esetleg még mas jelek (bevehetjiik kedvenc fiiggvényeinket,
predikdtumainkat, barmit) hasznalataval, de ugy, hogy amit felirunk, az
(izomorfizmus erejéig) kizardlag a természetes szamok struktirdjara legyen
igaz! (Pl. felirhatunk formuldkat az el6z6 fejezet Prolog példaprogramjahoz
hasonléan az Osszeadds természetérdl, vagy a Peano axiomakat és még
szamos masikat a miiveletekrdl stb., az mind igaz a természetes szamok
strukturajara, de vajon van még olyan lehetséges interpretacié mondjuk
ugyanezen az alaphalmazon, melyre szintén igaz?)

A kompaktsagi tétel miatt ezt nem tudjuk megtenni, ugyanis:

e Tegyiik fel, hogy a természetes szdmok strukturdja, N kielégiti a X
formulahalmazt.

e Meg fogjuk mutatni, hogy van egy Y-ndl bévebb A halmaz, amit N
nem elégit ki, de ami viszont kielégithetd, tehdt van egy B modellje,
ami nem izomorf N -nel.

e Ez a B modell modellje ¥-nak is, tehat nem standard modell.

e Ha még az alaphalmazzal kapcsolatosan is vannak igények (pl. hogy
legyenek ott is a természetes szamok az objektumok), az nem baj: Her-
brand tételének egy kovetkezménye azt mondja, hogy kielégithet6 for-
mulahalmaznak van megszdamlalhaté modellje. Nem nehéz olyan X
formulahalmazt felirni, melynek csak végtelen modellje van: ekkor A-
nak van megszamlalhatoan végtelen modellje, ha ezt vélasztjuk B-nek,
és az univerzumat tetszoleges médon bijekcidba hozzuk a természetes
szamok halmazdval, akkor az alaphalmaz is ugyanaz lesz, mint A/-nek.

e A megmutatjuk” rész: jelolje az (1+1)+1)+1...4+1) termet az n
jelolés, ahol n-szer adtuk Ossze az 1-et. A standard modellben persze
ennek az értéke épp n lesz. Ha n = 0, legyen ez a 0 term.

e Vegylink még egy 1ij konstansjelet is be a nyelvbe, legyen ez mondjuk
c.
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Jelolje F,, a ¢ # n (avagy = = (¢, n)) formuldt.
Nézzikk a A = X U{F; : i > 0} formulahalmazt.

Ennek akarmelyik véges részhalmazat nézziik, kielégitheto: egy véges
részhalmaz véges sok X-beli és véges sok F; alaki formulat tartal-
maz. Akkor van egy maximdlis NV érték, hogy Fx benne van ebben
a részhalmazban. Akkor ezt a véges formulahalmazt kielégiti az N
struktura azzal, hogy legyen az 1j ¢ konstansjel mondjuk az N + 1-gyel
interpretélva.

Tehat mivel A minden véges részhalmaza kielégithetd, igy A is.

Viszont A-nak N semmiképp nem lesz modellje, barhogy is interp-
retaljuk benne c-t! Hiszen A/-ben minden lehetséges értéke c-nek eléall
n alakban, ami ellene megy F,,-nek. Azaz van A-nak egy B modellje,
melynek ,,c nélkiili” része nem izomorf N -nel.

Ez a B tehdt Y-nak is egy modellje, mely nem izomorf A/-nel.

Szamos hasonlo kovetkezmény ismeretes, hasonléan megmutathaté példaul,

hogy:

Ha >-nak van akarmekkora nagy véges modellje, akkor van végtelen
modellje is.

Igy pl. a ,,véges csoportok” nem axiomatizalhatéak.

Ha egy strukturaosztaly axiomatizalhato egydltaldn végesen, akkor
barmely axiémarendszerének van véges axiéma-részrendszere.

Emiatt pl. a ,,0 karakterisztikaju testek” (azok a testek, melyben a 0
nem 4ll el6 az 1 ismételt sszeaddsa sordn — pl. a Z, testek nem ilyenek)
szintén nem axiomatizalhatdak.

A feladatgytjtemény sordn mar tobbszor utaltunk ra, hogy a
kielégithetetlenség csak félig eldonthetd, azaz van algoritmus (pl. az alap-
vagy az elsérendii rezolicid), mely kielégithetetlen ¥ formulahalmazt kapva
el6bb-utébb valoban jelzi, hogy ¥ kielégithetetlen, azonban a kielégitheto for-
mulahalmazokra minden ilyen algoritmus sziikségképpen vagy hibéas valaszt
kell adjon, vagy végtelen ciklusba kell essen (a kett$ koziil inkdbb a végtelen
ciklus. . .)

Ennek oka a Post Megfelelkezési Probléma (PCP, PosT CORRESPON-
DENCE PROBLEM) eldonthetetlensége (pontosabban, félig eldonthetdsége).
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A probléméanak inputja véges sok domind-tipus, minden dominé alsé ill.
fels6 felén egy-egy a bindris {0, 1} abécé folotti sz6 szerepel. A kérdés: le
tudunk-e rakni valahdny dominot egymas mellé, legalabb egyet, minden do-
mino-tipusbdl akarmennyit felhasznalva kozben gy, hogy a lerakott domino-
sorozat also és fels6 soraban ugyanazt a szot lassuk?

Meg lehet adni egy konstrukciét, egy un. rekurziv visszavezetést avagy
valasztarté inputkonverzidt, mely egy input domindtipus-szekvenciabdl
elkészit egy elsorendit formulat ugy, hogy a domindk a PCP egy IGEN
példanyat pontosan akkor adjak, ha az elkészitett elsérendi formula tau-
tolégia.

Feladatok

13.1. Feladat. Van-e a PCP aldbbi példanyainak megoldasa? Ha igen,
adjon egyet, ha nem, miért nincs?

a) (100): (00)s (51)-
13.1. Feladat megoldasa.
a) ( 0 ), (01), (110)—nak van: a

100/ \00 11
110 /01 110 0
11 00 11 100
sorozat (dominé-indexekkel: 3., 2., 3., 1.) alul is és feliil is az 110011100
sz6 all eld.
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14. fejezet

Masodrendii és heterogén
elsorendi logika

Elméleti osszefoglalé

Mint azt a kompaktsagi tétel esetében lattuk, bizonyos tulajdonsagok kife-
jezésére az elsorendii logika nem képes, ilyen példaul a természetes szamok
struktuirajanak izomorfizmus erejéig egyértelmi axiomatizélasa.

Az elsérendii logika egyféle erésitése az tun. masodrendi logika.
A masodrendii logikaban ugyanazokat a konstrukcidokat hasznalhatjuk
(els6rendii véltozdk, fiiggvény- és predikdtumjelek, logikai konnektivék stb),
mint az elsérendiiben, plusz:

e van egy djabb, Var-tdl diszjunkt halmaza a valtozoknak, melyet PVar-
nak neveziink;

e a PVar-beli valtozok tun.  predikdatumvdltozék (vagy mésodrendi
véltozdk) és mindegyiknek van aritdsa;

e a predikatumvaltozokat is kvantalhatjuk az 3 ill. V kvantorokkal;

e ha X egy n-aritasu predikatumvaltozé és tq,...,t, termek, akkor
X(t1,...,t,) is atomi formula.

Szintaktikailag tehat a termek halmaza ugyanaz, mint korabban, a formuldk
képzési szabdlyai pedig kiegésziilnek még az X (t1,...,t,), IXF és VXF
alaki formuldkkal (konvencié: a méasodrendii valtozdkat nagy XY, ... jeloli).
Szemantikailag, mint a neve is sugallja, egy n aritast predikatumvaltozé
egy n aritasu predikdtumot vesz fel értékiill. Ehhez egyrészt az elsorendii
struktura fogalmat kell kiegésziteniink: a ma&asodrendi struktira ugyanugy
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A = (A I,p), ahol A és I ugyanazok, mint eddig, de ¢ ezuttal min-
den x elsérendii valtozéhoz egy p(z) € A elemet, és minden X n-aritdsi
mésodrendli valtozohoz egy ¢(X) : A" — {0,1} predikdtumot, azaz egy
©(X) C A" relaciot rendel.

A kiértékelés szemantikdja pedig:

AE X(t1,...,tn) < o(X)(A(tr),..., A(t,)) = 1;
AE3IXF & vanolyan R C A", melyre Axr)(F) = 1;
AEVXF & minden R C A"-re Aixoyg)(F) = 1.

A masodrendii logikdra pl. nem igaz a kompaktsagi tétel, igy bar sok minden
kifejezhetd benne, teljes kovetkeztetd rendszerrdl nem is Almodhatunk benne.
Egy masik kiterjesztés a heterogén logika. Az elsérendi logikdban ,,minden
objektum egyenld”, nincsenek objektum-tipusok, az univerzum egy homogén
egységet képez, a fliggvényekrdl csak annyit tudunk, hogy az aritasnak meg-
felel6 darabszamu objektumbdl készit még egyet, a predikatumok szintén az
aritas szerinti szamu objektumbdl egy bitet.

Arnyalja a képet, ha tipusolunk mindent, a véltozdkat, a fliggvények(jel)et és
a predikatum(jel)eket is: amit igy kapunk, azt nevezziik heterogén logikanak.
Formalisabban:

e Bevezetjiik tipusok egy S (SORTS) halmazdt (nemiires, nem is til nagy,
vagyis megszamlalhatd)

e Minden valtozot ellatunk egy tipussal: formadlisan, minden s € S
tipushoz adva van egy Varg halmaz, megszamlalhatéan végtelen, ennek
elemei az s tipusu valtozok.

e Minden fiiggvényjelet ellatunk egy kimeneti tipussal és az aritasanak
megfelel6 szamu bemeneti tipussal:  formdlisan egy n aritasu
fiiggvényjel | tipusa” egy (s1,...,Sn,S) sorozat lesz, ahol s; az i. ar-
gumentum elvart tipusa lesz majd, az s pedig a kimenet tipusa;

e Minden predikatumjelet is ellatunk az aritdsanak megfelel6 szamu be-
meneti tipussal, igy az n aritasu predikatumjelek tipusa egy (sq, ..., sp)
sorozat lesz, ahol s; az i. argumentum elvart tipusa.

A nyelv ennyit valtozik. A szintaxisban mar a termek és formuldk szintén
is vannak ezuttal valtozasok: a termek kimeneti tipus szerint keriilnek
osztalyozasra. Az s tipusi termek halmaza a legsziikebb olyan halmaz,
melyre a kovetkezdk fennallnak:
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e Minden s tipusu valtozé egyben s tipusu term is.

e Ha f egy (s1,...,$n,s) tipust fiiggvényjel és minden 1 < i < n-re t;
egy s; tipusu term, akkor f(ty,...,t,) egy s tipusu term.

Az atomi formulak esetében pedig: a heterogén elsérendii logika atomi for-
muléi p(ty,...,t,) alakdak, ahol p egy (s1,...,s,) tipust predikdtumjel, ¢
pedig s; tipusi term minden 1 <17 < n-re.

A szintaxis ennyit valtozik. A szemantikaban is vannak valtozasok, hiszen
mar egy strukturaban is meg kell jelenniiik a tipusoknak. Ennek megfelelGen
egy struktira most egy A = ((As)ses, I, ) harmas, ahol

e minden s-re A, az s tipusi objektumok nemiires alaphalmaza;

e [ minden (sq,...,s,) tipust p predikdtumjelhez egy I(p) : A, x A, X
. X As, — {0,1} predikdtumot és minden (si,...,s,,s) tipusi f
fiiggvényjelhez egy I(f) : As, X Ag, X ... X As, — A, fiiggvényt rendel;

e () pedig egy As-beli elem minden s tipusu x valtozora.

A termek kiértékelése, formuldk szemantikdja szintén értelem szerint véltozik.
A heterogén logikaban felirt mondatok kozelebb vannak ahhoz, mint amit az
emberi nyelvben felirt formalizmus titkroz (pl. a ,,mindenkinek van egy alma”
mondat nem csupdn annyit mond, hogy Vz3yOVE(z,y), hanem még annyit
is sugall, hogy = ember, y pedig dlom tipust valtozo), ily médon a benne
torténd formalizalds is kényelmesebb (mésik példa a geometria, ahol pon-
tokrol, egyenesekrol és sikokrol beszéliink, ekkor ezt a harom tipust érdemes
legalabb elkiiloniteni).

A heterogén logika annyival tehat elonyosebb, mint az elsérendii logika, hogy
a szakértoi rendszerek kiépilését jobban segiti. Tovabbda az is igaz, hogy
bedgyazhato elsorendii logikdba: a tipusokat unaris predikatumjelekkel , szi-
mulalva” minden heterogén logikai formulat at lehet irni egy linedris méreti
elsorendii logikai formulaba oly modon, hogy a két formula modelljei egy-egy
kapcsolatba legyenek allithatéak. Ily médon szamitaselméleti szempontbdl
minden tétel és allitds, ami az elsérendii logikara igaz volt, a heterogén lo-
gikara is igaz lesz.

Feladatok

14.1. Feladat. Mutassa meg, hogy a masodrendii logikdaban nem igaz a
kompaktsagi tétel.
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14.1. Feladat megoldasa. A kompaktsagi tétel fejezetében kovetett okos-
kodés alapjan ha sikeriil lefrni a természetes szdmok N struktiirdjat izomor-
fizmus erejéig, azzal igazoljuk az allitdst. Ehhez pedig az ottaniak szerint
elég formalizalni azt, hogy ,,az univerzum minden eleme el6all n alakban”.
(Emlékeztet6iil: n jelolte a (... ((0+ 1)+ 1) +1...) + 1 termet, n darab
Osszeadéssal.)

El6szor is megfogalmazzuk halmazelméleti okoskodassal, mit is akarunk ki-
fejezni:

,,Ha az univerzum egy részhalmazaban benne van a 0 és ha n benne van,
akkor n + 1 is, akkor bizony mindenki benne van”

A [ halmaz” pedig egy unaris predikdtum, itt most épp valtoz6. Azaz a
formulank:

VX ((X(0) AVz(X(z) = X(z+1))) = VaX(2)).

14.2. Feladat. frja fel a projektiv sikok axiomait heterogén elsérendii
logikai formulakkal:

e Barmely két kiillonb6z6 ponthoz 1étezik pontosan egy, rajtuk athaladé
egyenes;

e Barmely két kiilonb6z6 egyenesnek 1étezik pontosan egy metszéspontja;

e Létezik legalabb négy pont gy, hogy ezek kozt nincs harom kollineéris.

14.2. Feladat megoldasa. Megadjuk el6szor a nyelvet.

Tipusok: a P (PONTOK) és E' (EGYENESEK) tipus.

Predikdtumok: =p és =g az egyenldség a két tipuson és €, ami egy (P, E)
tipust predikdtum (szemantikdja: (p,e) igaz, ha p rajta van e-n)

Ha ezek megvannak, akkor a formuldk:

e Barmely két kiilonb6z6 ponthoz létezik pontosan egy, rajtuk athaladé
egyenes:

V$pvyp<($p #p yp) — (3'6E rp € ep Nyp € 6E))
e Barmely két kiilonb6zo egyenesnek 1étezik pontosan egy metszéspontja;

VSCEWJE((IE #5ye) = (pppp € x5 App € yE))
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o Létezik legalabb négy pont gy, hogy ezek kozt nincs harom kollineéris.

EIx};EIx?;EIx%EIx%( /\ (z; #p xj) N —~Tyg \/ /\:cj EyE).

1<i<j<4 1<i<4 j£i

Mint kordabban, JlzF'(z) itt is az Jx(F(x) A Vy(F(y) — (v = y))) formuldt
roviditi.

14.3. Feladat. Adjunk a grafok nyelvén masodrenda formuldkat, melyek
azt fejezik ki, hogy az input graf. ..

a) ...paros.

c) ...véges.

d

)

b) ...3-szinezheto.
)
) ...tartalmaz Hamilton-utat.

14.3. Feladat megoldasa.

a) A G graf paros, ha csticsai két osztalyba sorolhatdk gy, hogy minden
él a két osztaly kozt megy. Vagyis, van a csuicsoknak egy halmaza ugy,
hogy minden él egyik végpontja a halmazban, a masik azon kiviil van:

3X (Va¥y (e(e.y) = (X(2) & X))

b) A G graf 3-szinezhetd, ha csiicsai hdrom osztalyba sorolhaték az el6bbi
modon. Ehhez mar nem lesz elég egy halmaz, vesziink egy X, egy Xo
és egy X3 halmazt és ezekbe szétosztjuk a csicsokat:

31X, 3X,3X; (V:ch (2) V Xo(z) V X3(X)
AVE(=X1(2) V =Xo(2)) A (X1 (2) V ~X3(2)) A (=Xa(2) V X3 (2))
AVaYy(e(a,y) >\ ~(Xil@) A Xiy))

1<3<3

Az elso sor azt mondja, hogy minden cstcsot betesziink a hdrom halmaz
legaldbb egyikébe, a méasodik azt, hogy legfeljebb egyikébe (eddig tehat
particionaltuk a pontokat), a harmadik pedig hogy bérmelyik élt is
nézzik, annak a két végpontja nem lesz ugyanabban a halmazban.
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c) ...véges. A véges halmazok pont azok, akiket nem lehet sziirjektiven
sajat maguk valddi részhalmazaba beleképezni.  Tehat, , minden
sziirjektiv V' — V leképezés injektiv is”. Egy leképezést egy kétvaltozos
funkciondlis reldciéval valtunk ki: P(z,y) akkor kéne igaz legyen, ha
T .

Tehat:

VP <V:BE|!yP(:B, y) AVy3xzP(z,y) — Vo Ve Vy(P(xy, y) AP (22, y) — 1 = 5172)>

d) ...tartalmaz Hamilton-utat. Azt kell pl. formalizaljuk, hogy a
csucsokon lehet definidlni egy rendezést tigy, hogy minden csticsbol ve-
zet él a kozvetlen rakovetkezojébe:

3P (ordering(P) AVaVy(((P(z,y) A —3z(P(z,2) AN P(z,y))) — e(z,y)),

ahol ordering(P) azt mondja, hogy P irreflexiv, tranzitiv, trichotém,
Id. bevezet6 fejezet.
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15. fejezet

Temporalis logika, formalis
verifikacio

Elméleti osszefoglalé

A formaélis verifikacié feladata a kévetkezd: adott egy M modell (valamilyen
formalizmusban, eddig modellek az elsérendii logika struktirai voltak), egy
F formula (valamilyen logikdaban, eddig lattuk az elsérendii logikat, ennek
szeletét, az itéletkalkulust és két kiterjesztését, a heterogén és a méasodrendi
logikdkat), a kérdés, hogy teljesiil-e M = F7

Mint tudjuk, elsérendii logikdban ez a kérdés (végtelen struktirdk esetén)
reményteleniil elbonyoldodhat, hisz mar a természetes szamok alaphalmazan
a szorzas, Osszeadas fiiggvények jelenléte mellett az egyenlGséges elsorendii
logika modell-ellenorzési feladata eldonthetetlen. Erre alapvetéen két meg-
oldas kinalkozik:

e Adjunk meg egyszeriibb strukturakat és egyszertibb logikat, mely még
mindig elég kifejez6 szamunkra, dm a verifikdcié feladata legalabbis
eldonthet6 benne. A legjobb persze egy hatékony modellellenérzé al-
goritmus megléte.

e Adjunk meg félautomatikus moédszert, mely szakérté segitségével
legaldbb azt képes megmutatni, ha a rendszer valoban teljesiti a speci-
fikdciét (azaz a modell kielégiti a formulat).

Az els6 lehet6ség korébe tartozik a Kripke strukturdkon értelmezett CTL
(CoMPUTATION TREE LOGIC): a modellek (egy — informatikai — rend-
szer absztrakt lefrdsa) a Kripke struktirdk. El6szor is rogzitink egy
AP (AroMIiC PROPOSITION) véges halmazt. Intuitive a rendszer min-
den pillanatban ezen tulajdonsagok némelyikét teljesiti, némelyiket pedig
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nem. (Az operéciés rendszerekbdl jél ismert program-életciklus esetében
pl. lehet egy-egy ilyen tulajdonsig a FUTASKESz, FuTO, VARAKOZO;
eroforrasonként beallithatunk egy-egy A P-elemet, mely akkor igaz a rendszer
egy allapotaban, ha éppen a rendszer birtokolja az adott er6forrast, stb.)
Ezek utan a rendszer viselkedésének lefrasa egy Kripke struktira, mely egy
M = (S, —, /) harmas, ahol

e S az allapotok (STATES) nemiires halmaza — most nem kotjiik ki, hogy
véges!

e — egy totalis atmenetrelacié, azaz —C S x S 1gy, hogy minden s-re
van olyan s, hogy s — s;

e /S — P(AP) egy cimkefliggvény, azt hatarozza meg, hogy melyik
allapotban mely atomi allitasok igazak.

A CTL formuléi pedig:
e a konstans T és | formuldk;
e minden a € AP egyben formula is;
e ha F, G formuldk, akkor —=F, F'V G is azok;
e ha F formula, akkor EX(F') és AG(F') is formula;
e ha F, G formuldk, akkor E(F'UG) (ezt néha EU(F, G)-nek is jeloljiik)

is formula.

A formuldk szemantikdja: az M = (S, —,¥) rendszer egy s allapotaban tel-
jesiil az F' formula, jelben M, s = F| ha...

o ' =a € AP és a € ((s), vagyis ha s-ben a cimkefiiggvény szerint
teljestil a megadott atomi allitas;

e '=(GVH), F=-G, F=1é F =] a szokdsos médon;

e ' = EX(G) és s-nek van olyan s’ kozvetlen rakovetkezéje, melyben
teljesiil G. (ExisTs NEXT) Formélisan, ha 3s — s’ : M, s’ = G.

o ' = EG(G) és létezik egy olyan, az s-b6l indulé végtelen 1t, melynek
minden &llapotdban igaz G. (EXISTS GLOBALLY). Formadlisan, ha
ds=s9—> 8 —s—...Vi: M,s; EQG.
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e ' =E(GUH) és létezik olyan, az s-bdl egy olyan s dllapotba vezet
ut, melyre igaz H és az 1t minden kordabbi pontjén (s-ben is) igaz
G. (Exists UNTIL). Formélisan, ha ds = sg — s; — So — ... 3i :
M,s;,=HéVji<i: M,s; =G.

A CTL modellellen6rzé algoritmusa, ha M = (S, —,¢) véges, bottom-
up modon, alulrél felfelé kiszamitja az input F' formula minden egyes G

részformulajara az 6sszes olyan allapot Sg halmazat, melyekre igaz G, vagyis
Se ={s: M,s = G}. Ennek médszere:

e Atomi &llitas: S, = {s:a € {(s)}.

e Negacio: S.p =5 — Sp.

e Diszjunkcié: Spyg = Sp U Sq.

o Exists Next: Spx(py = {s:3s = s, ' € Sp}.

e Exists Globally: Sgqr) kiszdmitasahoz hatdrozzuk meg Sp-et, majd
legyen Sy = S és S;11 ={s€ 5;:3ds — ¢, € 5;}. Amint S; = S;,1,
legyen Sgqry = Si.

e Exists Until: Sgrug) halmazt iterativan hatarozzuk meg: Sy = Sg
és Sivp = S;U{s € Sp:ds — §,s € 5;}. Amint S; = S;41, legyen
Se(rua) = Si

Feladatok

15.1. Feladat. Fejezziik ki a CTL kovetkezd operatorait a fejezet elején
definidltak segitségével!

a) AX(F): igaz s-ben, ha s minden rédkdvetkezéjében igaz F' (ALWAYS
NEXT)

b) EF(F): igaz s-ben, ha elérhet§ s-bél egy olyan s, melyben igaz F
(ExisTs FINALLY)

c) AF(F): igaz s-ben, ha tetsz6leges, s-bél kiindulé végtelen tton 1étezik
olyan s’, melyben igaz s (ALWAYS FINALLY)

d) AG(F): igaz s-ben, ha F igaz tetszOleges, s-bél elérhetd allapotban
(ALwAYS GLOBALLY)
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15.1.

A(FUG): igaz s-ben, ha tetsz6leges, s-bél kiindulé végtelen tton
létezik olyan s’, melyben igaz G és az Osszes ezt megel6z6 dllapotban
igaz F' (ALwAYS UNTIL)

Feladat megoldasa.

AX(F): igaz s-ben, ha s minden rdkoévetkezéjében igaz F' (ALWAYS
NEXT)
~EX(-F),

ennek informélis jelentése: , nincs olyan rdkovetkezoje s-nek, melyben
—F igaz lenne”. Ez pont azt jelenti, amit szeretnénk.

EF(F): igaz s-ben, ha elérhet s-bél egy olyan s, melyben igaz F
(ExisTs FINALLY)
E(t UF),

ennek informalis jelentése: 1étezik olyan s-bol induld végtelen 1t, mely-
nek egy pontjan igaz F', ezt megel6zoen pedig mindenhol igaz 1. Mivel
a mondat mésodik fele automatikusan teljesiil, I teljesiilése utan pedig
nem lényeges, hogy hogyan folytatjuk a végtelen utat, ez pont az, amit
mondani szeretnénk.

AF(F): igaz s-ben, ha tetszoleges, s-bol kiindulé végtelen titon létezik
olyan ', melyben igaz F' (ALwAYS FINALLY)

~EG(~F),

ennek informalis jelentése: nincs olyan végtelen ut, melyen F' mindvégig
hamis — tehat valéban, tetszoleges végtelen tton elobb-utobb F' igaz
lesz.

AG(F): igaz s-ben, ha F igaz tetszéleges, s-bél elérhet6 dllapotban
(ALWAYS GLOBALLY)
~EF(=F),

ennek informaélis jelentése: nincs s-bdl olyan elérhetd dllapot, melyben
F hamis lenne — vagyis, F' igaz tetszoleges, s-bol elérheté allapotban.
Az eredeti modalitdsok alkalmazasdval ez a formula —E(T U-F)
alakba irhato.

A(FUG): igaz s-ben, ha tetsz6leges, s-bél kiindulé végtelen tton
létezik olyan s’, melyben igaz G és az Osszes ezt megel6z6 dllapotban
igaz F' (ALwAYS UNTIL)

A korabbiakhoz képest ez a formula kicsit Osszetettebb. Léassuk, mikor
hamis A(F'UG)!
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e Egyrészt, ha van egy olyan s-bol indulé végtelen ut, melyen G
sose lesz igaz, akkor nyilvan hamis.

o Misrészt, ha van egy olyan s-bdl indulé végtelen ut, amin ugyan
G igaz valahol, de az elsé ilyen pontot megel6z6en valahol egyszer
F' is hamissa valik, akkor szintén hamis. Ezt tgy is mondhatjuk,
hogy az Ut elején igaz =G, aztan hirtelen -G A =F' is igaz lesz.

e Egy végtelen Ut pont akkor nem teljesiti az F'U G formulat, ha a
fenti két pont valamelyikét megsérti.

fgy a végs6 formula:

—(EG(=G) VE(=G U (=G A =F))).

15.2. Feladat.  Mit fejeznek ki a kovetkezd CTL formuldk? Az atomi
tulajdonsdgokat probaljuk intuitive, értelem szerint jelentéssel felruhazni.

a) AG EFrestart, ahol a reset atomi tulajdonsag;

b

) AF AGrunning, ahol a running atomi tulajdonsag;
¢) AG(request — AFacknowledge)
d) AG AFenabled

15.2. Feladat megoldasa.
a) AG EFrestart

Informalisan: ,,a jOvO tetszOleges pontjan igaz, hogy eljuthatok restart
allapotba” — vagyis, akarhova is viszem el a rendszert, fogom tudni
utéana restartolni valahogyan

b) AF AGrunning

Informalisan: ,,tetszéleges titon el6bb-utébb eljon egy olyan pont, ami-
kor igaz, hogy onnantél a jovo minden pontjaban running igaz lesz”
— vagyis, barmit is teszek, a rendszer el6bb-utobb futni fog, és onnan
kezdve mindig fut

¢) AG(request — AFacknowledge)

Informalisan: ,,a jovo tetszdleges pontjan igaz, hogy HA request igaz,
akkor onnan tetszoleges uton el6bb-utébb eljon egy olyan pont, amikor
acknowledge igaz lesz” — vagyis, a jovoben barmikor lesz egy request,
azt elobb-utobb mindenképp koveti egy acknowledge

141



d) AG AFenabled

Informalisan: ,,a jOvo tetszOleges pontjan igaz, hogy onnan tetszéleges
uton elébb-utébb eljon egy olyan pont, mikor enabled igaz lesz.” Ha ezt
jobban meggondoljuk, ez igaz az enabled els6 beallasa utdani allapoton
is. Tovabbvive ezt a gondolatmenenet azt kapjuk, hogy a formula akkor
igaz, ha minden végtelen uton enabled végtelen sokszor igaz, vagyis
barmi is torténjék a jovoben, a rendszer sosem all le véglegesen.

15.3. Feladat. Ebben a feladatban olyan CTL modellellen6rzé algoritmust
fejlesztiink ki, mely linearis id6igényi mind a formula, mind a struktira
méretében, vagyis O(|p] - |M]) id6igényii. Modalitdsonként tessziik mindezt,
vagyis: adjunk olyan mdédszereket, melyek O(|M|) idében kiszdmitjak Sp-
et,...

a) ...ha F =1 vagy ' =]!

o

..ha F = =G, feltéve, hogy Sg-t mar kiszamitottuk!

¢) ...ha F'= GV H, feltéve, hogy Sg-t és Sy-t mar kiszamitottuk!

..ha F' = EG(G), feltéve, hogy Sg-t mar kiszdmitottuk!

)

)
)
)
d) ...ha F = EX(G), feltéve, hogy Sg-t mar kiszamitottuk!
)
)

f) ...ha FF = E(GU H), feltéve, hogy Sg-t és Sy-t mar kiszamitottuk!

15.3. Feladat megoldasa. A megoldasunkban egyrészt feltessziik, hogy a
halmazokat bitvektorokkal reprezentaljuk, O(1) idében queryzve member-
shipet, O(|M]) idében inicializdlva iires halmazra, O(1) idében beszirva
elemet. Tovabb4, rendelkezésre all M grafként és M7T, M transzponaltja
szintén grafként reprezentalva, éllistas reprezentacidval, valamint M erdsen
osszefiiged komponenseinek grafja, igy hogy két allapot ugyanabban az erésen
osszefiigeé komponensben van-e, illetve a tartalmazé komponens mérete
szintén konstans idében elérheté. Mindezt O(|M]) id6ben el6 tudjuk allitani
az Sr halmazok kiszamitasa elott, a formuldtdl ezek az értékek nem fiiggnek.

a) ...ha F' =1 vagy F =]!
Adjuk vissza a konstans 1 ill. konstans 0 bitvektorokat, ezeket O(|M])
id6 el6éllitani.

b) ...ha F = =G, feltéve, hogy Sg-t mar kiszamitottuk!
Adjuk vissza Sg komplementerét, ezt O(|M]) id6 eléallitani.
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¢) ...ha F =GV H, feltéve, hogy Sg-t és Sy-t mar kiszamitottuk!
Adjuk vissza Sg és Sy koordinatankénti diszjunkciéjat O(|M|) idében.

d) ...ha F = EX(G), feltéve, hogy Sg-t mér kiszamitottuk!

Inicializaljuk Sp-et tires vektorra. Eztan menjiink végig Sg elemein,
és minden s € Sg-re szirjuk be Sp-be az M7-ben s-sel szomszédos
csucsokat. fgy M7T minden élét legfeljebb egyszer jarjuk be, tehét ez
O(|M]) idé.

e) ...ha F = EG(G), feltéve, hogy Sg-t mar kiszdmitottuk!

Allitsuk el8 az M grafjanak Sg altal feszitett részgrafjat, vagyisaz 'q =
(Sa, — NSZ) grafot, ez O(|M]) id6ben megy. Azokat a csticsokat kell
beletegyiik Sp-be, melyekbol ebben a grafban kiindul végtelen hosszi
séta. Ehhez éllitsuk elé6 I'¢ komponensgrafjat O(|M|) id6ben, és a
komponensgrafban (ami egy irdnyitott, kormentes graf) target-source
irdnyu bejarassal jeloljiink meg minden komponenst, ami nemtrivialis
(azaz vagy tObb csics van benne, vagy egy hurokéllel elldtot csics),
vagy vezet bel6le él megjelolt komponensbe. Ez is megy O(|M|) idében.
Végiil Sp-be tegylik az Osszes, megjelolt komponens-beli csticsokat.

f) ...ha F = E(GU H), feltéve, hogy Sg-t és Sy-t mar kiszamitottuk!

Az el6z6hoz hasonlé moédon, elészor allitsuk elé az Sg U Sy altal
feszitett I' részgrafjat M-nek, O(|M|) idében, valamint ennek a kom-
ponensgrafjat. Jeloljiilk meg az 0sszes olyan komponenst, melyben sze-
repel Sy-beli dllapot. (Ugy, hogy Sy-n iteralunk végig és az ¢ kompo-
nenseiket jeldljiik meg). Majd a komponensgrafon target-source irdnyd
bejarassal jeloljiik meg még minden komponenst, melybdl vezet él meg-
jelolt komponensbe. Végezetiil, Sp-be tegylik be az Gsszes, megjelolt
komponens-beli cstcsokat.

15.4. Feladat. Mutassuk meg, hogy CTL-re nem igaz a kompaktséagi tétel.

15.4. Feladat megoldasa. Legyen p egy atomi allitas, F, pedig az
AX AX ... AXp formula, ahol az AX modalitas n-szer szerepel. Tehat F;, ak-
kor igaz s-ben, ha pontosan n 1épésben csupa olyan allapot érheto el benne,
melyekben igaz p.

Akkor a ¥ = {F, : n > 0} U {EF—p} formulahalmaz kielégithetetlen, hisz
azt mondja, hogy nulla, egy, ketto, ... lépésben csupa olyan allapot érhetd
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el s-bdl, melyekben igaz p, és még hozzavesszik, hogy emellett elérheto s-
bol valahéany lépésben egy olyan &llapot is, melyben p hamis — ez nyilvan
egyszerre nem teljestilhet.

Ugyanakkor, ¥ tetszoleges véges Yy részhalmazat ha vessziik, abban az F),
formuldkbdl csak véges sok van, tehat van olyan N, melyre Fy nem szerepel
Yo-ban. Akkor a 0 — 1 — 2 — ... Kripke struktiraban, ahol p ¢ ¢(N) és
p € £(n) minden n < N-re, ¥ teljesiil az s = 0 allapotban. Tehét ¥ minden
véges részhalmaza kielégithetd, > mégsem az.

15.5. Feladat. Tekintsiik a kovetkezé Kripke strukturat:

Mely allapotaiban igaz. . .

15.5. Feladat megoldasa. Jelolje a fels6 allapotot sg, a bal alsét sy, a jobb
alsot ss.

a) S, = {so, 1}, az allapotokba beleirt cimke fiiggvény alapjan.
b) Sp—ﬂl = (S - Sp) U Sq = ({So, S1, 82} - {80, Sl}) U {81, 82} = {81, 82}.

c) Sea(p) meghatdrozasdhoz meghatdrozzuk az S, = {so, s1} altal feszitett
részgrafot:
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Ennek komponensgréfja énmaga, és el6bb si-et, majd so-t bejarva nem
cimkéziink meg senkit, mert akkor tennénk, ha nemtrivialis komponens-
ben lenne vagy mutatna belSle él cimkézett csticsba. Tehat Spa(p = 0.

A fixpontiterdciés médszerrel: Sy = S, = {so,s1}, S1 = {s € {s0,s1}:
ds" € {so,s1}s — s’} = {so}, mert sy és s; koziil csak so-bdl megy
él {so,s1}-be, majd Sy = ), mert so-bél sem megy él {sg}-ba, végiil
S3 = @ és fgy SEg(p) = @

EG(g)-hoz meghatédrozzuk az S, = {s1, so} altal feszitett részgrafot:

Ennek egyetlen komponense a {si,s2}, mely nemtrividlis, hisz van
benne él. Megjeloljiikk ezt a komponenst, tobb komponens nincs, és
visszaadjuk az Osszes {s1, so}-beli cstcsot: Spgy = {51, 52}

AG(p)? Azon csicsokat kell visszaadjuk, melyekbél minden elérhet6
allapotban igaz p. Ilyen cstics nincs: Sac) = 0.
Médszeresen a —EF-p formuldt kifejtve S-, = {s2}, Ser-p =

{s0, 51,82} (a transzpondalt grafban egy elérhetdség S-,-bél, majd
SﬁEFﬁp = S — {SQ, S1, 82} = @

AF(p — EGq)-hoz S, = {s0, 51}, Seaq = {51, 52}, Sp—rc(e) = {51,852}
és Sar(p—EGq-ben azok a cstcsok vannak benne, akikbdl barmelyik
uton is megyek, el6bb-utébb {s, se}-be jutok: mind, S.

E(pUgq)-hez S, = {s1,s2}, Sp = {s0,s1}, igy az S, U 5, altal feszitett
részgraf maga a struktira, ennek transzponaltjaban kell S,-bdl egy
elérhetdséget kiszamitani, ami {sg, s1, s2} lesz.
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