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Jelolések

k,t normal kisbeti: skalaris mennyiség
i,...,n (altaldban) egészértékli mennyiségek
v vastag kisbetii: (oszlop) vektor

\7 v vektor i-edik komponense

vl v vektor transzponaltja: sor vektor
A vastag nagybetli: matrix

al A matrix i-edik sora (sor vektor!)

a; A matrix j-edik oszlopa

a; A matrix i-edik sordnak j-edik eleme

m (altaldban) egy matrix sorainak a szama, vagy vektor dimenzidja
n (4ltaldban) egy matrix oszlopainak a szama

R m dimenzids euklideszi tér

R™ " m x n dimenzios euklideszi tér

F kalligrafikus nagybetii: halmaz
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Eloszo

Ahogy az informacids tarsadalom kibontakozik, egyre magasabb kdvetelmények fogalmazod-
nak meg az informatikusokkal szemben. Az informatikai alkalmazasok egyik iranya a dontés-
tamogatas teriiletére esik. Ez pedig jartassagot igényel a dontéstudomanyban, amit gyakran
az operaciokutatassal azonositanak. Jelen jegyzet célja, hogy az informatikus egyetemi hall-
gatOkat segitse ezen jartassag megszerzésében.

Mint latni fogjuk, az operaciokutatds matematikai apparatussal dolgozik. Ennek megfele-
16en a jegyzet tanulmanyozasa feltételez bizonyos matematikai eldismereteket. Ez elsdsorban
a linedris algebrat jelenti, de sziikség van a matematikai analizis (kalkulus) ismeretére is.

A jegyzet nem matematikus hallgatok részére késziilt, igy nem torekszik arra, hogy min-
den matematikai levezetés tétel-bizonyitas formaban keriiljon bemutatasra (bar lesz ilyen is).
Ugyanakkor, a szerepld levezetések megfelelnek a szigorti matematikai kovetelményeknek.
A részletezettség tekintetében az volt a szempont, hogy a legfontosabb algoritmusok elve és
miikodése teljesen vilagos legyen. Igy példaul a szimplex modszer targyalasa kitér a részle-
tekre is.

A jegyzet alapvetd célja az, hogy a hallgato vilagos képet kapjon az operaciokutatasban
szerepl6 legfontosabb modellekrdl, modszerekrol és képes legyen verbalisan megfogalmazott
operacidkutatas problémak matematikai alakba Ontésére. Miutan egy probléma tobbfélekép-
pen 1s modellezhetd, a hallgat6 olyan format tud majd valasztani, aminek a megoldédséara van
hasznalhat6 algoritmus. Ezért fontos a modellek és a megoldo algoritmusok ismerete.

Az operacidkutatasi algoritmusok igen szamitasigényesek, igy szinte minden feladatot
szamitogépen kell megoldani. A szamitdégépes programok az elméleti algoritmusok imple-
mentacidi. Az implementacios tevékenység kiilon tudomanynak, bizonyos értelemben miivé-
szetnek mindsiil. A jegyzet nem tér ki ennek részleteire.

Az operaciokutatas igen széles teriiletet foglal magéaba. Ezek koziil kellett kivéalaszta-
ni azokat, amelyek a gyakorlatban a legfontosabbak, illetve leggyakrabban hasznalatosak.
A jegyzet a szerzOnek tobb évtizedes kutatoi és oktatoi tevékenységének tapasztalata és is-
meretanyaga alapjan késziilt. Valdszinii, hogy a jovében tovabbi szegmensekkel fog bdviilni
az itt targyalt anyag. Ilyen vonatkozasban a jegyzet hasznalataval kapcsolatos tapasztalatok
visszacsatoldsa a szerz0hoz nagy segitséget jelent.

Koszonet illetia TAMOP 4.1.2 A) tananyagfejlesztési palyazat anyagi tiamogatasat, amely
lehetové tette a jegyzet elkészitését.

Veszprém, 2011 marcius

Maros Istvan
egyetemi tanar

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

1. fejezet

Operaciokutatas és optimalizalas

Az operacidkutatasnak nincs altalanosan elfogadott pontos definicidja. Leginkabb az mondha-
to el rola, hogy a gazdasagi szervezetek irdnyitdsanak tudomanyos alapokra helyezése abbol
a célbol, hogy az iranyitok a lehetd legjobb dontéseket tudjak meghozni. Ilyen értelemben az
operaciokutatias nem mas mint dontéstudomany, pontosabban a dontéstamogatas tudoma-
nya, mert a végso dontést mindig egy felelds személy vagy testiilet hozza.

Az operaciokutatds egy ) tudomany, amely a masodik vilaghabort ideje alatt sziiletett.
Az angol katonai vezetés dsszehivott egy, foleg matematikusokbol allo kutatocsoportot azzal
a feladattal, hogy segitsenek bizonyos katonai miiveletek (operaciok) sikerének ndvelésében.
Itt elsésorban a radar rendszerek hatékony haszndlata (a radar akkoriban 1) eszk6z volt), az
utdnpotlast szallitd hajo konvojok biztonsaga, a tengeralattjardk elleni harc hatékonysaga-
nak fokozasa €s a bombazo rajok méretének optimalizalasa volt a f6 feladat. Az angol ter-
minoldgia (brit angol: operational research, amerikai angol: operations research) a katonai
miiveletek (operations) kutatdsara (research) utal. A magyar fordités féloldalasra sikeriilt: az
,operations”-bol operacio lett, mig a ,,research” pontos forditassal szerepel: kutatas. Mara
az operacidkutatas elnevezés olyan széles korben terjedt el, hogy annak megvaltoztatasa nem
valoszind.

Az operaciokutatasrol az is elmondhato, hogy segitségével olyan kompromisszumot le-
het megtalalni egy szervezet (pl. vallalat) kiilonbozd részlegei kozott, ami a szervezet egésze
szempontjabol a legelénydsebb. Megtalalni a ,,lehetd legjobb”-at pedig nem mas, mint felku-
tatni egy optiméalis megoldast.

Torténetileg érdekes tény, hogy a szamitogépek és az operacidkutatas fejléddése milyen
kolcsonosen megtermékenyitden hatottak egymasra. Kozismert, hogy az optimalizalasi fel-
adatok megoldéasa nagyon szamitasigényes. Szamitogép hasznalata nélkiil legfeljebb csak kis-
méretll tankdnyvi feladatokat lehet megoldani. Az 1940-es évek végén az akkori néhany sza-
mitdgépen az optimalizald programok fogyasztottak a gépidd nagy részét. Az operaciokutatok
a kezdeti sikereken felbuzdulva egyre nagyobb méretii feladatokat akartak megoldani. Erre
azonban a szamitogépek mar nem voltak képesek a kicsi memoriaméret és az alacsony sza-
mitasi sebesség miatt. Ez viszont 6sztonzdleg hatott a hardware fejlesztésére. Ez a folyamat
pozitiv spirdlként egészen az 1960-as évekig miikodott, amint az G.B. Dantzig egy késdbbi
tanulméanyaban kimutatta.

www.tankonyvtar.hu © Maros Istvan, PE
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1. OPERACIOKUTATAS ES OPTIMALIZALAS 9

Ha az optimalizalasrol ugy beszéliink, hogy ,,a dolgokat a lehet6 legjobban csinalni”, ak-
kor ebben két 1ényeges szempontot is emlitiink. A ,,legjobb” csak akkor azonosithato, ha mérni
tudjuk az események kimenetelének josagat. A ,,lehetéleg” pedig arra utal, hogy nem lehet
akarmit csinalni, mert vannak korlatok, amiket nem lehet atlépni, vagyis bizonyos dolgokat
nem lehet csinalni, barmennyire is szeretnénk.

Felmertil a kérdés, hogy konnyli vagy nehéz meghatarozni egy optimalis eseménysort,
vagyis nehéz diszciplina-e az optimalizalas ?

A valaszhoz jo tudni, hogy az optimalizalas ugyan egy 6nallé tudomany, de erdsen ta-
maszkodik mas tudomanyokra. Ezek koziil a legfontosabbak :

e matematika,

e szamitastudomany,
e numerikus algebra,

e modellezés és logika.

Az operaciokutatast és az optimalizalast a gyakorlati igények hoztak létre €s az elért eredmé-
nyek a gyakorlatban nyernek alkalmazést. Az alkalmazasok nagyon széles kort dlelnek fel.

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu
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2. fejezet

Alapfogalmak attekintése

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk az optimalizalas matematikai modelljét és targyaljuk a
fobb modell tipusokat.

2.1. Feladat megfogalmazasa

Az optimalizalas a hagyomanyos matematikai széls6értékszamitas egy altalanositasa. Egy
(esetleg tobb) n-valtozos fliggvény szE€lséértékét (maximumat vagy minimumat) keressiik az
n dimenziods térben, R"-ben, illetve annak egy részhalmazan, 7 C R”. A fliggvényt célfiigg-
vénynek nevezziik. A szélséértékre mint optimumra szokas hivatkozni. A fiiggvény valtozoi
(ismeretlenjei) a dontési (mas néven tervezési) valtozok.

Ha a teljes n dimenzids térben keressiik as optimumot, akkor feltétel nélkiili optimaliza-
lasrol beszéliink. Amennyiben annak egy F valddi részhalmazan, akkor feltételes optimali-
zalasrol van szo.

Az F halmazt altalaban fliggvény-egyenldségekkel és egyenldtlenségekkel lehet megad-
ni és rajuk feltételi egyenloség, illetve feltételi egyenlotlenség néven hivatkozunk. Bizonyos
esetekben logikai kifejezések, illetve egyéb modok sziikségesek F definidlasara. Ha egyide-
juleg tobb célfiiggvényt probalunk optimalizalni azonos feltételrendszer mellett, akkor tobb-
szempontu optimalizalasrol besz¢liink.

Az optimumot az F halmaz elemei kozt keressiik. F elemeit megengedett megol-
dasoknak nevezziik. Egy megengedett megoldas optimalis, ha nincs nala jobb megoldas F
elemei kozott.

Egy feladatnak lehet egy vagy tobb, esetleg végtelen sok optimalis megolddsa. Az is
eléfordulhat, hogy a célfiiggvény minden hataron tul javithato, vagyis a feladat megolda-
sa nem korlatos. Amennyiben a feladat megfogalmazasaban szerepld fiiggvények kozt van
nem-linearis, elképzelhetd, hogy a fliggvénynek olyan szélsdértéke van, ami csak a kornyezd
pontokhoz képes a legjobb. Ezt lokalis optimumnak nevezziik. Ha a szélséérték az dsszes
megengedett megoldas kozt a legjobb, akkor a neve globalis optimum.

www.tankonyvtar.hu © Maros Istvan, PE


www.tankonyvtar.hu
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(a) Tobb maximum. (b) Egyetlen minimum.

2.1. abra. Szélsoértékek

A

2.2. abra. Lokdlis illetve globalis optimum (minimum)

2.2. Matematikai alak

Az egy célfiiggvényes optimalizalasi feladat altaldnos alakja:

min f(x) (2.1)
xeF CR" (2.2)

Minimalizalas helyett lehet maximalizalas is. A két feladat egymassal ekvivalens, mert
max f(x) = —min[—f(x)], vagyis a —f(x) fliggvényt minimalizaljuk és a végén az eredmény
eldjelét megforditjuk, ami altal f(x) maximumat kapjuk meg. Ha kiirjuk x komponenseit, ak-
kor az f(x) = f(x1, ..., x,) alakot kapjuk.

A korabban megismert fogalmakat konkretizalva: (2.1)-et nevezziik célfiiggvénynek,
(2.2)-t pedig a megengedett megoldasokat definialé feltételrendszernek.

Ha F =R", akkor feltétel nélkiili optimalizalasrol van sz6. Ha F = @ (lires halmaz), akkor
a feladatnak nincs lehetséges megoldasa, a feltételrendszer ellentmondasos.

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu
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12 2. ALAPFOGALMAK ATTEKINTESE

2.3. Néhany nevezetes feladattipus

Az ffiggvény jellegétdl és az F halmaz megadasi modjatdl fiiggéen nagyon sokféle optima-
lizalasi feladat adodik. Ebben a szakaszban bemutatunk néhanyat a fontosabbak koziil.

Eset 1 Amennyiben f(X) a valtozok linedris fiiggvénye, f(X) = c1x1 +-- - +cpXxy, és a feltételek
is linearis fiiggvények, akkor a linedris programozdsi modellt és feladatot kapjuk. Ez a mo-
dell alapveto fontossagu az optimalizalas elméletében és gyakorlataban, ezért a késobbiekben
részletesen targyaljuk.

1
Eset 2 Ha f(x) a valtozék kvadratikus fiiggvénye, vagyis f(x) = e¢!x + EXT Qx, ahol Q egy
szimmetrikus kvadratikus matrix, és a feltételek linearis fiiggvények, akkor ezt kvadratikus
programozasi feladatnak nevezziik.
Belathato, hogy ha ez az f(X) konvex fiiggvény, akkor a minimuma egyben globalis mini-
mum az F tartomanyon.

Eset 3 Tegyiik fel ismét, hogy f(X) a valtozok linearis fiiggvénye és a feltételek is lineadris
fiiggvények, ugy mint a linedris programozasi modell esetében. Most azonban kikotjiik, hogy
a dontési valtozok csak egész értéket vehetnek fel, vagyis az F halmaz azon pontokbdl dll,
amelyek minden komponense egész értékii (racspontok). Az ilyen feladatot egészértékii line-
daris programozdsi feladatnak nevezziik.

Amennyiben a valtozok egy része folytonos, mas része pedig egészértékii, akkor ez kevert
egészertékii feladat. Az angolban meghonosodott megnevezés Integer Linear Programming,
illetve Mixed Integer Linear Programming alapjan az ILP, illetve MILP roviditéssel szokas
hivatkozni ezekre a feladat és modell tipusokra.

Eset 4 Ha f(x) egy altalanos nemlinearis fiiggveny és a felteteli fiiggvények egy része egyen-
l6ség, mas része egyenlotlenség, akkor a kovetkezo alakot kapjuk

min f(x) (2.3)
g (x) <0, k=1,...,p, (2.4)
hi(x) =0, i=1,...,m, (2.5)

ahol g;(x) és h;(x) nemlinedaris fiiggvények. Ezt az alakot szokas altalanos nemlinedris prog-
ramozasi feladatnak nevezni.
Tomor alakban :

min f{(x) (2.6)
g(x) <0, 2.7)
h(x) =0, (2.8)

ahol g(x) = (g;(x), ..., gp(x)) és h(x) = (h1(x), ..., hy(X)). Amennyiben bizonyos valtozokra
nem-negativitasi feltételt is meg kell adni, akkor azt a ,,g” fiiggvények kozt kell szerepeltetni.
Példaul ha az x| > 0 feltételnek kell teljesiilni, akkor azt —x; < 0 formaban adjuk meg.

www.tankonyvtar.hu © Maros Istvan, PE
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3. fejezet

Linearis optimalizalas korszeru
modszerei

Az optimalizalasi modellek kozott el6szor a linearis programozas (LP) targyalasa kovetkezik.
Az LP alapvetd jelentdséggel bir az optimalizalas elméletében és gyakorlatadban. Ennek tobb
oka van. A legfontosabbak a kovetkezok.

1. LP kozvetleniil alkalmazhaté minden olyan optimalizalasi feladat esetén, amikor linea-
ris kapcsolat van a dontési valtozok kozott ugy a feltételekben, mint a célfiiggvényben.

2. Az LP feladat megoldasara hatékony és megbizhat6 megold6 algoritmusok léteznek,
amelyek képesek a gyakorlatban felmeriilé igen nagy mérett feladatok megoldésara is.

3. Az LP nagyon gyakran a hattérben dolgoz6 szamitasi gépezet sok egyéb (nemlineéris,
egészertékii, sztochasztikus, stb.) optimalizalasi feladat megoldé algoritmuséban.

4. Szamos, eredetileg nemlinearis feladat attranszformalhaté ekvivalens LP feladattd és
az LP feladat megoldasabol vissza lehet szamolni az eredeti feladat megoldasat.

5. Sok nemlinearis feladatot jol lehet kozeliteni alkalmasan vélasztott LP modellel.

3.1. Egy termékvalaszték optimalizalasi példa

Az LP részletes targyalasa elott egy egyszerisitett optimalis termékvalasztasi modellt muta-
tunk be. Ez, bar egyszerii, magaban hordozza a valddi feladatok legfébb ismérveit.

Tipikus ipari probléma egy optimalis termékvalaszték meghatarozasa, amely maximali-
zalja a hasznot egy adott tervezési idészakra.

Tegyiik fel, hogy van egy jol mend gyar, amelyik 6 f6 terméket tud eldallitani, amiket
Pr-1, ..., Pr-6-tal jeloliink. Az eldallitdshoz felhasznalnak ¢lémunkét, energiat és gépi meg-
munkalési id6t. Ezek az eréforrasok csak véges mennyiségben allnak rendelkezésre.

A gyar vezetése meg akarja hatdrozni, hogy melyik termekbdl milyen mennyiséget ter-
meljenek havonta, hogy a nyereség a maximalis legyen, feltéve, hogy a piac barmekkora
mennyiséget fel képes venni a termékekbdl.

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu
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14 3. LINEARIS OPTIMALIZALAS

A kovetkez6 tablazat a gyartas technologiai feltételeit tartalmazza, vagyis hogy milyen
er6forrasbol mennyit kell felhaszndlni az egyes termékek egységnyi mennyiségének gyarta-
sahoz, valamint az egyes eréforrasokbol a havonta rendelkezésre 4ll6 mennyiséget (korlat).

’ ‘Pr—l Pr-2 Pr-3 Pr-4 Pr-5 Pr-6 ‘ Korlét‘

Nyereség 5 6 7 5 6 7
Energia 1 2 1 4 1 2 1080
Gépido (6ra) 2 3 2 1 1 3 1050
Elémunka (6ra) | 2 1 3 1 3 2 1050
A dontési valtozok a termékek ismeretlen mennyiségei, melyeket x1, ..., xg-tal jeloliink.

A nyereséget a kovetkezo kifejezés irja le:
5x1 +6x7 + 7x3 + 5x4 + 6x5 + Txg

Ezt akarjuk maximalizalni figyelembe véve, hogy az eréforrasok csak korlatolt mennyiségben
allnak rendelkezésre:

Ix1 +2x2 + 1x3+4x4 + 1x5+2x6 < 1080
2x1 +3xp +2x3+ 1xg + 1x5+3x6 < 1050
2x1 + 1xp +3x3+ 1xg + 3x5 +2x¢ < 1050

Miutan negativ termelésnek nincs értelme, ki kell kotniink, hogy a dontési valtozok csak nem-
negativ értékeket vehetnek fel: x; > 0, j=1,...,6.

Ez egy egyszerli LP feladat, amit meg lehet oldani a kés6bb ismertetendd szimplex maod-
szerrel. Optimalis megoldasnak azt kapjuk, hogy xo = 240, x4 =90, x5 =240, és x| =x3 =
=x¢ =0, ami Osszesen 3330.00 egység nyereséget hoz.

Noha ez a feladat egyszerti, a megoldas értelmezése néhany érdekességre hivja fel a figyel-
met.

e A legnyereségesebbnek latszo termékek (Pr-3 é€s Pr-6) nem szerepelnek az optimalis
megoldasban. Mar itt is, de egy nagyobb feladat esetén még inkabb igaz, hogy egy
emberi dontéshoz6 nem konnyen jutna erre a kdvetkeztetésre.

e Elegendd csak 3 féle terméket gyartani a maximalis nyereség eléréséhez.

e Minden erdforras teljes mértékben ki van hasznalva (a feltételek egyenldségre teljestil-
nek).

3.2. Az LP feladat altalanos alakja

Tegylik fel, hogy van n darab dontési valtozonk, x, ..., x, és m feltételiink. El6észor az LP
feladat standard alakjat fogalmazzuk meg.
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min cixj+---+cux,
feltéve, hogy a’ixl +--- +a;xn =b;
i=1,....m
xi>0,j=1,....n
ahol ¢; egy konstans, amely a j-edik valtozohoz tartozik (¢s altalaban koliség egyiitthatonak
nevezziik), a]’: a j-edik valtozo egylitthatoja az i-edik feltételben, végiil b; az i-edik feltétel
jobb-oldali konstansa.

Az els6 sor a célfiiggvény, a masodik az altalanos (kozos) feltételek egyiittese (ame-
lyek mindegyike tobb valtozot tartalmaz), a harmadik pedig a valtozokra vonatkozo egyedi
nemnegativitasi feltételek kifejezése. A célfiiggvény értékét gyakran z-vel jeldlik, vagyis
z=cC1x1+---+cuxy.

A fenti feladat szummaciés formdja:

n
min z = E ij]'
J=1

n
feltéve, hogy Za}xj:bi, i=1,...,m
Jj=1
x>0,j=1,...,n

A kozos feltételek egyiitthatdit matrix alakban is fel lehet irni, ha az

! 1 1
ay ... a4 ... a,
_ i i i
A=| q a; a,
m m m

| 4 9 an

jelolést hasznaljuk. Ezt a matrixot tekinthetjiik # oszlopvektor 6sszességének :
A=[ay...a;...3,],
ahol a; jeloli a matrix j-edik oszlopat (j alsé indexben), illetve m sorvektor dsszességenek:

_al —_

A=| a |,

am

ahol a’ a matrix i-edik sorat jeldli (i a felsd indexben). Ez utobbi segitségével az LP feltételek
egyszerl skalar szorzatokkal is felirhatok :

a'x=>b;,, i=1,...,m.

Meg kell jegyezni, hogy
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e acélfiiggvényt lehet maximalizalni is (amint arrdl korabban mar sz6 volt a 2.2 szakasz-
ban),

e cgy akdrmilyen tipusu feltételt egyenldséggé lehet atalakitani (ennek részletei késdbb
kovetkeznek).

A gyakorlatban nemcsak egyenléség feltételek és nem-negativ véaltozok vannak. Eppen
ezért célszerli az LP feladat altalanos alakjat is felirni. Ez nem pusztdn modellezési szem-
pontbol jelent majd konnyebbséget, hanem a megoldo algoritmus hatékonysagat is eld tudja
segiteni.

A célfiiggvény tartalmazhat egy co additiv konstanst, ami azonban az optimalizalas soran
nem jatszik szerepet.

n
min z=co+c1xy +---+cpX,, vagy roviden: co+ Z CjXj (3.1)
J=1

Az altalanos feltételek legalabb két dontési valtozot tartalmaznak.
n .
Li<) dx<U, i=l....m, (3.2)
Jj=1

ahol L; és U; az i-edik feltétel altal felveheto legkisebb, illetve legnagyobb érték (lehet oo is).
A valtozok mindegyikének lehetnek egyedi korlatai:

i<xi<wu j=1,...,n, (3.3)

ahol ¢; és u; értelmezése az el6bbihez hasonld, vagyis ¢; lehet —oo ¢€s u; lehet +oo.
A feltételek €s egyedi korlatok struktirajat az alabbi formaban lehet szemléltetni:

X o Xj . Xp
L al Ui
J
L; | aJ’- a, | Ui
Ly, aj(n Un
£ |1 U]
¢ 1 u;
£y 1| uy,

Attol fliggden, hogy a korlatok (akar kozos, akar egyedi) koziil melyek végesek illetve
végtelenek, kiillonb6zo valtozo illetve feltétel tipusokat kiilonbdztetiink meg.
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Valtozok egyedi korlatai

1. Ha u; = +00 €s £; véges, akkor (3.3) £; < x; alakra egyszerlisodik. Egy ilyen x;-t plusz
tipusu, illetve nemnegativ valtozonak neveziink és ra a PL cimkével fogunk hivatkozni.

2. Ha ¢; = —00 és u; véges, akkor (3.3) az x; < u; alakot 6lti. Egy ilyen x; neve minusz
tipusu valtozo és cimkéje MI. Ezt kdnnyen PL tipusava alakithatjuk az X; = —x; ¢s {; =
= —u; helyettesitéssel, ami altal £; < x; adodik.

3. Ha ¢; és u; mindegyike veges, akkor, egy (3.3)-t kiel€gitd x;-t korlatozott valtozonak
neveziink és a BD cimkével latjuk el (az angol ,,bounded” kifejezés alapjan). Ennek
egy specidlis esete az, amikor £; = x; = u;. Ezt fix vagy rogzitett valtozonak nevezziik és
a cimkéje FX. Bar paradoxnak tlinik, hogy az ilyet miért hivjuk valtozonak, a kés6bbi-
ekben latni fogjuk ennek az értelmét €s hasznossagat.

4. Ha {; = —00 és uj = +00, akkor (3.3) az —o0 < x; < +00 alakot 6lti. Egy ilyen x; neve
szabad vagy (el6jelben) nem korldtozott valtozé és a cimkéje FR (angol: free). Egy sza-

bad valtozot fel lehet irni két nemnegativ véltozo kiilonbségeként is: x; = x}' —x; , ahol

x}“,xi_ > 0. Ha ezt a helyettesitést hasznaljuk, akkor az A matrixot meg kell nagyob-

bitani egy oszloppal, mert a;x; = ajx;-r —a;x; &s az xj_-nek megfeleld 0j oszlopvektor
_a-
.

Altalanos (kozos) feltételek Az LP feladat megoldo algoritmusai megkovetelik, hogy a
kozos feltételek egyenldség forméaban legyenek megadva. Az itt kovetkezOkben bemutatjuk,
hogyan lehet egy tetszéleges altalanos feltételt ilyen alakra hozni. A kiilonféle eseteket asze-
rint hatarozzuk meg, hogy az L; és U; korlatok koziil melyek végesek, illetve végtelenek.

1. Ha L; = —o0 ¢és U; véges (U; < +00), akkor: (3.2) a Zj'-lzl a}xj < U; alakot 6lti, amit
kisebb vagy egyenld, vagyis ,,<” tipusu feltételnek neveziink. Ezt kdnnyen atalakit-
hatjuk egyenloséggé egy y; nemnegativ valtozo bevezetésével. Egyidejiileg a b; = U;
helyettesitést is végrehajtjuk:

n
v+ Za}xj =b;, ahol y,>0.
J=1
Az ilyen feltételek cimkéje LE. Ez utobbi az angol ,,Less than or Equal” (kisebb vagy
egyenlo) kifejezésbol szarmazik.

2. Ha U; = +00 és L; véges (L; > —00), akkor (3.2) a kovetkez6 modon egyszertisodik:
L; < Z}’zl aJ’.)gj, ami nagyobb vagy egyenld, vagyis ,,> tipusu feltételként ismeretes és
a GE cimkével szokas ra hivatkozni. (Angol: ,,Greater than or Equal”.) A két oldal —1-
gyel torténd beszorzasa és a b; = —L; jelolés bevezetése utan az eldzo (<) esetet kapjuk
vissza: }1=1 (—aj’.)xj < b;, amit az ismert modon alakitunk at egyenl0séggé :

yl-+Z(—aj’:)xj =b;, ahol y; > 0.
=1
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3. Ha mindkét korlat, L; és U; véges, akkor valojaban két altalanos feltételiink van: L; <
< DoLiap és Z};l axj < U;. Ezek egyenértékiiek egy altalanos és egy egyedi fel-
tétellel: y, + Z’;l apxj = Uy, ahol 0 < y; < (U; — L;). Ezt intervallum, illetve gyakran
range tipusu feltételnek nevezziik és RG cimkével hivatkozunk ra. (Angol: ,,Range”.)
A b; = U, és ri = (U; — L;) jeloléseket hasznalva a feltételt atirhatjuk az

n
yi+ Y dxi=b, 0=y <r
J=1
alakra. Ez még akkor is igaz, ha L; = U;, amit egyenléség feltételnek neveziink. Ekkor
v; =0. Az ilyen feltétel cimkéje EQ. (Angol: ,,Equality”.)
4. Ha L; = —o0 és U; = +00, akkor tetszlleges b;-t valasztva formalisan azt irhatjuk, hogy
n .
i+ Y _dxj=b;, ahol y; szabad viltozé.
j=1

Erre nem-korlatozo feltételként szokas hivatkozni, illetve roviditve az NB cimkével.
(Angol: ,,Non-Binding”.)

Kovetkezmény Minden altaldnos feltétel a kovetkez6 alakra hozhato:
n .
yi+ZaJ’-xj=b,~, i=1,....,m (3.4)
j=1

Azy; (i=1,..., m) valtozokat logikai valtozoknak, azx; (=1, ..., n) valtozokat pedig struk-
turalis valtozoknak nevezziik.

Az elébb elmondottakat az alabbi atalakitasi szabalyokban foglaljuk 6ssze. Ezek ered-
ményeként minden feltétel (3.4) alaku egyenldség lesz.

1. Adjunk egy nemnegativ y; logikai valtozot minden < tipusu feltétel baloldaldhoz.

2. Szorozzuk meg minden > feltételt —1-gyel (a jobboldali b; elemet is beleértve), majd
adjunk a baloldalhoz egy nemnegativ y, logikai véaltozot.

3. Legyen az intervallum tipusu feltétel jobboldala az U; felsd korlat. Adjunk a baloldalhoz
egy korlatos y; logikai valtozot: 0 <y, < U;—L,.

4. Adjunk egy szabad (eldjelben nem korlatozott) y; logikai valtozét minden nem korla-
tozd (NB cimkéjii) feltétel baloldaldhoz. A b; jobboldal értékeket tetszélegesen lehet
megvalasztani.

5. Végiil, az egyontetiiség érdekében, adjunk egy nulla értékii logikai véaltoz6t minden
egyenlOség tipusu feltétel baloldaldhoz.
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1. Példa Alakitsuk at a kovetkezo LP feltételeket egyenldségekkeé.

3x1 + 2xp + 6x3 — x4 < 9

X1 — b)) + X4 = 3

2 < x1 4+ 2x + 3x3 — 4xg4 < 15
2Xx1 — X2 — X3 >a 10

X1 + 3x -— x3 + 6x4 = 8

x1>0, x <0, —4 <x3 <—1, x4 szabad
A ,><" szimbo6lum azt jelenti, hogy a baloldal és a jobboldal tetszéleges viszonyban allhat
egymassal: lehet kisebb, egyenld, vagy nagyobb is (nem korlatozo feltétel). Ebben az esetben
a hozzaadott logikai valtozo a jobboldal és a baloldal kiillonbségét fogja mutatni.
1. feltétel: Adjunk egy nemnegativ y, valtozot a baloldalhoz (1. szabaly).
V1 +3x14+2x46x3 —x4=9, y; >0
2. feltétel: Szorozzuk meg a feltétel mindkét oldalat —1-gyel és adjunk egy nemnegativ y,
valtozot a baloldalhoz (2. szabaly).
Vpy—X1+x2—x4==3, ;=0

3. feltétel : Allitsuk a jobboldalt 15-re és adjunk egy »3 korlatos logikai valtozot a baloldalhoz.
(3. szabaly).
V3+x1+2x0+3x3 —4x4 =15, 0<y; <13

4. feltétel: Adjunk egy y, szabad valtozot a baloldalhoz (4. szabély).
V4+2x1 —xp —x3=10, y, szabad

5. feltétel: Adjunk egy ys nulla értéken rogzitett (fix) logikai valtozot a baloldalhoz (5. sza-
baly).
Vs+x1+3x2—x34+6x4=8, ys=0
Végiil a kovetkezo feltételrendszert kapjuk:

» + 3x; + 2x + 6x3 — x4 = 9
V) - X1 + X — x4 = —3

V3 + x1 + 2x + 3x3 — 4x4 = 15

Va4 + 2x1 — X — X3 = 10

Ys + x1 + 3x2 — x3 + 6x34 = 8

Y1,¥2 >0, 0 <y3 <13, y, szabad, ys =0
x1>0, x0<0, —4 <x3 <—1, x4 szabad

Megjegyzés : nagyon fontos, hogy minden valtozo6 (strukturalis és logikai) specifikalva legyen
(utolso két sor).
A (3.4) egyenleteket vektor formaba atirva a kovetkezot kapjuk

m n
Zeiyi+Zajxj =b, (35)
i=1 Jj=1

ahol e; az i-edik egységvektor. Ugyanez matrix formaban:
Iy+Ax=b,

ahol I a megfeleldé méretii (jelen esetben m x m-es) egységmatrix.
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MI tipusu valtozok ,,megforditasa” Kényelmi okok miatt célszeri a nempozitiv MI val-
tozokat nemnegativ PL tipustiakka transzformdlni. Ez a kovetkezOképpen tehetd meg.
Szorozzuk meg —1-gyel a —oco < x; < u; relaciot, amibdl

—Uj < —X; < 400

adodik. Az €; = —u; és X; = —x; jelolést haszndlva ¢; < X; < +oo-t kapjuk, ahol X; PL tipusti
valtozo. Miutan X; = —x;, a j-edik oszlopban minden a} egylitthatot meg kell szorozni —1-
gyel, mert az oszlop most mar x;-hez tartozik. Ha az LP feladatot megoldottuk, x;-t vissza kell
transzformalni x;-re az eldjelének a megvaltoztatasaval.

Véges also korlatok A valtozok véges also korlatjait el lehet tolni a nullaba. Ezéltal olyan
alakot kapunk, amellyel a megoldoé algoritmus leirdsa egyszeriibbé valik.

Ha ¢ véges és £ < xj akkor legyen x; = x; — £x. Ekkor x; > 0, és x; =X+ £;. Ha uy is
véges, akkor az szintén transzformalddik : uy = uy — €. Behelyettesitve x; = xi + €4-t (3.5)-ba:

m
D e+ Y ap+ar(+Ly) =b,

i=1 j#k

illetve

m

Z ey;+ Z ax;+agxg=b—aply
i=1 j#k

adodik. Ebbdl megfogalmazhatjuk a véges also korlatok eltolasdnak szabalyat:

Egy x; valtozora érvényes £ véges also korlatot ugy lehet a nullaba eltolni, hogy a k indexti
oszlop £x-szorosat levonjuk a jobboldali b vektorbol. A k-adik oszlopa valtozatlan marad, de
az most xx-t reprezentalja. A feladat megoldasa utan xi-t az x; = xi + €5 Osszefiiggésbdl kell
meghatarozni.

2. Példa Az 1. példaban az x3 valtozonak véges also és felsd korlatja van: —4 < x3 < —1.
Vezessiik be az x3 = x3 +4 helyettesitést. Ekkor a 3. oszlop —4-szeresét le kell vonnunk a
jobboldali vektorbodl:

9 6 33
-3 0 -3
15 | —(—4%) 3 | = 27
10 —1 6
8 -1 4
x3 felsd korlatja u3 = —1 — (—4) = 3 lesz. Végiil tehat a transzformacié utan 0 < x3 < 3 lesz

érvényben.

A példaban van még egy MI tipusu valtozo, x,, amit PL-re valtoztathatunk oly modon, hogy a
2. oszlopban minden egylitthato eldjelét az ellenkezdjére valtoztatjuk és megjegyezziik, hogy
ez most X, = —xp-nek felel meg.
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Valtozok uj tipusai Tegylik fel, hogy minden MI valtoz6é PL-re valtoztattunk és a véges
also korlatokat a 0-ba toltuk. Ekkor, a valtozok (akar strukturalis, akar logikai) érvényességi
(megengedettségi) tartomanyuk alapjan az alabbi médon kategorizalhatok :

Megengedettségi tartomany | Tipus | Megnevezés | Cimke
VisXj = 0 0 Rogzitett FX
0 < yuxj =y 1 Korlatos BD (3.6)
0 < yux; < +00 2 Nemnegativ | PL
—00 =< y,X = +00 3 Szabad FR

Kapcsolat figyelheté meg a feltételek tipusai és a hozzajuk rendelt logikai valtozok tipusa
kozt az

yﬁia}xj:bi, i=1,....m (3.7)
j=1
Osszefiiggésben. Nevezetesen:
y; tipusa | Feltétel tipusa

0 Egyenloség

1 Intervallum

2 > vagy <

3 nem korlatozo.

Itt a feltétel tipusa az eredeti (atalakitas elotti) tipust jelenti. Az LP standard alakja eleve
csupa nemnegativ (2-es tipusu) valtozot és egyenldség feltételt tartalmaz.

Az LP feladat uj alakja Technikai szempontbdl nincs jelentésége, hogy a feladat megol-
dasa soran megkiilonboztessiik a strukturalis és logikai valtozokat. Eppen ezért a

min  ¢x (3.8)
st.  Ax+ly=b (3.9)
¢s minden valtoz6 a 0-3 tipusok valamelyikéhez tartozik (3.10)

alakot atirhatjuk egy egyszerilibb formara a kdvetkezoképpen. E16szor is Gjra definidljuk az x

és ¢ vektorokat
X = X c:= ¢
- y ) Lo 0 b

ahol 0 az m dimenzios nulla vektor. x és ¢ uj dimenzidja n := n+m lesz, vagyis a strukturalis
¢s logikai valtozok szamanak Osszege. Bevezetiink meg egy jelolést: ,type(x;)” jelenti az
x; valtozo tipusat, ami az el6z6ek alapjan 0,1,2, vagy 3 lehet akar strukturalis akar logikai
valtozordl van sz6. A (3.9) bal oldalan 1évé matrixot is Gjra definialjuk:

A:=[A]|T].
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igy a (3.8) — (3.10) altalanos forma atirhato a

min  ¢'x (3.11)
st. Ax=b (3.12)
type(x;) € {0,1,2,3}, j=1,...,n (3.13)

alakra. A fentiekbdl lathatd, hogy a (3.12) alatti A matrixnak tobb oszlopa van mint sora,
hiszen tartalmaz egy m x m-es egység matrixot is.

Az eddigieket gy foglalhatjuk 6ssze, hogy minden LP feladat ilyen formara hozhato,
amire a tovabbiakban a szamitasi forma 1-gyel fogunk hivatkozni.

3.3. A szimplex modszer alapjai

A linearis programozasi feladat legismertebb és legfontosabb megoldé algoritmusa a szimp-
lex médszer, illetve annak kiilonféle variansai. Ez egy algebrai modszer, ami egy alulha-
tarozott (tobb a valtozo, mint az egyenldségek szdma) linearis egyenletrendszer megoldasai
koziil valasztja ki azt, amelyik az adott célfiiggvény szempontjabol a legjobb. Ezt részletesen
is targyalni fogjuk. A moddszer leirasahoz és megértéséhez sziikség van néhany alapfogalom
bevezetésére.

Egy n dimenzids x vektort, amely kielégiti a (3.12) egyenldségeket, megoldasnak neve-
ziink. Ha egy megoldas teljesiti a (3.13) alatti egyedi korlatokat is, akkor a neve megengedett
megoldas. A megengedett megoldasok halmazat X'-szel jeloljik.

Egy megengedett x* megoldas neve optimalis megoldas, ha ¢/x* < ¢’x teljesiil minden
x € X-re, vagyis semmilyen megengedett x-re nem kapunk jobb célfiiggvény értéket.

A (3.12)-ban szerepld A matrix rangja m, miutan van benne egy m x m-es egység matrix.
Ennek kdvetkeztében az n oszlop koziil ki lehet valasztani m linearisan fiiggetlen vektort. Ezek
egylittesen egy B nem-szingularis matrixot alkotnak, amit bazisnak, vagy bazis matrixnak
hivunk. Az éltalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ezek az oszlopok az A matrix
ahol R jeldli az A matrix maradék (nem-bazis) részét.

Azokat az valtozokat, amelyek a bazisbeli oszlopokhoz tartoznak bazis valtozoknak ne-
vezzik, mig a tobbit nem-bazis valtozénak. A c és x vektorokat is ugyanigy particionalhatjuk.
A bazis valtozok indexhalmazat B-vel, mig a nem-bazis valtozokét R-rel jeloljiik. Ezek utan
(3.12)-et ugy is irhatjuk, hogy

Ax:[B|R][ zi ]:b,

vagy
Bxzp+Rxzp =b. (314)
A célfiiggvény particionalt alakja:

CTX = chB + C£XR~
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(3.14)-bol azt kapjuk, hogy Bxg = b — Rxp és, mivel B~! létezik (hiszen B nem-szingularis),
xz =B~ (b —Rxy). (3.15)

xp-t a B bazishoz tartoz6 bazis megoldasnak nevezziik. Ha xz megengedett, akkor megen-
gedett bazis megoldasként hivatkozunk ra.

(3.15) azt mondja, hogy a bazis megoldast egyértelmiien meghatarozzak a nem-bazis val-
tozok értékei. A nem-bazis valtozok értéke altalaban nulla. Ez esetben (3.15) xg = B~ !b-re
egyszerlisodik. Egy bazis megoldas degeneralt, ha xp legalabb egy komponense nulla érté-
ken van. Ennek Iényegérdl késobb lesz szo6.

A kiilonb6z06 bazisok maximalis szdma roppant nagy lehet, ugyanis n elembdl probalunk
kivalasztani m-et minden lehetséges modon €s ezek szama

(n)_ n!
m) m!(n—m)’

100
ami mar m = 50 és n = 100 (nem egy nagy LP feladat) esetén is ( 50> ~ 1.01 x 10%°, egy

csillagészati szadm !
Altaldnos esetben az A matrix tetszleges oszlopai képezhetik a bazist. Ekkor a bazisvél-
tozok indexhalmaza
B={k1»---,km}

Ennek jelentése: példaul, ha az els6 bazisvektor az A matrix 24-ik oszlopa, akkor k1 = 24.

A linearis programozas egyik f0 tétele azt mondja ki, hogy ha egy feladatnak van optimalis
megoldasa, akkor van optimalis bazis megoldasa is. Ebbdl kovetkezik, hogy a megoldas
soran elegendd bazis megoldasokat vizsgalni.

Ha tobb mint egy (mondjuk ») optimalis megoldas van, akkor alternativ optimumroél
besz¢liink. Ilyen esetben az alternativ optimalis megoldasok (x-ek) tetszéleges konvex linearis
kombinacioja, azaz

”
)\,IX]+"'+)\'}"X}’7 )“izovi=1""’r’ ZA'Z:l
i=1

szintén optimalis megoldas, vagyis végtelen sok optimalis megoldas van, hiszen végtelen sok

crer

lasa a kovetkezoképpen lehetséges.

Tegyiik fel, hogy xi, X2, ..., X, mindegyike optimalis (nem feltétleniil bazis) megoldas
azonos, z* értékkel. Konnyen belathato, hogy ezek konvex linearis kombinacidja szintén meg-
engedett megoldas €s ezen a célfiiggvény értéke:

relxp 4+ aelx = (g 400 A2 =27,
———
=1

amivel az allitast igazoltuk.
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3.4. A primal szimplex modszer

A szimplex mddszer egy iterativ numerikus eljaras, amely a degenerdci6 mentes esetben
(egyetlen bazis sem degeneralt) véges szamu lépésben az aldbbi kimenetelek egyikével all
meg:

1. A feladatnak nincs megengedett megoldasa (a feltételek ellentmondast tartalmaznak,
X =0).

2. A feladat megolddsa nem korlatos.
3. Egy optimalis megoldast sikertilt talalni.

Két bazist szomszédosnak mondunk, ha csak egyetlen oszlop vektorban kiillonboznek egy-
mastol. A szimplex modszer szomszédos bazisokon halad ugy, hogy kdzben a célfiiggvény
értéke allandoan javul (néha valtozatlan marad, 1asd degeneracio).

A szimplex modszer leirasa altalanos esetre [2]-ben talalhato meg.

Standard alak: optimalitasi feltételek A tovabbiakban az LP feladat standard alakjaval
foglalkozunk, vagyis:

minz=e¢’x
st. Ax=Db
x> 0.

Tegyiik fel, hogy ennek a feladatnak ismerjiik egy megengedett B bazisat. A bazison kiviili
valtozok értéke most mind nulla. Emlékeztets: xz = B~ (b — Rxg). Ha ezt az xz-t behelyette-
sitjiik a célfliggvény particionalt z = chB + c]ng alakjaba, akkor z = ch_1 (b—Rxp)+ chR—t
kapunk, amibdl atrendezés utan

z=chB b+ (ck —ciB T R)xg. (3.16)

lesz. Ebben az egyenldségben egy xx (az xg egyik komponense) bazison kiviili valtozo egyiitt-
hatoja

dy=cj— ch_lak,
amit redukalt koltségnek neveziink.

(3.16) azt mutatja, hogy ha x;-t elmozditjuk jelenlegi (nem-bazis) értekérol és ezt az el-
mozdulast 7-vel jeloljiik, akkor, a tobbi nem-bazis valtozo valtozatlanul hagyasa mellett a
célfiiggvény td értékkel valtozik:

z(t) =z +tdy, (3.17)

vagyis a valtozas mértékét a dy redukalt koltség fejezi ki. Miutan xx-nak csak olyan elmoz-
dulasa johet szoba, hogy az 10j érték is megengedett legyen, ezért ¢ > 0-nak van csak értelme.
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy mi az az eset, amikor egyetlen valtozé megengedett elmozdu-
lasa sem tud javitani a célfiiggvény értékén:

dr >0, mindenkeR. (3.18)
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Ez egyben az optimalitas elégséges feltételét jelenti a minimalizalési feladatra. Ennek iga-
zolaséhoz elegend6 észrevenni, hogy x; minden megengedett (nemnegativ) elmozduldsara a
célfiiggvény (3.17) alapjan nem javul.

Maximalizalési feladat esetén dj-ra forditott iranyu egyenldtlenség all fenn egy optimalis
bazisnal.

3.5. Baziscsere a szimplex modszerben

Az eddigiek alapjan korvonalazhat6 a szimplex médszer. Ez egy olyan iterativ eljaras, amely
egyre jobb szomszédos bazis megoldasokon keresztiil halad egy optimalis megoldas felé. En-
nek megfelelden, minden iterdcio azzal kezdddik, hogy megvizsgaljuk az éppen aktualis ba-
zist. Ha a nem-bazis valtozok redukalt koltségei kielégitik a (3.18) optimalitasi feltételeket,
akkor a mostani bazis optimalis, az eljaras befejezddik.

Amennyiben a nem-bazis valtozok kozt akar csak egy is van amelyik nem teljesiti (3.18)-at
akkor a bazis nem teljesiti az optimalitas elégséges feltételét. A kritériumot nem teljesitd val-
tozok koziil valamelyiket kivalasztjuk (hogy hogyan, arrol késébb) és ezt javité valtozénak,
a hozza tartozé oszlop vektort javité vektornak nevezziik.

(3.17) alatt lattuk, hogy a célfiiggvény javulasa ardnyos a kivalasztott nem-bézis valtozo
elmozdulésanak ¢ nagysagéaval. Kivanatos volna tehat -nek minél nagyobb értéket adni. Mint
latni fogjuk, ennek gatat szab, hogy mig noveljiik #-t, addig a bazis valtozdk is elmozdulnak.
Egy ilyen elmozdulés csak akkora lehet, hogy minden bazis valtozo még megengedett érté-
ken maradjon. Ha megtalaltuk a legnagyobb, még érvényes elmozdulast, akkor a kivalasztott
javito valtozo ezen az értéken belép a bazisba valamelyik bazis valtozo helyére.

A baziscserének tobb kovetelményt kell teljesiteni, ugymint

1. A célfiiggvény javuljon.

2. A belépd valtozd megengedett értéket vegyen fel.

3. A kilépd valtozo megengedett értéken hagyja el a bazist.
4. Minden bazis valtoz6é megengedett értéken maradjon.

Az els6 kovetelmény automatikusan teljesiil, hiszen ennek alapjan valasztjuk ki a belépd je-
161tet. A tobbi 3 kovetelmény teljesiilését az tn. hanyados proba alkalmazéasaval tudjuk biz-
tositani. Ennek részletei rovidesen kovetkeznek.

Tegyiik fel, hogy d, < 0 alapjan kivalasztottunk egy x, javitd valtozot a hozza tartozo a,
javito vektorral egyiitt. A ¢ javito elmozdulés tehat pozitiv, a #d,, szorzat negativ, a célfiiggvény
csokken.

Tegyiik fel, hogy x, elmozdul x, +t-re (ami persze x, = 0 miatt 7-vel egyenld). Ekkor a
bazisvaltozok is elmozdulnak ¢ fiiggvényében, hogy tovabbra is teljesiiljenek az alapegyenle-
tek:

Bxp(f) +ra; =b. (3.19)

(3.19)-bol xp(?) kifejezhetd:
xp() =B~ 'b—tB'a,. (3.20)
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Az a, = B_laq, B =B b, p(¢) = xz(¢) jelolések bevezetésével (3.20)-bol az egyszerisitett
B@) =p—tay. (3.21)
alakot kapjuk. (3.21) i-edik komponense:
Bit) = Bi — tayy. (3.22)

Célunk ¢ legnagyobb értékének a meghatarozasa ugy, hogy az 6sszes B;(¢), i=1,...,m, ba-
zisvaltozo és x, maga is megengedett értéken maradjon.
Az i-edik bazisvaltozé megengedett értéken marad mindaddig, amig ¢-re

Bi—ta! >0 3.23
q

teljestil.

(3.22)-bol latszik, hogy (1) egy csokkend fliggvény, ha a; > (. Ebben az esetben a legna-
gyobb érték, amit 7 felvehet: #; = B;/a}, ami a (3.23) egyenlGtlenségbdl adodik, ha f; — tar), = 0.
Nyilvanvaldan minden bazisvaltozo, amelyhez tartozo a; > 0 megengedett értéken marad, ha
¢t nem nagyobb, mint

G:min{t,-}:min{ﬁ, o >o}. (3.24)
a4
Ez a formula a hagyoméanyos hanyados proéba.

Misrészt, ha ) < 0 akkor B;(¢) egy novekvé fiiggveény, igy ¢ nvelésével a p; — tar] kife-
Jjezés végig pozitiv marad, tehat nem korlatozza az x, belép6 valtozo értékét.

Ha (3.24)-ben a minimum a p-edik bazis pozicion vétetik fel, akkor az itt levo bazisvaltozo
eléri az also korlatjat. igy az megengedett értéken ki tud 1épni a bazisbol. Helyére az x4 valtozo
1€p be a ,,megiiresedd” p-edik poziciora

=Xy +0 (3.25)

értéken.

Ha a minimum nem egyértelmii (t6bb olyan pozicié is van, ahol a hdnyados egyenld 6-
val), akkor barmelyikhez taroz6 valtozot valaszthatjuk kilépdnek.

Technikailag a (3.24) hanyados probat a kévetkezkeppen célszerti elvégezni. Vegyiik az

oc(}, e, oz(’], el cx(’]” elemeket ebben a sorrendben és szamitsuk ki a
t = E’., ol >0 (3.26)
al 1

mennyiségeket, majd vegyiik azt a hanyadost, amelyik a legkisebb. (Jeloljiik ennek indexét p-
vel.) Ez hatarozza meg x, legnagyobb legnagyobb elmozdulasat, ami mellett a bazisvaltozok
még megengedett szinten maradnak. Tehat:

Pp

9=a—g

=min {#;} = min {ﬁ ol > o}. (3.27)
al 9

www.tankonyvtar.hu © Maros Istvan, PE


www.tankonyvtar.hu

3.6. A STANDARD PRIMAL SZIMPLEX MODSZER LEPESEI 27

Ha nincs egyetlen pozicié sem, amire a; > (0, akkor definicioszerlien 6 = +o0 ¢€s ezeset-
ben a megoldas nem korlatos. Egyébként 6 < +oo és ez a belépd valtozd elmozdulasanak a
1épéshossza (3.21)-ban. Ennek kovetkeztében a bazisvaltozok uj értéke

B=p©O)=B—0a,. (3.28)

(3.17) alapjan tudjuk, hogy a célfliggvény 11 értéke a 6 1épéshossz utdn z = z+60d,.

A hanyados proba alapjan baziscsere torténik: a p-edik bazisvaltozo, B, (aminek az A
matrixbeli indexe k) 0 szintre keriil és elhagyja el a bazist. A kilépd valtozo helyére belép a
kivalasztott x, €s a p-edik pozicion ez lesz az 1) B, bazisvaltozo. x, ertekét (3.25) hatarozta
meg, vagyis ,B_p = X4 = X4 +0, ami x, = 0 miatt 6-val egyenld.

Az ij bazis B=B\ {kp}U{q} lesz. (3.28) és (3.25) alapjan az uj bazismegoldas:

Bi = Bi—6al, i=1,....m, i#p, (3.29)
By = x4+0. (3.30)
A kilépd valtozo uj értéke 0.
A célfiiggvény 10j értékét (3.17)-bol kaphatjuk meg a ¢ helyére 6-t helyettesitve:
z=2z(0)=z+0d,. (3.31)

Példa 1 Tegyiik fel, hogy adva van egy megengedett bazis a hozzdatartozo megoldassal: =
= Xp, tovabba egy javito valtozo, x, = 0, dy = =3, a célfiiggvény érték, z =12, és ay, lasd
az alabbi tablazat baloldalat. Hatdrozzuk meg a hanyadosokat, a kilépé valtozot, a belépo
valtozo ertékét, az uj bazist és a célfiiggveny uj értéket.

i|Bi Ollq t;
110 -1 —
2|8 2|8/2=4
316 3(16/3=2
412 0 —
505 1|5/1=5

A fentiekbol, 6 = min{4,2,5} =2 és p = 3 (a minimdlis hanyadost meghatdrozo sor indexe).
Vegyiik észre, hogy a degeneracio ellenére a minimalis hdnyados pozitiv. Az uj megoldas

0 ~1 2

8 2 4

pOY=p—2xa,=| 6 |=2| 3 |=|0
2 0 2

5 1 3

Xiy nullava valt és kilép a bazisbol. Helyére belép x, =2 harmadik bazisvaltozoként.
B=B\{ks}U{q} és p=x5=12,4,2,2,3]".
Az uj célfiiggvényérték (3.17) alapjinz=2z(0) =z+0d,; =12+2(-3) = 6.
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3.6. A standard primal szimplex modszer 1épései

Az eddigiek lehetdvé teszik, hogy megoldjunk LP feladatokat a szimplex maddszerrel, ha is-
merilink egy megengedett B bazist. Feltételezziik, hogy a feladat a standard alakban van meg-
adva. Fontos az algoritmus leirdsa utdni megjegyzések tanulmanyozasa, amik a gyakorlati
szamitashoz nyujtanak segitséget.

Az alabbi algoritmikus lépések a szimplex mddszer iigynevezett masodik fazisat irjak le
ami akkor hasznalhat6, ha ismeriink egy megengedett bazis megoldast. A kés6bbiekben szd
lesz az elsé fazisrol is, amikoris az algoritmus egy megengedett megoldas megkeresését végzi
el.

Standard primal szimplex moédszer masodik fazisanak 1épései

0.1épés Inicializalas. Ellenérzés: a kezdeti BB bazis megengedett-e. Hatarozzuk meg B~ !-t,

valamint a hozzatartozo = B~'b megoldast és a z = chB célfiiggvényértéket.

1. 1épés Szamitsuk ki a 7 szimplex szorzét: z’ = ch_l.

2. 1épés A szimplex szorz6 segitségével meg tudjuk hatarozni a bazison kiviili valtozok re-
dukalt koltségeit ¢és ezaltal ellendrizni tudjuk az optimalitasi feltételek teljesiilését: d; =
=cj— al a;, j € R. Ha minden R-beli valtozo teljesiti a ra vonatkozo feltételt, akkor
a jelenlegi megoldas optimalis. Ellenkez0 esetben van legalabb egy valtozo, amelyik
nem teljesiti. Altaldban tobb ilyen véltozé is akad. Ilyenkor barmelyiket ki lehet va-
lasztani, hogy javitd vektorként belépjen a bazisba. Célszerl azt valasztani, amelyik a
legjobban megsérti az optimalitasi feltételét. Legyen ez a valtozo x,,.

3. 1épés Hatarozzuk meg az x,-hoz tartozo oszlopvektor transzformalt alakjat: a, = B_laq.

4. 1épés Hajtsuk végre a hanyados prébat (3.27) alapjan hogy megkapjuk a 1épéshosszt, 6-t.
Ha 6 = oo akkor a megoldas nem korlatos, az eljaras befejezddik. Ellenkez6 esetben
megtalaltuk a kilépd valtozot: van baziscsere, a p-edik bazisvaltozé tavozik.

5.1épés Transzformaciok. A celfliggvény: z = z+60d,. Az 0j megoldas:

Bi = Bi—ba,, fori=1,....m, i#p, (3.32)
By = x4+6. (3.33)

Meg kell még hatarozni az 0 bazis (B) inverzét is a kovetkezd iteracié szamara. Ez
legegyszeriibben az B~! transzformalasaval érhetd el. Jeloljik B! sorait p-vel, i =
=1,...,m. Konnyen belathato, hogy az 10j inverz p-edik sora p ¥ = (1 /ozf;)pp . Ennek
segitségével a tobbi sor: p'=p' —a) pP mindeni=1,...,m, i#p-re. B~ sorai tehit:

pl....pm

Megjegyzések.

1. Egy LP feladatot standard alakra (Gsszes feltétel egyenldség) a kdvetkezOképpen lehet
hozni.
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(a) Minden < feltétel baloldalahoz adjunk hozza egy nemnegativ logikai valtozot.

(b) Minden > feltételt szorozzunk be —1-gyel (ezéltal < lesz) és adjunk a baloldalhoz
egy nemnegativ logikai valtozot.

(c) Hagyjunk minden = feltételt véaltozatlanul (ne adjunk hozza semmilyen logikai
valtozot).

2. Kis gyakorl6 feladatok esetén az I egység matrix, amennyiben jelen van, lehet egy jo
indul6 bazis. Ilyenkor B~! = I, igy semmit nem kell szamolni, hiszen ekkor xz = b
(vagyis a jobboldal) az indul6 bazismegoldas, amirdl gyakran kideriil, hogy megenge-
dett (b > 0), igy az algoritmus el tud indulni.

3. A fenti leirds altalanosan felirt, akar nagyméretli LP feladatok megoldasara is képes
valtozata a szimplex algoritmusnak. Ennek neve médositott szimplex modszer. A
Dantzig altal kifejlesztett eredeti valtozat az Un. teljes tablé transzformacios szimplex
(TTTS). Kisméretii feladatok esetén ezt a verzidt célszerli hasznalni. Ekkor az iteraci-
okhoz sziikséges minden informacid azonnal (kiegészitd szdmitasok nélkiil) rendelke-
zésre all. TTTS hasznalata esetén az A matrixot kibdvitjiik ugy, hogy a célfliggvényt
hozzavessziik a matrix utols6 (m+ 1-edik) soraként (ezt hivjak teljes tablonak) és ezt is
transzformaljuk minden baziscsere alkalmaval. Ez a sor tartalmazza a redukalt koltsé-
geket. Ennek a valtozatnak a hasznélata egyszerii. A baziscserék soran amikor a belép6
q ¢és kilépd p bazis indexet meghataroztuk, egyuttal ismertté valik az af; elem, amit pivot
elemnek, (néha general6 elemnek) hivnak. Az egész kibdvitett matrixon végrehajtunk
egy Gauss-Jordan (G-J) eliminaciot, amit a pivot elem egyértelmiien meghataroz. Ez-
utdn ismét minden adat rendelkezésre all, ami a kovetkezd iteracidhoz sziikséges.

Emlékeztetés céljabol verbalisan megismételjiik a G-J eliminaciot. A pivot elemmel
elosztjuk a pivot sor valamennyi elemét. Igy ozf; uj értéke 1 lesz. A pivot sor alkalmas
tobbszoroseit kivonjuk a tobbi sorbdl ugy, hogy a pivot elem folott és alatt csupa nulla
keletkezzék. Ezaltal a pivot oszlop egy egységvektor lesz.

Az olvas6 szamara egy jo gyakorlat végiggondolni hogyan mddosulnak a fent leirt al-
goritmusnak a 1épései ha a TTTS verziot hasznaljuk.

4. Ha az optimalitas ellendrzése soran tobb valtozé is megsérti az optimalitasi kritériu-
mot, akkor elvileg barmelyiket kivalaszthatjuk belépd valtozonak. Féleg a nagyméretli
feladatok esetén azonban nagyon is fontos, hogy minden 1épésben egy ,,j0” valtozot
valasszunk ki, mert ezaltal a megoldas eléréséhez sziikséges iterdciok szdma jelentdsen
csokkenhet. Sajnos, altalaban nehéz eldre latni, hogy mi lesz egy jo jelolt. Erre nézve
sok kritériumot dolgoztak ki, de egyik sem olyan, amelyik minden esetben a legjobb.
Dantzig eredetileg azt javasolta, hogy az legyen a belépd, amelyik a legnagyobb mér-
tékben sérti meg az optimalitasi feltételt. Ezt a kivalasztast Dantzig szabalynak hivjak
¢s kézi szamitasokra ezt szoktak hasznalni.

5. Van egy érdekes jelenség a szimplex modszerben, amit degeneraciénak neveznek. Egy
bazismegoldasrol azt mondjuk, hogy degeneralt ha legaldbb egy bazisvaltozo6 nulla ér-
téket vesz fel.
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Példaul, tegyiik fel, hogy a bazisvaltozok xs, x; €és x3 (ebben a sorrendben) és ezekre a
nemnegativitasi korlatok vannak érvényben. Ha a valtozok értékeixs =1, xp =2, x3=0,
akkor ez a bazis megoldas degeneralt, mivel x3 = 0. Ha az értékek xs =2, xp; =1, x3=3
lennének, akkor a megoldas nem lenne degeneralt.

A 16 probléma a degeneracidval az, hogy egy degeneralt bazis esetén a 6 1épéshossz
esetleg (de nem feltétleniil) nulldnak adodhat €s ilyenkor nem javul a célfiiggvény (em-
lékeztetdiil: z = z+60d,) bar a baziscserét ekkor is végre kell hajtani.

A szimplex moédszer érzékeny a degenerdciora, mert megtorténhet, hogy egymasutan
sok nem-javito 1épésre kényszeriti az eljarast (angol neve: stalling), st még az is be-
kovetkezhet, hogy egy nem-javito iteraciok sorozata végtelen sokszor ismétlédik, amit
ciklizalasnak neveziink. A gyakorlatban ciklizalas nem szokott el6fordulni, de bizonyos
tipusu feladatok esetén a stalling nem tul ritka jelenség.

A fentiek jobb megértése érdekében most egy példat mutatunk be a standard szimplex
modszer TTTS valtozatara.

Példa 2
minz= —x; — Xx» — 2x3
f.h. 2x1 + xp + x3 < 1
X2 + 2x3 < 3
—X1 + 3x3 < 2

x1,x2,x3 >0

Eloszor minden feltételt egyenloségge alakitunk at ugy, hogy mindegyikhez egy nemnegativ
logikai valtozot adunk hozza.

minz= —x; — Xx» — 2x3
fho 2x1 + x2 + x3 4 = 1
X2 + 2x3 +)s = 3
—X1 + 3x3 +y; = 2

xl’anx3 ZO’ yl’yz’y3 20

Indulé bazisnak a logikai valtozékhoz tartozé egység matrixot lehet vélasztani. Igy az indu-
[6 bazis megoldas: y, =1, y, =3 és y; =2, ami nyilvan egy megengedett megolddas, hiszen
mindegyik logikai valtozo nemnegativ értéket vesz fel. A feladat tablo formdjat ugy kapjuk,
hogy a feltételi matrixhoz hozzavessziik utolso sorként a célfiiggvényt, valamint utolso oszlop-
ként a jobboldalt. Ez utobbi transzformalt alakja tartalmazza a mindenkori bazis megoldast,
xg-t. A A sor és xp oszlop dltal meghatdrozott celldban a célfiiggvény értéke szerepel. Ez a
pozicio a (3.31) képlet alapjan transzformalodik. Mindezek eredményeként az alabbi indulo
tablot kapjuk.
H

H X1 X2 x3‘)’1 Y2 )’3"‘

B
yill 2 1 1]1 1
ol 0 1 2 1 3
y; |-1 0 3 1] 2
d’||-1 —=1 =2/ 0 0 0| 0
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A baloldali oszlop az egyes sorokhoz tartozo bazisvaltozok listdjat tartalmazza, ami az indu-
lasnal y, =1, y, =3 és yy =2. A bazison kiviili valtozok most a strukturalis valtozok: x1, x3
és x3 és ezek nulla értéken vannak.

A redukalt koltségeket tartalmazé sorbél (A7) ldathato, hogy valamennyi bazison kiviili
valtozo megseérti az optimalitasi feltételét. Valasszuk ezek koziil az x;-héz tartozo dy = —1-et
noha nem ez mutatja a legnagyobb eltérést a d; > 0 optimalitasi feltételtol. Igy most x, a javité
(belepd) valtozo, vagyis g = 2.

Veégrehajtiuk a hanyados probat, hogy meghatarozzuk a bazisbol kiléepo valtozot. Ez a
(3.27) a tablazat alapjan torténik. A probdaban résztvevo hanyadosok: az elso sorban t| =
=1/1=1 és a masodik sorban ty =3/1 = 1. Ezek minimuma 1, ami ai elsé soron vétetik fel
(p=1) és alépéshossz 0 =1 lesz. A pivot elem ennek a hanyadosnak a nevezdje, vagyis ozg =1.
Ezek alapjan az elsé bazisvaltozo, y, lép ki, helyére bejon a kivalasztott x;. Az alabbi tablon
a pivot elemet bekereteztiik.

H X1 X X3‘y1 2 J’3‘X H

B
v |l 2 1] 1 1
vl 0 1 2 1 3
y; -1 0 3 1| 2
d’|-1 -1 =2/ 0 0 0| 0

A célfiiggvény értéke a 0 = 1 lépéshossz miatt nyilvan 0d, = 1 x (—1) = —1-gyel valtozik,
vagyis —1 lesz. A tablon a Gauss-Jordan eliminaciot az 0521 pivot elemmel végrehajtva az
alabbit kapjuk (a bekeretezett -at egyelore hagyjuk figyelmen kiviil) :

H X1 x3‘ 1 J’3‘ XBH

x| 2 1 1] 1 0 0] 1
y =2 0 1]|=1 1 0| 2
yi =1 0 0 0 1| 2
a’| 1 0 -1/ 1 0 0|—

Ha most megvizsgaljuk a bazison kiviili valtozok (x1, x3 és y;) redukalt koltségét, azt tapasz-
taljuk, hogy csak dy negativ, igy x3-at valasztjuk javito valtozonak, q = 3. A t; hanyadosok
most: t1 =1/1=1, tp=2/1=2, t3 =2/3. Ezek minimuma 6 = 2/3, ami a harmadik soron
vetetik fel, igy p =3 és a pivot elem a bekeretezett . A célfiiggvény megvaltozasa 0d, =2/3 x
x (—1)=—-2/3, tehat az uj értéke —1 —2/3 = —5/3. Ha a kijelolt pivot elemmel végrehajtjuk
a G-J elimindciot, a kévetkezo tablo adodik :

H X1 X2 X3‘ ER) J’3‘ XB H
x| 73 1 0ol 1 0 —1/3] 173
y, |l 53 0 0[—=1 1 —1/3| 4/3
x3||=1/3 0 1| 0 0 1/3| 2/3
a’|l 23 0 0| 1 0 1/3|-5/3
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Lathato, hogy minden bazison kiviili valtozo (x1, y;, y3) redukalt kéltsége nemnegativ. Igy
a jelenlegi bazis megoldas teljesiti az optimalitasi feltételeket. Az optimalis megoldasban a
strukturalis valtozok értéke: x1 =0, xo =1/3, x3 =2/3, a logikaiaké: y, =0, y,=4/3, y3=0
és a celfiiggveny értéke: —5/3.

Jo gyakorlo feladat az olvasonak : oldja meg ugyanezt a feladatot gy, hogy az elso lepés-
ben egy masik belépd valtozot valaszt. Eredményiil ugyanezt kell kapnia.

3.7. Megengedett megoldas keresése

Az el6bb ismertetett szimplex modszer mitkodésének van egy nagyon fontos eldfeltétele, és-
pedig az, hogy ismeriink egy megengedett bazist. Ha szerencsénk van, akkor a tisztan logikai
valtozokbol allo bazis (egységmatrix) ilyen. Ha nem, akkor sziikség van egy szisztematikus
eljarasra, ami talal egy ilyen bazist. Erdekes modon, egy kis modositassal maga a szimplex
modszer hasznalhato erre a célra. Ezt hivjuk a szimplex mddszer elsé fazisanak.

Az alapfeladat

minz=e¢’x
fh. Ax=b, (3.34)
x>0,

amiben jelen lehet egy egységmatrix is. E16szor tegyiik fel, hogy ez a helyzet és ehhez a fel-
adathoz keresiink egy B bazist, amellyel x3 = B~!'b > 0. Ha b > 0 akkor az egységmatrix
teljesiti ezt a kritériumot (ugyanis xg = I"'b =1Ib = b > 0) és errdl a bazisrél el tud indulni
a szimplex moddszer. Ha van olyan feltételi sor, amelyre b; < 0 akkor a feltételt —1-gyel be-
szorozva a jobboldal pozitiv lesz. Ezesetben azonban a jelenlevd egységmatrix i-edik sordban
+1 helyett —1 fog allni és igy, ha bent lenne a bazisban, akkor a hozzatartozo logikai val-
tozo6 értéke negativ (nem megengedett) lenne. Ilyenkor a kdvetkezd egyszerii gondolatmenet
alkalmazhato, amelyet rogton finomitani is fogunk.

Szorozzuk meg minden b; < 0 sort —1-gyel. Ettél minden feltétel valtozatlanul egyenldség
marad. Adjunk minden sorhoz egy x,,+; nemnegativ mesterséges valtozot, aminek oszlopa egy
egységvektor (az i-edik sorhoz az i-edik egységvektor). Ezaltal a feladathoz hozzavettiink egy
egységmatrixot, amihez tartoz6 bazismegoldas megengedett lesz. Formalisan a feltételek igy

alakulnak :
n

Zaj’:xj+xn+,-=bi, i=1,...,m, (3.35)
j=1
ahol x; > 0 minden j =1, ...,n+m-re. Ez a feladat kiilonbozik az eredetitdl, de megvan az

az elénye, hogy egy megengedett bazis kdzvetleniil a rendelkezésre 4ll. Nevezetesen, a bazis
a mesterséges valtozokhoz tartozd egységmatrix és a hozza tartozdo megengedett megoldas
Xu+i =b;, mindeni=1,..., m-re.

(3.35) ekvivalens (3.34)-vel ha x,4; =0 mindeni =1, ..., m-re. Ezért célul tlizziik ki, hogy
minden mesterséges valtozo legyen nulla, amit szimplex tipusu baziscserék sorozataval kiva-
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nunk elérni. Ez pedig a kovetkez6 LP feladat megoldasat jelenti:

m
min z, :E Xn+i
=1

LI 3.36
fh. Zq]’-xj+xn+i=b,-, i=1,...,m, ( )

=1

x>0, j=1,....,n+m.

Ez a feladat (3.34)-nek egy bdvitett valtozata. Mindkettonek ugyanannyi (m) feltétele van,
de a valtozok szama (3.36)-ben n+m. A legfontosabb kiilonbség a célfiiggvényben van, ami
most a mesterséges valtozok 0sszege. Az eredeti célfiiggvény itt figyelmen kiviil marad.

Ezt a feladatot meg tudjuk oldani a targyalt szimplex moddszerrel, ha bazisvaltozok index-
halmazanak B = {n+1,...,n+m}-et és igy bazisnak B = I-t valasztunk.

(3.36) elméleti minimuma nulla, hiszen nemnegativ valtozok 6sszegének minimalizala-
sarol van sz6. Eppen ezért az algoritmus minden esetben a kibvitett feladat egy optimalis
megoldasanak megtalalasaval fejezodik be. Az optimalis bazist B*-gal és az optimalis cél-
fiiggvény értéket z7-val jeloljiik.

Ha z} > 0, akkor a feltételeket csak ugy lehet kielégiteni, ha egy vagy tobb mesterséges
valtozo6 pozitiv értéket vesz fel. Ez azt jelenti, hogy ezeket a feltételeket az eredeti véaltozokat
megengedett értéken tartva nem lehet kielégiteni, mas szoval a feladatnak nincs megengedett
megoldasa (a feltételek ellentmondoak).

Ha z}; = 0, akkor az sszes mesterséges valtozo nulla értéken van az alabbi két lehetdség
szerint: mesterséges valtozo (i) nincs a bazisban, (ii) van a bazisban de nulla értéken. Ha az (i)
eset teljesiil minden mesterséges valtozora, akkor a bazis csupa eredeti valtozobol all és a B*
bazis megengedett. Ekkor a mesterséges valtozokat el lehet felejteni és folytathatjuk a szimp-
lex modszert az eredeti célfiiggvénnyel, amely most az eredeti feladatot fogja megoldani.

Ha vannak olyan valtozok, amelyekre (ii) teljestil, akkor van még egy kis tennivald. Ezen
poziciok indexhalmazat D-vel jeldljiik. Ekkor, miutan a D-hez tartozo bazisvaltozok nulla
értéken vannak, a bazis degeneralt. Ha ezeken a poziciokon tudunk pivot elemet valasztani,
akkor a nulla értéken 1€vé mesterséges valtozok kilépnek a bazisbol ahova tobbet nem térnek
vissza, lasd (1) eset, €s helyiiket az eredeti feladat valtozoi foglaljak el a bazisban. Ehhez csak
az kell, hogy minden D-hez tartozé sorban talaljunk egy bazison kiviili ¢ indexhez tartozé
o £0 elemet és ez legyen a pivot elem. Az ilyen baziscsere eredményeként a célfiiggvény
értéke nem valtozik, hiszen degeneralt 1épésrdl van sz6 (1épéshossz =0).

Egy apro modositasa a fenti lehetdségnek az, hogy elkezdjiik a normal masodik fazisbeli
iteraciokat, de tigyeliink arra, hogy a 0 értéken 1évd mesterséges valtozok tovabbra is 0 értéken
maradjanak, vagy lépjenek ki a bazisbol. Ez ugy érhetd el, hogy a hanyados probanal egy 0
értékii hanyadost vesziink figyelembe minden olyan mesterséges valtozd soraban, ahol az
ozé +0.

A gondolatmenet igért finomitasa a kovetkezd. Nem sziikséges minden sorhoz hozzaren-
delni mesterséges valtozot. Elegendd csak az olyan sorokhoz, amelyeket atszoroztunk —1-
gyel, illetve az olyanokhoz, amelyek eredetileg egyenldség feltételek voltak (igy nem rendel-
tiink hozzajuk logikai valtozodt). A tobbi sorhoz a mar jelenlevd egységmatrix logikai valtozoit
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valaszthatjuk bazisvaltozonak. Igy csak annyival noveljiik a valtozok szamat, amennyivel fel-
tétlentil sziikséges. Természetesen igy a célfiiggvény is egyszeriibb lesz.

Gondot okozhat az dtmenet a mesterséges feladatrdl az eredetire. Elsdsorban az a kérdés,
hogy mik lesznek a redukalt koltségek. Erre egy egyszerti megoldas az, hogy az igazi célfiigg-
vényt a mesterséges feladatban is szerepeltetni kell mégpedig mint egy egyszert feltételt, amit
minden iteracid sordn ugyanugy transzformalunk, mint a tobbi feltételt. igy a mesterséges
feladat megoldasa utan a transzformalt célfiiggvény egyiitthatok, vagyis a redukalt koltségek
rendelkezésre allnak.

3.8. Dualitas a linearis programozasban

A dualités egy altalanos elv, aminek a lineéris programozasban is nagy jelentdsége van. Leg-
egyszeriibb formajaban a kovetkez6éképpen néz ki.
Minden

(P1) min ¢’x
fh. Ax>b,

x>0,

alaka LP feladathoz (amit most primal LP-nek neveziink, definidlhato egy vele szoros kap-
csolatban 1évé masik LP feladat, amelyet a primal LP dual parjanak neveziink és amelynek
alakja

(D1) max bly
fh. Aly<e,
y>0
ahol A € R"*" és minden vektor kompatibilis dimenzi6jq.

Konnyen belathatd, hogy a dual dualja az eredeti primal feladat, vagyis ez a megfogal-
mazas teljesen szimmetrikus. Azt is szokds mondani, hogy (P1) és (D1) egy primal-dudl part
alkot. A primal valtozok a dual feltételekkel vannak kapcsolatban, mig a dudl valtozok a pri-
mal feladat feltételeihez rendelédnek hozza. A célfiiggvény és a jobboldal vektor szerepet
cserélnek és a feltételi matrix a transzponaltjaval szerepel a dualban.

Ha a primal a

(P2) min c¢’x
fh. Ax=b,

x>0,
alakban van megadva, akkor a dual
(D2) max bly
fh. AT y<c.
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Fontos észrevenni, hogy most a dudl valtozok eléjelben nem kotott (szabad) Véltozc')k Ezt az
alakot le lehet vezetni a (P1)—(D1) kapcsolatbol ﬁgyelembe véve, hogy egy a'x = b; egyen-
16ség helyettesithetd két egyenldtlenséggel: a'x > b; és —a’x > —b; tovabba, hogy egy szabad
valtozot fel lehet irni két nemnegativ valtozo kiilonbségeként.

A formaélis hasonlosdgon tul alapvetdé matematikai 0sszefliggések vannak a primal és a
dual kozott. Ezek koziil bemutatunk néhany fontosat.

Gyenge dualitasi tétel Legyen x egy tetszéleges megengedett megoldasa (P2)-nek ¢és y
egy tetszoleges megengedett megoldasa (D2)-nek. Ekkor a megfeleld célfiiggvények kozt az
alabbi relacio all fenn:

ybech.

Ennek bizonyitésa igen egyszerli. Ha x és y a megfeleld feladat megengedett megoldasai,
akkor x > 0 és
b = Ax és y/A < cl.

A baloldali egyenldséget szorozzuk meg y-tal, a jobboldali egyenldtlenséget pedig x-szel. A
kettd 6sszehasonlitdsaval azt kapjuk, hogy
y'b = y’Ax és y'Ax < cfx,

ami bizonyitja a tétel allitasat. Verbalisan arr6l van sz6, hogy egy tetszéleges dual megengedett
megoldashoz tartozo célfiiggvény érték a primal célfiiggvényt alulrdl korlatozza. Ez akkor is
igaz, ha a (P1)—~(D1) parrol van sz6. A bizonyitds ez esetben is hasonlo és az olvasdra van
bizva.

Az erdés dualitasi tétel azt mondja ki, hogy ha a primal-dual par egyikének van megen-
gedett megoldasa és véges optimuma, akkor ugyanez all a masikra is. Ezen beliil, ha B egy
optimalis bézis a primalra és x5 = B~!b > 0, akkor a célfiiggvény értéke

z=chxp=ciB b =x'b.

T 4

A dual megoldasa y’ = ¢ BB U= 7T és a dual optimum értéke

b'y=b'xn

ami ugyanaz, mint a primal¢.

Egy tovabbi tétel azt mondja ki, hogy ha a primal-dual par egyikének a megoldasa nem
korlatos, akkor a mésiknak nincs megengedett megoldasa. Ennek belatasa indirekt modon tor-
ténhet. Tegylik fel, hogy a primal megoldasa nem korlatos, a dudlnak mégis van egy y meg-
engedett megoldasa. Ekkor, a gyenge dualitas tétel értelmében minden x primal megengedett
megoldasra

y’b < c’x,

ami lehetetlen hiszen ¢/x — —o0. Tehat a dualnak ebben az esetben nem lehet megengedett

megoldasa. A masik allitas belatasa hasonld modon torténik.

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

36 3. LINEARIS OPTIMALIZALAS

A duil megengedettség Tekintsiik a (P2)—(D2) part és tegylik fel, hogy (P2) feladat mat-
rixa A € R™" m < n, rangja m. Bevezetjik a (D2) dual logikai valtoz6ibol allo w =
=[wi,...,w,]T vektort. fgy (D2) a kovetkez6 alakot Olti:

max bTy (3.37)
fh. Aly+w=c, (3.38)
w> 0. (3.39)

Legyen B az A egy bazisa. Nem kell, hogy primal megengedett legyen. (3.38)-at atrendezve

w! = ¢ — yTA-t kapunk, ami particionalt formaban

wh=cL—y'B, (3.40)
wh =k —y'R. (3.41)

A (3.39) nemnegativitasi (és ebben az esetben a dudl megengedettségi) kdvetelmény partici-

onalt formédban [wg, W%]T >0.Hay’ = ch_l-t valasztunk, akkor azt kapjuk, hogy

wh=ck—cLB B =0, (3.42)
wh =ck —cfB"'R=d% >0, (3.43)

ahol dg jeloli a bazison kiviili primal valtozok redukalt koltségeibdl allo vektort. Miutan
(3.42) minden bazis esetén teljesiil és y eldjelben nem korlatozott, a B bazis dual megengedett,
ha kielégiti (3.43)-t. Ez viszont nem mas, mint a primal optimalitasi feltétel.

Osszefoglalva A dual megengedettségi feltételek azonosak a primal optimalitasi feltételek-
kel, tovabba a dual logikai valtozok azonosak a primal redukalt koltségekkel. Ennek szelle-
mében w; és d; ugyanazt jelenti (j € NV).

Kovetkezmény Ha egy primal megengedett bazis egyben dual megengedett is, akkor opti-
malis mindkét feladatra.

3.9. A dual szimplex modszer

A dudl szimplex modszer (DSM) a fenti ismereteken alapul. El6ljaroban leszogezziik, hogy
a DSM is az eredeti feladaton dolgozik, de més szabalyok alapjan hajtja végre a baziscseré-
ket. Azt is fontos tudni, hogy akar primal, akar dual szimplexszel oldunk meg egy feladatot,
minden esetben megkapjuk a primal és a dual feladat megoldasat is.

A DSM verbalisan a kdvetkezOképpen irhato le. Tegyiik fel, hogy adva van egy B dual
megengedett bazis (dg > 0). Ha ez egyben primal megengedett is (xg > 0), akkor optimalis
mindkét feladatra. Ellenkez6 esetben legalabb egy primal valtozo6 negativ értéken van, mond-
juk xp, < 0. Ezt a valtozot megengedetté valtoztathatjuk, ha kiléptetjiik a bazisbol (ezesetben
az értéke ugyanis nulla lesz). A helyére belépd valtozot igy hatarozzuk meg, hogy az 0 bazis
dual megengedett maradjon. Ez a dudl hanyados proba alkalmazéasaval érhetd el. Ekozben a
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dual célfiiggvény is javul (esetleg valtozatlan marad). Ezt a 1épéssorozatot addig ismételjiik,
amig a bazis primal megengedetté nem valik.

A dual szimplex médszer algoritmikus lépései
Tekintsiik az LP feladatot a minz = ¢/x, Ax=b, x > 0 formaban. Tegyiik fel, hogy adva
van egy B dual megengedett bazis, vagyis dg = wg > 0, valamint xz = B~'b.

1. Valasszunk ki egy negativ ért¢kii primal bazisvaltozot: xp,. Ha ilyen nincs, akkor B

optimalis, stop.

2. Hajtsuk végre a dual hanyados probat wp-rel és a”-vel (a transzformalt tablo p-edik
soraval), hogy meghatarozzuk a belépd valtozo g indexét:

b of

w w;
GD:—q:max —J:ozf<0,jeR .

Ha ilyen ¢ nincs, akkor a dual feladat nem korlatos, tehat a primal feladatnak nincs
megengedett megoldasa, stop.

3. Transzformaljuk a megoldast és a tablot. Ez utobbit a Gauss-Jordan eliminéci6 alapjan
ozg -t hasznalva pivot elemként. Tegyiik fel, hogy w az A matrix 0-ik sora, vagyis ag; =
=wj, Vj. Ez ugyanugy transzformalodik, mint a matrix akarmelyik masik sora.

Megoldas: Legyen 0p =xp,/y (= primal hanyados.)
Xpi=xpi—Opal, i#p,
o

Tablé (Gauss-Jordan eliminacid): Legyen r; = oe; / Olg, i#p,

al=d —riof, i£p, Vj,

Visszatérés az 1. 1épésre.

Megjegyzés Az ismertetett dudl modszer a dual masodik fazis, ugyanis feltételeztiik, hogy
ismerilink egy dual megengedett bazist. Egy ilyen bazisnak a megkeresésere szolgal a dual elsé
fazis. Ennek targyaldsa azonban tilmutat jelen jegyzet keretein a benne alkalmazott modszer
nagyobb bonyolultsdga miatt. Tovabbi részletekért az érdeklédo olvaso figyelmébe ajanljuk

[2]-t.

Példa 3 Dual szimplex modszer.
Tekintsiik a kovetkezo (primal) LP feladatot :

min 2x; + xp + 4x3 + 2x4

f./’l. X1 — 2x + X3 + X4 = 3
—Xx1 + 2xp — X3 < -1
—X1 + 4x3 — 2x4 < =2

XjZO,jZI,...,4
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Miutan minden feltétel "< tipusu, a sorokhoz hozzaadott logikai valtozok 2-es (nemnegativ)
tipusuak. Ezeket most s1, 52, s3-mal jeloljiik. Ha a logikai valtozokhoz tartozo egységmatrixot
valasztjuk indulo bazisnak, akkor a hozzatartozo dudl megoldas megengedett lesz, de a primal
valtozok kozt lesz negativ. Ennek kévetkeztében alkalmazhatjuk a dudl szimplex algoritmust.
A példaban a célfiiggvényt nem a nulladik sorba irjuk, hanem a matrix utolso sora utdan. A
tablo felesleges ismétlésenek elkeriilése érdekében minden tabloban bejeloltiik a kévetkezo le-
pés pivot elemét. Amikor egy tablora eloszor néziink rd, a bekeretezést ideiglenesen figyelmen

kiviil kell hagyni.
Az indulo tablo :
B X1 X2 X3 X4 | S1 S2 83 XB
51 1 -2 1 1|1 3
s;|—1 2 —1 0 1 —1
s3 | —1 0 4 |-2 1|-2

wl 2 1 4 2[00 0] 0

Most két primal valtozo (sy és s3) is negativ, barmelyiket valaszthatjuk kiléponek. Legyen
ez s3, vagyis a harmadik sor a pivot sor (miutdn s3 a harmadik sor bdzisvaltozoja), p = 3. A
dudl hanyados probaban résztvevo poziciok azok, amelyek negativ hanyadost eredményeznek,
vagyis az 1 és 4 oszlop, melyekkel a 2/(—1) = =2 és 2/(—2) = —1 hanyadosok adodnak.
Ezek maximuma —1 (negativ szamokrol van szo!), ami a 4. pozicioban vétetik fel. Ennek
kévetkeztében x4 fog belépni a bazisba a 3. pozicion és a pivot elem (xi = —2. Ha ezzel az
elemmel végrehajtjiuk a Gauss-Jordan eliminaciot (ami egyébként a dual algoritmus 3. lépése)
a kovetkezo tablot kapjuk :

B X1 X3 X3 X4|S81 S2  S3| Xp
si| 3 =2 3 01 il 2
s2|[=1] 2 -1 0 1 0]-1
X4 3 0 =2 1,0 0 —3| 1
w1 1 8 0/0 0 1|2

Lathato, hogy a megoldas dual megengedett maradt. Most viszont mar csak egy primal valtozo
negativ (s, < 0), igy ezt valasztjuk kiléponek, pivot sor: p=2. A dual hanyados probaban az 1
és 3 oszlopok elemei vesznek részt és —1 illetve —8 hanyadost adnak. Miutan ezek maximuma

—1, a pivot elem a% = —1 és x1 lép be a bazisba a 2. pozicion. A transzformalt tablo :
Blxi x» x3 x4|51 s2 83| Xp
5 1 1 3
x| 1 =2 1 0 -1 0 1
x40 1 =3 1]0 3 —4| 1
w 0 3 7 0[]0 1 1]-3

Most a megoldas egyarant dual és primal megengedett, vagyis optimalis. A primal strukturalis
valtozok ertékei: x1 =xgp =1, xp=0, x3=0, x4 =xp3 = % a logikaiaké s1 =xp| = % S) =83 =
= 0. A dudl megoldas definicié szerint y' = ch_l =10, —1, —1]. Ez utdobbi nem egyéb, mint
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3.10. BELSOPONTOS ALGORITMUSOK 39

a logikai valtozokhoz tartozo redukalt kéltségek —1-szerese. Az optimalis célfiiggveny erték
ugy a dudlra mint a primalra = 3.

Megjegyzés A teljes tablo transzformacids valtozat tartalmazza a mindenkori bazis inverzét
is. A transzformalt tablo ugyanis nem mas, mint A = B-'A. Miutan A tartalmazza a megfeleld
dimenzi6ji egységmatrixot, ezért particionalt alakban A = [A | I]. Ha ezt beszorozzuk B~!-
zel akkor a transzformalt tablo utolsé m oszlopa valdoban a mindenkori bézis inverzét adja.
Ezt a fenti példan konnyen azonositani is lehet.

3.10. Belsopontos algoritmusok

Az LP feladat megoldasara a szimplex mddszeren kiviil 1étezik egy masik algoritmus csalad,
a belsdpontos (BP) algoritmusok. Ezek alapveté mdédon kiilonboznek a szimplextél. Mig a
szimplex a megengedett tartoméany hataran (a konvex poliéder cstcsain €s €lein) halad, addig
a BP algoritmusok a tartomany belsejében haladva érnek el egy optimalis megoldast. A ki-
dolgozott médszertan nemlinearis technikakat hasznal és minden iteracioban egy nemlinearis
egyenletrendszert old meg a Newton moddszerrel.

A gyakorlati feladatok megoldésa sordn a nagy 1épéses primal-dual logaritmikus barrier
modszer bizonyult a leghatékonyabbnak. Ennek részleteirdl értékes informacio talalhatd az
[1] jegyzetben.

Erdekes tapasztalat, hogy a feladat méretétdl fiiggetleniil ez a moédszer 4080 iteracio alatt
talal egy optimalis megoldast. Természetesen az egy iteraciora esd szdmitasi munka a feladat
méretével egyiitt jelentdsen novekszik.

A BP algoritmusok nagyon nagy méretli feladatok esetén altalaban gyorsabbak, mint a
szimplex. A gyakorlatban azonban mindkét médszerre sziikség van, hiszen, mint latni fogjuk
a kevert egészértékii feladatok megoldasa soran a szimplex nélkiilozhetetlen.

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

4. fejezet

Kevert egészértékii optimalizalas

Ha egy linearis programozasi (LP) feladatban néhany valtozé csak egész értéket vehet fel
akkor kevert egészértékii LP feladatrol beszéliink, amire az angol Mixed Integer Linear
Programming elnevezés alapjan MILP roviditéssel szokés hivatkozni. Ha ez az §sszes dontési
valtozora eld van irva, akkor a feladat neve egészértékli LP feladat (Integer Linear Program-
ming: ILP). Ilyenkor néha a hangstly kedvéért ki lehet tenni, hogy tiszta egészértékii LP.

A MILP feladat altalanos alakja:

min ¢/x+h’y 4.1)
fh. Ax+Dy=b (4.2)
X, y>0 (4.3)

x egészértékli (x € Z"). (4.4)

Igen gyakran ésszert feltenni, hogy az egészértékii valtozoknak véges felsé korlatjuk van,
vagyis 0 < x < u.

4.1. MILP alkalmazasok

Erdekes médon az ILP egy igen altalanos modellezési eszkdz és gyakorlati jelentsége (érté-
ke) messze tulmutat azon, amit az eredeti megfogalmazas sejtet. Eredetileg ugyanis az ILP-et
olyan esetekben hasznaltak, amikor a termelési dontési valtozoknak értelemszertien egésznek
kellett lenni, mint példaul egész szamu repiil6gép, vagy haz, vagy éppen nukledris erémii. Ma
mar azonban ennél szélesebb alkalmazasi kort figyelhetliink meg. Néhany példa az alabbi.

1. Toke befektetés: valasztas befektetési alternativak kozt figyelembe véve a rendelkezés-
re all6 pénz mennyiségét és a forgotdke igényt az adott idészakokban.

2. Kapacitasbovités: termelési kapacitas bovitése diszkrét 1épcsokben (pl. uj gépek beal-
litdsaval) az igény és a tobblet koltségek figyelembevételével.

3. Termeléstervezés logikai feltételekkel, pl. ha egy bizonyos Gsszetevd benne van a ke-
verékben, akkor egy masiknak is benne kell (vagy éppen nem szabad benne) lenni a
keverékben.

www.tankonyvtar.hu © Maros Istvan, PE


www.tankonyvtar.hu

4.2, MILP PROBLEMAK MEGOLDASA 41

4. Hatizsak probléma: Adva van egy tartaly (pl. hatizsak) ismert suly, vagy térfogat ka-
pacitassal, amit meg kell tolteni bizonyos arukkal, gy hogy a tarolt cikkek dsszértéke
maximalis legyen. Ez a tipusu feladat gyakran felmeriil mas feladatok részeként is.

5. Kiilonféle titemezési feladatok: munkak sorrendjének meghatarozdsa a megmunkald
gépeken.

6. Elosztasi és hozzarendelési problémak.

7. Repiildgép €s személyzet jaratokba torténd beosztasa tigy, hogy a kotelezd pihendidd
be legyen tartva.

8. Fix koltségli problémak : tervezési tevékenység olyan esetben, amikor a beindulasnak
van egy egyszeri nagyobb koltségigénye.

9. Halozati optimalizalasi problémak : egy haldézatban meg kell hatarozni azt a minimalis
koltségii folyamot, amellyel egy bizonyos terméket (pl. viz, elektromossag) el lehet jut-
tatni minden igényl6hoz. Ilyen feladatra vezethetd vissza még a szallitasi, atrakodasos
szallitasi (transshipment) és hozzarendelési probléma, valamint a maximum folyam ¢és
a legrovidebb ut probléma is.

10. Utazo6 iigynok probléma: Egy koruttal meg kell latogatni m varost tigy, hogy az utazas
0sszkoltsége (ideje, tavolsaga) minimalis legyen.

11. Problémak diszkrét (nem feltétleniil egész) valtozokkal.

12. Problémak diszjunktiv feltételekkel, pl. vagy egyik, vagy egy masik feltételrendszert
kell kielégiteni a megoldasnak (lehet mindkettdt).

13. Es sok egyéb ...

4.2. MILP problémak megoldasa

A MILP problémak megoldasa altalaban sokkal nehezebb, mint az LP problémaké. Ha csak
néhany tucat egészértékii valtozo van jelen a feladatban a megoldd program akar napokig is
futhat a sikeres befejezésig.

A megoldo algoritmusok tobbnyire gy miikodnek, hogy eldszor eltekintenek az (4.4)

crer

min  ¢/x+h’y 4.5)
fh. Ax+Dy=b (4.6)
X, y>0 (4.7)

Ha az LP relaxacié megoldasdban minden egész valtozo egész értéket vesz fel, akkor ez opti-
malis megoldas az eredeti MILP problémara is. Bar azt hihetnénk, hogy ez egy ritka szerencsés
eset, a valdsag azonban mas. Vannak olyan feladat tipusok, amelyek matematikai tulajdonsa-
gai garantaljak, hogy ez igy lesz, amint ezt a késobbiekben latni fogjuk.
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Ha nem az 6sszes egészértéki valtozo vesz fel egész értéket, akkor a kovetkezo kézenfek-
v6 gondolat az, hogy kerekitsiik a tort értékeket a legkdzelebbi egészre. Ez elfogadhato lehet,
ha a megoldasban szerepld értékek elég nagyok . Ellenkezd esetben a kerekitéssel elfogadha-
tatlan nem-megengedett megoldast kaphatunk, amint azt a kovetkez6 példa mutatja.

Példa 4 (H.P. Williams példaja) :

max X1 + X2
f.h. —2x; + 2xy > 1
—8x1 + 10x, < 13
X1, X2 = 0
X1, X2 € 7.

Az LP relaxacio optimalis megoldasa x1 =4 és xp =4.5. Ha xy-t a legkézelebbi egészre (4
vagy 5) kerekitjiik, akkor nem-megengedett megoldast kapunk. A valodi egész megoldas x| =
=1 és xp =2, ami igen messze van az LP relaxadlt megoldastol. Az alabbi abra jol érzékelteti
a helyzetet.

A MILP feladatok megoldéasara nincs olyan altalanos megoldé algoritmus, mint az LP-re
a szimplex modszer. A leggyakrabban hasznalt algoritmusok a korlatozas és szétvalasztas
(angolul: Branch-and-Bound, roviditve: B&B) elve alapjan mitkdnek.

A B&B az egészértékii valtozok dsszes kombinacidjat megvizsgalja explicit vagy implicit
moddon és azonositja a legjobbat. Az eljaras a megoldando részfeladatokat egy fa-struktiaraval
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reprezentalja és ennek a fanak a bejarasat végzi el. A model ismeretében a bejaras hatékony-
saga kedvezden befolyasolhatd oly mddon, hogy a nem optimalis, illetve nem-megengedett
agakat hamar azonositani lehet és a keresést azokban az irdnyokban meg lehet sziintetni. Ez-
altal a keresési tér nagy mértékben csokkenthetd.

A gyakorlatban sok olyan ILP modell van, ahol a valtozok csak két értéket vehetnek fel:
0-t vagy 1-et. Az ilyen valtozokat binaris valtozéknak, a feladatokat pedig 0—1 (vagy 0/1)
programozasi feladatoknak nevezziik.

A bindris valtozok altaldban ,,igen” (1), vagy ,,nem” (0) dontéseket jelentenek. De lehet
veliik valtozok vagy feltételek kozti logikai kapcsolatokat is kifejezni. Ilyen értelemben a
bindris valtozok nélkiilozhetetlen modellezési eszkzok.

A 0/1-es MILP feladat LP relaxécigja

min  ¢/x+h'y

fh. Ax+Dy=b

0<x<1 1y=0,
ahol 1 a csupa egyesekbdl allo vektor 1 =11,..., 1]7.

A gyakorlatban nagyon sok MILP feladatban binéris valtozok vannak. Hovatovabb az
is igaz, hogy majdnem minden értelmes MILP feladat transzformalhat6 0/1-es feladatta. Ez
azonban nagyon fel tudja szaporitani a valtozok szadmat, ha nem ismeriink egy alacsony fels6
korlatot a valtozokra. Ezért ezt az eljarast a gyakorlatban altalaban nem célszerti hasznalni.

4.2.1. Korlatozas és szétvalasztas modszer

Az egyszeriiség kedvéért tegylik fel, hogy egy olyan MILP feladatot akarunk megoldani, ahol
minden egész valtozonak véges felsd korlatja van. Ezt az alapfeladatot Py-lal jeloljiik. E10szor
korlatozva, mint Py, ezért LP(Py) optimuma jobb (de legalabb is nem rosszabb), mint Py
optimuma.

Ha LP(Py) optimalis megoldasaban x egy vagy tobb komponense nem egész értéken van
(noha egész valtozo), kivalasztunk egy ilyen valtozot, mondjuk x;-t ¢s ennek segitségevel
az eredeti feladatot két részfeladatra, Pi-re és P;-re bontjuk. Tegyiik fel, hogy az LP(Py)
optimalis megoldasaban x; értéke B; > 0 nem egész érték. Py és P, szdrmaztatdsa:

P1:=Py és x; < |B] (4.8)
Py =Py és xj> | Bj] +1, (4.9)

ahol | B;] alegnagyobb egész szamot jelenti, ami B;-nél még nem nagyobb. (P¢ldaul, [4.99] =
=4¢és | —4.99] = —5.) Nyilvanvalo, hogy Py barmely megoldéasa vagy Pi-nek vagy P;-nek a
megoldésa.

A P; és P; definidlasa sordn a Pg-hoz hozzévett feltételek egyedi feltételek, amiket a
szimplex modszerben algoritmikusan lehet kezelni, nem pedig explicit feltételként.

Vegyiik észre, hogy ha x; binaris véltozo, akkor (4.8) és (4.9)-ben az uj feltétel hozzdadasa
arra redukalodik, hogy rogzitjiik x;-t a 0 vagy 1 értéken.
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Ezutan megoldjuk LP(Py)-t vagy LP(P>)-t. Tegyiik fel, P;-et valasztottunk. LP(P) meg-
oldasat ugyanugy értékeljiik ki, mint LP(Py) megoldasat. Ha x még mindig nem egész, akkor
Pi-et hasonl6 szellemben felbontjuk P3-ra és P4-re. Es igy tovabb ...

Ezzel az eljaréassal egy, az alproblémakat tartalmazo binaris fa épiil fel, amelynek a levelei
a fiiggdben 1évo (varakozd) csucsok. Ez utdbbiak azok, amelyeket még meg kell oldani és ki
kell értékelni.

Egy bizonyos szinten egy alprobléma megoldasa egész lesz. Ez lehet is meg nem is az
eredeti Py probléma optimalis megoldasa. Ha van még varakozo csucs, akkor az sszeset meg
kell vizsgalni, mert lehet koztiik olyan, amelyik jobb egész megoldast ad. Egy ismert egész
megoldasnak, Z célfiiggvény értékkel, azonban oriasi jelentdsége van. Segitségével dramai
modon lehet csdkkenteni az 0j cstcsok generalasat. Ugyanis,

ha egy csucshoz tartozo LP z optimumara az teljesiil, hogy z >
> Z, akkor ennek az LP-nek és a beldle szarmaztatott, még jobban
korlatozott LP-knek sem lehet jobb az optimuma, ezért az egész dag,
ami ebbdl a csucsbol ered, kizarhato a tovabbi vizsgalatokbol.

4.2.2. Korlatozas és szétvalasztas (B&B) 1épései

A B&B algoritmus formalis leirdsahoz sziikség van néhany jelolésre. Z jelenti az algoritmus
soran az eddigi legjobb egész megoldashoz tartozé célfliggvény értéket, mig YV jeloli a vara-
kozo cstucsokban 1évo alfeladatok halmazat.

0. Iépés: Oldjuk meg LP(Py)-t. Ha x egészértékii, akkor egyben optimalis megoldas Py szamara
is, az eljaras befejezddik.
Kiilonben, végezziik el a kezdeti bedllitasokat: Z = +oo, k=0, W := {Py} és jeldljiik
LP(Py) optimalis célfiiggvény értékét zo-lal.

1. 1épés: Valasszunk ki egy P; alfeladatot VV-bdl ugy, hogy z; < Z, ha van ilyen. ellenkezd eset-
ben az eljaras befejezddik. Az eddig talalt legjobb kozbiilsé megoldas optimalis. Ha
ilyen megoldas eddig nem volt, akkor a feladatnak nincs megengedett egész megoldasa.

2. lépés: LP(P;) optimalis megolddsaban van olyan valtozo, ami tort értéket vesz fel noha egész-
nek kellene lennie. Vélasszunk ki egy ilyet, mondjuk x;-t, aminek az értéke B;.
Definialjunk két alproblémat, Pj..1-et és Py2-t (utdd csucsok): az egyiknél P,-hez hoz-
zdadjuk az x; < | B;] feltetelt, a masiknal pedig az x; > [ B;] +1 feltetelt.

3. 1épés: Oldjuk meg az LP(Pyy1) €s LP(Pi42) LP relaxaciokat.

Ha talalunk egy 0 egész megoldast, ami jobb az eddigi legjobbnal, akkor ezt eltaroljuk
¢s a hozzatartozo célfiiggvény érték lesz Z 0j értéke.

Ha zj41 > Z vagy zxyo > Z teljesiil, a megfeleld alfeladatot tordlhetjiik az dsszes lehet-
séges utodjaval egyiitt. Ugyanigy jarunk el, ha LP(Py,1)-nek vagy LP(P;2)-nek nincs
megengedett megoldasa.
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Adjuk Ppy1-et és/vagy Piio-t VW-hez ha a megfeleld alfeladatnak van megengedett meg-
oldasa és az LP optimum (zz4 €és/vagy zx42) kisebb, mint Z.

Noveljiik meg a k szamlalot annyival, amennyi (0, 1, vagy 2) 0j csticsot adtunk W-hez
¢s térjiink vissza az 1. 1épéshez.

Py

Py Pio

Fontos észrevenni, hogy az Gijonnan keletkez6 alproblémak erésebben korlatozottak, mint
az eldédeik, igy ezen problémék LP relaxacidinak optimélis megoldésa rosszabb (nem jobb)
értéket szolgaltat.

Miutan az egész valtozok korlatosak, az algoritmus végiil befejezddik, mert ahogy me-
gytnk lefelé a fan ugy az egész valtozok korlatai egyre szorosabba véalnak, mig végiil fix
egész értékre sziikiilnek.

Fontos megjegyezni, hogy az ujonnan keletkezd alproblémakat nem kell teljesen eldlrél
kezdve megoldani. A kozvetlen eldd feladat ismert optimalis bazisa ugyanis dual megengedett
bézis a szarmaztatott problémakra. Igy errél a bazisrol indulva a dual algoritmus hasznalhatd
¢s altalaban nagyon hamar be is fejezodik. Ennek oka az, hogy az alfeladatok csak nagyon pi-
cit térnek el az elddtol, ezért j6 esély van arra, hogy az optimalis megoldasok is kozel lesznek
egymashoz. A primal szimplex erre nem lenne képes, mert az emlitett bazis nem primal meg-
engedett, igy primal els6 fazisra lenne sziikség, aminek soran viszont az igazi célfiiggvény
nagyon el tud romlani. Tapasztalat szerint a dual tized vagy szdzad annyi iteracioval talalja
meg az alfeladat optimumat.

4.2.3. Néhany megjegyzés a B&B-rol

A korlatozas és szétvalasztas modszerében az egyes 1épéseknél van bizonyos szabadsagi fok,
ahol tobb lehetdségbdl valaszthatunk. Ezt a rugalmassagot ki lehet hasznalni az algoritmus
finom hangoléasara. Az, hogy mit valasztunk a lehetdségek koziil, alapvetéen befolyasolja
az algoritmus teljesitményét (sebességét). Sajnos, nem ismert olyan stratégia, ami mindig a
legjobb lenne. Azt azonban jo tudni, hogy a jo stratégia feladat fliggd és még egy feladat
megoldésa soran is valtozhat. Néhany lehet6ség az alabbi.
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Valasztas a varakozo csicsok koziil Néhany sikeres stratégia: (i) az a csucs, melyhez tar-
tozo célfiiggvény érték a legjobb, (ii) eldszor az azonos szinten 1évo csucsok vizsgalata, vagy
(ii1) a legmélyebben 1€v csticsbol még mélyebbre menni.

Elagaztat6 valtozé kivalasztasa Ezmég tobb varidcios lehetdséget kinal, pl. egy tort értékii
valtozo (i) a legjobb célfiiggvény egyiitthatoval, (i1) amelyik nagyjabol féluton van két egész
értek kozt, (ii1) amelyet valamilyen hasznossagi fliggvény ,,ajanl”, (iv) amelyik egy ,,fontos
valtoz6” a modellben (pl. 0/1 tipust dontés). Tobbnyire ez az utolso a leghatékonyabb, de ez
feltételezi a modell ismeretét. Ennélfogva, a modell tulajdonosdnak vannak a legjobb esélyei,
hogy egy MILP feladatot hatékonyan meg tudjon oldani. Ez &ltalaban ugy torténik, hogy
megadunk egy listat, ahol a valtozok a fontossaguk sorrendjében vannak felsorolva (prioritési
lista) és az algoritmust felkészitjiik ennek a listanak a felhasznélasara.

4.2.4. Példa a B&B algoritmusra

Tekintsiik a kovetkezo feladatot.

min z = —3x1 — 4x2 + 20
s.t. %xl + X2 < 3

2 2
gXl — gxz =< 1

X1,x3 >0 ¢és egészértékil.

3 1
Optimalis megoldas Sy, ahol x; =3—, x> = 1= észg =2—, vagyis mindkét valtozo tort értéket

vesz fel. Kivalasztjuk x;-t eldgaztatd valtozonak és a definidlunk két alfeladatot: Py := Py és
x2 <1; Py:=Pyésxy >2. El6szor megvizsgaljuk P-et.
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1 1
Optimalis megoldés S, aholx; =3=, x;=1¢ész = 55. Ez varakozo cstcs lesz, mert x; nem
egész értékil. Varakozo (fliggdben 1évo) csucsok: W = {Py}.
Most megvizsgaljuk P;-t, aminek definicidja: P, := Py & x3 > 2.

1 1
Optimalis megoldas S,, ahol x| =2—, xp =2 ¢észp = 45. Miutan x; nem egész értéki, Py is
felkeriil a varakozo csucsok listajara, VW = {Pq, P>}.
Most kivalasztjuk Pj-et és ezen beliil elagaztato valtozonak xi-et. Ezaltal definialunk két al-
problémat, amelyek helyettesitik Pj-et: P3 := P és x; < 3 valamint P4 := Py és x| > 4.

El6szor a P := Py & x; <3 feladatot vizsgaljuk meg.

Optimalis megoldas S3, ahol x; =3, x, =1¢ész3 =7. Ez egy egész megoldas ¢s Z=2z3 =7.

Most a P4 := P1 & x; > 4 feladatot vizsgéaljuk meg. Rogton lathatd, hogy Ps-nek nincs
megengedett megoldasa, hiszen x| nem lehet nagyobb, mint 3.93 (lasd LP(Py)). Igy egyetlen
fliggd cstcs marad: W = {P»}.

Vegyiik eld P,-t és agaztassunk xj-en. A keletkezd két alfeladat, amelyek helyettesitik P;-t:
Ps5:= P, és x; <2, valamint Pg := P és x1 > 3.

Tekintsiik el6szor Ps := Py & x; < 2-t:

© Maros Istvan, PE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

48 4. KEVERT EGESZERTEKU OPTIMALIZALAS

S

Optimalis megoldas S5, ahol x; =2, xp = 25 ¢és z5 = 5—. Ez nem egész megoldas, mert x; tort
értéken van, igy Ps varakozo csucs lesz, VW = {Ps}.

Ha vessziik Pg := P, & x1 > 3-t akkor a korabbi dbrdkon lathatd, hogy x; nem lehet nagyobb,
mint 3 ha x, > 2. Ebbdl kifolyolag Ps-nak nincs megengedett megoldasa.

Ps marad az egyetlen valasztasunk. Ha eldgaztatunk x;-n, a keletkezo két alfeladat: P7 := Ps
ésxy <2; Pg:=Psésxy>3.

Vizsgaljuk eldbb Pg := P5 & xp > 3-t

Sg-ban ennek egyetlen megengedett megoldasa van, ami egyben optimalis is erre a feladatra
nézve. Itt x; =0, x =3 és zg = 8. Ez ugyan egész megoldas, de a célfiiggvény értek, 8, ami
rosszabb, mint az eddigi legjobb, 7. igy Z nem valtozik.

A maradék csucs, amit még meg kell vizsgalni P7 := Ps és xp < 2.

A megengedett megoldasok halmaza a vastagitott egyenes szakasz. Az optimalis megoldas
S7,ahol x1 =2, xp =2; ¢ész7 =6. Ez egy egész megoldas ¢és a célfiiggvény értéke 6, ami jobb
az eddigi legjobbnal. Ezért Z :=z7 = 6.

Miutédn nincs tobb fiiggd cstlics, az eljaras befejezddik. Az optimalis megoldas: x; =2, x; =2;
€s Z=6.
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4.3. MILP algoritmusok képességei

Jelenleg (2010 december) nem ismeretes egy ,,legjobb”, altalanos célit MILP megoldo. A leg-
sikeresebb megoldo algoritmusok a korlatozas €s szétvalasztas (B&B) elve alapjdn miikod-
nek. Az els6 LP relaxaciot meg lehet oldani a primal vagy dudl szimplexszel (esetleg az itt
nem targyalt belsépontos modszerekkel). A generalt alfeladatok megoldasa a dual szimplex-
szel torténik.

A MILP megoldok érzékenyek az egész értékii valtozok szamara. Példaul, ha van egy mo-
dell, amely tartalmaz 100 darab 0/1 valtozoét, akkor az ezekkel képezhetd 6sszes kombinaciok
szama 2'%0 ~ 10°°. Egy B& B modszer ezeket mind ellenérzi (a legtdbbijiiket implicit modon).
Attol fiiggden, hogy milyen elagaztatasi stratégiat hasznalunk, a szamitasi munka nagyon kii-
16nb6z6 lehet. Egy jo stratégia megtalalasanak lehetdsége a modell tulajdonos kezében van,
aki tudja, hogy melyek azok a fontos valtozok, amelyeken érdemes 4dgaztatni.

A modellek megfogalmazasa is 6ridsi hatassal lehet a megoldéas hatékonysagara. Az Gn.
szorosan megfogalmazott feladatokat konnyebb megoldani, mint a kevésbé szorosakat. Bizo-
nyos algoritmikus technikak képesek egy megadott feladatot szorosabb alakra hozni, de igy
is a modellez6¢ a fészerep.

Nagyon kevés altalanos céla MILP megoldé van (kommercidlis, illetve kutatoi). Ezek
tobbnyire egy kivaloan elkészitett LP megoldd koriil jottek 1étre. A dudl szimplex megléte
kotelez6 az alfeladatok hatékony megoldasa céljabol, mert a szamitasi idé nagy része (= 95%)
ezzel telik el.

Néhany szaz binaris (és sok folytonos) valtozobol ¢€s tobb tizezer feltételbol allo MILP
feladatok megoldasa redlis feladat, ha a modell jol van megfogalmazva. A megoldasi id6k
nagyon nagy mértékben szorodnak, még az is el6fordulhat, hogy belathaté idon beliil nem
kapunk megoldast. A jol képzett modellezOknek azonban jo esélye van a valosagban eléfor-
dulé MILP feladatok megoldasara.
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S. fejezet
Halozati optimalizalas

A halozati modellek igen népszerliek az operacidkutatasban. Ennek tobb oka is van, melyek
koziil a legfontosabbak az alabbiak :

e Sok gyakorlati dontési probléma jol modellezhetd halozatokkal.

e A haloézatokat jol lehet vizualisan megjeleniteni és a kapott eredményeket konnyii ér-
telmezni.

e Rendkiviil hatékony megoldo algoritmusok 1éteznek haldzati optimalizalasi feladatok
megoldésara.

A hélozatokban bizonyos pontok kozt folyam valdsul meg. Ez lehet konkrét fizikai, de
akar logikai folyam is. Néhany példa:

Fizikai folyam:

elektromos aram,

kdolaj, gaz, viz,

informacio,

arucikkek, jarmiivek, utasok,
e pénz,

Logikai folyam:
e Hozzéarendelés.
e Halbzaton beliil uthosszisag meghatarozasa.
o ...
A legtobb haldzati folyam probléma egyszeriien csak LP feladat, igy az LP algoritmusok

hasznalhatok a megoldasra. Ezek azonban specidlis szerkezetli LP feladatok, amelyek meg-
oldasara a szimplex mddszer erre a tipusra adaptalt valtozata 50—200-szor gyorsabb, mintha
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5.1. abra. Egy iranyitatlan graf 7 csucsponttal és 10 éllel.

a modszert eredeti formajaban hasznalnank. Ezen tilmenden, a halozati szimplexnek tovabbi
kedvezd tulajdonségai is vannak.

Mik a forrasai a hatékonysag ilyen mértékli novekedésének ? Erre a kérdésre megint csak
egy listas felsorolassal lehet legtomorebben valaszolni:

e algoritmikus fejlesztések a probléma specidlis strukturdjanak a kihasznéalasara,
e A szamitastudoméany eredményeinek a haszndlata, igymint:

— korszerii adatstruktarak,
— hatékony keresési, rendezd és dsszevalogatd algoritmusok,

— korszerl fa-bejaro ¢€s listakezeld algoritmusok.

5.1. Grafelméleti alapfogalmak

A halézatokat grafokkal lehet a legjobban reprezentalni. A tovabbiak jobb megértése érde-
kében néhany grafelméleti alapfogalom 0sszefoglalojaval kezdjiik a targyalast.
Grafok korében két {6 tipust kiilonboztetiink meg: irdnyitatlan és iranyitott grafok.

Iranyitatlan graf Csucsok (csomdpontok) és élek halmaza, G = (N, E), ahol N jeldli a csu-
csok (angolul nodes) és E az élek (angolul edges) halmazat.

Az ¢éleket egy (i,j) szdmparral jeloljik, €s azt mondjuk, hogy ez az i és j (i#)) csucso-
kat 0sszekoto iranyitatlan €1. Az (7, i) tipust, onmagaba visszatérd €l (self-loop) nincs meg-
engedve.

Egy példa az irdnyitatlan grafra a 5.1 abran lathato.

A tovabbiakban még a kovetkezd fogalmak jatszanak szerepet a halozati optimalizalasban.

Ut: egymastél kiilonbdzd cstcsok i, . . ., iy sorozata ugy, hogy minden (ig, ix+1) egy létezo
¢l E-ben, k=1,...,q—1.

Kor: egy olyan 0t, amelynek kezdd és vég cslicsa ugyanaz a csucs, i1 = i.
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[\
A
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5.2. abra. Egy iranyitott graf 7 csucsponttal es 11 éllel.

Osszefiiggéség: Azt mondjuk, hogy G 6sszefiiggd, ha tetszéleges i,j € N, i#j csucs parra
1étezik 1t i-bol j-be.

Iranyitott graf Csucsok (csomopontok) és iranyitott élek halmaza, G = (N, 4), ahol N a
csucsok ¢€s A az iranyitott €lek (angolul arcs) halmaza. Most (i, j) egy rendezett par, ami egy
i-bdl kiindul6 és j-be befutd iranyitott €lt jelol. Az iranyitott éleket néha iveknek is szokas
mondani.

Tovabbi jelolések :
O(i) azon élek végpontjai, amelyek az i-edik csticsbol indulnak ki. Formalisan: O(i) = {j
e N: (i,)) € A}.
Ezzel parhuzamosan definidljuk az /(i) halmazt, ami az i-be befut6 élek kezddpontjainak a
halmaza, forméalisan: /(i) = {j € N: (j, i) € A}.

A 5.2 &bréan egy iranyitott grafot mutatunk be. Erdekesség, hogy az 1 és 2 csticsok kozott
két €l is van, forditott iranyitassal.

Az iranyitatlan grafokra fentebb definialt fogalmaknak van az irdnyitott grafokra vonat-
koz6 valtozata.

Ut: egymastol kiilonbozé iy, ..., iy csiicsok és a hozzajuk tartozo iranyitott €lek ay, ..., a4—1
sorozata. Azt mondjuk, hogy

A elore mutato (forward arc), ha a;. = (ir, i1 1),
gy ai € . , . . .
&y visszafelé mutaté (backward arc), ha a; = (ixe1, ix).

Pé¢ldaul, a 5.2 dbran 1, (1,3),3, (4,3),4, (4,6),6 egy ut, melyben van egy visszafelé¢ mu-
tato él, (4,3).

Iranyitott ut: egy olyan Ut, amely csak eléremutat6 €It tartalmaz. Példaul, a 5.2 abran egy
ut 4-bol 7-be: 4, (4,3),3,(3,5),5,(5,7),7.

Kor: egy olyan ut, amelynek kezd6 és végpontja ugyanaz a csucs, i1 = iy. Példaul, egy 4-bdl
indulo kor: 4, (4,6),6,(6,2),2,(2,1),1,(1,4), 4.
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5.3. abra. Példa egy halozati optimalizalasi feladatra. A csomoponti cimkék tartalma. (i; b;), az
éleken 1évd cimkék : (uy; c;)

Osszefiiggoség: egy iranyitott grafot 6sszefiiggének mondunk, ha az élek iranyitasanak el-
hagyasaval keletkez0 iranyitatlan graf 6sszefiiggd.

5.2. Az altalanos halozati folyam probléma

A tovabbiakban els6sorban iranyitott grafokkal foglalkozunk, mert ezek a legalkalmasabbak a
halozati folyam probléma targyalasara. Feltessziik tehat, hogy egy G = (I, A) iranyitott graffal
van dolgunk. A halozattal kapcsolatban az alabbi mennyiségeket definialjuk:
n=|N| acsomopontok szdma,
=|4| azélek szama,
b; eldjeles igény az i (i € N) csomoOpontban.
Az elgjeles 1gény értelmezése:
b; > 0: forras csomdpont,
b;i <0: 1igény (nyeld) csomdpont,
bi=0: &tmend csombpont.
Az (i,)) € A élekre a kdvetkezdket definidljuk:
x;: azi-bdl aj csomopontba dramld folyam mennyisége (€l valtozo), aminek az
értéke a meghatarozando ismeretlen,
uj :  az (i,j) €l kapacitasa,
c;j: annak a koltsége, hogy egy egységnyi folyamot mozgatunk az (i, /) €len.

5.2.1. A halozati folyam probléma megfogalmazasa

Verbalisan ugy fogalmazhatjuk meg a halozati folyam problémat, hogy a forrds csomopon-
tokbol (b; > 0) az 6sszes mennyiséget el kell szallitani, a nyelé csomopontok (b; < 0) dsszes
igényét ki kell elégiteni és az &tmeneti csomoOpontokban (b; = 0) nem lehet semmilyen mennyi-
séget felhalmozni. Mindezek a megkdtések maguk utan vonjak a Y i, b; = 0 feltételi kove-
telmény teljesiilését. Mas szoval, a feladat csak akkor oldhaté meg ha ez teljesiil. Ebbdl a
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megfogalmazasbol latszik, hogy akarhany forras és akarhany nyeld is lehet a rendszerben
mindaddig, amig ez az egyenldség teljesiil.

Haa ) [ b; =0 egyenléség nem all fenn, akkor igen egyszeri modon elérhetjiik a telje-
stilést. Ha ) 7| b; > 0 (vagyis ellatasi tobblet van), akkor egy fiktiv nyel6t vesziink hozza a
rendszerhez €s minden forrast 6sszekotiink ezzel a nyelvel. Ezen €lekhez tartozo c;; koltseég
0 lesz, a nyeld igénye pedig éppen a tobblet. Ha >, b; < 0, (hiany) akkor egy fiktiv ,,forrast”
definidlunk, amelynek kapacitasa éppen a hidny lesz. Most is 6sszekdtiink minden nyeldt ez-
zel a forrassal. A c¢;; egyiitthatok beallitasanal azonban vigyazni kell. Ugyanis, ha egy igényt
a fiktiv forrasbol ,,elégitiink ki”, akkor valdjaban nem elégitjiik ki azt az igényt. Ilyenkor ugy
célszerll a c;;-ket meghatarozni, hogy a hianybdl fakado6 veszteseg minél kisebb legyen.

A hélézati folyam probléma formalis megfogalmazasa a verbalis leirast koveti. E16szor
felirjuk a csomopontokban a folyammegmaradas feltételét, vagyis hogy egy csomopontba be-
futd és onnan kiaramlo folyamok Osszege egyenld. Itt természetesen be kell szamitani a cso-
mobpont sajat igényét vagy feleslegét. Szokas ezt—elektromos analdgia alapjan—Kirchhoff

torvénynek is nevezni.
bi+ ij',’= Z Xij, Vie N (5.1
JEIG) J€0()

Miutan az egyes ¢élekre kapacitaskorlatok vannak érvényben, ezt is figyelembe kell venni:
0< Xjj = Ujj, V(i,j) €A

Végiil megfogalmazzuk a célfiiggvényt
min Z CijXij
(ij)ed

Ami az 0sszkoltség minimalizalasat irja eld. A fentiekbdl egy kis atrendezéssel kapjuk a mini-
malis koltségi halozati folyam, MKHF (angolul minimal cost network flow, MCNF) prob-
1éma altalanos alakjat:

min Z CjjXij
(ij)ed
feltéve, hogy

Zx,-j—iji:bi, VieN

JEOW JEI()
Ofx,-jful-j, V(i,j) e A

Ez nem mas, mint egy LP probléma, tigymint

min ¢’x
st. Ax=Db
0<x<u
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Itt az A matrix a halézat (graf) Gn. él-csucs incidencia matrixa. A matrix oszlopai a graf
¢leit reprezentaljak. Egy (7, /) ¢élhez tartozo oszlopvektor definicioja a kovetkezd:
+1 azipozicioban (honnan)
—1 ajpozicioban (hova)
0 atobbi helyen.
Ide tartozik még a feladat megoldhatdsaganak feltétele, miszerint Zb,- =0.
ieN
Példaként a 5.4 4bran bemutatjuk a 5.3 dbran talalhat6 halozati feladatot LP megfogalma-
zasban az incidencia matrixszal.

Elek

Csiesok | (1,2) | (1,3) [ (1,4 | 2.4 [ 2.6) | 3.5 ] 4.3) | 4.6) | 5.1 ] 6.5 ] 6,7 ] b,
1 1T 12
2 ~1 11 —4
3 ~1 1| -1 —4
4 1] -1 11 8
5 ~1 1| -1 0
6 ~1 ~1 1] =1
7 ~1 1 =11
w; o] 5| 8] 2] 4] s| 3] 5] s8] 2] 1
¢ 7 5| 4 2] 3

5.4. abra. A 5.3 abran talalhato minimum koltségii halozati folyam probléma matrix alakja

5.2.2. Halozati folyam probléma tulajdonsagai

A héldzati folyam problémak legfontosabb matematikai tulajdonsaga, az egészértékiiség, ami
abban all, hogy amennyiben az 6sszes b; €s u;; egészértékii, akkor minden megengedett (és
igy az optimalis) bazis megoldas komponensei egész szamok. Mindez abbol kovetkezik, hogy
az A incidencia matrix totalisan unimoduléris. Ez utdbbi tulajdonsag fennallasat altalaban
igen nehéz bizonyitani, de van ra egy konnyen ellendrizhetd elégséges feltétel, ami viszont itt
teljestil.

A tovabbi fontos tulajdonsagok roviden.

e Ha feladat minden adata, beleértve a c;; célfliggveény egyiitthatokat, egész érteki, akkor
nemcsak a primal, hanem a dual megoldas is egész értékii.

e Az A matrix minden B bazisa trianguldris, ami azt vonja maga utan, hogy nincs sziikség
a bazis explicit B~! inverzére.
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= d
= —d
§) = — d3
= d4

b;>0 b, <0

5.5. abra. A szallitasi feladat folyam problémaként értelmezve.

e Ha az B bazishoz tartozo al-grafot tekintjiik, belathatd, hogy az minden esetben egy
T fa.

e A szimplex iteracié 1épései, amelyek a bazis inverzzel (B~!) vannak definialva, a bazis

crer

e Az Osszes szamitdsi munka egész aritmetikdval végezhetd el, aminek kdvetkeztében
nincs szamitasi hiba, az eredmény teljesen pontos lesz.

Mindezek igen vonzova teszik a halozati optimalizalasi modelleket. Miutan a gyakor-
latban egy optimalizaléasi feladatot nagyon sok véltozatban szokés megoldani (alternativak
vizsgalata), ezért nagy jelentdsége van, ha pontos megoldast lehet kapni, méghozza nagyon
gyorsan.

Jelen jegyzet keretei nem teszik lehetové, hogy a hivatkozott hatékony algoritmus be-
mutatasra keriiljon. Ez ugyanis egy bonyolult logikaja eljaras. Fontos viszont, hogy az olvasé
tudjon ennek az algoritmusnak a Iétezésérdl, ami halézati szimplex néven ismeretes, és sziik-
ség esetén biztonsdggal tudjon halozati modelleket megfogalmazni, tudva, hogy ezek (még
nagy méretekben: tobb tizezer csomopont, tobb szézezer €él) is jol megoldhatok.

Sz6 volt rdla, hogy a bemutatott haldzati feladat egy altalanos modell. Sok fontos modell
osztaly ennek a specidlis esete. A tovabbiakban arr6l adunk szdmot, hogyan lehet ezeket az
altalanos alaknak tekinteni. Ez esetben ugyanis a hatékony haldzati szimplex alkalmazhat6 a
megoldasukra.
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5.2.3. A szallitasi feladat

Ez a modell arrdl szol, hogy valamilyen terméket, vagy anyagot el kell szallitani m raktarbol
(gyarbol) n felvevohelyre. Ismertek a forrasnal rendelkezésre 4ll6 mennyiségek, a felvevo-
helyek (fogyasztok) igényei, tovabba az egységnyi szallitasi koltség minden viszonylatban.
Formalisan:

m  a forréas helyek szama

n  afelvevod helyek szama

s;  rendelkezésre 4ll6 mennyiség azi (i=1,...,m) forrasnal

d; igényaj-ik (j=1,...,n) fogyasztonal

cij szallitasi egység koltség az (i, /) viszonylatban

x;; az i-edik forrasbdl a j-edik fogyasztohoz szallitott (ismeretlen) mennyiség.

Ebben az esetben a feladat megoldhatosaganak feltétele az, hogy a forrasok és a fogyasztoi

m n
igények 0sszege egyenld legyen, vagyis ZS,‘ = de
i=1 j=1
Az elérendd cél az, hogy minden igényt kielégitsiink a lehetd legkisebb (minimalis) 6ssz-
koltséggel. Ez az alabbi optimalizalasi feladat megoldasaval érhet6 el.

m n
min z = E E CijXij

i=1 j=1
feltéve, hogy

m

Zx,-]:dj, j=1,...,n
i=1

n

Zx,-]:si, i=1,....m
Jj=1

m n

>3 a

i=1 Jj=1

xi; >0, V(i,))

Ennek a feladatnak van egy valtozata, amikor néhany (vagy az Gsszes) viszonylatban a
valtozora egyedi felsé (kapacitas) korlat van eldirva. Ezt nevezziik kapacitas korlatos szal-
litasi feladatnak. Ez tehat azt jelenti, hogy a fenti szallitasi feladathoz hozzavessziik a

0 <x; <u;, bizonyos, vagy az 0sszes (i,])-re

feltételeket.

Most nézziik meg, hogy lesz ebbdl minimalis koltségi haldzati folyam probléma. El6szor
is definidlunk egy pdros grdfot. Az egyik csoportba a forras csucsokat, a masikba a nyeld
csucsokat tessziik, ahogy azt a 5.5 dbra mutatja. Minden forrast 9sszekotiink minden nyeldvel,
de a forradsokon, illetve nyel6kon beliil nincs dsszekattetés.

Ilyen értelmezés mellett ennek a feladatnak a megoldaséara alkalmazni lehet az idézett
halozati szimplex algoritmust.
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b,‘>0 b,':O bl‘<0

5.6. abra. Az atrakodasos szallitasi feladat atfogalmazasa MKHF problémava.

Van azonban a szimplex modszernek kiilon a szallitasi feladat megoldasara kidolgozott
valtozata is, ami viszonylag egyszerti ¢s kézi szamoldasra is alkalmas, noha ezt csak demonst-
racios célbol szoktak végigesinalni.

5.2.4. Atrakodasos szallitasi feladat

Az atrakodésos szallitasi (transshipment) feladat a szallitasi feladat altalanositasanak tekint-
hetd. Feltételezziik, hogy egy bizonyos terméket kiillonbozd helyeken allitanak eld. A termé-
ket el6szor kozbiilsd tarolokba (pl. nagykereskedelmi raktarakba) szallitjak, ahonnan (esetleg
késObbi id6pontban) tovabb szallitjak a végsd felhasznaloknak.

Ez a feladat tipus is felirhato minimum koltségli haldzati problémaként, ahogy azt a 5.6
abran bemutatjuk. Itt vilagosan lathato, hogy a 3 termel6 egységbdl, 2 kozbiilsé raktarbol €s
4 végfelhasznalobol 4ll6 rendszer ugy is tekinthetd, mint egy 9 csucsot és 14 ¢€lt tartalmazé
MKHF probléma.

.....

az ¢lekre felso korlatot lehet megadni. Mindez nem véltoztat azon, hogy tovabbra is MKHF
feladattal allunk szemben.
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5.2.5. Hozzarendelési probléma

Ezt a feladat tipust tobbféleképpen szoktak bevezetni. Az altalunk kdvetett valtozat szerint
adva van m ember és ugyanannyi (m) feladat. Ahhoz, hogy az i-edik ember alkalmas legyen
a j-edik feladat ellatasara fel kell 6t késziteni, ami ¢;; koltséggel jar.

Célunk az, hogy minden embert rendeljiink hozz4a valamelyik feladathoz igy, hogy ennek
az 0sszkoltsége minimalis legyen.

Koénnyen lathato, hogy ez egy elég széles korben hasznalhatdé modell, hiszen az ,.em-
ber” helyére be lehet helyettesiteni jarmiivet, gépet, stb. Sot, lehet olyan helyzet is, amikor
a c€lfliggvényt maximalizalni akarjuk, pl. amikor a ¢;; egyitthatok valami hasznossagot fe-
jeznek ki.

Két tovabbi ésszerti feltételezéssel éliink : (i) minden embert pontosan egy feladathoz ren-
deliink hozz4, és (i1) minden feladathoz pontosan egy embert rendeliink hozza.

A feladat konkrét megfogalmazasahoz bevezetjiik az x;; dontési valtozokat a kovetkezo-
képpen:

1, haazi-edik ember hozza van rendelve a j-edik feladathoz,
Xi =
Y710, egyébként.

Ezek utan a feladat:

m m
min z = E E CijXjj

i=1 j=1
feltéve, hogy

m
inj:l, j=1,....m
i=1

m
E x,~j=1, i=1,...,m
J=1

x;; € {0,1}, minden (i,/) parra.

A feltételek els6 csoportja azt irja eld, hogy minden munkahoz legyen hozzarendelve ember, a
masodik csoport pedig azt, hogy minden ember legyen hozzarendelve valamelyik munkéhoz.
Az x;; € {0,1} feltétel garantalja, hogy minden szummaban egy ¢s csak egy x;; valtozo értéke
lesz 1. Ez egy egészértékiliségi megkotés. Emiatt ez egy egészértékii (binaris) LP feladat lesz.
Ha ezt a B&B modszerrel probalnank megoldani, nagyon faradsagos lenne. Miutan azonban
a hozzarendelési feladat a szallitasi feladat specialis esete (lasd 5.7 abra), ezért ez egyben
egy MKHF feladat is. Ennek kovetkeztében a feltételi matrix totalisan unimoduléris, tehat
az LP relaxacié optimalis megoldasa egészértékil, igy egyben megolddsa a hozzarendelési
feladatnak.

5.2.6. Maximalis folyam probléma

A halézatot iranyitott grafként kezeljiik, G = (N, 4). Most azonban két cstucsnak kitiintetett
szerepe van:
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Ember Feladat

5.7. abra. A hozzarendelési probléma értelmezése MKHF feladatként. Latszik, hogy ez a szallitasi
feladat specialis esete : minden forrasban egy egység all rendelkezésre és minden nyeld igénye egy

egyseég.

s : forras csucs,

t: nyeld csucs,
az Osszes tobbi csucs atmend csucs (b; = 0). Az (i, /) €l kapacitasa korlatozott: 0 < x; < uy;,
ahol azonban néhany (de nem az 0sszes) u;; = +00 is lehet.

A feladat az, hogy megtalaljuk a hdlozat maximalis atereszt6 kapacitasat, vagyis a maxi-
malis folyamot, amit s-bdl z-be at lehet nyomni a haldzaton keresztiil. A feltételek megegyez-
nek a hagyomanyos folyam probléma feltételeivel, vagyis a folyam meg6rzés (Kirchhoff tor-
vény) minden csucsban, a folyam nem-negativitasa minden ¢l mentén ¢€s az él-kapacitasok
figyelembe vétele.

Formalisan a feladat:

max by
feltéve, hogy
Ax=Db
b; = —by
b;=0, i#s,t

Ofx,-jfu,-j,

minden (i,)) € 4 parra.
Figyeljiik meg, hogy most b; nem konstans, hanem egy valtozo (akarcsak b;).

Az eddigiektdl eltéréen, most kell egy kis atalakitast végrehajtanunk, hogy ebbdl is mini-
mum koltséges haldzati probléma legyen.

1. ElBszor is, legyen c¢;; = 0 minden (i, ) halozati élre.
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Cts=_1,uts=+oo

5.8. abra. A maximalis folyam probléma értelmezése MKHF problémaként.

2. Kossiik 0ssze a nyel6t és a forrast egy (z,s) €llel, melynek kapacitasa +o0o €s a koltség
egylitthatoja egy negativ szam, mondjuk ¢, = —1.

3. Legyen A = AU{(t,s)} az egy ¢éllel kib&vitett halozat és jeldlje x;s az extra valtozot.

Az igy keletkezett haldzatra egy példa 5.8 dbran lathato.
Ha minimalizaljuk a Z cjix;; celfiggvényt (ami nem mas, mint —x,), akkor a (¢, s)
(i,j)eA
¢l negativ célfiiggvény egyiitthatdja kényszeriteni fogja, hogy a (¢,s) élen minél nagyobb
mennyiség folyjon at a ¢ csucsbol (€s igy s-bol is). Az egyeb koriilmények megegyeznek a
maximalis folyam problémanal targyaltakkal.

5.2.7. Legrovidebb ut probléma

Tegyiik fel, hogy adva van egy iranyitott graf, G = (N, 4), |N|=n, |A| =m. Most ¢;; az (i,))
¢l hosszusagat jeloli minden (7)) € A élre.

Egy ttnak a hossza azon ¢élek hosszanak sszege, amelyeken az ut soran 4thaladtunk.

A legrovidebb ut egy i és k csticspont kozt : egy olyan ut, amelynek a hossza a legrévidebb
az i-bodl k-ba vezetd Osszes ut koziil.

Ez egy alapprobléma a grafelméletben. Eppen ezért mar régéta foglalkoznak vele és van
is a megoldasra hatékony algoritmus Dijkstra (1959) jovoltabol.

Mi egy kicsit altalanosabb feladatot fogalmazunk meg. Ahelyett, hogy meghataroznank a
legrovidebb utat 4 két csucsa kozott, egyidejiileg meghatarozzuk a legrévidebb utat az 6sszes
csucstol a graf egy kijelolt csticsahoz, mondjuk az n-edikhez. Ezt az alabbi feltételezések
mellett tessziikk meg, az MKHF moddszertan segitségével.

1. Minden csticsbol 1étezik Ut n-be.
2. O(n) =, vagyis n-bdl nincs kifelé mend iranyitott él.
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5.9. dbra. Keressiik a legrovidebb utat a hdalozatban az dsszes csucsbol a 7 csucsba.

Ebbdl gy lesz minimum koltségli halozati folyam probléma, ha néhany adatot specialisan
definialunk.

Minden i#n csucsponthoz +1 egységnyi forras mennyiséget rendeliink hozza és az n jelii
csucshoz egy —(n — 1) értékii igényt. Az élek kapacitasa +o0.

Formalisan:
Ujj = 400, V(i,j) e A,
bl' = 1, i;én,
bn = —(I’l - 1).

Ezek alapjan a megoldandé MKHF probléma a kovetkezd :

min E CijXij

(ij)ed

ZXU—Zle’:bj, VieN

je0t)  jelt)
x; >0, V(i,j) € 4

feltéve, hogy

A feladatot megoldjuk a halozati szimplex modszerrel. Az el6z6ekbdl tudjuk, hogy a meg-
oldas egészértékil lesz. Az optimalis bazishoz tartozoé élek egy fat alkotnak, melynek gyoke-
rében n van. Ebben a faban szerepel az 0sszes csucs €és minden i #n csticsbdl egyetlen ut vezet
a gyokérbe ¢€s ez a legrovidebb ut i-bdl n-be.
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6. fejezet

Bevezetés a nemlinearis optimalizalasba

A nemlinearis programozas (amit Gjabban nemlinedris optimalizalasként is emlitenek)
(2.3)(2.5) alatti alakjat fogjuk részletesebben vizsgalni. Emlékeztetdiil, az idézett alak a ko-
vetkezd:

min f{x) (6.1)
g(x) <0, k=1,...,p, (6.2)
hi(x) =0, i=1,...,m, (6.3)

ahol g, (x) és h;(x) nemlinedris fliggvények €s x € R"”. A megengedett megoldasok halmaza
tehat
F={x:g,(x) <0, k=1,...,p, hj(x)=0,i=1,...,m.}

6.1. Konvexitas, konkavitas

Konvexitas és konkavitds alapvetd jelentdségli fogalmak a nemlinedris optimalizalasban.
Ezért eloszor ezekkel foglalkozunk.

Azt mondjuk, hogy egy tartomany konvex, ha barmely két pontjat 6sszekotd egyenes is
a tartomanyhoz tartozik. A tartomany nem konvex, ha van két olyan pontja, hogy az azokat
0sszekotd egyenesnek vannak tartomanyon kiviili pontjai. A fogalmak illusztralasaa 6.1 abran
lathato.

Egy y = f(x) figgvényrdl azt mondjuk, hogy a fiiggvény konvex egy egydimenzios R
intervallumon, ha tetszéleges x1, x, € R pontokra és A skalarra, ahol 0 < A < 1, teljesiil, hogy

SOx1+ (1= 2)x2) < A1) + (1 = A)f(x2). (6.4)
Ha az x(A) = Ax1 + (1 — A)x jelolést alkalmazzuk, akkor (6.4) igy is irhato:
Sx()) < M) + (1 = A)f(x2).

A konkav fiiggvény definicioja hasonld szellemben adhaté meg, csak az egyenldtlenség
iranya forditott:

SOx1+ (1= Mx2) = Mlx) + (1 = 2)f(x2).
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6.1. abra. Egy konvex és egy konkav tartomdany (halmaz).

Rogton lathato, hogy ha f'konvex fiiggvény akkor —f'konkav.

X x(1) X2 X] x(A) X2
(a) Konvex fliggvény. (b) Konkav fiiggvény.

6.2. abra. Konvex, illetve konkav fiiggveny a hur alatt, illetve folott van.

A konvex és konkav fiiggvény fogalmanak illusztraldsa a 6.2 abran talalhato.
A konvexitasbdl szamos eldnyos tulajdonsag szarmazik. Ezek koziil a legfontosabb a ko-
vetkezd:

Egy konvex fiiggvény konvex halmazon vett lokalis minimuma egyben glo-
balis minimum is.

A nemlineéris optimalizalds leggyakrabban hasznalt modellje a konvex optimalizalas,
amikoris minimalizalunk egy f(x) konvex fliggvényt egy F konvex halmazon.

6.2. Feltétel nélkiili optimalizalas

A nemlineéris optimalizalas egyszerii esete az, amikor F = R”, vagyis egy fiiggvény minimu-
mat az egész n dimenzios térben keressiik (nincsenek feltételek). Az ilyen feladatokat meg-
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oldo algoritmusok azért is fontosak, mert a feltételes nemlinearis feladatok megoldasaban is
jelentds szerepet jatszanak.

Egy minimum pont jellemzésére az egyvaltozos fliggvények esetére definidlt tulajdonsa-
gokat iiltetjiik at a tobbdimenzios esetre.

Definici6 Egy x* pont az f(x) fiiggvény lokalis minimuma, ha x* kis € > 0 sugaru kor-
nyezetében levo x-ekre f(x*) < f(x). A minimum globalis, ha ez a relacio teljesiil tetszéleges
X-Te.

Definici6 Egy f(x) =f(x1, ...,x,) fliggvény gradiense a parcialis derivaltakbol all6 sor vek-

tor:
VAX) = |:3f(x) af(x) 3f(X)]
T oaxy T oy T oxy, |

A V szimb6lum kiejtése nabla. Noha a gradiens komponensei fliggvények, egy tetszélegesen
adott x pontban egy numerikus komponensii vektor lesz beldle.

Példa 5 Legyen f(x) = (x% +2x7)% — 3x§. Ekkor a gradiens
Vix) = [4x? +8x1x2, 4x% +8x7, —9x§} )
A (0,1, —1/3) pontban a gradiens [0, 8, —1].

A kovetkezo6 tételt bizonyitas nélkiil ismertetjiik.

Tétel Ha x* lokalis minimuma egy folytonosan derivalhato f(x)-nek, akkor teljesiil, hogy
Vf(x*) =0, vagyis ebben a pontban a gradiens a null-vektor:

Bfx*) fix) 8f(x*)] o

ax;  Oxy T xy,

VAx®) = [

Ez a tétel egy sziikséges feltételt hatdroz meg a minimumhelyre. Szokés ezt az optimali-
tas elsérendii feltételének is nevezni, mert az elsdrendii derivaltak szerepelnek benne. Ha f
konvex, akkor ez a feltétel elégséges is.

A masodrendli optimalitasi feltételek megfogalmazasahoz sziikség van az f fiiggvény Hes-
se matrixanak definialasara.

Hesse matrix Ha /e C? (vagyis léteznek a masodrendii derivaltak), akkor az f fiiggvény
Hesse matrixa az x pontban egy n x n-es matrix, melynek komponensei f-nek a masodrendii
parcialis derivéltjai. A métrixot V2f(x)-szel, vagy H(x)-szel szokas jelolni:

82f<x>]”
ij=1

H =
(X) |:8x,-8xj
Miutan

o

3)(?,‘3)6]' B 3)(?]'3)6,'
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2
nyilvanvalo, hogy a Hesse matrix szimmetrikus. A fédiagonalisban szerepld

2
nenst altalaban —>-tel jeloljik.

kompo-
X;0X;

1
Noha a Hesse matrix komponensei fliggvények, egy tetszélegesen adott x pontban egy
numerikus komponensii matrix lesz beldle.

Példa 6 Legyen fugyanaz a fiiggvény, mint a gradiens példaban, vagyis f(x) = (x% +2x7)% —
— 3x§. A Hesse matrix képzéséhez felhasznaljuk a gradiens ismert alakjat. A matrix elso sorat
ugy kapjuk, hogy a gradiens elsé komponensének vessziik az x1, x» majd x3 szerinti parcialis
derivaltjat. A t6bbi sor értelemszeriien hasonlo modon adodik.

12x3+8x; 81 0
H(x) = 8x1 8 0
0 0 —18x;3

A (0,1, —1/3) pontban a Hesse matrix

H(x) =

S O ®
S 0 O
N O O

Egy n valtozos f(x) fiiggvény parcialis derivaltjaival jol lehet jellemezni a fliggvény ext-
remalis (minimum, vagy maximum) pontjait. Ismeretes, hogy egy x* pont extremalis csak
akkor lehet, ha a gradiens ebben a pontban a null-vektor (sziikséges feltétel). Bizonyithato,
hogy ha ebben a pontban a Hesse matrix 1étezik (nem szingularis) €és pozitiv definit, akkor
x* a fliggvény lokalis minimumhelye. Hasonloképpen, ha a Hesse matrix 1étezik és negativ
definit, akkor itt f-nek lokalis maximuma van.

6.2.1. Iterativ modszerek kereso irannyal

Sok iterativ modszer, melyek az f(x) fliggvényt minimalizaljak, a kovetkezOképpen miikddik.
Elészor meghatdroznak egy d keresd iranyt, amely mentén f elkezd csokkenni és a jelenlegi
megoldasbol ebben az iranyban mozdulnak el. Az elmozdulas o 1épéshosszat altalaban ugy
hatarozzak meg, hogy az f(x) fliggvény a lehetd legnagyobb mértékben javuljon ebben az
iranyban. Igy az alabbi sorozatot generaljak:

X1 = Xp+apdy.
Ezek a mddszerek tehat iteracionként két 6 1épésbol allnak: (i) keresési irany meghatarozasa
¢s (i1) 1épéshossz meghatarozasa.
6.2.2. Newton modszere f(x) minimalizalasara

Newton modszerének az alapja az, hogy a minimalizalandé f(x) fiiggvényt (f € C?) lokélisan
egy kvadratikus fliggvénnyel kozelitjiik és ezt a kvadratikus fliggvényt egzakt mddon mini-
malizaljuk. Ennek értelmében az x; pont kozelében f(x)-et a csonkitott masodrendli Taylor
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sorral kozelitjiikk (amelybdl hianyzik a hibatag)

1
SX) = f(xi) + VxR (X — xp) + 3 (x — x0) TH(x) (x — x).
A sziikséges feltétel a lokalis minimumra az, hogy f(x) gradiense a null-vektor legyen:
V/(x) = Vfixp) + (x—x) "H(xg) = 07,

amibdl
x=x, — H ™' (xp) (VAxp) T

Ebbdl a kdvetkezd iterativ eljards szarmaztathato:

Xir1 = X, — H™ (xp) (VAx)) T,

ami a Newton modszer tiszta formaja.

Ha {x;} — x* és x* pontban a Hesse matrix H(x*) pozitiv definit akkor f(x)-nek lokalis
minimuma van x*-ben. Ennek a médszernek kitliné (kvadratikus) konvergencia tulajdonsagai
vannak a lokalis minimum kozelében. Ahhoz, hogy szélesebb korben is konvergaljon, tovabbi
finomitasok sziikségesek. Ezek altaldban a 1épéshossz megvalasztasra vonatkoznak, ugyanis
a fenti formdban a 1épéshossz implicit moédon egységnyinek van definidlva.

6.2.3. Kvadratikus alak (fiiggvény)

A kvadratikus alak egy valos értékii kvadratikus fliggvénye az x vektornak:
1
f(x) = EXTAX—bTX+C (6.5)

ahol A € R x,b € R™ és c egy skalar (szam).
A kvadratikus alak vizsgalata azért indokolt, mert a nemlinearis programozasban eléfor-
dulo fiiggvényeket tobbnyire azok kvadratikus tagu Taylor sorfejtésével kozelitik.
Megkisérelhetjiik minimalizalni f(x)-t Ggy, hogy a gradienst nullaval tessziik egyenlové:
f'(x) = Vf(x) = 0. Meg lehet mutatni, hogy

(Vix)T = %AT X+ %Ax —b. (6.6)

Ha A szimmetrikus, vagyis A’ = A, akkor (6.6) a
(Vix)T=Ax—b (6.7)

alakra egyszertisodik. Ha (6.7)-t 0-val tessziik egyenldvé, akkor Ax = b adodik.

Konnyen belathato, hogy az A konstans matrix az f(x) kvadratikus alak Hesse matrixa
minden x-ben. Tehat, ha A pozitiv definit, akkor az Ax = b megoldasa f(x) globalis minimumat
szolgaltatja. Forditva is igaz, ha x minimalizalja f(x)-et, akkor egyidejlileg megoldjaaz Ax=b
lineéris egyenletrendszert is.

Miutdn Vf(x) abba az irdnyba mutat, amerre az f(x) a leggyorsabban ndvekszik,
—(Vfix))T =b — Ax az f(x) leggyorsabb csokkenésének az iranya.
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6.2.4. Legmeredekebb csokkenés modszere

A nemzetkdzi szakirodalomban ez a mddszer a method of steepest descent (MSD) néven
ismeretes. Ez egy keresd iranyos iterativ modszer, amely a (6.5) kvadratikus forma minima-
lizalara szolgal.

A k-adik iteracioban MSD azt az iranyt valasztja, amerre az f fiiggvény a leggyorsabban
csokken, ez pedig negativ gradiens: —(Vf(x;))” = b — Ax;. Ez viszont nem més, mint a jelen-
legi megoldas behelyettesitésébdl adodo kiilonbség vektor ry = b — Axy (reziduum). Vagyis a
keresd irany a reziduum vektor. A kovetkezd megoldast tehat igy szadmithatjuk ki:

Xj+1 = X+ )Yy
Ebben az iranyban faz oy 1épéshossz fliggvénye:
SO+ o).

Ezt akarjuk ugy meghatdrozni, hogy fa legnagyobbat valtozzon. Ha az (o4 szerinti egyvalto-
z06s) irdnymenti derivaltat nulldval tessziik egyenldvé, akkor meghatarozhatjuk oy legkedve-

zObb értékét. xent) p
Xk Xr

i =f "(Xk+1) ?

doy, doy,

Ez utébbi azt mondja, hogy a legjobb oy esetén ry,| ortogonalis (merdleges) lesz ry-ra. Ennek
alapjan ki tudjuk szamitani a,-t. Kiindulva r]f 1Tk = 0-bol, az itt mell6zott levezetés utan azt
kapjuk, hogy

1

= Vf(Xpe 1)1 = —1p, 1 = 0.

T
rkrk

o = .
r] Ary

Ezek alapjan a MSD algoritmus (elsd valtozata) a kdvetkezd:

ry= b— AXk
r/ry
A=
r Ary

Xj+1 = X+ oY

Ez a képletsor akar rogton programozhat6 is. Az eljaras ugy indul be, hogy valasztunk egy tet-
sz0leges induld megoldast, xo-t, hozz4 k = 0-t és az algoritmus maris definidlva van. Miutan
ez egy végtelen sorozatot general, kell egy megallasi szabaly. A gyakorlatban bevalt krité-
rium az, hogy ha két egymast kdvetd iteracid soran a megoldas alig javul, akkor az eljaras
befejezddik. Pontosabban, legyen € > 0 egy kicsi szdm (a megkivant pontossag). Ha az

1Xk+1 — Xkl
1+ [|xgl

b

egyenldtlenség teljestil, akkor az algoritmus véget ér és az utoljara kapott megoldast tekintjiik
a feladat (kozelitd) megoldasanak. e értékét a megkivant pontossagtol fiiggéen 10710 és 1076
kozt célszert valasztani.

www.tankonyvtar.hu © Maros Istvan, PE


www.tankonyvtar.hu

6.2. FELTETEL NELKULI OPTIMALIZALAS 69

6.2.5. Konjugalt gradiens modszer

Noha a MSD eljaréas a gyakorlatban igen jol miikddik ha A pozitiv definit, bizonyos felada-
tok, illetve indul6 pontok esetén lassan konvergal. Miutan az egymast kdvetd keresd iranyok
egymasra merOlegesek, az iranyok ismétlodhetnek, ami cikk-cakkozashoz vezet egyre kisebb
javulassal. Ennek orvoslasara alkalmas a konjugalt irinyok modszere, amit gyakran kon-
jugalt gradiens médszer (CG) néven is emlitenek. Ennek alapja a konjugaltsag fogalma.

Konjugaltsag A konjugaltsag fogalma a vektorok merdlegességének (ortogonalitasanak)
altalanositasa. Két m dimenzids vektor, u és v merdleges, ha a skaléar szorzatuk nulla, ulv=0.
Az egység matrix beillesztésével : u’Iv = 0. Ha I-t helyettesitjiik egy m x m-es szimmetrikus
A matrixszal akkor azt mondjuk, hogy u és v 4-ortogonalis, vagy konjugélt (A-ra nézve) ha

u’Av=0.

Példa 7 Legyen

32 , 1 4
A:[2 6] és ulz[_l],vlz[l], ekkor ulTAv1:O,

vagyis uy és Vi konjugalt, A-ortogonadlis (de nem merdleges). Hasonloképpen, uy = [2, -3
és vo = [1,01 szintén A-ortogonalis de uz = [1, 017 és v3 =[0,1] nem.

]T

Meg lehet mutatni, hogy ha A pozitiv definit, akkor 1étezik m darab A-ortogonalis (kon-
jugalt) vektor dg,dy,...,d,_1, 0gy hogy dl-TAdj =0 minden 0 <i,j <m—1, i#j-re. Ezek
valojaban konjugalt iranyok, hiszen a vektorok tetszdleges skalarszorosai szintén konjugal-
tak.

Ezeket az irdnyokat hasznélva, sziikségiink van még az oy, 1épéshosszra. Most is az irany-

menti derivalt nullava tételével kapjuk meg, hogy
d]{l'k
k=T
d, Ady

A konjugalt iranyok meghatarozasa a Gram-Schmidt eljaras segitségével érheto el haté-
konyan. Szerencsére ezeket az iranyokat nem kell elére meghatarozni, mert lehetdség van
mindig csak a kdvetkez6 irdny kiszamitasara. Ezt beépitve, a CG modszer egyszerli valtozata
a kovetkezo (értelmezés a SDM-nél leirtak szerint):

do =rop= b— AX()
LA
d’Ad
X+ = X+ ot

1475

Fipl = I — apAdg
T
_ D1 Vit
Prer1 = —F—
l‘kl‘k

dir1 = Yig1 + Brs1di.
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Ezzel a modszerrel lehet megtalalni f/(x) minimumat. Bizonyithato, hogy ha A pozitiv definit,
akkor CG nem tobb, mint m 1épésben megtalalja a minimumot. A megallasi szabaly a MSD
moddszernél hasznalttal azonos lehet.

6.3. Feltételes optimalizalas

Ha f(x)-et ugy kell minimalizalni, hogy x-nek bizonyos feltételeket is ki kell elégiteni, ak-
kor feltételes optimalizalasrol beszéliink. El0szor azt az esetet targyaljuk, amikor a feltételek
egyenldségek :

hi(x)=0
hh(x)=0
hm(x) =0,

vagy vektor jeldléssel h(x) = 0.

6.3.1. Elsorendii sziikséges feltételek a szélsoértékre

Legyen az x* pontban az f fiiggvénynek lokalis szélséértéke a h(x) = 0 feltételek mellett.
Tegylik fel tovabba, hogy ebben a pontban a feltételek gradiensei linearisan fliggetlenek (x*
egy regularis pont). Ekkor 1étezik egy 4 € R tigy, hogy

Vix*)+AT Vh(x*) = 0.

A bizonyitastol itt eltekintiink. Megjegyzendd, hogy itt V h(x*) a feltételi fiiggvények gra-
dienseibdl allo6 matrix, igy ez a feltétel n egyenldséget jelent. Ha ezekhez hozzavessziik a
h(x*) = 0 feltételi egyenldségeket, akkor egy n +m (tobbnyire nemlineéris) egyenletbdl és
n+m valtozobol allo rendszert kapunk, ami elvileg megoldhato, sét, nem tul bonyolult fiigg-
vények esetében gyakorlatilag is. Altalaban iterativ modszerek hasznalatosak. A megoldas
egy olyan pont (stacionarius pont), amelyben f-nek lokalis széls6értéke lehet.

Szokas definidlni a rendszer Lagrange fiiggvényét:

L(x,2) = f(x) +ATh(x).

Azonnal latszik, hogy a Lagrange fiiggvény értéke minden megengedett pontban (ahol h(x) =
= 0) megegyezik f értékével. A 4 vektor komponenseit Lagrange szorzoknak (multiplikéto-
roknak) hivjuk. L(x, 4) segitségével az elobbi sziikséges feltételek a

VxL(x,2)=0

V,;L(x,4)=0.
alakban irhatok fel, ahol Vx az x, a V) pedig az 4 szerinti parcialis derivaltat jeloli. Azt,
hogy egy staciondrius pont sz€élséérték hely-e, a pontban definialt érintdsik vizsgéalataval lehet

eldonteni.
Ha a feltételek kozt vannak egyenlétlenségek is, akkor a helyzet valamivel bonyolultabb.
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Definicio Legyen x* egy megengedett pont, azaz
hx") =0 ¢és g(x*) <0,

tovabba legyen K az indexhalmaza azon egyenldtlenség feltételeknek, amelyek ebben a pont-
ban aktivak, vagyis g, (x*) = 0. Azt mondjuk, hogy x* a feltételek regularis pontja, ha a
Vhi(x*), i=1,...,més Vg, (x*), k € I gradiens vektorok linedrisan fliggetlenek.

Ebben az esetben a rendszer Lagrange fiiggvénye:

L(x, 4, p) = f(x) +2"h(x) +u"g(x).

6.3.2. Karush-Kuhn-Tucker (KKT) feltételek

Legyen x* a

min f(x) (6.8)
fh. h(x)=0, g(x) <0 (6.9)

feladat egy lokalis szélséértéke és tegyiik fel, hogy x* egy regularis pontja a feltételeknek.
Ekkor 1étezik egy 4 € R™ vektor ¢és egy u € RP, u > 0 vektor ugy, hogy

VAXx*) +AT Vh(x*) +uT Vg(x*) =0 (6.10)
ulg(x*) =0. (6.11)

Ez a feltételes szélsdértek 1étezésének elsdrendii sziikséges feltétele a (6.8) — (6.9) altalanos
esetben. Vegyiik észre, hogy # > 0 miatt (6.11) csak ugy teljesiilhet, ha a skalarszorzat minden
tagja egyenld nullaval, vagyis uxg,(x*) =0, k=1,...,p. Ez azt jelenti, hogy ha g;(x*) <0,
vagyis a feltétel nem aktiv ebben a pontban, akkor a hozzatartozé Lagrange szorzé nulla.
Tovabba, ha egy Lagrange szorz6 pozitiv, akkor a neki megfeleld feltétel aktiv, g, (x*) = 0.

Konvex programozasi feladatok esetén a KKT feltételek teljestilése sziikséges és elégsé-
ges feltétele a minimum helynek.

Egy konkrét feladat megoldasa soran az aktiv feltételek tobb kombinacidjaval kisérletez-
hetiink. Ez azt jelenti, hogy u bizonyos komponenseit nullara rogzitjiik (inaktivva tessziik) és a
maradék rendszert megoldjuk minden alkalommal ellenérizve az adddo uy Lagrange szorzok
eldjelét. Ha azok nem-negativak, akkor talaltunk egy KKT pontot.
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