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Eloszo

Jelen jegyzetet a Szegedi Tudoményegyetem programtervezd informatikus MSc képzés On-
line algoritmusok cim torzstargyanak tematikdja alapjan készitettiik. Ennek ellenére a jegy-
zet, illetve az egyes fejezetei jol haszndlhat6ak egyéb egyetemek tetszdleges algoritmusokkal
foglalkoz6 kurzusain. A jegyzetiinknek nem a témakor részletes ttekintése a célja, hanem
a teriileten haszndlt alapvet$ algoritmustervezési és elemzési technikdk bemutatdsa az online
algoritmusok elméletének kiillonbozd részteriiletein keresztiil.

A jegyzet els6 fejezetében a legfontosabb fogalmakat tisztazzuk, egy bevezetd egyszer(
példa, a sibérlés feladatdnak bemutatdsan keresztiil. A mésodik fejezet a lapozasi probléma
alapvetd eredményeit mutatja be. A harmadik fejezetben a dinamikus adatszerkezetek kar-
bantartdsdnak teriiletérdl mutatjuk be a lista karbantartds problémdjat. A negyedik fejezet
a véletlenitett online algoritmusokra vonatkoz¢ altaldnos elméleti alapokat mutatja be, majd
ezek felhasznédldsara adunk példdkat az 6todik fejezetben az elsé harom fejezetben ismer-
tetett problémdk alapjan. Az hatodik fejezetben a legismertebb online feladat, a k-szerver
probléma alapvet6d eredményeit tekintjiik at. A hetedik fejezetben az online iitemezés téma-
korét targyaljuk, bemutatjuk az immar klasszikusnak szdmit6 online litemezési modelleket,
és néhany uj specidlisabb teriiletrdl is attekintést adunk. A nyolcadik fejezet témdja a lada-
pakolds problémdja és a sdvpakolds, ami a ladapakolds egyik tobbdimenzids altaldnositdsa.
A kilencedik fejezetben hidrom, a szamitdégépes hal6zatokhoz kapcsol6do online problémat
ismertetiink. A tizedik fejezet a gépi tanulds teriiletének az online algoritmusokhoz kapcsolo-
d6 eredményeibdl ismertet néhdnyat. Végiil az utolsd, tizenegyedik fejezetben a jegyzetben
hasznélt versenyképességi elemzés lehetséges kiterjesztéseit, modositasait mutatjuk be.

Eziton szeretnénk koszonetet mondani Ivanyi Antalnak, az ELTE egyetemi tandrjanak a
kézirat alapos lektoralasaért €s hasznos tanicsaiért.



1. fejezet

Alapfogalmak, bevezeto példak

1.1. Bevezetés

A gyakorlati problémdkban gyakran fordulnak el§ olyan optimalizélasi feladatok, ahol a be-
menetet (vagyis a feladatot definidlé szamadatot) csak részenként ismerjiik meg, és a dontése-
inket a mar megkapott inform4ci6 alapjan, a tovdbbi adatok ismerete nélkiil kell meghoznunk.

Ilyen feladatok esetén online problémdradl beszéliink. Az online algoritmusok elméleté-
nek igen sok alkalmazdsa van a szdmitdstudomdny, a kozgazdasdgtan és az operdaciokutatas
kiilonboz6 teriiletein.

Az online algoritmusok elméletének teriiletérdl az elsé6 eredmények az 1970-es évekbdl
szarmaznak, majd a 90-es évek elejétdl kezdve egyre tobb kutatd kezdett el az online al-
goritmusok teriiletéhez kapcsol6d6 problémakkal foglalkozni. Szdmos részteriilet alakult ki
és napjainkban is a legfontosabb, algoritmusokkal foglalkozé konferencidkon rendszeresen
ismertetnek 4j eredményeket ezen témakorbdl. Ennek a jegyzetnek nem célja a témakor rész-
letes 4ttekintése, terjedelmi okokbdl ez nem is lenne lehetséges ezen keretek kozott. Tovabbi
eredmények taldlhatéak a [10, 27, 30] mlivekben. Célunk néhédny részteriilet részletesebb is-
mertetésén keresztiil a legfontosabb algoritmustervezési technikdk és bizonyitasi modszerek
bemutatdsa.

1.2. Fogalmak, definiciok

Mivel egy online algoritmusnak részenként kell meghozni a dontéseit a teljes bemenet is-
merete nélkiil, ezért egy ilyen algoritmustdl nem vérhatjuk el, hogy a teljes informacidval
rendelkezd algoritmusok 4ltal megkaphat6 optimélis megoldést szolgéltassa. Azon algorit-
musokat, amelyek ismerik a teljes bemenetet, offline algoritmusoknak nevezziik.

Az online algoritmusok hatékonysagdnak vizsgélatara két alapvetd mddszert hasznédlnak.
Az egyik lehetOség az dtlagos eset elemzése. Ebben az esetben fel kell tételezniink valami-
lyen val6szintiségi eloszlast a lehetséges bemenetek terén, és a célfiiggvénynek az erre az
eloszlasra vonatkozo véarhaté értékét vizsgaljuk.

Ezen megkozelités hatranya, hogy dltaldban nincs informéciénk arrél, hogy a lehetséges
bemenetek milyen valdszinliségi eloszlast kovetnek. E jegyzetben mi az dtlagos eset elem-
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1.3. SIBERLESI FELADAT 7

z€sének témakorével nem foglalkozunk, hanem az elterjedtebb versenyképességi elemzés
modszerét hasznaljuk.

A masik megkozelités egy legrosszabb-eset elemzés, amelyet versenyképességi elemzés-
nek neveziink. Ebben az esetben az online algoritmus dltal kapott megoldas célfiiggvényérté-
két hasonlitjuk 0ssze az optimélis offline célfiiggvényértékkel.

Egy online minimalizalasi probléma esetén egy online algoritmust C-versenyképesnek ne-
veziink, ha tetsz6leges bemenetre teljesiil, hogy az algoritmus 4ltal kapott megoldds koltsége
nem nagyobb, mint az optimalis offline koltség C-szerese. Egy algoritmus versenyképességi
hdnyadosa a legkisebb olyan C szam, amelyre az algoritmus C-versenyképes.

A tovédbbiakban egy tetsz6leges ALG online algoritmusra az  bemeneten felvett célfiigg-
vényértéket ALG(I)-vel jeloljikk. Az I bemeneten felvett optimalis offline célfiiggvényértéket
OPT (I)-vel jeloljikk. Ezt a jelolésrendszert hasznédlva a versenyképességet minimalizaldsi
problémadkra a kdvetkez6képpen definidlhatjuk.

Az ALG algoritmus C-versenyképes, ha ALG(I) < C-OPT(I) teljesiil minden / bemenet
esetén.

Szokds haszndlni a versenyképesség egy tovabbi valtozatat is. Egy minimalizalési prob-
léma esetén az ALG algoritmus enyhén C-versenyképes, ha van olyan B konstans, hogy
ALG(I) <C-OPT (I)+ B teljesiil minden I bemenet esetén. Egy algoritmus enyhe versenyké-
pességi hanyadosa a legkisebb olyan C szam, amelyre az algoritmus enyhén C-versenyképes.

Természetesen igaz, hogy ha egy algoritmus erdsen versenyképes valamely C konstanssal,
akkor ezzel egyidejlileg ugyanezzel a konstanssal gyengén is versenyképes.

A fentiekben a minimalizéldsi problémadkra definidltuk a versenyképességi analizis fogal-
mait. A definicidk hasonléan értelmezhetéek maximalizdlasi problémak esetén is. Ekkor az
ALG algoritmus C-versenyképes, ha ALG(I) > C-OPT (I) teljesiil minden I bemenet esetén,
illetve enyhén C-versenyképes, ha valamely B konstans mellett ALG(I) > C-OPT(I) + B
teljesiil minden / bemenetre. Tehdt amig mimimalizdlandé célfiiggvény esetén az el6bbi
konstansra C > 1, addig maximalizdland6 célfiiggvény esetén C < 1.

1.3. Sibérlési feladat

A sibérlési feladat esetén adott egy par siléc (roviden si), amit vagy 1 egységért bérelhetiink
vagy megvasarolhatunk B egységért (ahol B > 1 egész szam). A feladat annak eldontése,
hogy mikor vésaroljuk meg a silécet. A probléma online, ami azt jelenti, hogy amikor egy
napon el kell donteni, béreljiik vagy védsaroljuk a sit, akkor nincs informéciénk arrél, hogy a
kovetkezd napokon is sieliink -e.

Vagyis elmegyiink a téli sziinetben sielni, és minden nap sieliink, ha az id6 megengedi,
legalabbis igy tervezziik. De hogy az id6 alkalmas lesz-e a kovetkez6 napon, illetve napokon
a sielésre, azt nem tudjuk elGre.

A feladatnak nagyon egyszerd a struktirdja, a bemenet egyetlen pozitiv egész szdm, ami
megadja, hogy hany napig sieliink. Ennek megfeleléen egy online algoritmus csak annyit
tehet, hogy valahdny napon keresztiil bérli a silécet, és ha addig nem hagytuk abba a sielést,
akkor vasdrol egyet. Azt az algoritmust, amely V — 1 napig béreli a sit, aztdn a V-edik napon
megvdasdrolja V algoritmusnak nevezziik.

(© Désa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu



www.tankonyvtar.hu

8 1. FEJEZET. ALAPFOGALMAK, BEVEZETO PELDAK

1. tétel. A V algoritmusV = B esetén (2 — 1/B)-versenyképes.

Bizonyitds: A feladat I bemenete azon napok szdma, ahdny napig sieliink. Ekkor az aldbbi
két esetet kiillonboztethetjiitk meg 1 értékétdl fiiggden:

e Ha/ < B, akkor mind az online algoritmusnak, mind pedig az optimalis offline algorit-
musnak a koltsége I, igy B(I)/OPT (I) = 1.

e Ha I > B, akkor OPT(I) = B, tovabbd B(I) = B— 1+ B, igy B(I)/OPT(I) = (2B —
1)/B.

Mivel mindkét esetben teljesiil, hogy a vizsgdlt hanyados legfeljebb (2B — 1) /B, ezért az
allitast igazoltuk. [

Jogosan meriil fel a kérdés megadhat6 -e jobb, kisebb versenyképességi hdanyadossal ren-
delkezd algoritmus. Az aldbbi tétel mutatja, hogy nincs ilyen.

2. tétel. Nincs olyan online sibérlési algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hdanya-
dosa, mint2—1/B.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszbleges algoritmust. Mint a fentiekben irtuk, ez valahany
napon keresztiil bérli a silécet, és ha addig nem hagytuk abba a sielést, akkor vasarol egyet.
Legyen V az az id6pont, amikor az algoritmus megvasarolja a sit. A feladat bemenete legyen
V napnyi sielés. Ekkor az algoritmus koltsége V — 1 4 B. Kiilonboztessiik meg az alabbi két
esetet V értékétdl fiiggben.

e HaV < B, akkor az optimadlis koltség V. Kovetkezésképpen, ekkor a vizsgalt hanyados
(V—1+B)/V=1+(B—1)/V>(2B—-1)/B.

e HaV > B, akkor az optimdlis koltség B. Kovetkezésképpen, ekkor a vizsgalt hanyados
(V—1+B)/B>(2B—1)/B.O

1.4. A sibérlési feladat altalanositasa

Alabb megadjuk a feladatnak egy lehetséges altalanositdsat, amelyre konnyen adhat6 ugyan-
akkora versenyképességi hanyadossal rendelkez6 algoritmus, mint az egyszerd esetben. Az
altaldnositds abban 4ll, hogy nem csak egy, hanem legfeljebb K szamu sit kolcsondzhetiink
egyszerre. A feladat a kovetkezd: Tegyiik fel, hogy van egy panziénk, ahol a széllévendégek
részére biztositjuk a sziikséges felszerelést. Egyszerre legfeljebb K vendég szdllhat meg a
panziéban, tehat egyszerre legfeljebb K szamu sire van sziikség. Tegyiik fel, hogy kezdet-
ben egyetlen siléc sincs a panzidban, hanem a panzio is kolcsonzi a siléceket, egy par siléc
kolcsonzése 1 egységbe keriil, a megvasarldsa pedig B pénzegységbe. A panzid személy-
zete naponta kolcsonzi a kivant mennyiségii silécet, illetve barmelyik napon vasédrolhat is
akdrmennyi sit. Nyilvdn nem érdemes K-ndl tobb silécet vasdrolni, a kérdés abban all, hogy
mikor vasdrolja meg a panzid a K szamu silécet. (Ha az algoritmus soha nem vésarol meg K

© www.tankonyvtar. hu (© Désa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE
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1.4. A SIBERLESI FELADAT ALTALANOSITASA 9

darabot, csak kevesebbet, akkor elég hosszi idény esetén, vagyis ha a silécek iranti igények
sorozata elég hosszu, és mindig elég sok silécet igényelnek, akkor egy ilyen algoritmus nem
lehet konstans versenyképes.)

A kovetkez§ algoritmus viszont 2 — 1/B-versenyképes, ugyanigy, mint K = 1 esetén:
Minden 1 < k < K esetén vasaroljuk meg a k-adik silécet azon a napon, amely napon B-szer
érkezett mar legaldbb k darab silécre igény. Az 1.1 dbra az algoritmus futdsat szemlélteti.

inap 2Znap 3nap d4nap Snap 6G.nap

KERESEK

1.1. dbra. Az 4ltaldnositott sibérlési algoritmus

Jelen esetben egy hat napos id6szakot szemléltet az dbra. Minden nap igényelnek vala-
hany silécet. (Ha néhdny napon keresztiil nem érkezik igény, akkor ezeket a napokat t6rol-
hetjiik a bemenetbdl, a versenyképességi vizsgalat szempontjabdl ezeknek nincs jelentdsége,
mert sem az optimadlis, sem az altalunk futtatott online algoritmus koltségére az ilyen napok
nincsenek hatdssal.) Legyen példankban K = 5. Az els6 napon 3, a masodik napon 5, a har-
madik napon egy sire érkezik igény, és igy tovdbb. Legyen B = 3. Ekkor az algoritmus az
elsd silécet a harmadik napon veszi meg, a masodikat a negyedik napon, mert a negyedik nap
az a nap, amikor ebbdl hdrom napon legaldbb kettd volt az igény. A harmadik sit az 6todik
napon, mert ez az a nap, amikor mar harom nap volt az igény legaldbb hdrom. Es igy tovébb,
a negyedik sit a hatodik napon veszi meg az algoritmus.

A versenyképesség vizsgdlata a kovetkezOképpen mehet: Egyrészt, mivel ez az algo-
ritmus 4ltalanositasa az el6zOnek, az édltalanos algoritmus versenyképességi hanyadosa nem
lehet jobb, mint a specidlis K = 1 eset algoritmusanak a versenyképességi hanyadosa, ami
2 — 1/B. Masrészt, mindegyik si megvasarldsa esetén, legfeljebb B — 1 egységnyi pénzt fi-
zetiink ki foloslegesen, vagyis mindegyik megvdsarolt sire (soronként) ugyanazt az elemzést
elvégezve, megkapjuk a kivant legrosszabb eset hdnyadost.

(© Ddésa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu
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2. fejezet

Lapozasi (memoriakezelési) probléma

A lapozasi problémdban a szamitogépek gyorsmemoridjanak a kezelését modellezik. Adott
lapok egy univerzuma, €és ebbdl szdrmazé lapok egy sorozata a bemenet. Az algoritmusnak
egy k lap kapacitasui gyorsmemoriét kell kezelnie. Ha az aktudlisan igényelt lap nincs a me-
moridban, akkor a lapot az algoritmusnak be kell tennie és ehhez, amennyiben mar nincs
hely, valamely lapot ki kell raknia. Ezt az eseményt, amikor egy igényelt lap nincs a memo-
ridban, hibdnak hivjuk, és a cél a hibak szdméanak minimalizdldsa. A probléma online, ami
azt jelenti, hogy az algoritmusnak a lap elhelyezéséhez sziikséges dontést (valamely lap kivé-
tele a memoridbol) a tovabbi igények ismerete nélkiil kell meghozni. Az online problémat a
[48] cikkben definidltdk. A kovetkezd allitas azt mutatja, hogy nincs kicsi versenyképességi
hanyadossal rendelkez6 online algoritmus a feladat megoldésara.

3. tétel. [48] Nincs olyan online algoritmus a lapozdsi problémdra, amelynek versenyképes-
ségi hdanyadosa kisebb, mint k.

Bizonyitds: Vegyiink k+ 1 lapot és legyen A egy tetsz6leges online algoritmus. Legyen L,
az az n elembdl 4ll6 bemenet, amelyben az 1j elem mindig az a lap, amely lap éppen hidnyzik
A memoridjabdl. Legyen tovdbba n oszthaté k-val. Ekkor A minden lapndl hibazik, igy
A(L,) = n. Legyen LFD (longest forward distance) az az offline algoritmus, amely mindig
azt a lapot rakja ki a memoridbol, amelyre a kdvetkez6 igény a legkés6bb érkezik. Fontosnak
tarjuk megjegyezni, hogy valdjdban LFD az optimdlis offline megoldast adja, de ezt nem
igazoljuk, mivel a bizonyitds sordn az algoritmus optimalitdsara nincs sziikség. Vegyiik észre,
hogy amennyiben LFD hib4zik, akkor a kovetkezd k — 1 kérés sordn nem hibdzhat tjra. Ez a
tulajdonsag azért teljesiil, mert az algoritmus kovetkezd hibdja akkor kovetkezik be, amikor
azt a lapot igényeljiik, amelyet kitett a memoridb6l. Es az LFD szabdly miatt ezt a kérést meg
kell hogy el6zze a mdsik k — 1 lapra vonatkozé kérés. Tehat azt kaptuk, hogy LFD(L,) <n/k.
Misrészt OPT (L,) < LFD(L,), tehat A(L,)/OPT(L,) > n/(n/k), amivel a tétel allitasat
igazoltuk. (Egy additiv kostans sem tehet lehetové k-ndl kisebb versenyképességi hanyadost,
mert tetszélegesen hosszu sorozatot vehetiink.) []

Masrészt szamos k-versenyképes determinisztikus algoritmus van, itt k-versenyképes al-
goritmusok egy osztalyat, a bélyegzd algoritmusokat ismertetjiik.

Bélyegzo (tovabbiakban B) algoritmus
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Az algoritmus egyes, mdr kért lapok megjelolésére bélyegeket haszndl a memoriaban.
Kezdetben egyetlen lap sincs megjelolve. Egy kérés érkezésekor az algoritmus a kdvetkezd
1épéseket hajtja végre.

1. Ha a kért lap a memoridban van, akkor amennyiben ez a lap még jeldletlen, akkor
megjeloljiik.

2. Ha a kért lap nincs a memoridban, €s nincs mér jeloletlen lap a memoria- ban, akkor az
Osszes jelolést toroljiik.

3. Ezt kovetden vesziink egy jeloletlen lapot a memoridbol (az el6z6 1€pés miatt van ilyen)
a kért lapot ennek a lapnak a helyére berakjuk, majd megjeloljiik.

Az algoritmus viselkedése nagymértékben fiigg attél, hogy milyen szabdly alapjan va-

lasztjuk ki a torlendd lapot, de a kdvetkezd tétel mutatja, hogy a versenyképességi hdnyadosa
nem fiigg ettdl.

4. tétel. [48] A B algoritmus enyhe versenyképességi hdanyadosa k.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsdahoz elegendd beldtni, hogy az algoritmus k-versenyképes,
az altalanos als6 korlat alapjan adodik, hogy nem lehet kisebb a versenyképességi hanya-
dosa. Vegyiink egy tetszSleges bemenetet, jelolje /. Bontsuk fel ezt a bemenetet fazisokra
a kovetkez6képpen. Az els6 fazis kezd6djon az els6 elemnél. Ezt kovetden minden egyes
fazis a megeldz0 féazis utolsé eleme utdn jovo elemnél kezdddik, és a leghosszabb olyan so-
rozatat tartalmazza a kéréseknek, amelyek legfeljebb & kiillonboz6 lapot igényelnek. (Tehét
a kovetkezd fazis akkor kezd6dik, amikor a k + 1-edik kiilonbozé lap megjelenik.) Erdemes
megjegyezni, hogy a fazis a bélyegek kiosztdsaval is definidlhatd, akkor kezdddik uj fazis,
amikor a B algoritmus torli a bélyegeket a memoridban.

Az algoritmus definici6jabol kovetkezik, hogy B legfeljebb k hibat vét egy fazis alatt, (ha
egy lapon hibazik, azon tobbet mar nem fog a fazisban, hiszen megjelolte). Most vizsgaljuk
az optimdlis offline algoritmust. Egy tetsz6leges fazis masodik kérésénél az offline memo-
ridban benne van a fazis elsé eleme. Ezt kovetéen a kdvetkezd fazis els6 eleméig k tovabbi
elem jelenik meg, igy az offine algoritmusnak legalabb egy hibat kell vétenie, az adott fazis
masodik elemétdl, a kdvetkezd fazis elsd eleméig tartd kéréssorozaton. Kovetkezésképpen
minden fazishoz (kivéve esetleg az utolsot) hozzarendeltiik az offline algoritmus egy-egy hi-
bdjat. Jelolje r a fazisok szamat. Ekkor B(I) < rk+k—1 és OPT(I) > r, kdvetkezésképp
B(I) <k-OPT(I)+k— 1, amivel a tétel 4llitdsat igazoltuk. (]

A gyakorlatban a feladat megolddsara az LRU (least recently used) algoritmust hasznal-
jak, amelyet akkor kapunk, ha minden esetben azt a lapot toroljiilk a memoridbol, amelyet
a legrégebben hasznéltuk. Egyszerfien lathatd, hogy az algoritmus a bélyegzd algoritmusok
csalddjdba tartozik, igy a fenti tétel alapjan adodik, hogy az algoritmus k-versenyképes.

A feladat megolddsara egy mdésik logikusan ad6d¢ algoritmus a FIFO eljaras, amely min-
dig azt a lapot rakja ki a memoridbol, amely a legrégebben keriilt be. Ez az algoritmus mar
nem tartozik a bélyegzd algoritmusok csalddjéba, de a fenti bizonyitdshoz hasonldan igazol-
hatd, hogy k-versenyképes.

(© Ddésa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu
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3. fejezet

Lista hozzaférési probléma

A dinamikusan valtoz6 adatszerkezetek karbantartdsa tipikus online probléma, hiszen nem
tudhatjuk, hogy a jovoben milyen miiveleteket kell végrehajtanunk az adott adatszerkezeten.
Szamos dolgozat foglalkozik ilyen kérdésekkel, az alapvet6 eredményeket foglalja 6ssze a [3]
dolgozat és a [10] konyv. Mi itt csak a legegyszeriibb dinamikus adatszerkezettel, a lancolt
listaval foglalkozunk, és a [10] konyv alapjan mutatjuk be a legalapvet6bb eredményeket.

A lista hozzéférési problémadban adott egy ldncolt lista, amelyen a kdvetkezd miiveleteket
tudjuk végrehajtani:

o Keres(x)
o Torol(x)

e Besziir(x)

Mi a tovabbiakban csak a statikus modellt vizsgdljuk, ahol a lista nem véltozik, hanem
adottak a lista elemei és csak Keres(x) miiveleteket hajtunk végre. Amennyiben a lista i-
edik elemét keressiik, akkor a keresés koltsége i. Tehat az algoritmus bemenete elemek egy
kezdeti xp,...,x, listdja, és kérések egy 6 = Oy,...,G,, sorozata, ahol G; € {x,...,x,}. A
i-edik kérés hatdsara a KERES(G;) miveletet kell végrehajtani. Az algoritmus a keresések
sordn megvaltoztathatja az elemek sorrendjét és a célja a teljes koltség minimalizalasa.

A lista karbantartdsahoz az alabbi karbantartasi miiveleteket engedjiik meg:

e a Keres(x) miivelet sordn az x elemet ingyen tetsz6leges helyre elére mozgathatjuk,

o fizetett cserék: barmely két egymas melletti elemet felcserélhetiink 1 koltséggel.

A fizetett cserék segithetnek az optimdlis koltség csokkentésében, amint ezt az aldbbi
példa is mutatja.

Példa: Legyen a lista x1,x2,x3, a kéréssorozat pedig x3,x,x3,x3. Ha egy algoritmus egy-
altalan nem mozgatja a lista elemeit, akkor a koltsége 3 +2 43 +2 = 10. Esetszétvélasztdssal
igazolhatd, hogy ha egy algoritmus mozgatja a kért elemeket, de nem haszndl fizetett cseré-
ket, akkor a koltsége legalabb 9. (Az els6 kérés koltsége 3, ezt kovetGen megvizsgalva, hogy
hova rakja az algoritmus az x3 elemet, igazolhat6 az 4llitds.) Ezzel szemben, ha el6szor két
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fizetett cserével az utolso helyre vissziik xj-et, akkor a cserék koltsége 2 és utdna mir nem
mozditva tobb elemet a kérések tovabbi koltsége 6, azaz az 6sszes koltség csak 8.

A probléma megoldasdra tobb online algoritmust is kidolgoztak, itt elséként az MTF
(Move to Front) algoritmust mutatjuk be.

MTF algoritmus: Az algoritmus a kért elemet a lista elejére mozditja.
5. tétel. [48] Az MTF algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds: Vegylink egy tetsz6leges I bemenetet, tovabba egy optimélis offline algorit-
must, amit OPT-tal jeloliink. Az allitast a potencialfiiggvény technika segitségével igazoljuk,
amelynek lényege az, hogy az egyes algoritmusok altal aktudlisan fenntartott sorrendek ko-
zotti kiilonbséghez egy potencidlértéket rendeliink, majd az online algoritmus és az optimalis
algoritmus lépésenkénti koltségeinek Osszehasonlitasakor a potencidl véltozasit is figyelem-
be vessziik.

Legyen a ®(i) potenciélfiiggvény az inverzidk szdma az i-edik kérés utdn az MTF 4l-
tal karbantartott listdban az optimdlishoz képest, azaz azon x,y parok szdma, amelyekre x
megel6zi y-t OPT listdgjaban de nem el6zi meg MTF listdjaban.

Vizsgéljuk meg a k-adik kérés, Keres(oy) miivelete sordn fellépd koltségeket és potencidl-
véltozast. Legyen p azon elemek szdma, amelyek mind MTF mind OPT list4jdban megeld-
zik ok-t, g azon elemek szdma, amelyek csak MTF listdjaban el6zik meg 6x-t. Ekkor MTF
koltsége p+ g+ 1, az optimdlis koltség legalabb p + 1. Azon g darab elem, amely csak az
MTF listdjdban elézte meg Gx-t, a kérés kiszolgdldsa eldtt inverzidt alkotott. Ezen inverzidk
oy eléremozditdsdval megsziintek. Mdasrészt az eldremozditas generdlt p Uj inverzidt, azon
elemekkel, amelyek mindkét listdban Gy el6tt voltak. Tehat a @ fiiggvény értéke (—g+ p)-vel
véltozik. Kovetkezésképpen

MTF(6;) +®(k) —®(k—1)=p+q+1—qg+p=2p+1<20PT(cy).

Ha OPT fizetett cserét hasznal, akkor a koltsége 1-gyel nd, €s a potencialfiiggvény ért€ke
is legfeljebb 1-gyel novekszik. Tovdbbd, ha OPT el6re mozgatja a kért elemet a kiszolgalas
sordn, akkor az inverzidk szdma nem novekedhet, mivel MTF a kért elemet az els6 helyre
mozditja. Kovetkezésképpen a fenti egyenltlenség igaz marad OPT 1épése soran is.

Ha a fenti egyenl6tlenséget vessziik minden i-re, és az egyenl6tlenségeket 0sszeadjuk,
akkor a baloldalon a ®(k) értékek rendre 1 és —1 egyiitthat6val is rendelkeznek, igy azt
kaptuk, hogy MTF (c) +®(n) — ®(0) < 20PT(G), amivel a tétel allitdsat igazoltuk. [J

A feladat megolddsara mas logikusan ad6do6 algoritmusokat is megvizsgaltak. Ezekbol
az aldbbiakban bemutatunk kett6t, amelyek egyike sem konstans versenyképes.

FC (frequency count) algoritmus: Az elemeket mindig a gyakorisdguk sorrendjében

tartjuk sorban. (Ezt megtehetjiik fizetett cserék nélkiil, mivel mindig csak a keresett elem
gyakorisaga novekszik, igy esetleg azt kell elére mozgatni.)

1. lemma. FC nem konstans versenyképes.
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14 3. FEJEZET. LISTA HOZZAFERESI PROBLEMA

Bizonyitds: Legyen a kezdeti lista x1,. .., x,, a kéréssorozat pedig legyen n-szer x1, n — 1-
szer xp, és igy tovdbb n+ 1 — i-szer x;, végiil 1-szer x,. Ekkor FC sosem véltoztat a listan és
a kiszolgélas teljes koltsége

n

(n+1—=0)i=(n+1) Zl i (n+1)2n/2—n(n+1)2n+1)/6 = O(n?).
i—1 i—1

M=

1

~.

Ezzel szemben MTF koltsége Y, i+ Y/ i = ©(n?). Kovetkezésképpen FC(I)/OPT ()
> FC(I)/MTF(I) — oo, ha n tart Vegtelenbe O

TRANSPOSE algoritmus: Ha a keresett elem nem az elsé a listdban, akkor egy hellyel
el6rébb mozgatjuk.

2.lemma. TRANSPOSE nem konstans versenyképes.

Bizonyitds: Legyen a lista x1,...,x, és vegyiik a kovetkezd kéréssorozatot: (x,,x,_1)M,
vagyis felvaltva a két utolsé elemet kérjiik, mindegyiket M-szer. Ekkor TRANSPOSE a
kért utolsé elemet mindig felcseréli az elbtte 4ll6 elemmel, igy a teljes koltsége 2M - n.
Masrészt az MTF algoritmusnak, amely mindig el6re hozza az aktudlis elemet, a koltsége
az elsd két kéréstol eltekintve mindig 2, igy Osszesen 2n +2(M — 1)2. Kovetkezésképpen
TRANSPOSE(1)/OPT(I) > 2M -n/(2n+4(M — 1)) — n/2 ha M tart végtelenbe. [

Az alébbi dllitds azt mutatja, hogy nem adhaté meg olyan algoritmus, amelynek a ver-
senyképességi hanyadosa kisebb, mint az MTF algoritmusé. Az ilyen online algoritmusokat
amelyek versenyképességi hdnyadosa a lehetd legjobb, optimélis algoritmusoknak nevezziik.

6. tétel. [428] Ha egy online algoritmus c-versenyképes a lista karbantartdsi feladatra, akkor
c>2.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszdleges online algoritmust. Definidljunk egy m hosszui be-
menetet, amely mindig az algoritmus listdjadnak utols6 elemét kéri. Ekkor az algoritmus
koltsége m - n.

Az optimalis koltség becsléséhez vegylink két statikus algoritmust. STAT1 nem mozdit
egyetlen elemet sem, STAT2 pedig el6szor megforditja az elemek sorrendjét és utdna nem
mozdit egyetlen elemet sem.

Ekkor barmilyen kérés érkezik, annak a teljes koltsége a két algoritmusra nézve pontosan
n+ 1. Tovabba STAT?2 esetén az elemek kezdeti sorrendje megforditdsanak koltsége (n —
1)n/2. Kovetkezésképpen STAT1 és STAT?2 egyiittes koltsége a bemenetre (n— 1)n/2 +
m(n+ 1), igy az optimalis koltség legfeljebb ((n—1)n/2+m(n+1))/2.

Tehdt azt kaptuk, hogy erre a bemenetre az ALG(I)/OPT (I) hanyadosra kapott alsé korlat
tart a 2n/(n+ 1) értékhez, ahogy m tart a végtelenbe. Masrészt ezen hanyados hatarértéke 2,
ha n tart a végtelenbe, amivel a tételt igazoltuk. [
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4. fejezet

Véletlenitett online algoritmusok

4.1. Alapvet6 definiciok

Véletlenitett algoritmusrdl beszéliink abban az esetben, ha az algoritmus véletlen dontéseket
is hoz, és azon dontések kimenetelétdl fiigg az algoritmus futdsa. Masként megfogalmazva ar-
rél van sz6, hogy egy véletlenitett algoritmus egy véletlen eloszlast definidl a determinisztikus
algoritmusok terén, hiszen a véletlen dontéseknek minden lehetséges kimenete egy determi-
nisztikus algoritmushoz vezet. Mivel az algoritmus kimenete fiigghet a véletlen dontésekt6l,
ezért optimalizéldsi feladatokndl a véletlenitett algoritmusok esetén a kapott megoldds cél-
fiiggvényértéke nem minden futds esetén ugyanaz. Ilyen esetekben ennek a célfiiggvénynek
a vérhat6 értékét szokds vizsgélni.

Példa: Tegyiik fel, hogy van két doboz A és B, amelyek egyike 1000 Ft-ot tartalmaz, a
masik tires. 500 Ft-ért vélaszthatunk egy dobozt, amelynek a tartalmat megkapjuk. Ekkor a
feladat megolddsara két determinisztikus algoritmus hasznalhat6: vagy A-t vélasztjuk, vagy
B-t. Mindkét algoritmus koltsége a legrosszabb esetben 500 (azon bemenet esetén, amely-
ben nem taldltuk meg a pénzt). Mdasrészt, ha egy olyan véletlenitett algoritmust hasznalunk,
amely 1/2 valdszintiséggel valasztja az egyik, illetve masik 14dat, akkor mindkét bemenetre
az algoritmus koltségének varhat6 értéke 1/2-500+1/2-(—500) = 0.

Véletlenitett online algoritmusok esetén a versenyképesség definicidjaban az A(I) vald-
szinliségi valtozé varhat6 értékét haszndljuk, és ezt hasonlitjuk 6ssze az optimélis megoldas
OPT (I) értékével. A bemenetet generdlé ellenféltdl fiiggden 3 modellt definidltak:

e Hanyag ellenfél: a bemenetet az algoritmus véletlen dontéseinek eloszldsa ismeretében,
de a dontések kimenetének ismerete nélkiil kell megadja.

e Adaptiv online ellenfél: a bemenet generdldsa sordn mindig megkapja az online algo-
ritmus dontéseinek kimenetét is, de a bemenetet az ellenfél is online oldja meg.

e Adaptiv offline ellenfél: a bemenet generdldsa sordn mindig megkapja az online algo-
ritmus dontéseinek kimenetét is, de a bemenetet az ellenfél offline, a bemeneti sorozat
végén oldja meg.
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16 4. FEJEZET. VELETLENITETT ONLINE ALGORITMUSOK

A definicidk alapjan jol lathato, hogy az egyes fogalmak egyre erdsebb ellenfelet defi-
nidlnak, igy ha egy algoritmus C-versenyképes egy adaptiv offline ellenfél ellen, akkor az
C-versenyképes az adaptiv online és a hanyag ellenfél ellen is. A tovédbbiakban ebben a
jegyzetben csak a hanyag ellenfél esetét targyaljuk.

4.2. Jatékelméleti alapfogalmak

A véletlenitett algoritmusok elemzésénél jol hasznédlhatéak egyes, a matrixjatékok vizsgalata
soran elért eredmények. Az aldbbiakban tomoren Osszefoglaljuk azokat a definicidkat és
eredményeket, amelyeket a véletlenitett algoritmusok elemzése sordn hasznélni fogunk. Az
érdeklddo olvasé egy részletesebb bevezetést taldlhat a jatékelméletrdl a [47] tankOnyvben.

Csak a jatékoknak egy specidlis osztdlydval, a véges, kétszemélyes z€rusosszegii jatékok-
kal fogunk foglalkozni. Ezeket a jatékokat madtrixjdtékoknak hivjdk. A jatékban két jatékos
van, A és B, mindkét jatékosnak van véges sok stratégidja, amelyekbdl valaszthatnak. A jaték
z€rusosszegl, ami azt jelenti, hogy amennyit az A jatékos nyer a B jatékos elvesziti, vagyis
egymdstol nyernek. Ekkor a jatékot megadja a C nyereségmadtrix, a sorok A stratégidinak, az
oszlopok B stratégidinak felelnek meg €s a C;; mez0 A nyeresége, ha a jatékosok az i €s j
stratégidkat vélasztjak. Példaul, a

500 —500
C=| —-500 500

jatékban mindkét jatékosnak két stratégidja van, és ha mindketten az elsé vagy mindketten a
madsodik stratégiat valasztjak, akkor A nyer 500-at, egyébként B nyer 500-at, (vagyis A veszit
500-at).

Ekkor az A jatékos barmely stratégidja esetén legrosszabb esetben a stratégidhoz tartoz6
sor minimumét nyeri, igy garantélhatja, hogy nyeresége legaldbb a max;—y . ,, min;—; _,GC;;
értéket eléri. Masrészt a B jatékos barmely stratégidja esetén legrosszabb esetben a stratégi-
dhoz tartozé oszlop maximumat vesziti el. gy garantdlni tudja, hogy nem veszit tobbet a
min;—y ., max;—i ., C;j; ért€knél. A fentiekbdl adodik, hogy

m= max min C; < min max C;=M.
i=1,...m j=1,..n i=1,...m j=l1,...n
Amennyiben a fenti egyenlStlenségben egyenldség all fenn, akkor mindkét jatékosnak azt
a stratégidt érdemes jatszania, amellyel a garantdlt maximdlis nyereséget illetve minimélis
veszteséget érik el, és ezt a kozos értéket nevezik a jaték értékének. Altalidban nem 4ll fenn
egyenldség a két érték kozott, a fentiekben hasznalt példankban m = —500 és M = 500. Ilyen
esetekben szokds a kevert stratégidk vizsgalata.

Kevert stratégiak: Kevert stratégiak esetén az A jatékos nem egy stratégidt véalaszt, ha-

nem egy p = (p1,...,pm) valosziniiségi eloszlast definidl a stratégiai halmazan. Hasonl6an
Bis egy g = (q1,...,qn) eloszlast valaszt. Ekkor p;-¢; annak a valdsziniisége, hogy a ja-

tékosok az i-edik és j-edik stratégidt valasztjak. Ezért a nyereség varhaté értéke p! Cqg =
m n C .
i:1Zj:1Pz ijqj-
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4.3. A JATEKELMELETI REPREZENTACIO 17

A tiszta stratégidkhoz hasonléan ekkor az A jatékos garantdlni tudja a max, min, p'Cq
nyereséget, a B jatékos pedig garantdlni tudja, hogy nem veszit tobbet a min, max, pTCq
értéknél. A tiszta stratégidkkal ellentétben kevert stratégidk esetén ez a két érték biztosan
megegyezik, amint azt az alabbi tétel mutatja.

7. tétel. (Neumann-féle Minimax Tétel) Barmely C mdtrix dltal megadott 2 személyes z¢é-
rusosszegii jdatékra
maxmin p? Cg = minmax p’ Cgq.
P 4 q p

Ha p rogzitett érték, akkor a p! Cq fiiggvény g-nak egy linedris fiiggvénye, és minimali-
zélt az éltal, hogy az a g; érték 1-re van dllitva, amihez a legkisebb egyiitthato tartozik ebben
a linedris fiiggvényben. Tehat ha a B ismeri az A jatékos p eloszlasét, akkor az 6 optimalis
stratégidja tiszta lehet. Ez forditva is igaz, ha az A ismeri az B jatékos g eloszlasét, akkor
az 6 optimadlis stratégidja tiszta lehet. Ez a minimax tétel egyszer(sitett valtozatdhoz vezet.
Legyen e, egy egységvektor, 1-essel a k-adik pozicioban és 0-val a tobbi pozicidban. Ekkor

a kovetkezd tételt kapjuk:

8. tétel. (Loomis Tétel) Bdarmely 2 személyes, zérusosszegii, C mdtrix dltal adott jdatékra:

maxmjinCej = minmaxeiTCq.
P q i

4.3. A jatékelméleti reprezentacio

Amennyiben egy feladatnak adott méret mellett véges sok lehetséges bemenete van és véges
sok lehetséges algoritmus adhat rd megoldést, akkor a probléma leirhaté jatékelméleti eszko-
zokkel. Az A jatékos generdlja az I bemenetet, a B jatékos pedig kivalasztja a ALG online
algoritmust. A fejezet elején bemutatott példahoz a fenti métrixjaték tartozik.

Ha egy online probléma versenyképességét vizsgéljuk, akkor a nyereségmatrix az
ALG(I)/OPT (I) értékeket tartalmazza, amit A maximalizalni, B pedig minimalizalni akar. A
B jatékosndl a tiszta stratégia a determinisztikus algoritmusokat adja meg, a kevert a véletle-
nitett algoritmusokat. Az A jatékos kevert stratégidi pedig a véletleniil generalt bemeneteknek
felelnek meg.

Tehat azt kaptuk, hogy ha a P online probléma olyan, hogy adott méretre véges szdmu
bemenettel, és véges szamu determinisztikus algoritmussal rendelkezik, akkor a fentieknek
megfeleléen a versenyképessége egy matrixjatékkal irhato le.

Loomis tétele alapjan azt kapjuk, hogy a legrosszabb bemenet eloszlds esetére véve a le-
hetd legjobb determinisztikus online algoritmust ugyanazt a versenyképességet tudjuk elérni,
mint a legjobb lehetséges véletlenitett algoritmussal a legrosszabb determinisztikus bemene-
ten. Ennek kovetkezménye a Yao elv, amit gyakran hasznalnak alsé korlatok igazoladséra.

Yao elv: [52] Tetszblegesen valasztott bemeneti eloszlasra nézve az optimalis determi-
nisztikus online algoritmus varhaté versenyképessége alsé korlatot ad a véletlenitett online
algoritmusok versenyképességére.
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S. fejezet

Példak véletlenitett online
algoritmusokra

5.1. Sibérlési feladat

Vegyiik a kovetkezd véletlenitett algoritmust a sibérlési feladatra (a si vasarlasi dra B egység).
Az R algoritmus 1/2 valdszintiséggel a 3/4B idGpontig vér és utdna vasérol, 1/2 valészind-
séggel pedig a B id6pontig var és utdna vasarol.

9. tétel. Az R algoritmus 15/8-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszOleges bemenetet, jeldlje I. Azaz I napig sieliink. Kiilon-
boztessiik meg a kovetkezd eseteket.

e Ha I < 3/4B, akkor az optimdlis koltség I, tovdabbd R koltsége is I mindkét dontés
esetén, igy az E(R(I))/OPT (I) hanyados 1.

e Ha 3/4B <[ < B, akkor az optimalis koltség I, tovabba R koltsége vagy B+ 3/4B — 1
vagy I. Tehdt E(R(I)) < 1/2-7/4-B+1/2-1. Felhasznalva, hogy I > 3/4B kapjuk,
hogy E(R(I))/OPT(I) < (1/2-7/4-B+1/2-1)/I<1/2-7/4-4/3+1/2=10/6.

e Ha B < I, akkor OPT(I) = B. Az R algoritmus koltsége pedig vagy B+ 3/4B — 1
vagy 2B — 1, igy E(R(I)) <1/2-7/4-B+1/2-2-B = 15/8B. Kovetkezésképpen
E(R(I))/OPT(I) <15/8. 01

Az elsé fejezetben belattuk, hogy nem létezik 2 — 1/B-nél kisebb versenyképességi ha-
nyadossal rendelkezd determinisztikus algoritmus, igy a fentiekben vizsgélt véletlenitett al-
goritmusnak kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint barmelyik determinisztikus algorit-
musnak (feltéve hogy B elég nagy, vagyis B > 8).

Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy miként hasznalhaté az el6z6 fejezetben bemutatott
Yao elv a sibérlési feladat esetén.

10. tétel. Nincs olyan véletlenitett online algoritmus hanyag ellenfél ellen, amelynek a ver-
senyképességi hanyadosa kisebb lenne, mint 5 /4.

18
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Bizonyitds: Adjunk a Yao elv alapjin egy alsé korlatot a sibérlési problémat megold6
véletlenitett algoritmusok versenyképességi hanyadosdra. Haszndljuk a kdvetkezd valoszin(-
ségli bemeneti eloszldst. A bemenet legyen 1/2 valészintiséggel B/2 és 1/2 valdszintiséggel
3/2-B.

Az elsG bemenet esetén az optimdlis koltség B/2 a masodik esetében B. Ahhoz hogy
hasznalhassuk a Yao elvet, meg kell hatdroznunk az optimélis determinisztikus algoritmusra
az A(I)/OPT (I) hanyados varhato értékét. Vegyiink egy tetsz6leges determinisztikus online
algoritmust. Ezt egyértelmtien meghatirozza egyetlen érték, ami azt adja meg, hogy hanyadik
napot kovetden vdsdrol silécet, ha addig nem fejezddik be a sielés. Jelolje az algoritmust
meghatarozo értéket x.

Ha x < B/2, akkor az algoritmus koltsége mindkét lehetséges bemeneten x + B. Tehat
E(A(I)/OPT(I))=1/2(x+B)/(B/2)+1/2(x+B)/B > 3/2.

Ha B/2 < x < 3/2B, akkor az algoritmus koltsége az els6 lehetséges bemenetre B/2 a
masodikra x + B, igy E(A(I)/OPT(I)) = 1/2(B/2)/(B/2)+1/2(x+B)/B > 1/2+1/2-
3/2=5/4.

Ha 3 /2B < x, akkor az algoritmus koltsége az els lehetséges bemenetre B/2 a masodikra
3/2B,igy E(A(I)/OPT(I)) =1/2(B/2)/(B/2)+1/2(3/2-B)/B=5/4.

Kovetkezésképpen minden determinisztikus online algoritmusra teljesiil, hogy az adott
bemeneti eloszlas mellett E(A(1)/OPT (1)) > 5/4, igy a Yao elv alapjan adddik, hogy nincs
véletlenitett algoritmus, amelynek a versenyképességi hdnyadosa kisebb lenne, mint 5/4. [J

5.2. Lapozas

Az aldbbiakban a bélyegz6 algoritmus véletlenitett véltozatdt mutatjuk be, amelyben nem
determinisztikus dontés alapjan valasztjuk azt a lapot, amely kikeriil a memoriabdl. A vélet-
lenitett bélyegzd (RB) algoritmust a kdvetkez6képpen definidlhatjuk.

A RB algoritmus

1. Ha a kért lap a memoridban van, akkor amennyiben még jeloletlen, megjeloljiik.

2. Ha a kért lap nincs a memoridban, és nincs mar jeldletlen lap a memdoridban, akkor az
Osszes jelolést toroljiik.

3. Vesziink egy jeloletlen lapot egyenletes eloszlas alapjan a memoridbol (az el6zd 1épés
miatt van ilyen), a kért lapot ennek a lapnak a helyére berakjuk, majd megjeloljiik.

11. tétel. [23] A RB algoritmus 2H-versenyképes hanyag ellenfél ellen, ahol Hy = Zf-‘zl 1/i.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszOleges I bemenetet, és rogzitsiink egy optimélis offline
algoritmus, amit jeloljon OFF. A bemenetet bontsuk fazisokra ugyanigy, mint a determinisz-
tikus esetben. Ekkor ismét teljesiil, hogy akkor kezdddik tj fazis, amikor az RB algoritmus
torli a bélyegeket a memoridban. Vegyiik észre, hogy a fazisok nem fiiggnek az algorit-
mus véletlen dontéseitdl (a fazison beliili koltség igen). Jeldlje a fazisok szamat n. Most
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vizsgéljuk meg, hogy egy adott i-re mennyi RB varhato koltsége az i-edik fazisban. Ennek
meghatdrozdsahoz a fazis sordn kért lapokat két halmazba osztjuk. Réginek nevezziik azokat
a lapokat, amelyek a fazis megkezdésekor RB memoridjaban voltak, ezek szamdt jelolje r;. A
tobbi lapot (akik nem szerepeltek RB memodridjaban) j lapnak nevezziik, ezek szama legyen
u;. Minden 4j lap hibét okoz, és egyetlen lap sem okoz egynél tobb hibat egy fazison beliil,
igy azt kapjuk, hogy az 0j lapok éltal kapott hibak szama u;.

Most vizsgéljuk meg, hogy mennyi a régi lapok altal okozott hibdk varhat6 szama. Nyil-
vanvaléan egy régi lap csak az els6 megjelenésénél okozhat hibat, pontosan akkor, ha a lapot
az algoritmus madr kirakta a memoridjabdl. Vizsgéljuk meg ennek a valészintiségét. Tegyiik
fel, hogy egy régi lap els6 megjelenésénél, a memoria tartalmaz x darab 1j lapot €s y darab
megjelolt régi lapot (ezek mar szerepeltek a fazisban). Ekkor a k — y jeloletlen régi lap koziil
egyenletes eloszlds alapjdn x darab nem szerepel a memoridban, igy annak a valdszintisége,
hogy a kért lap nem szerepel, azaz hibat okoz x/(k —y). Tehdt a lap dltali hibdk szdmanak
varhat6 értéke x/(k—y) < u;/(k—y). Kovetkezésképpen a régi lapok dltal okozott hibdk var-
hat6 szdma legfeljebb Z;’: oui/ (k—j). Igy azt kapjuk, hogy az algoritmus varhaté koltsége a
fazis sordn legfeljebb

i
u; + Z u,'/(k—j) < u;H.
j=0
Osszefoglalva azt kaptuk, hogy RB(I) < Y7, u;Hj.

Most vizsgaljuk meg az optimalis koltséget. Ehhez legyen d; azon lapok szama, amelyek
az i-edik féazis el6tt szerepelnek az offline memdridban, de nem szerepelnek RB memorid-
jaban. Feltessziik, hogy d; = 0, azaz ugyanazzal a memdridval kezdenek az algoritmusok.
Hasznéljuk a d,, 1 értéket is, ez az algoritmus befejezésekor fenndll6 érték. Legyen az oft-
line algoritmus koltsége az i-edik fazisban OF F;. Mivel az i-edik fazisban pontosan azokat a
lapokat kérik, amelyek szerepelnek a végén RB memoridjaban, ezért minden lap, ami a fazis
végén ezektdl kiilonbozik egy hibat okoz az offline algoritmus szdmdara. Kovetkezésképpen
OFF; > di;1. Masrészt azon 1j lapok, amelyek nem voltak az offline algoritmus memorid-
jaban a fazis elott, a szamadra is hibat okoznak. Ezen lapok szdma legaldbb u; — d;, igy azt
kapjuk, hogy OF F; > u; — d;. A két korlat alapjan adédik, hogy OF F; > (u; — d; +dit1) /2.
Osszegezve ezeket az értékeket adédik, hogy

n

OFF(I) > (Y uj—dy+dui1)/2> () ui) /2.
i=1 i=1

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy RB(I) < 2H,OF F(I), amivel a tételt igazoltuk. [J

A kovetkezd tétel azt mutatja, hogy hanyag ellenfél ellen nem adhaté RB-nél nagysag-
rendileg jobb algoritmus.

N

12. tétel. [23] Nincs olyan véletlenitett algoritmus a lapozdsi problémdra, amelynek a ver-
senyképességi hanyadosa hanyag ellenfél ellen kisebb, mint Hy.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsdhoz ismét a Yao elvet hasznéljuk fel. Tehat vehetiink egy
tetszOleges valdszintliségi eloszlast, és az azdltal generdlt bemeneten kell megvizsgdlnunk a
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legjobb determinisztikus online algoritmust. Altalaban egy adott eloszldsra a legjobb determi-
nisztikus algoritmus megtaldldsa igen nehéz feladat, igy az ilyen esetekben gyakran hasznalt
otlet olyan eloszlast vdlasztani, amelyen minden algoritmus ugyanazt a varhat6 eredményt éri
el. Most is ezt tessziik. Vegyiink k 4 1 kiilonb6z6 lapot és legyen I kérések egy olyan soro-
zata, amelyben n darab kérés érkezik, melyek mindegyike egyenletes eloszlas alapjan valaszt
egy lapot a k+ 1 lap koziil. Definidljuk a generdlt sorozat fazisait, az el6z0 bizonyitdsokhoz
hasonléan. Az i-edik fazis az LFD algoritmus i-edik hibdjanél kezdddik és a kovetkezd hi-
bat megel6z6 lapig tart. Ekkor LFD koltsége minden fazisban 1. Most vizsgéljuk az adott
fazis varhat6 hosszat. Akkor kovetkezik be a kovetkezd hiba, amikor arra a lapra érkezik a
kérés, amit LFD kitett a memoridbdl, de ezt megel6zben a tobbi lapra is kellett kéréseknek
érkeznie. Tehat egy fazis varhatd hossza 1-el rovidebb a legrovidebb olyan sorozat varhaté
hosszanal, amelyben mind a k + 1 lapra érkezik kérés. Masrészt pontosan az ilyen sorozatok
varhat6 hosszat vizsgalja a kupon gy(ijt6 probléma (14sd [46]). Egy ilyen legrovidebb sorozat
varhat6 hossza (k+ 1)Hy 1. Azaz egy fézis varhaté hossza (k+ 1)Hg 1 — 1 = (k+ 1)Hy.

Most vegyiik észre, hogy tetszSleges online algoritmust véve minden 1épésben a hiba
valdszindisége, igy varhaté értéke 1/(k+ 1). Tehat az online algoritmus varhat6 koltsége egy
fazisban (k+ 1)H;/(k+ 1) = Hy. Kovetkezésképpen minden fazisra az online algoritmus
vérhat6 koltsége Hy-szor az offline koltség, amivel az allitdst igazoltuk. [

5.3. Lista hozzaférés

A lista hozzéaférési feladat esetén az MTF algoritmusnak aldbbi véletlenitett kiterjesztését
szokas vizsgalni.

BIT algoritmus: Kezdetben minden elemhez hozzarendeliink egy bitet, 0-at vagy 1-et,
egymastol fiiggetleniil egyenletes eloszlds alapjan. Az i elemhez rendelt bit b(i). Ezt kdvets-
en, ha egy elemre meghivjak a KERES algoritmust, akkor a hozzarendelt bitet megvaltoztat-
juk. Amennyiben a bit 0-rdl 1-re valtozott, akkor az elemet a lista elejére vissziik.

Az alabbi, bizonyitds nélkiil kozolt tétel mutatja, hogy ez az algoritmus kisebb verseny-
képességi hanyadossal rendelkezik, mint az MTF algoritmus, s6t kisebb versenyképességi
hanyadossal, mint barmelyik determinisztikus algoritmus.

13. tétel. [35] A BIT algoritmus 1.75-versenyképes.

A BIT algoritmusnal kisebb versenyképességi hanyadossal rendelkezik a COMB (kom-
bindlt) algoritmus, amely a jelenleg ismert legkisebb versenyképességi hanyadossal rendel-
kezd véletlenitett online algoritmus a lista hozzéférési feladatra. Az algoritmus az alabbi
2-versenyképes determinisztikus algoritmust hasznélja.

TIMESTAP algoritmus: Az x elemet a KERES(x) miiveletet kovetéen a lista legelsd
olyan eleme elé rakjuk a listdban, amelyet legfeljebb egyszer kértek x utols6 kérése 6ta.
Ekkor a COMB algoritmust a kovetkez6képpen definidlhatjuk.

COMB algoritmus: 4/5 valészintiséggel a BIT algoritmust hasznaljuk, 1/5 val6szin(-
séggel a TIMESTAP algoritmust.
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22 5. FEJEZET. PELDAK VELETLENITETT ONLINE ALGORITMUSOKRA

Az algoritmus versenyképességét az aldbbi tétel adja meg, amely bizonyitdsa tilmutat a
jegyzet keretein.

14. tétel. [2] A COMB algoritmus 1.6 - versenyképes.
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6. fejezet

A k-szerver probléma

Az egyik legismertebb online modell a k-szerver probléma. A probléma dltaldnos defini-
cidjanak megaddsihoz sziikség van a metrikus tér fogalmara. Egy (M,d) pérost, ahol M a
metrikus tér pontjait tartalmazza, d pedig az M x M halmazon értelmezett tavolsdgfiiggvény,
metrikus térnek neveziink, ha a tdvolsagfiiggvényre teljesiilnek az aldbbi tulajdonsagok:

d(x,y) > 0 minden x,y € M esetén,

d(x,y) = d(y,x) minden x,y € M esetén, vagyis d szimmetrikus,

d(x,y)+d(y,z) > d(x,z) minden x,y,z € M esetén, vagyis teljesiil a haromszog-egyen-
16tlenség,

d(x,y) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha x = y.

A k-szerver problémdban adott egy metrikus tér, €s van k darab szerveriink, amelyek a tér-
ben mozoghatnak. A probléma sorédn a tér pontjaibdl all6 kérések egy listdjat kell kiszolgélni
azaltal, hogy a megfeleld kérések helyére odakiildiink egy-egy szervert.

A probléma online, ami azt jelenti, hogy a kéréseket egyenként kapjuk meg, és az egyes
kéréseket a tovdbbi kérések ismerete nélkiil azok érkezése el6tt kell kiszolgalnunk. A cél a
szerverek éltal megtett 0ssztdvolsdg minimalizdldsa. Ezen modellnek és specidlis eseteinek
szdmos alkalmazdsa van. A tovdbbiakban azt a metrikus tér pontjaibdl 4ll6 multihalmazt,
amely megadja mely pontokban helyezkednek el a szerverek (azért kell multihalmazokat
hasznalnunk, mert egy pontban tobb szerver is lehet), a szerverek konfigurdciojanak nevez-
zik.

Az els6 fontos eredményeket a k-szerver problémdra a [44] publikdltdk. A probléma
megoldasara javasolt elsd eljards a kovetkezd Egyensily algoritmus, amelyet a tovabbiak-
ban ES-el jeloliink. Az eljaras sordn a szerverek mindig kiilonb6z6 pontokban helyezkednek
el. Az algoritmus futdsa sordn minden szerverre szdmon tartja, hogy az aktudlis idGpontig
Osszesen mekkora tavolsagot tett meg. Jeldlje rendre s1,. .., 5% a szervereket és a pontokat is,
ahol a szerverek elhelyezkednek. Tovéabba jelolje Dy, ..., D; rendre a szerverek dltal az adott
id6pontig megtett dsszutat. Ekkor, amennyiben egy P pontban megjelenik egy kérés, akkor
az ES algoritmus azt az i szervert vdlasztja a kérés kiszolgdldsara, ahol a D; + d(s;, P) érték
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minimalis. Tehét az algoritmus szdmon tartja a szerverek S = {sy,...,s¢} szerver konfigu-
racidjat, és a szerverekhez rendelt tdvolsdgokat, amelyek kezdeti értékei D1 = --- = Dy = 0.
Ezt kdvetden a algoritmus egy I = Py, ..., P, pontsorozatra a kovetkez6képpen fut

ES(I)

forj=1ton

= argmin{Di + a’(si,Pj)}

szolgdljuk ki a kérést az i-edik szerverrel
D;:=D;+ d(S,',Pj)

S; ‘= Pj

Példa: Tekintsiik a kétdimenzids euklideszi teret, mint metrikus teret. A pontok (x,y) va-
16s szampdarokbol dllnak, két pontnak (a,b)-nek és (c,d) -nek a tédvolsdga \/(a —c)2 + (b — d)>.
Legyen két szerveriink kezdetben a (0,0) és (1,1) pontokban. Kezdetben D; = D, = 0,
s1=1(0,0), s = (1,1). Az els6 kérés legyen az (1,4) pontban. Ekkor D; +d((0,0),(1,4)) =
V17 > Dy +d((1,1),(1,4) = 3, igy a masodik szervert hasznéljuk és a kérés kiszolgéla-
sa utdn D; = 0,D, = 3, 51 = (0,0), 52 = (1,4) teljesiil. Legyen a masodik kérés (2,4),
ekkor Dy +d((0,0)(2,4)) = v/20 > Dy +d((1,4)(2,4) = 3+ 1 = 4, igy ismét a misodik
szervert hasznéljuk, és a kérés kiszolgdldsa utdn D; = 0,D, =4, s; = (0,0), s, = (2,4) tel-
jesiil. A harmadik kérés legyen ismét az (1,4) pontban, ekkor Dy +d((0,0)(1,4)) = /17 <
Dy +d((2,4)(1,4) =4+ 1 =5, igy az elss szervert hasznaljuk és a kérés kiszolgdldsa utan
Dy =+17,D, =4, s = (1,4), s = (2,4) teljesiil. Az algoritmus futdsat a 6.1 dbrdn szem-
1éltetjiik.

K1 | K2 K3l 53 |

1 11 H
0 BH

81 5 & |
D1=0,d1 =4.123 D1=0, d1 =4 472 D1=0. 41 =4.123
D2=0.d2=3 D2=3 d2=1 D= .2 =1

6.1. dbra. Az ES algoritmus 1épései

Az algoritmus hatékony specidlis terek esetén, miként ezt a kovetkezd 4llitds mutatja. A
tétel bizonyitdsat nem ismertetjiik.

15. tétel. [44] Amennyiben a metrikus tér legaldbb k + 1 pontot tartalmaz, akkor az ES
algoritmus enyhén k-versenyképes.

Az alébbi 4llitds mutatja, hogy a k-szerver problémara éltaldban nem adhaté meg k-
versenyképesnél jobb algoritmus.

16. tétel. [44] Nincs olyan legaldbb k + 1 pontbol dllo metrikus tér, ahol megadhato len-
ne olyan online algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi hdanyadosa, mint k (enyhe
versenyképesség esetén).
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Bizonyitas: Tekintsiink egy tetsz6leges legalabb k + 1 pontbdl all6 teret, és egy tetszdle-
ges online algoritmust. Jelolje az algoritmust ONL, a pontokat ahol kezdetben ONL szerve-
rei dllnak Py, Ps,..., P, a térnek egy tovabbi pontjét jelolje Py, ;. Vegyiik kéréseknek egy
hosszu I = Qy,...,Q, sorozatat, amelyet igy kapunk, hogy a kovetkez6 kérés mindig a
P1,P, ..., P pontok koziil abban a pontban keletkezik, ahol a ONL algoritmusnak nem
tartézkodik szervere.

Vizsgéljuk elsként az ONL(I) koltséget. Mivel a Q; pont kiszolgaldsa utdn a Q4 pont
lesz szabad, ezért a Q; pontot mindig a Q| pontban 4ll6 szerver szolgalja ki, igy a kiszol-
gélds koltsége d(Q;,Qj+1). Kovetkezésképpen

n
ONL() = Y d(Q;,Qj:1),
j=1
ahol Q,+ azt a pontot jeloli, ahol az (n + 1)-edik kérés lenne, azaz azt a pontot, amelyrdl
kiszolgaltuk az n-edik kérést.

Most vizsgéljuk az OPT (I) koltséget. Az optimalis offline algoritmus meghatdrozasa he-
lyett definidlunk k darab offline algoritmust, és ezek koltségeinek az atlagat hasznéljuk, mivel
mindegyik algoritmus koltsége legalabb akkora mint a minimadlis koltség, ezért a koltségek
atlaga is fels6 korlétja lesz az optimélis koltségnek.

Definidljunk tehdt k darab offline algoritmust, jelolje 6ket OFFy, ..., OFF,. Tegyiik fel,
hogy a kiindulasi allapotban az OFF; algoritmus szerverei a Py, P, ..., P pontok koziil a
P; pontot szabadon hagyjék, €s a halmaz tovabbi pontjainak mindegyikén egy szerver helyez-
kedik el. Ez a kiindulasi éllapot elérhetd egy C; konstans extra koltség felhasznaldsaval.

A kérések kiszolgdlasa a kovetkezOképpen torténik. Ha a Q; ponton van az OFF; algo-
ritmusnak szervere, akkor nem mozgat egyetlen szervert sem, ha nincs, akkor a Q;_; ponton
levé szervert hasznélja. Az algoritmusok jol definidltak, hiszen ha nincs szerver a Q; ponton,
akkor az ezen ponttdl kiilonbozd Py, Ps,. .., P11 pontok mindegyikén, igy Q;_i1-en is van
szerver. Tovabba a Q| = Py ponton az OFF; algoritmusok mindegyikének all szervere a
kezdeti konfigurdciéban.

Vegyiik észre, hogy az OFF,..., OFF; algoritmusok szerverei rendre kiilonb6z6 konfi-
gurdcidkban vannak. Kezdetben ez az allitds a definici6 alapjan igaz. Utdna ez a tulajdonsig
az alabbi észrevételek alapjan igazolhaté. Amely algoritmusok nem mozditanak szervert a
kérés kiszolgdldsara, azoknak a szerver konfigurdcidja nem véltozik. Amely algoritmusok
mozgatnak szervert, azok mind a Q;_1 pontrdl viszik el a szervert, amely pont az el6z0 kérés
volt, igy ott minden algoritmusnak van szervere. Kovetkezésképp ezen algoritmusok szerver
konfigurdcidja nem allitédhat azonos pozicidba olyan algoritmus szerver konfigurdcidjaval,
amely nem mozditott szervert. Mdsrészt, ha tobb algoritmus is mozgatna Q;_1-rol Q;-be a
szervert azok szerver konfigurdcidja se valhat azonossd, hisz az a mozgatast megel6zdleg
kiilonboz6 volt.

Kovetkezésképp egy Q; kérés esetén minden OFF; algoritmusra mds a szerver konfigu-
raci6. Tovdbba minden konfigurdcionak tartalmaznia kell Q;_1-et, tehat pontosan egy olyan
OFF; algoritmus van, amelynek nincsen szervere a Q; ponton. Tehat a Q; kérés kiszolga-
lasdnak a koltsége az OFF; algoritmusok egyikénél d(Q;—1,Q;) a tobbi algoritmus esetén
0.

Kovetkezésképp
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k n
Y OFFi(I)=C+ Y d(Q:,0i1),
j=1 i=2
ahol C = Z’J‘.: 1 Cj egy, a bemeneti sorozattol fliggetlen konstans, amely az offline algoritmu-
sok kezdeti konfiguracidinak bedllitasanak koltsége.

Masrészt az offline optimadlis algoritmus koltsége nem lehet nagyobb semelyik offline
algoritmus koltségénél sem, igy k- OPT(I) < ZI;':1 OFF;(I). Kovetkezésképpen

k-OPT(I) <C+ id(QhQi—l) < C+ONL(I),
i=2

amely egyenldtlenségbdl kovetkezik, hogy az ONL algoritmus versenyképességi hanyadosa
nem lehet kisebb, mint k, hiszen a bemeneti sorozat hosszisaganak novelésével a OPT ()
érték tetsz6legesen nagy lehet. [

A probléma felvetése nagy érdekl6dést keltett. Az altalanos esetre konstans versenyképes
algoritmust (O(2%)-versenyképes algoritmust) elséként a [25] cikkben fejlesztettek ki. Ezt
kovetéen hosszan nem sikeriilt Iényegesen csokkenteni a felsd €s az alsé korlat kozotti rést.
Az attorést a [4 1] cikkben publikalt eredmény hozta meg, ahol sikeriilt a probléma megolda-
sara a munkafiiggvényen alapul6 algoritmust elemezniiik és igazolniuk, hogy az algoritmus
(2k — 1)-versenyképes. Nem sikeriilt meghatdrozniuk az algoritmus pontos versenyképessé-
gi hdnyadosat, bar éltaldnosan sejtett, hogy az algoritmus valdjaban k-versenyképes. Ezen
versenyképességi hdnyados pontos meghatdrozasa, illetve egy k-versenyképes algoritmus ki-
fejlesztése azota is az online algoritmusok elméletének legismertebb és sokak altal legfonto-
sabbnak tartott nyilt problémédja. Az aldbbiakban ismertetjiik a munkafiiggvény algoritmust.

Legyen Aq az online szerverek kezdeti konfiguraciéja. Ekkor a t-edik kérés utdni X mul-
tihalmazra vonatkozé munkafiiggvény, w; (X ), az a minimdlis koltség, amellyel kiszolgdlhat6
az elso t kérés az Ap konfiguraciébdl kiindulva ugy, hogy a szerverek az X konfiguricio-
ba keriiljenek a kiszolgdlds végén. A MUNKAFUGGVENY algoritmus a munkafiiggvényt
hasznélja. Legyen A;_; a szervereknek a konfigurdcidja kozvetleniil a 7-edik kérés érkezése
elott. Ekkor a MUNKAFUGGVENY algoritmus azzal az s szerverrel szolgalja ki az R; pontban
megjelent kérést, amely szervernek a P helyére a w,_j(A;—1 \ {P} U{R;}) +d(P,R;) érték a
minimdlis.

Példa: Tekintsiik azt a metrikus teret, amelyben harom pont van: A, B és C, a ta-
volsagok d(A,B) =1, d(B,C) = 2, d(A,C) = 3. A teret a 6.2 abrdn szemléltetjik. A
kezdeti szerver konfigurdcid legyen A,B, vagyis két szerveriink van, az A és B pontok-
ban. Ekkor a kezdeti munkafiiggvények wo({A,A}) =1, wo({A,B}) =0, wo({A,C}) =2,
wo({B,B}) =1, wo({B,C}) = 3, wo({C,C}) = 4. Legyen az els6 kérés a C pontban. Ekkor
wo({A,B}\{A}U{C})+d(A,C)=3+3=5é wo({A,B} \{B}U{C})+d(B,C)=2+42=
4,igy a MUNKAFUGGVENY algoritmus a B pontban levd szervert kiildi a kérés kiszolgaldsa-
ra.

A munkafiiggvény algoritmusra teljesiil a kovetkezd allitas, amely bizonyitdsa tilmutat a
jegyzet keretein.
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6.2. dbra. A példaban szerepld metrikus tér

17. tétel. [41] A MUNKAFUGGVENY algoritmus enyhén (2k — 1)-versenyképes.

Az altalanos probléma vizsgélata mellett a probléma specidlis eseteit szdmos dolgozatban
vizsgaltdk. Amennyiben barmely két pont tavolsdga 1, akkor a lapozasi problémat kapjuk
meg. A pontok megfeleltethetek a kért lapoknak, az egyes szerverek megfeleltethetéek a
memoridban szerepld egyes helyeknek. Tovabba az, hogy egy szerver egy pontot kiszolgal
azt jelenti, hogy az adott lapot berakjuk a szervernek megfelel6 helyre a memoridba. Egy
masik vizsgdlt specidlis tér az egyenes. Az egyenes pontjait a valds szdmoknak feleltetjiik
meg, és két pontnak a-nak és b-nek a tdvolsdga |a — b|. Erre az esetre, ahol a metrikus tér
egy egyenes, a [ 12] cikkben fejlesztettek ki egy k-versenyképes algoritmust, amelyet dupla
lefedd algoritmusnak neveziink. Az algoritmus a P kérést a P-hez legkozelebb esd s szerverrel
szolgéalja ki, és amennyiben vannak szerverek P-nek az s-sel atellenes oldalan is, akkor azon
szerverek koziil a P-hez legkozelebbit d(s, P) egységnyivel mozditja P felé. A tovébbiakban
a dupla lefedd algoritmust DL-el jeloljiik.

Példa: Tegyiik fel, hogy hdrom szerveriink van, s1,s7,s3, amelyek az egyenes 0,1,2
pontjaiban helyezkednek el. Amennyiben a kovetkezd kérés a 4 pontban jelenik meg, akkor
DL alegkozelebbi s3 szervert kiildi a kérés kiszolgéldsara a tobbi szerver helye nem véltozik,
a koltség 2 és a kérés kiszolgaldsa utan a szerverek a 0, 1,4 pontokban lesznek. Amennyiben
ezt kovetden a kovetkezd kérés a 2 pontban jelenik meg, akkor DL a legkdzelebbi s, szervert
kiildi a kérés kiszolgéldsara, de mivel a kérés mésik oldaldn is van szerver, ezért s3 is megtesz
egy egységnyi utat a kérés felé, igy a koltség 2 és a kérés kiszolgdldsa utdn a szerverek a
0,2,3 pontokban lesznek. A példat a 6.3 dbran szemléltetjiik.

g T 2 [k

111111
T8 83 8y
Ko

S i MUY

TS s S3

S0 e

6.3. dbra. A dupla lefedd algoritmus miikodése

A DL algoritmusra teljesiil a kovetkezd 4llités.
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18. tétel. [12] A DL algoritmus enyhén k-versenyképes ha a metrikus tér egy egyenes.

Bizonyitds: Vegylink a kéréseknek egy tetsz6leges sorozatit, jelolje ezt a bemenetet /. Az
eljaras elemzése soran feltételezziik, hogy parhuzamosan fut a DL algoritmus és egy optima-
lis offline algoritmus. Szintén feltessziik, hogy minden kérést els6ként az offline algoritmus
szolgél ki, utdna pedig az online algoritmus. Az online algoritmus szervereit és egyben a
szerverek pozicidit (amelyek valds szdmok az egyenesen) sy, ..., s jeloli, az optimdlis off-
line algoritmus szervereit €s egyben a szerverek pozicidit xp,...,x; jeloli. Mivel a szerverek
rendszeres atjelolésével ez elérhetd feltételezziik, hogy s1 <o <+ s ésxy <xp <+ <y
mindig teljesiil.

A tétel allitasat a potencialfiiggvény technikdjaval igazoljuk. A potencidlfiiggvény a szer-
verek aktudlis poziciéjahoz rendel egy értéket, az online és az offline koltségeket a potenci-
alfiiggvény valtozasainak alapjin hasonlitjuk Ossze. Legyen a potencialfiiggvény

k
¢:kZ|xi—Si|+Z(Sj—Si)-
i=1

i<j

Az alabbiakban igazoljuk, hogy a potencialfiiggvényre teljesiilnek az aldbbi allitdsok.

o Amikor OPT szolgalja ki a kérést, akkor a potenciélfiiggvény novekedése legfeljebb
k-szor akkora mint az OPT szerverei dltal megtett tivolsag.

e Amikor DL szolgélja ki a kérést, akkor ® legaldbb annyival csokken, mint amennyi a
kérés kiszolgalasanak koltsége.

Amennyiben a fenti tulajdonsagok teljesiilnek, akkor a tétel allitdsa kovetkezik, hiszen
ebben az esetben adddik, hogy ®, — g < k- OPT(I) — DL(I), ahol ®, és &y a potencidl-
fliggvény kezdeti és végsd értékei. Mivel a potencidlfiiggvény nemnegativ, ezért adédik, hogy
DL(I) < kOPT(I) 4+ ®y, azaz azt kapjuk, hogy a DL algoritmus enyhén k-versenyképes.

Most igazoljuk a potencialfiiggvény tulajdonsdgait.

Els6ként vizsgéljuk azt az esetet, amikor OPT valamely szervere d tdvolsdgot mozog.
Ekkor a potenciélfiiggvényben szerepld elsé rész legfeljebb kd-vel novekszik a masodik rész
nem véltozik, tehdt az els6 tulajdonsdga a potencidlfiiggvénynek valéban fenndll.

Most vizsgdljuk DL szervereit. Legyen P az a kérés melyet ki kell szolgdlni. Mivel
elsdként OPT szolgdlta ki a kérést, ezért x; = P valamely szerverre. Most kiilonbdztessiink
meg két esetet DL szervereinek elhelyezkedésétdl fiiggden.

Els6ként tegyiik fel, hogy minden szerver P-nek ugyanarra az oldaldra esik. Feltehetjiik,
hogy minden szerver pozicidja nagyobb P-nél, a masik eset teljesen hasonl. Ekkor s; a
legkozelebbi szerver P-hez és DL s;-et kiildi P-be, mds szervert nem mozgat. Tehat DL kolt-
sége d(s1,P). A potencidlfiiggvényben szerepld elsé dsszegben csak az |x; — s;| tag valtozik
és ez csokken d(s, P) egységgel, tehdt az els6 rész csokken kd(s1, P) egységgel. A mésodik
tag novekszik (k— 1)d(sy, P) egységgel, igy ® értéke csokken d(sy, P) egységgel.

Most tekintsiik a masik esetet! Ekkor P-nek mindkét oldaldra esik szerver, legyenek
ilyen szerverek példaul s; és s;1. Tegyiik fel, hogy s; esik kozelebb P-hez, a mésik eset
teljesen hasonld. Tehdt DL koltsége 2d(s;, P). Vizsgéljuk a potencidlfiiggvény elsé részének
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véltozasait! Az i-edik és az i 4- 1-edik tag valtozik. Az egyik tag novekszik, a masik csokken
d(si, P) egységgel, tehat az elsG rész osszességében nem valtozik. A P fiiggvény masodik
részének véltozdsa

d(si,P)(— (k= i)+ (i—1) = () + (k= (i+1))) = —2d(s:, P).

Tehat ebben az esetben is fenndll a potencidlfiiggvény masodik tulajdonsdga. Mivel tobb eset
nem lehetséges ezért igazoltuk a potencidlfiiggvény tulajdonsdgainak fennélldsat, amivel a
tétel allitasat is bebizonyitottuk. [

Az egyenes altalanositdsaként kaphatjuk a fa metrikus teret. Vegylink egy tetszdleges
stlyozott fat. A metrikus tér pontjai a fa csicsai, tovabba minden élhez, minden 0 < A < 1
értékre definidljuk az élet A és 1 — A ardnyban feloszté pontokat. Mivel a fa kormentes ezért
barmely két pont kozott egyetlen Ut vezet. A két pont kozotti tdvolsdg a kozottiik vezetd tt
hossza. Az élek bels6 pontjai esetén az €l hosszanak a felosztdsnak megfeleld részét vessziik
figyelembe.

Ekkor definidlhatjuk a DL algoritmus egy érdekes altaldnositdsat. Az algoritmus defi-
nidlasdhoz sziikségiink van a kovetkezd fogalomra. Azt mondjuk, hogy egy szerver lat egy
pontot, ha a kozte és a pont kozott levd dton nincs masik szerver.

Lefed6 algoritmus: Az algoritmus egy kérést uigy szolgdl ki, hogy minden szervert, ami
latja a kérés helyét egyenletes sebességgel mozgat a szerver felé. A kérést latd szerverek
halmaza csokkenhet a szerverek mozgatdsa soran, amikor az elsd szerver eléri a kérést a
tobbi szerver is megall, mert utdna mar nem latjak.

A DL algoritmus elemzéséhez hasonléan igazolhat6 az aldbbi 4llitas.

19. tétel. [12] Ha a metrikus tér egy fa, akkor a lefedd algoritmus enyhén k-versenyképes.
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7. fejezet

Utemezési feladatok

7.1. Online iitemezési modellek

Az litemezési feladatok elméletének igen nagy irodalma van. Az els6 online iitemezési ered-
ményt tulajdonképpen a [28] cikkben publikaltdk, ahol a LISTA online iitemezési algoritmust
elemezték. Mondhatjuk ezt annak ellenére, hogy ott még nem hasznaltdk az online algorit-
musok korében kés6bb elterjedt fogalomrendszert és a vizsgélt algoritmust nem online algo-
ritmusként, hanem kozelitd algoritmusként tekintették. Specidlisan online iitemezési algorit-

musokkal az 1990-es években kezdtek el foglalkozni és azdta szdmos eredmény sziiletett.

Utemezési problémakban munkédk végrehajtdsait kell megtervezniink. Az altalanos mo-
dellben a munkadarabok tobb tevékenységbdl dllhatnak és a tevékenységekhez kell megha-
taroznunk a gépeket, amelyeken és az idSintervallumokat amelyekben az egyes miiveletek
végrehajtandéak. A tovdbbiakban azt az egyszer(ibb modellt vizsgaljuk, amelyben minden
munka egyetlen miveletbdl all. Tehét a feladatunk az, hogy a munkdkhoz, amelyeknek is-
merjilk a megmunkalési idejeit hozzarendeljiik a gépet, amelyen a munkat végrehajtjuk és a
megmunkadlds kezdési és befejezési idGpontjat, amely idSpontok kiilonbsége a megmunkalasi
1d6 kell legyen.

A gépek tekintetében harom kiilonb6zd modellel foglalkozunk. Amennyiben a munka
megmunkalasi ideje minden gépen ugyanannyi, akkor azonos parhuzamos gépekrdl beszé-
link. Amennyiben a gépekhez hozza van rendelve egy s; sebessé€g, a munkédknak van egy p;
megmunkalasi stilya és a j-edik munka megmunkaldsi ideje az i gépen p;/s;, akkor hasonlo
parhuzamos gépekrdl beszéliink. Végiil, ha a j-edik munka megmunkalési ideje tetszoleges
Pj=(pj(1),...,p;(m)) nemnegativ vektor lehet, ahol a munka megmunkaldsi ideje az i-edik
gépen p (i), akkor fiiggetlen parhuzamos gépekrdl beszéliink.

Utemezési problémak esetén szamos iitemezési célfiiggvényt szokds vizsgalni, mi itt csak
azt a modellt vizsgaljuk, amelyben a cél a maximdlis befejezési id6 minimalizdldsa. A fejezet
elsd részében ismertetjiik a két legelterjedtebb online iitemezési modellt, és a kovetkezd két
fejezetben ezen modellekkel foglalkozunk. Végiil két ujabb részteriiletet ismertetiink. Els6-
ként azt a modellt mutatjuk be, amelyben lehetséges a munkdk visszautasitdsa, majd azt a
modellt, ahol a gépeket is meg kell vasarolni.
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7.1.1. Lista modell

Ebben a modellben a munkék egy listardl érkeznek. Amikor egy munkat megkapunk a lis-
munkat, hozzdrendelve a kezdési és befejezési id6t, amelyeket kés6bb mar nem valtoztatha-
tunk meg, és csak ezt kovetden kapjuk meg a listardl a kovetkezd munkat.

Vegyiik észre, hogy amennyiben a célfiiggvény a maximalis befejezési idd, akkor (miként
az offline esetben is) elegendd olyan algoritmusokkal foglalkoznunk, amelyek nem hagynak
iires részeket a gépeken, azaz amelyekben az egyes gépeken a munkdk sziinet nélkiil ko-
vetik egymdst. Ebben az esetben minden gépre a maximalis befejezési id6 megegyezik a
id6k Osszegét a gépen leve roltésnek hivjuk. Hasonléan gépek és munkdk egy tetszleges
halmazara azt az értéket, amit gy kapunk, hogy a munkak megmunkalési idejeinek Osszegét
elosztjuk a gépek szdmaval a munkdknak az adott géphalmazra vonatkoz6 toltésének nevez-
zik.

Példa: Tekintsiik a LISTA modellben az azonos parhuzamos gépek esetét, legyen két

//////

//////

rendelkezd munkat kapja csak meg, hozzarendeli valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy az M,
géphez. Ezt kovetben az algoritmus a 3 megmunkéldsi id6vel rendelkezd munkat kapja csak
meg, €s ezt hozza kell rendelnie valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy az M, géphez. Majd
az algoritmus a 2 megmunkaldsi idével rendelkezd munkét kapja csak meg, és ezt hozza kell
rendelnie valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy ismét az M, géphez. Végiil az algoritmus
valamelyik géphez, tegyiik fel, hogy az M géphez. Ekkor a gépeken a toltés 4 + 35, illetve
3+ 2, és valoban elérhetd, hogy a toltések legyenek a maximadlis befejezési id6k, hiszen
az els6 gépen a munkdkat végrehajthatjuk a (0,4) és (4,9) idGintervallumokban, a mésodik
gépen a (0,3) és (3,5) idGintervallumokban. A kapott iitemezést és az optimélis iitemezést
mutatja a 7.1 dbra.

7.1. abra. A két azonos gép példdjiban szerepld litemezések

7.1.2. 1d6 modell

A masodik modellben, a munkaknak egy r; érkezési ideje is van, a munkdrdl semmit sem
tudunk a érkezési ideje el6tt (még a 1étezését sem), de a munka érkezése utdn barmikor meg-
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kezdhetjilk a munka végrehajtasat, ha van olyan gépiink, amely nem dolgozik. Amennyiben
egy munkdt elkezdiink végrehajtani, akkor nem szakithatjuk félbe.

Példa: Tekintsiink egy két darab hasonl6 parhuzamos gépbdl all6 példat. Legyen az M,
2ép sebessége 1, az M, gép sebessége 2. Vegyiik a kovetkezd I = (1,0),(1,1),(1,1)(1,1)
munkasorozatot, ahol a munkdk a (megmunkaldsi id6, érkezési id6) parokkal vannak meg-

//////

//////

id6pontig var és akkor kezdi el végrehajtani a munkat az M gépen. Az 1 id6pontban meg-
érkezik harom Ujabb munka, ekkor csak az M, gép szabad, kezdjiik el végrehajtani az egyik
(1,1) munkdt a gépen. A 3/2 idGpontban viélik szabaddd mindkét gép, ekkor mindkét géphez
hozzérendelhetiink egy-egy munkat, amelyek az M gépen a 5/2 az M, gépen a 2 idGpontban
fejez6dnek be, igy az algoritmus koltsége 5/2. Latszik, hogy amennyiben egybdl elkezdjiik
a 0 id6pontban az els6 munka végrehajtdsat, akkor az algoritmus a kisebb 2 koltséggel is
iitemezhette volna a munkdkat. A példdban szereplé litemezést mutatja a 7.2 dbra.

52

l4
32

12

s=1 s=2

7.2. dbra. Az id6 modell péld4jaban szerepld iitemezés

Fontos megjegyezniink, hogy (a Lista modellel ellentétben) ebben a modellben bizonyos
esetekben hasznos lehet varakoztatni munkakat, ezzel helyet hagyva az esetleg késobb érkezd

//////

példaban.

Példa: Tekintsiink ismét két gépet, de ezek legyenek egyforma parhuzamos gépek, vagy-
is ahol mindkét gép sebessége s = 1. Az elsd két munka érkezzen a 0 idSpontban, mindkettd

//////

//////

folyamatban levé munka végrehajtdsa befejezddik, vagyis a 2 idopontig. A hosszabb munkat
csak ekkor lehet elkezdeni. A mindkét utols6 munka az 5 id6pontra késziil el, de az optimalis
befejezés a 4 idGpont lenne, amennyiben az elsé két munka koziil az egyiket 0, a méasikat
a 2 idépontban kezdenénk el ugyanazon a gépen, ekkor a késébb érkezé munkat rogton el
lehetne kezdeni az érkezésekor a mésik gépen, és a teljes dtfutdsi id6 csak 4 egység lenne.
Persze, nem tudhatjuk el6re, hogy ilyen hosszabb munka késébb érkezni fog-e, ezért nem
tudhatjuk eldre, hogy érdemes-e még varni valamilyen tovdbbi munkéra, vagy sem. Csak
annyit tehetiink, hogy ha varunk (tovabbi munkara), akkor nem véarunk tdl sokat.
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7.2. A Lista modell

Az aldbbiakban egy egyszer( online algoritmussal ismerkediink meg. Az eljards ismertetése
el6tt megismételjiik, hogy az algoritmusnak csak az egyes gépekhez kell hozzdrendelni az
egyes munkdkat, ezt kovetéen az egyes gépeken a maximalis befejezési id6 minden iiteme-
z€sre, amelyben nincsenek iires idotartamok, megegyezik a géphez rendelt munkdk megmun-
kalasi idejeinek 6sszegével.

Az els6 algoritmus, amelyet LISTA algoritmusnak neveziink, a kovetkez6képpen miiko-
dik.

LISTA algoritmus

Eldkészito rész. A j; munkat rendeljiik az M géphez, tovabba legyen r := 1.

Iterdcios rész (r-edik iterdcid). Ha r = n, akkor vége az eljardsnak. Ellenkez6 esetben a
Jr+1 munkat rendeljiik ahhoz a géphez, amelyre a gépen levo toltés minimalis. Ha tobb ilyen
gép is van, akkor vélasszuk ezek koziil a legkisebb indexiit. Noveljiik r értékét 1-gyel, és
folytassuk az eljarast a kovetkezd iterdcidval.

Az algoritmus az optimdlishoz kozeli eredményt eredményez, amint azt az aldbbi tétel
mutatja.

20. tétel. [28] Egyforma pdrhuzamos gépek esetén a LISTA algoritmus versenyképességi
hdnyadosa 2 — 1 /m, ahol m a gépek szdma.

Bizonyitds: Els6ként igazoljuk, hogy LISTA 2 — 1/m versenyképes algoritmus. Legyen
6 ={J1,...,Jn} tetsz8leges munkasorozat rendre py, ..., p, megmunkalasi id6kkel. Tekint-
siik a LISTA algoritmus altal kapott iitemezést. Legyen j; az a munka, amely a legkés6bb
fejezddik be. Vizsgadljuk ezen munka S; kezdési idejét. Mivel egyetlen gép sem kezdte el ezt
a munkdt litemezni S; el6tt, ezért minden gép sziinet nélkiil dolgozott az S; id6pontig. Ebbdl

azt kapjuk, hogy

1” 1”
(L pi=p) =5 () ot

N ij
9&

.
~

Kovetkezésképp

LISTA(c) = Sl—{—pl< ij

Masrészt az optimalis iitemezésben is végre kell hajtani az 6sszes munkét, igy OPT (G) >
%( —1pj). Tovdbbd a p; munkat is végre kell hajtani valamely gépen, igy OPT(G) > p;.
Ezen becslések alapjan egybdl adddik, hogy

LISTA(o) < (1+ mT_l)OPT(G),
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amivel bizonyitottuk, hogy LISTA 2 — 1/m versenyképes algoritmus.
Most igazoljuk, hogy a kapott korlat éles. Vegyiink m(m — 1) darab munkat 1/m meg-

elsé m(m — 1) munkdt egyenletesen elosztja a gépek kozott, majd az utolsé munkat az M,
gépen iitemezi. Tehdt a maximdlis befejezési id6 1+ (m — 1) /m lesz. Egy optimdlis iiteme-
z€s pedig a rovid munkdkat egyenletesen osztja szét az els6 m — 1 gép kozott, majd az utolsé
munkat az m-edik géphez rendeli, és a maximdlis befejezési ideje 1 lesz. Tehdt ebben az
esetben az algoritmus 4dltal kapott megoldds és az optimalis megoldas célfiiggvényértékeinek
hdnyadosa 2 — 1/m, amivel igazoltuk az éllitdsunkat. (]

Els6 ranézésre nehéz elképzelni mds algoritmust az online esetre, de tobb algoritmust fej-
lesztettek ki, amelyek versenyképességi hanyadosa 2-nél kisebb szamhoz konvergal, amennyi-
ben a gépek szdma tart a végtelenhez. Ezen algoritmusok tobbsége azon az otleten alapszik,
hogy a gépek tobbségén igyekszik egyenletesen elosztani a munkékat, de a LISTA algo-
ritmussal ellentétben a gépek egy részén alacsonyan tartja a toltést, biztonsagi tartalékként
A jelenleg legkisebb versenyképességi hanyadossal (1 + /(1 +1n2)/2 ~ 1.9201-hez tart, ha
a gépek szama tart a végtelenhez) rendelkez6 algoritmust a [24] cikkben publikaltak.

A tovédbbiakban az dltalanosabb eseteket, amelyekben a gépek nem azonosak, vizsgéljuk.
Az 4ltaldnos modellben nyilvanvaléan nem elegendd azzal foglalkoznunk, melyik gépen mi-
nimdlis az aktudlis toltés, hiszen azon a gépen nagyon nagy lehet a munka megmunkélasi
ideje. A LISTA algoritmus, amely mohé mdédon iitemezi a munkékat a kovetkezoképpen
altalanosithat6. A munkék helyét a kovetkez$ szabdly alapjan hatdrozzuk meg: iitemezziik
a munkat azon a gépen, ahol a toltés a munka {itemezése utdn minimalis lesz. Ha tobb ilyen
gép is van, akkor ezek koziil azt vélasztjuk, ahol a munka megmunkalasi ideje a legkisebb
€s ha ilyen gépbdl is tobb van, akkor ezek koziil a legkisebb index(i gépet valasztjuk. Ezt az
algoritmust MOHO algoritmusnak nevezziik.

Példa: Tekintsiik a hasonlé parhuzamos gépek esetét, ahol 3 darab gép van és a sebessé-
gek s1 =sp =1, 53 = 3. Vegyiik a kovetkezd I = (2,1, 1, 3,2) munkasorozatot, ahol a munkak
M3 gépen é€s a 2 id6pontban a tobbi gépeken, igy M3 hoz rendeljiik. A kovetkez6 munka az
1 id6pontra fejezhetd be az 0sszes gépen, igy M) kapja. A kovetkezd munka a 2 idSpontra
fejezhetd be M1-en és az 1 id6pontban a tobbi gépen, igy M; kapja. A negyedik munka M1-en
Mj-n a 4 idGpontban fejezGdne be, az M3-on 5/3, igy M3-ra keriil. Végiil az utolsé munka
M;j-en M>-n a 3 id6pontban fejez6dne be, az M3-on 7/3, igy M3-ra keriil. Az iitemezést a 7.3
abra mutatja.

Példa: Tekintsiik a fiiggetlen parhuzamos gépek esetét, ahol 2 darab gép van. Vegyiik
a kovetkezd I = (1,2),(1,2),(1,3),(1,3) munkasorozatot, ahol a munkdk a megmunkalasi
id6vektorok altal vannak megadva. Ekkor az els6 munka az 1 idSpontban fejezhetd be az M,
gépen és a 2 id6pontban a masodik gépen, igy M1-hez rendeljiik. A kovetkezd munka az 2
id6pontra fejezhetd be mindkét gépen, igy M kapja. A harmadik munka a 3 idGpontra fejez-
hetd be mindkét gépen, igy ismét M| kapja. Végiil az utols6 munka a 4 idSpontra fejezhetd
be az M gépen és a 3 idSpontra fejezhetd be az M, gépen, igy az M, géphez rendeljiik. Az
iitemezést a 7.4 dbra mutatja.

Az algoritmus versenyképességi hanyadosat fiiggetlen gépek esetén a [4] cikkben hata-
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= 713
2 513
1 3 213
f:
i 1|0
g=1 g=1 =3
M, M, M,

7.3. abra. A moho algoritmus a hasonl6 gépekre

I B,

M, M,
7.4. abra. A fiiggetlen parhuzamos gépek példija

roztak meg.

21. tétel. [4] A MOHO algoritmus versenyképességi hdnyadosa m a fiiggetlen pdrhuzamos
gépek esetében, ahol m a gépek szama.

Bizonyitds: Els6ként megmutatjuk, hogy az algoritmus versenyképességi hanyadosa nem
lehet kisebb, mint m. Tekintsiik a kdvetkez6 munkasorozatot. Legyen € > 0 egy kicsi szam.
gépen 1, az m-edik gépen 1+ €, a tobbi gépen oo, (vagyis pi(1) =1,p(i) =o0,i=2,...,m—
1,p1(m) = 1+¢), ezt kvetben a j-edik munkdra a megmunkaldsi idS j a j-edik gépen, 1+¢€
a j— l-edik gépen, és oo a tobbi gépen (vagyis p;(j— 1) =1+¢, p;(j) = j, pj(i) = oo, ha
i#j—1ési#j).

Ezen munkasorozatra, a MOHO algoritmus a j-edik munkdt a j-edik gépen iitemezi, és
a maximédlis befejezési id6 m. Masrészt az optimadlis offline algoritmus az elsé munkét az m-
edik gépen, utdna a j-edik munkdt a (j — 1)-edik gépen iitemezi, igy az optimdlis maximalis
befejezési id6 1 +¢€. A hanyados m/(1+¢€). Ez az érték m-hez tart, ha az € érték 0-hoz tart,
amivel az allitast igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus m-versenyképes. Tekintsiink egy tetszéleges
munkasorozatot, legyen az optimalis maximalis befejezési id6 L*, tovabba legyen L(k) az
els6 k munka MOHO algoritmus 4ltali iitemezésében a maximalis befejezési id! Mivel az i-
edik munka iitemezéséhez valamely gépen legaldbb min;p;( ;) id6 sziikséges, és egyik gépen
sem hasznalhatunk L*-ndl tobb id6t, ezért mL* > Y min;p;(j).

(© Ddésa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu



www.tankonyvtar.hu

36 7. FEJEZET. UTEMEZESI FELADATOK

Most igazoljuk teljes indukcidval, hogy L(k) < Zi'(:l min;p;(j). Mivel az els6 munkat
ahhoz a géphez rendeljiik, ahol a leghamarabb végrehajthatd, ezért az 4llitds k = 1-re igaz.
Most legyen 1 < k < n és tegyiik fel, hogy az allitas k-ra igaz. Tekintsiik a k + 1-edik mun-
kat. Legyen az [-edik gép, amelyre a munka megmunkalési ideje minimélis. Ezen a gépen
végrehajtva a munkdt a megmunkalési id6 legfeljebb L(k) + pri1(l) < Zfill min;p;(j) (az
indukcids feltevés alapjan).

Mivel a MOHO algoritmus altal kapott maximalis befejezési id6 legfeljebb annyi, mint
abban az esetben, ha a k + 1-edik munkat az [-edik géphez rendeljiik, ezért L(k+ 1) <
Zf:ll min;p;(j), azaz az allitdst igazoltuk k + 1-re, igy tetszSleges n-nél nem nagyobb egész-
re.

Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy mL* > Y'!'  min;p;(j) > L(n), amivel igazoltuk,
hogy az algoritmus m-versenyképes. []

Az aldbbi, a hasonl6 parhuzamos gépek esetére vonatkozo allitas a [4] és [ 1] cikkekben
keriilt publikalasra.

22. tétel. [4, 1 1] A MOHO algoritmus versenyképességi hdanyadosa O(logm) hasonld pdr-
huzamos gépek esetén.

Els6ként megmutatjuk, hogy az algoritmus versenyképességi hanyadosa nem lehet ki-
sebb, mint Q(logm). Tekintsiik a gépeknek a kovetkezd halmazit. A Gy halmazban van
egy gépiink amelynek a sebessége 1, a G| halmazban van 2 gépiink, amelyek sebessége 1/2,
igy folytatva a G; halmazban olyan gépeink vannak, amelyek sebessége 27'. A G; halmaz
elemszamat tigy definidljuk, hogy a benne levd gépek annyian legyenek, ahdny 27 siilyd
munka végrehajthaté a Go, Gy, ..., G;—1 halmazban levé gépeken Osszesen 1 egységnyi 1dd
alatt. Formdlisan |G;| = ¥._{)|G;[2"~/. Definidljunk k+ 1 ilyen halmazt. Egyszer( szdmolds
alapjan adédik, hogy ekkor |G;| = 2%~!, hai > 1, igy a gépek szdma m = 1 + %(4" -1).

Tekintsiik a kovetkez6 munkasorozatot. Els6ként az elsd fazisban érkezzen |Gy| darab
munka 2% sillyal, majd a masodik fazisban |G_;| munka 2~ (k=1) sullyal, és igy folytat-
va az i-edik fazisban |G;| munka 2 sillyal, egészen az utolsé, k + 1-edik fazisig, ahol egy
munka érkezik 1 sillyal. Egy offline algoritmus iitemezheti az i-edik fazis munkait a Gx1_;
géphalmaz gépein, ekkor a maximalis befejezési id6 1, igy az optimélis offline koltség leg-
feljebb 1.

Vizsgaljuk meg a MOHO algoritmus viselkedését ezen a bemeneten. A G; halmaz elem-
szdmanak definicidja alapjdn, az elsd fazisban érkez6 munkdk végrehajthatéak a Gy, ..., Gy
halmazba es6 gépeken 1 id6 alatt, €s a G halmaz gépein is 1 ideig tart végrehajtani a fazis-
ban érkez6 munkdkat, ezért ezeket a munkdkat az algoritmus a Gy, ...,Gy— halmaz gépein
hajtja végre, azokon a gépeken utdna 1 lesz a toltés, a Gy halmaz gépein 0. Ezt kdvetSen a
mdsodik fazis munkdit az algoritmus a Gy, ..., G_> halmazok gépein hajtja végre, a harma-
dik fazis munkdit a Gy, ..., Gy_3 halmazok gépein, és igy tovabb végiil az utolsé elbtti és az
utolsé fazis munkéjat a Go halmazba esé gépen. Tehat a MOHO algoritmus koltsége k + 1,
(ez a maximadlis befejezési id6 a Go-ba es6 gépen), és mivel k = Q(logm), ezért az allitast
igazoltuk.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus O(logm)-versenyképes. Ehhez vegyiink egy tet-
szbleges bemenetet. Legyen L az algoritmus 4ltal kapott maximalis befejezési id6, L* pedig
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az optimdlis offline algoritmus &ltal kapott maximaélis befejezési id6. A bizonyitds alapotlete
az aldbbi lemmadkon alapul, amelyek az egyes gépeken levé toltés mennyiségére adnak alséd
korlétot.

3.lemma. A toltés a leggyorsabb gépen legaldbb L — L*

Vegyiik azt a munkdt, amelynek a befejezési ideje megegyezik a maximalis befejezési
id6vel. Ha a munka a leggyorsabb gépen van iitemezve, akkor az 4llitds nyilvanvaldan tel-
jesiil. Tegyiik fel, hogy nem a leggyorsabb gépen iitemeztiik. Mivel az optimélis iitemezés
koltsége L*, ezért ezen munkdnak a leggyorsabb gépen torténd végrehajtasa legfeljebb L*
ideig tarthat. Mdsrészt ezt a munkat ugy iitemeztiik, hogy a befejezési ideje L lett, ami azt je-
lenti, hogy a munka iitemezésekor a toltés a leggyorsabb gépen legaldbb L — L* kellett legyen,
hiszen kiilonben a munkat ott iitemeztiik volna.

4. lemma. Amennyiben a toltés minden legaldbb v sebességii gépen legaldbb [, akkor a toltés
legaldbb | — AL* minden legaldbb v/2 sebességii gépen.

Amennyiben [ < 4L*, az allitds nyilvanvaldan teljesiil. Tegyiik fel, hogy [ > 4L*. Te-
kintsiik azon munkék halmazat, amelyeket a legalabb v sebességli gépeken ilitemeziink az
[l —2L*,1] intervallumban. Ezen munkdk Osszsilya nem lehet kevesebb, mint 2L*-szor a
legaldbb v sebességli gépek sebességeinek az Osszege, kovetkezésképpen van olyan munka
kozottiik, amelyet az optimélis offline algoritmus lassabb gépen iitemez (hiszen ellenkezd
esetben nem lehetne az offline maximalis befejezési id6 L*).

Legyen egy ilyen munka j. Mivel v-nél lassabb gépen litemezi az offline algoritmus,
ezért a megmunkalasi silya legfeljebb vL*. Kovetkezésképpen ezen munka megmunkalasi
ideje a legaldbb v/2 sebességili gépeken legfeljebb 2L*. Mivel ezen munka befejezési ideje
a MOHO algoritmus mellett legaldbb / — 2L*, ezért a munka iitemezésekor minden legaldbb
v/2 sebességli gépen a toltés legaldbb I — 4L* volt, hiszen ellenkezs esetben egy ilyen gépen
titemeztiik volna a munkat. [J

Most ratériink a tétel bizonyitdsara. Legyen viax a leggyorsabb gép sebessége, ekkor ezen
a gépen a toltés legalabb L — L*. Ezt kdvetden tobbszor alkalmazva a fenti lemmat azt kapjuk,
hogy a legaldbb v.c2 " sebességii gépeken a toltés legaldbb L — L* — 4iL*. Kovetkezésképp
a legaldbb v, /m sebességli gépeken a toltés legaldbb L — (1 + 4[logm])L*. Jeldlje I a
legfeljebb viax /m sebességli gépek halmazit!

Vizsgaljuk most meg a munkdk megmunkaldsi sulyainak W Osszegét! Mivel az offline

algoritmus dgy osztja el a munkdkat, hogy a maximalis toltés L*, és mivel legfeljebb m gép
van, amelyeknek a sebessége kisebb mint vy,ax /m ezért

m
W <L* Z v < mL*vmaX/m+L*Zvi < 2L*Zvi.
i=1 il il
Masrészt az online algoritmus ezeket a munkdkat osztja sz€t, ezért nem lehetséges, hogy
minden /-n kiviil es6 gépen a toltés 2L*-nal nagyobb legyen, hiszen ez a fenti felsd korlatnal
nagyobb W értéket eredményezne.
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Kovetkezésképp azt kapjuk, hogy
L—(1+4[logm])L* <2L*,

amibdl adédik, hogy L < 3 + 4[logm])L*, azaz igazoltuk, hogy az algoritmus O(logm)-
versenyképes. [l

7.2.1. Az 1do modell

Ebben a modellben egyetlen algoritmust elemziink, amelynek alapétlete, hogy a munkakat
az érkezési 1d6k alapjan szétosztja €s az egyes munkahalmazokat a munkak ismeretében op-
timdlisan offline médon iitemezi. Ezt a algoritmust intervallumonkénti iitemezd algoritmus-
nak nevezziik és INTV algoritmusként jeloljiikk. Az algoritmust a [49] cikkben publikaltak.
Legyen ¢ az els6 munka érkezési ideje, ettdl az id6ponttdl kezdve az algoritmus a kovetkezd-
képpen viselkedik.

INTV Algoritmus

amig a munkasorozat nem ér véget
1. legyen H at id6pontig megérkezett €s litemezetlen munkdk halmaza
2. legyen OF F ezen munkdkra egy optimdlis offline litemezés
3. rendeljiik hozz4 a munkdkat a gépekhez a kapott iitemezésnek megfelelden
4. legyen g a kapott maximaélis befejezési 1d6
5. ha érkezett a (z,¢| intervallumban 4j munka vagy a munkasorozatnak vége van, legyen
t:=gq
6. egyébként legyen r a kdvetkezd munka érkezési ideje

27 2

A INTYV algoritmus versenyképességére vonatkozik a kovetkez6 allitas.
23. tétel. [49] Az Idé modellben az INTV algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiik a munkdknak az algoritmus éltal kapott litemezését. Az algoritmus
tulajdonképpen fizisokban dolgozik, minden offline iitemezési megoldas végrehajtasa egy
fazisnak felel meg. Jeldlje i ezen fazisok szamat, vagyis azt ahdnyszor az optimadlis liteme-
zést megkerestiik a mdr megérkezett de még nem litemezett munkakra. Tovabba jeldlje #;
a j-edik fazis kezdetét minden j-re és T az iitemezés befejezési idejét. Legyen 73 =T —¢;,
T, =ti—ti_1, Ty =ti_1 és Topr az optimalis offline koltség. Ekkor 7> < Tppr. Ez az észrevétel
nyilvanval6 abban az esetben ha az (i — 1)-edik fazis befejezésekor nincs titemezend6 munka.
Ha az utols6 fazis rogton az (i — 1)-edik fazis befejezésekor kezd6dik, akkor az egyenl&tlen-
ség azért teljesiil, mert az i-edik 1épésben iitemezett munkdkat az optimélis algoritmusnak is
utemezni kell. Masrészt 71 + T3 < Topr. Ezen észrevétel igazolasdhoz vegyiik észre, hogy az
i-edik 1épésben ilitemezett munkdk mindegyikének legaldbb 77 =t;_; az érkezési ideje, ellen-
kezd esetben mar az i — 1-edik 1épésben iitemeztiik volna dket. Kdvetkezésképp az optimalis
algoritmus nem iitemezheti ezeket a munkakat a 77 id6pont el6tt. Mdasrészt a munkdk végre-
hajtasdhoz legaldbb tovabbi 73 id6 kell. Mivel az algoritmus éltal kapott iitemezés koltsége
T\ + T» + T3, ezért a tétel allitasa kovetkezik. [J
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Kés6bb az algoritmusndl kisebb versenyképességi hanyadossal rendelkezd algoritmuso-
kat is sikertiilt kifejleszteni. Az [50] dolgozatban igazoltdk, hogy az ONLINE LPT algoritmus,
amely minden id&pontban, amikor szabad haszndlhaté gép van, a mar megérkezett de még
el végrehajtani a gépen, 3 /2-versenyképes. Szintén az [50] dolgozatban igazoltak az alabbi
allitast.

24. tétel. [50] Nincs olyan online algoritmus az online iitemezés 1dé modelljében a maxi-
madlis befejezési id6 minimalizdldsdra, amelynek a versenyképességi hanyadosa kisebb, mint
4/3.

Bizonyitds: A bizonyitdsban egy némileg erdsebb allitast igazolunk. Legyen o ~ 0,3473
az o —30+ 1 = 0 egyenlet [1/3,1/2] intervallumba esé megolddsa. Igazoljuk, hogy egyetlen
online algoritmusnak se lehet kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint 1 4 o. Vegyiink egy
tetszbleges online algoritmust, jelolje ALG. Tekintsiik a kovetkezd munkasorozatot.

A 0 id6pontban egyetlen munka érkezik, amelynek a megmunkélési ideje 1. Legyen S
az az id6pont, amelyben az algoritmus elkezdi a munkét végrehajtani valamely gépen. Ha
S1 > a, akkor erre az egyetlen munkdbdl all6 bemenetre ALG(I)/OPT (I) > 1+ o, amivel az
allitast igazoljuk. Tehat feltehetjiik, hogy S1 < .

A kovetkezd munka érkezzen az S; idGpontban, a megmunkalasi ideje legyen /(1 — ).
Legyen a kezdési ideje S». Amennyiben S, < §;+ 1 —o/(1 — ), akkor a munkasorozatot m-
1 darab munkdval fejezziik be, amelyek mindegyikének az érkezési ideje S, a megmunkdalasi
ideje pedig 1 + o /(1 — o) — S». Ekkor egy optimdlis offline algoritmus az els6 két munkat
ugyanazon a gépen litemezi, a maradék m — 1 munka mindegyikét pedig egy-egy gépen az S
id6pontban elkezdve, igy az optimalis maximalis befejezési id6 1 4+ o /(1 — o). Masrészt az
online algoritmus esetében az utolsé m + 1 munkabdl legalabb egyet csak az els6 vagy a ma-
sodik munka befejezése utdn kezdhetiink el, igy erre a bemenetre ALG(I) > 1+20a/(1 — o),
amibdl adodik, hogy ebben az esetben sem lehet az algoritmus versenyképességi hanyadosa
kisebb, mint 14 o.. Kovetkezésképpen feltehetjiik, hogy S» > S1+1—0o/(1 —a).

Ekkor az S +1—a/(1 — o) id6pontban m — 2 darab munka érkezik, amelyeknek a meg-
munkadlasi ideje o/ (1 — ) és egy tovabbi munka, amelynek a megmunkalasi ideje 1 — ot/ (1 —
o). Az optimdlis iitemezésben a mdsodik és utolsé munka kivételével, minden munkat kiilon
gépen hajtunk végre, a masodik és az utols6 munkat ugyanazon a gépen és igy egy olyan
titemezést kapunk, amelyben a maximalis befejezési id6 1+ S;. Mivel az S1+1—a/(1 — )
az utols6 m munka egyikét sem kezdte el az online algoritmus, ezért van olyan gép, amelyen
ezutdn az idpont udn legalabb két munkat kell végrehajtania, és ezen a gépen a maximalis
befejezési id6 legaldbb S; +2 —a/(1 — o) lesz. Mivel S; < o, ezért az OPT (I)/ALG(I) ha-
nyados az S1 = o érték mellett minimalis, és ebben az esetben a hdnyados 1 + o, amivel az
allitast igazoltuk. [

7.3. Visszautasitasos modellek

A visszautasitdsos modellt a [7] cikkben definidltdk. Ebben a modellben is m darab gép van,
minden munkdnak van egy p; megmunkaldsi ideje de a munkdknak van egy b; biintet€s érté-
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ke, amely a visszautasitds koltségét adja meg. A munkdkat vissza lehet utasitani, az elfoga-
dott munkdkat titemezni kell, a minimalizaland teljes koltség a kapott litemezés maximalis
befejezési idejének és a visszautasitott munkdk Osszbiintetésének az Osszege. Itt a problé-
ma online véltozatat vizsgaljuk, amelyben a munkak egyenként érkeznek és minden munka
esetén a munka érkezésekor el kell donteniink, hogy a munkat visszautasitjuk-e. Amennyi-
ben a munkat elfogadjuk akkor azon nyomban iitemezniink kell. Az algoritmusok elem-
z€se soran hasznalni fogjuk a kovetkezd jeloléseket: tetszdleges H halmazra By =Y ;cy bi,

Py =Y icy Pi» Mg = max;cy p;, tovdbbd legyen ¢ = # ~ 1.62. Az algoritmusok elemzése
sordn hasznaljuk a Py halmazt, amely azokat a munkakat tartalmazza, amelyekre b; < p; /m,
tovabba egy rogzitett optimélis megoldas esetén OP és OS jeloli az elutasitott €s az iitemezett
munkdk halmazat.

//////

visszautasitasnal.

RP, Algoritmus:
- Ha a munkdra b; < ap; teljesiil, akkor utasitsuk vissza a munkat, egyébként iitemezziik
a LISTA algoritmus szerint. Az algoritmusban o egy pozitiv paraméter.

Az algoritmus versenyképességi hanyadosat két gépre az aldbbi tétel adja meg, amit bi-
zonyitds nélkiil kozliink.
25. tétel. [7] Két gép esetén az RPy_| algoritmus @ versenyképes.

Megjegyezziik, hogy az algoritmus nem konstans versenyképes ha a gépek szdma tart a
végtelenbe. A masodik algoritmus az éltaldanos esetre is j6 megoldast szolgaltat.

RTP, Algoritmus

- Amennyiben a munka a Py halmaz eleme, akkor utasitsuk el.

- Egyébként legyen B a Py halmazon kiviili, visszautasitott munkdk 6sszbiintetése. Ha B+
bj < apj, akkor utasitsuk vissza a munkdt, ellenkezd esetben iitemezziik a LISTA algoritmus
szerint.

26. tétel. [7] Az RTPq_ algoritmus (1 + @)-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetsz6leges I bemenetet és rogzitsiink egy optimélis megoldast.
Legyen oo = ¢ — 1. Legyen ROPT (I) az optimdlis teljes biintetés és SOPT (I) az optimélis
litemez€si koltség. Legyen P az RTPy_; algoritmus altal elutasitott munkak halmaza. Ekkor

az algoritmus definicidja alapjan kapjuk, hogy Py C P. Definialjuk a kovetkezd halmazokat:

X =0S\P, Y=0P\P,
Z=0PN(P\R), U=O0PNPk,,

V=0SNP), W=0SN(P\PR).
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optimalis algoritmus

elutasit elfogad

OP 0os
Po U V

usenjz

RPTg-1

peboyja

7.5. dbra. A felhasznalt halmazok

A halmazokat a 7.5 dbra szemlélteti. Allitjuk, hogy ezekre a halmazokra a kovetkezd
egyenldtlenségek teljesiilnek:

(1) Bw < oMy,
(2) o-My < Bz+ By + By.
P
(3) By <—* ha BC P
m

P
(4) BHZEH ha BNPy=0

Els6ként igazoljuk (1)-et. Legyen j az utolsé munka a W halmazbdl. Amikor a munkét
visszautasitottuk, akkor B+b; < o« p; teljesiilt. Mdsrészt j az utolsé munka W-bdl, igy a
hasznélt B + b; ért€k pontosan By, tovabba p; < My nyilvanvaldan teljesiil.

Most igazoljuk (2)-t. Legyen j € Y a maximadlis méretli munka: p; = My. Amikor a mun-
kat elfogadtuk titemezésre akkor teljesiilt B+b; > op ;. Masrészt a Py-n kiviili visszautasitott
munkékat a ZUW halmaz tartalmazza. Igy az algoritmusban vizsgalt B+ b érték legfeljebb
Bz + By + By, amivel (2)-t igazoltuk.

A (3) és (4) egyenl6tlenségek egybdl adédnak a Py halmaz definiciéja alapjan.

Mivel a LISTA algoritmust haszndljuk az litemezéshez, ezért azt kapjuk, hogy

Py +P
RTP(I) < X117

+ Mxyy + By + By + By + Bw.

Els6ként tegyiik fel, hogy My y = Mx. Ekkor haszndlva az (1)—(4) egyenlGtlenségeket
azt kapjuk, hogy

Px Py
RTP(I) < ot By + My + By +By+ -+ oMy <

(14+0)SOPT(I)+2-ROPT(I) < (1+)OPT(I).

Most tegyiik fel, hogy My y = My. Ekkor haszndlva az (1)—(4) egyenl6tlenségeket azt
kapjuk, hogy
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Bz + By

Px Py
RTP(I)§Z+By+ +My +By +By + -+ oMy <

(2+0€)SOPT(I) + (1 + l/oc)ROPT(I) < (1 +(p)0PT(I),
mert

1
2—}—0L:1+(pvalamint1+1/oc:1+F:1—|—(p

Mivel az Osszes esetet megvizsgéltuk, ezért az allitast igazoltuk. [J

A lehetséges versenyképességi hdnyadosokra teljesiil az aldbbi als6 korlat.

27. tétel. [7] Nincs olyan online algoritmus amely jobb, mint c-versenyképes az m-gépes
visszautasitdsos iitemezési feladatra, ahol ¢ az X"~ +x""2 + ...+ 1 = x. egyenlet megolddsa.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy van olyan algoritmus, amelynek kisebb a versenyképességi
hényadosa, mint c¢. Vegyiik a kovetkez6 munkasorozatot. Legyen az i-edik munka (1,1/c")
i=1,...,m—1, (ahol tehdt p; = 1 és b; = 1 /'), és az m-edik munka (1,1). Ha az algoritmus
az els6 m — 1 munka koziil valamelyiket elfogadja, akkor a sorozat véget ér. Tegyiik fel, hogy
a j-edik munkét fogadta els6ként. Ekkor az algoritmus koltsége 1 + Z{:—ll 1/ct az optimalis
koltség Y7, 1/ ¢, igy a hanyados c, ami ellentmondés. Tehdt az algoritmus el kell fogadja
az els6 m — 1 munkat, igy fliggetleniil attél, hogy az utolsé munkét elfogadja -e a koltsége
1+ Z;.";II 1/c' lesz, mig az optimdlis koltség 1. Tehdt a hanyados ismét ¢, amivel ismét
ellentmondashoz jutottunk. []

Visszautasitdsos modelleket vizsgdlnak még példaul a kdvetkezd dolgozatok is: [19, 20].

7.4. A gépkoltséges iitemezési feladat

A gépkoltséges iitemezési feladatot a [34] cikkben definidltdk. Ellentétben a hagyoményos
titemezési feladatokkal, amikor a gépek m szdma el6re adott, és ezekkel a gépekkel kell
valahdny munkét elvégezni. A gépkoltséges litemezési feladat esetén kezdetben egyetlen
gépiink sincs, a gépeket is meg kell vasarolni. A legtobb vizsgalt modellben minden gép
vasarlasi koltsége 1. A feladat online, vagyis egyenként érkeznek az elvégzendd munkdk. A
legels6 munka érkezésekor megvessziik az elsd gépet.

Ha mdr ugy latjuk jénak, hogy a kdvetkezd munkdt ne a meglevd egyetlen géptinkre lite-
mezziik, akkor vehetiink egy masodik gépet, ismét 1 egységnyi dron, és arra is iitemezhetjiik
az éppen megérkezett munkdt, és igy tovabb.

A kérdés az, hogy mikor vasaroljunk dj gépet, masrészt pedig a meglévd gépeken a mun-
kakat hogyan iitemezziik.

Tehat egy-egy ) munka érkezésekor dontiink arrdl, hogy vesziink-e 4j gépet, és arrdl is
hogy az aktudlis munkét melyik gépre iitemezziik. Eddig legink4bb azt a modellt vizsgaltak,
amikor a cél a gépekre kifizetett pénz (vagyis a vasarolt gépek szdma), és a teljes atfutdsi id6
0sszegének minimalizalasa.

© www.tankonyvtar. hu (© Désa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE



www.tankonyvtar.hu

7.4. A GEPKOLTSEGES UTEMEZESI FELADAT 43

Az els6 algoritmus, amit a [34] cikkben mutattak be a feladatra, az a kdvetkez6. Folya-
matosan szdmoljuk a mar megérkezett munkdk S 0sszhosszat. Amint ez az S érték eléri a
kovetkez6 négyzetszam értékét, vagyis § > k%, ahol k egész szam, akkor megvessziik a k-
adik gépet, (egyébként nem vesziink 1j gépet), a munkdk litemezését pedig mindig a LISTA
algoritmus szerint végezziik.

Az algoritmus versenyképességi hdnyadosa az aranymetsz€s ardnya, ami ¢ = @ ~
1.62. A cikkben tovdbbd bebizonyitottdk hogy a feladatnak 4/3 &~ 1.333 alsé korlatja.

Az el6bbi algoritmus alapgondolata a kovetkezd: Ha sok kicsi méretli munka érkezik, ak-
kor ezeknek egy-egy téglalapot megfeleltetve amelyeknek a szélessége 1, mig a magassaga
pedig a munka mérete, ezekre akkor kapunk optimdlis megoldast, ha a gépek szdma meg-
kozelitdleg egyenld a teljes atfutdsi idovel (mert ekkor egy nagy négyzetbe pakolhatok be a
kicsi téglalapok). Ugyanis a célfiiggvény a gépek szama plusz a teljes atfutdsi idS, ez a be-
foglal6 téglalap félkeriilete (szélessége plusz magassdga), adott teriilet esetén pedig a keriilet
akkor minimalis, ha a téglalap négyzet. Emiatt tehat akkor kell 4j gépet vasdrolni, amikor
a kis téglalapok Osszteriilete mar nagyobb mint az aktudlis gépszdm négyzete. Ez az otlet
jol miikodik akkor, ha kicsi a téglalapok mérete. (Ilyenkor val6jaban a 4/3 versenyképességi
hanyados is elérhetd, ami a feladat als6 korlatjaval egyenld, tehat ilyenkor optimalis az el6bbi
algoritmus.)

Ha azonban valamikor egy jokora méretli munka érkezik, akkor az el6bbi technika mar
nem vezet optimdlis algoritmushoz. A [21] cikk egy olyan algoritmust javasol, amelynek

a versenyképességi hanyadosa 1.6-nal mar némileg kisebb, pontosabban (2\/6—1— 3) /5~
1.5798.

Ez az algoritmus a kovetkez8képpen miikodik: Utemezziik a munkét a jelenlegi gépek
egyikére a LISTA algoritmus szerint, ha ezaltal a teljes atfutdsi id6 nem novekszik 2k folé,
ahol k a gépek aktudlis szdma. Egyébként vegyiink 4j gépet, és arra iitemezziik a kovetkezd
munkat.

Ez az algoritmus némiképp képes tehat kivédeni azt az esetet, ha utoljara (vagy valamikor)
egy hosszabb méreti munka érkezik.

A jelenleg legjobb versenyképességi ardnnyal rendelkezd algoritmust a [18] cikk kozli,
ennek versenyképességi hanyadosa (2 +7 ) /3 &~ 1.5486, ami tehat kozelit6leg harom sza-
zaddal jobb, de még mindig 1.5 f6lott marad. A versenyképesség bizonyitdsa itt mar tobb
mint 6 oldalt igényel. Ez az algoritmus a kdvetkezd munka ilitemezésénél mar figyelembe
veszi a teljes atfutasi id6 esetleges novekedését, a munkak 0sszhosszat, valamint ezen kiviil
még a legnagyobb munka hosszat is.

A versenyképességi hanyados felsékorlatjanak bizonyitasa sok feladat esetében gy torté-
nik, hogy az algoritmus altal kapott célfiiggvény-értéket nem kozvetleniil az optimdlis megol-
dds értékével hasonlitjuk 6ssze, hanem egy, a bemenetre vonatkoz6 alsé korlattal, LB(I)-vel.
Ennek oka az, hogy ez ut6bbi sok esetben konnyen kiszamithat6, mig OPT (I) értékét sok
esetben nem ismerjiik pontosan. A gépkoltséges feladat esetén a két szokdsos alsé korlat a
kovetkezs: 2+/P, ahol P a munkdk osszmérete, valamint L + %, ha L > /P, ahol L a leg-
nagyobb munkaméret. A gépkoltséges feladat esetén tehat LB(I) = 2+/P, ha /P > L, és
LB(I) =L+ %, ha L > +/P. A [18] cikkben szerepel annak a bizonyitésa is, hogy nincs olyan
algoritmus, amelyre ennek az als6 korldtnak a segitségével ALG(I)/LB(I) < 1.5 bizonyitha-
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t6 lenne. Ez nem azt jelenti hogy ennél hatékonyabb algoritmus nem konstrualhat6é (ennek
eldontése még nyitott kérdés), csak azt, hogy ha taldlhat6 olyan algoritmus amelynek a ver-
senyképességi hdnyadosa 1.5-nél kisebb, akkor ennek bizonyitdsdhoz tovabbi, djfajta alsé
korlatok felhaszndldséra lesz sziikség.

A gépkoltséges feladat alsé és felsd korldtja kozotti rés a masik oldalrdl is szikiilt, mert
a cikk a feladat alsé korlatjat 4 /3-r6l v/2-re javitja. Ez a jelenleg ismert legjobb alsé korlat.
Vagyis egy optimadlis algoritmus versenyképességi hanyadosa 1.414 és 1.548 kozott van.

A feladat édltalanosabb valtozataval foglalkozik [33], ahol a gépek vasarldsanak koltsége
egy altalanos koltségfiiggvénnyel van megadva.
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8. fejezet

Ladapakolas és altalanositasai

8.1. Ladapakolasi modellek

A ladapakolasi probléméban bemenetként targyak egy L sorozatit kapjuk meg, ahol az i-edik
targyat a mérete hatdrozza meg, ami egy a; € (0,1] érték. Célunk a tirgyak elhelyezése a
lehetd legkevesebb, egység méretli ladaba. Formalisabban megfogalmazva, a targyakat olyan
csoportokba akarjuk osztani, hogy minden csoportra a benne levo targyakraa ) a; < 1 feltétel
teljesiiljon, és a csoportok szdma legyen minimaélis.

A ladapakoldsi problémak elemzésére a versenyképességi hanyados helyett az aszimp-
totikus versenyképességi hanyadost vizsgaljdk. (A versenyképességi hanyadost a legtobb
ladapakolasi modellben nem vizsgéljdk, ha igen akkor abszolut versenyképességi hanyados-
nak hivjak.) Egy A algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosa (RY) a kovetkezd
formulédkkal definidlhato:

RY =max{A(L)/OPT(L) | OPT(L) =n}

R} = limsupR}.
00

Az aszimptotikus hdnyados f6 tulajdonsiga az, hogy azt vizsgalja, miként viselkedik az
algoritmus akkor, ha a bemenet mérete nd, pontosabban ha az optimalis koltség végtelenhez
tart. Ez azt jelenti, hogy az algoritmus szabadon helyezheti el a kezdeti elemeket a listardl.

A fentiekben definidlt Iddapakolasi problémdanak szamos valtozata, dltaldnositdsa van. Az
aldbbiakban megemlitiink néhdnyat. A lddapakolési probléma harom kiilonbozé médon 4l-
taldnosithatd tobb dimenzidra. Az elsd éltaldnositds a vektorpakolds, amelyben a targyak
d-dimenzids vektorok és ugy kell elpakolni 6ket, hogy minden ldddban minden koordinatara
az ott szerepld értékek Osszege legfeljebb 1 legyen. A mdsodik altalanositds a dobozpakolds,
ahol tobbdimenziés dobozokat kell pakolni tobbdimenzids egységliddiakba. Végiil a harma-
dik éltaldnositds a savpakolds, ahol egy egységnyi sz€les savba pakolunk targyakat és célunk
a sziikséges magassdg minimalizdldsa. Fontos még megemliteniink a 1ddafedési problémat,
amelyben célunk, hogy a targyakkal a lehetd legtobb ladat toltsiik legalabb egységnyi méreti-
re. Ezeket a modelleket itt nem targyaljuk, részletek taldlhatok a [15] attekint dolgozatban.
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8.2. Az NF algoritmus, helykorlatos algoritmusok

Erdemes még megemliteniink azt a modellt, amelyben az egyszerre nyitott 1ddak szdma kor-
latozott. Ez azt jelenti, hogy amennyiben a nyitott 1dddk szdma elér egy k-korlatot, akkor ezt
kovetden csak akkor nyithatunk dj 1adat, ha az eddig nyitott 1dddk valamelyikét bezarjuk, ami
azt jelenti, hogy tobbet nem haszndlhatjuk. Ha a nyitott 1dddk szdma csak egy lehet, akkor az
egyetlen algoritmus, amely haszndlhat6, a kovetkezd a [37, 39] dolgozatokban bemutatott €s
elemzett NF algoritmus.

NF algoritmus: Amennyiben a targy elfér a nyitott 1dddban tegyiik oda! Ellenkez6 eset-
ben zérjuk be a nyitott 1adat, nyissunk egy 1j 1adét és tegyiik abba a targyat!

28. tétel. [37, 39] Az NF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosa 2.

Bizonyitds: Vegylink egy tetszbleges G targysorozatot. Jelolje n az NF algoritmus 4ltal
hasznalt 1adak szamdt, tovabbd legyen S;, i = 1,...,n az i-edik laddban levé targyak mérete-
inek Osszege. Ekkor S; + S;+1 > 1, hiszen ellenkez esetben az (i + 1)-edik ldda elsG eleme
elfért volna az i-edik 1dd4dban, ami ellentmond az algoritmus definicidjdnak. Kovetkezésképp
a targyak méreteinek Osszege legaldbb |n/2]. Mdsrészt az optimdlis offline algoritmus sem
rakhat 1-nél tobb osszméretli targyakat egy laddba, igy azt kapjuk, hogy OPT (c) > |n/2].
Ez azt jelenti, hogy

NF (o) o
OPT (o) ~ |n/2|

Misrészt ha n tart végtelenbe, akkor 1/|n/2] tart a 0-hoz, amivel igazoltuk, hogy az
algoritmus aszimptotikusan 2-versenyképes.

Most megmutatjuk, hogy az algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa leg-
alabb 2. Ehhez tekintsiik minden n-re a kovetkezd G,, sorozatot. A sorozat 4n targybodl all, a
(2i — 1)-edik targy mérete 1/2, a 2i-edik targy mérete 1/2n, ahol i = 1,...,2n. Ekkor az NF
algoritmus az i-edik laddba a (2i — 1)-edik és a (2i)-edik targyat teszi, és NF(c,) = 2n. Az
optimalis algoritmus az 1/2 méret( targyakat parositja, és a kis targyakat egy tovabbi ladaba
teszi, igy OPT (6,) = n+ 1. Mivel NF(c,)/OPT(c,) =2—2/(n+1) a 2 értékhez konver-
gdl, ha n tart végtelenbe, ezért igazoltuk, hogy az algoritmus aszimptotikus versenyképességi
hanyadosa legaldbb 2. Fontosnak tartjuk megjegyezni, hogy val6jdban azt is igazoltuk, hogy
az algoritmus abszolut versenyképessége is 2. [

<2+41/|n/2).

Itt érdemes megemliteniink, hogy amennyiben egynél tobb (de korlatozott szamu) lada
lehet nyitva, az NF algoritmusndl jobb algoritmusok is ismertek. A jelenlegi legjobb algo-
ritmusok a harmonikus algoritmusok csalddjdba tartoznak, ahol az alapétlet az, hogy a (0, 1]
intervallumot részintervallumokra osztjuk, és minden targynak az az intervallum lesz a ti-
pusa, amely intervallumba a mérete esik. A kiillonboz6 tipusu targyakat kiillonbozé 1addkba
pakoljuk, az algoritmus parhuzamosan alkalmaz egy-egy NF algoritmust az egyes tipusokhoz
tartozo targyakra.
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8.3. Also korlatok online algoritmusokra

Ebben a részben azt vizsgaljuk, miként taldlhatunk dltaldnos alsé korldtokat a lehetséges
versenyképességi hanyadosokra. Els6ként egy egyszer( als6 korlétot tekintiink, ezt kovetden
megmutatjuk miként altaldnosithaté a bizonyitds alapgondolata egy dltaldnos mddszerré.

29. tétel. Nincs olyan online algoritmus a lddapakoldsi problémdra, amelynek az aszimpto-
tikus versenyképességi hanyadosa kisebb, mint 4 /3.

Bizonyitds: Legyen A egy tetsz6leges online algoritmus. Tekintsiik tdrgyaknak a kovet-
kez§ sorozatdt. Legyen € < 1/12 és Ly egy n darab 1/3 + € méreti targybdl all6 sorozat, L,
pedig n darab 1/2 + € méreti targybdl all6 sorozat. Els6ként az algoritmus megkapja az L,
listat. Ekkor az algoritmus bizonyos laddkba két targyat tesz, bizonyos lddakba egyet. Jelolje
k azon laddk szamdt, amelyek két targyat tartalmaznak. Az L; lista pakoldsat a 8.1 dbran
szemléltetjiik.

203+

Ly

13+

-

~— ~
k darab lada n-k darab lada

8.1. dbra. Az bizonyitdsban hasznélt pakolds

Ekkor az algoritmus koltsége A(L;) = k+ (n — 2k) = n — k. Masrészt az optimélis off-
line algoritmus minden laddba két targyat tesz, igy a koltség OPT(L;) = n/2. Amennyi-
ben ugyanez az algoritmus az LiL; Osszetett listat kapja, akkor az elsé részben szintén k
1adat hasznal két targynak. (Az online algoritmus nem tudja, hogy az L vagy az LiL; lista
alapjan kapja a tdrgyakat.) Kovetkezésképp az 1/2 + € méretd targyak koziil csak n — 2k
darabot pérosithat az el6z6 targyakhoz, a tobbihez mindhez uj 1adat kell nyitnia. Tehdt
A(LiLy) > n—k+ (n— (n—2k)) = n+ k. Maszrészt az optimalis offline algoritmus min-
den 14dédba egy kisebb, 1/3 + € méretdi és egy nagyobb, 1/2 + € méreti targyat tesz, igy
OPT (L1L,) = n. Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy az A online algoritmusra van olyan L
lista, amelyre

A(L)/OPT(L) > max { ”n;zk , ”T*k} > 4/3.

Misrészt a fenti hdnyadosokban az OPT (L) érték legaldbb n/2, ami tetszGlegesen nagy-
nak valaszthaté. Igy a fenti egyenl6tlenségbdl adédik, hogy az A algoritmus aszimptotikus
versenyképességi hanyadosa legaldbb 4 /3, amivel a tétel allitasat igazoltuk. (]

A pakolasi mintak médszere

A fenti bizonyitds alapétlete, hogy egy hosszabb tirgysorozatot (a fentiekben LiL,) ve-
sziink és az algoritmus viselkedésétdl fiiggden vélasztjuk ki a sorozatnak azt a kezdészeletét,
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amelyre a koltségek hanyadosa maximadlis. Természetes gondolat a bizonyitdsban hasznalt
sorozatndl bonyolultabb sorozatot hasznalni. Tobb alsé korlat sziiletett kiilonbdz6 soroza-
tok felhaszndldasaval. Mdasrészt a sorozatok elemzéséhez sziikséges szamitasok egyre bonyo-
lultabbak lettek. Az aldbbiakban megmutatjuk miként irhaté fel a sorozat elemzése vegyes
egészértékid programozasi feladatként, amely lehet6vé teszi, hogy az alsé korlatot szamitégép
segitségével hatdrozzuk meg.

Tekintsiik a kdvetkez6 targysorozatot. Legyen L = L1L; ... Ly, ahol L; n; = o,;n egyforma
méret(i tdrgyat tartalmaz, amelyek mérete a;. Amennyiben egy A algoritmus C-versenyképes-
ségfi, akkor minden j-re teljesiilnie kell a

) A(Ly...Lj)
C > limsup ———————
feltételnek. A fentiekben tekinthetjiik azt az algoritmust, amelyre az altalunk adhat6 alsé
korldt minimalis, igy célunk az

R = mingmax ;_; _;limsup AL L)
S e OPT(Ly ... L))
érték meghatarozasa, amely érték egy also korlat lesz a versenyképességi hdanyadosra. Ezen
érték meghatarozhat6 egy vegyes egészértékii programozési feladat optimumaként. A feladat
megadasdhoz sziikségiink van a kovetkezd fogalmakra.

Egy tetsz6leges ldddra, a 1dda tartalma leirhat6 a 1dda pakoldsi mintdjaval, amely azt ad-
ja meg, hogy az egyes részlistadkbdl hany elemet tartalmaz a lada. A pakoldsi minta egy
k-dimenzids vektor (p1,...,px), amelynek a p; koordindtdja azt adja meg, hdny elemet tar-
talmaz a lada az L; részlistabol. Pakoldsi minta olyan nemnegativ egész koordinatdjui vektor
lehet, amelyre a ZIJ‘-ZI ajp;j < 1 feltétel teljesiil. (Ez a feltétel azt irja le, hogy a minta dltal
leirt tdrgyak valdban elférnek egy laddban.) Osztilyozzuk a lehetséges mintdk 7" halmazat a
kovetkezOképpen. Minden j-re legyen T; azon mintdk halmaza, amelyeknek az elss pozitiv
egyiitthatdja a j-edik. (Egy p minta a T, halmazba Keriil, ha p; = 0 minden i < j esetén, €s
p;i>0)

Most tekintsiik az A algoritmus altal kapott pakolast. Az algoritmus minden ladét va-
lamely pakoldsi minta alapjan toltott meg, igy az algoritmus dltal kapott pakolds leirhat6 a
pakoldsi mintdk segitségével. Jeldlje n(p) minden p € T esetén azon laddk szdmét, amely
ladakat a p mintdnak megfelelen pakolt az algoritmus.

Vegyiik észre, hogy egy ldda, amely egy a T; osztilyba es6 mintdnak megfelelGen lett
megtoltve az elsd elemét az L; részlistdbol kapja. Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy az
algoritmus altal az L; ... L; részlista pakoldsa sordn kinyitott ldddk szdma a kdvetkezOképpen
adhat6 meg az n(p) értékekkel:

A(Ly...Lj) = i Y n(p).

i=1peT;
Tehat egy adott n-re a keresett A értéket a kovetkezd vegyes egészértékli programozasi
feladat megoldédsdval szdmithatjuk ki.

Min R
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Yper pjn(p) = nj, lsjsk
Y Lpennp <R-OPT(L;...L;), 1<j<k
n(p) € {0,1,...}, peT

Az elsé k feltétel azt irja le, hogy az Osszes targyat el kell helyezniink a laddkban. A ma-
sodik k feltétel az irja le, hogy az R érték valoban nem kisebb, mint az algoritmus koltségének
¢és az optimdlis koltségnek a hdnyadosa a vizsgélt részlistdkra. Az LiL,...Ly lista alapjin a
pakoldsi mintdk 7" halmaza és az optimalis OPT (L; ...L;) értékek meghatdrozhatok.

A problémaban a véltozok igen nagy értékeket vehetnek fel és a valtozok szdma is nagy
lehet, ezért a probléma helyett a linedris programozasi relaxécidt szokds tekinteni. Tovdbb4 a
megoldast azon feltétel mellett kell meghatdroznunk, hogy n tart a végtelenbe, és belathato,
hogy ezen feltétel mellett az egészértékii feladat és a relaxdcié ugyanazokat a korlatokat
adjak.

Az eljarast megfelelden valasztott listdkra alkalmazva kaptdk meg azt az als6 korlatot,
amely azt mondja ki, hogy nincs olyan online algoritmus, amelynek kisebb a versenyképes-
ségi hanyadosa, mint 1.5401. Ezen tétel részletes bizonyitasa, a mdodszer részletesebb targya-
lasa egyéb ladapakolasi alkalmazédsokkal egyiitt megtaldlhat6 a [5 1] doktori disszertacioban.
A mddszer egy tovibbfejlesztését mutatja be a [V] dolgozat.

8.4. Az FF algoritmus, és a sulyfiiggvény technika

Ebben a részben egy mddszert mutatunk be, amelyet gyakran hasznilnak a ladapakolasi al-
goritmusok elemzése sordn. A mddszert az FF (First Fit) algoritmuson ismertetjiik. Az FF
algoritmus az NF algoritmus tovabbfejlesztett valtozata, arra az esetre, amelyben nincs kor-
latozva a nyitott ladak szama.

FF algoritmus: A tdrgyat a legkordbban kinyitott laddba tessziik ahol elfér. Ha nem fér
el egyik laddban sem, kinyitunk egy 4j ladat és abba rakjuk.
Itt definialjuk a hasonl6 elven mikodd BF (Best Fit) algoritmust.

BF algoritmus: A tdrgyat a legnagyobb 0ssztoltéssel rendelkezd 1dddba tessziik ahol
elfér. Ha nem fér el egyik 1addban sem, kinyitunk egy 4j 1adét és abba rakjuk.

A FF algoritmusra teljesiil a kdvetkez6 allitas.

30. tétel. [40] Az FF algoritmus aszimptotikus versenyképességi hanyadosa 1.7.

Bizonyitds: Mivel ezen rész f6 célja a stlyfiiggvény technika bemutatdsa, ezért pusztan
azzal a résszel foglalkozunk, amely azt igazolja, hogy az algoritmus aszimptotikusan 1.7-
versenyképes. A korlat élességének bizonyitdsa megtaldlhat6 a [40] dolgozatban. A bizo-
nyitds alapétlete a sdlyfiiggvény technika, amely azt jelenti, hogy minden targyhoz egy sulyt
rendeliink, amely azt adja meg valamilyen értelemben, hogy mennyire sok helyet foglalhat
el a targy egy pakoldsban. A targyaknak vessziik az Osszsulyat, és ezen érték segitségével
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becsiiljilk mind az offline és az online célfiiggvények értékét. Definidljuk a kovetkezd suly-
fliggvényt:

6x/5 0<x<1/6

9x/5—1/10 1/6<x<1/3

W) =9 6x/54+1/10 1/3<x<1/2
6x/5+2/5 1/2 < x.

A térgyak egy tetszGleges H halmazdra legyen w(H) = Y ;cgw(a;). Ekkor a sdlyfiigg-
vényre teljesiilnek az alabbi éllitasok.

S.lemma. Amennyiben tdrgyak egy H halmazdra teljesiil, hogy Y ;cy ai < 1, akkor ezen tdr-
gyakra w(H) < 17/10.

6. lemma. Tdrgyak tetszbleges L listdjdra w(L) > FF(L) — 2.

Bizonyitds: Mindkét lemma bizonyitdsa azon alapul, hogy eseteket kiilonboztetiink meg a
targyak méretétdl fliggben. A bizonyitdsok hosszdak és sok technikai részletet tartalmaznak,
ezért a jelen jegyzetben eltekintiink a bemutatasukt6l. Az érdekl6do olvasé megtaldlhatja a
részleteket a [40] cikkben.

A lemmak alapjén konnyen igazolhatd, hogy az algoritmus aszimptotikusan 1.7 verseny-
képes. Tekintsiik tdrgyaknak egy tetszdleges L listdjat. Mivel az optimdlis offline algoritmus
el tudja pakolni a lista elemeit OPT (L) ladaba gy, hogy minden ladaba a targyak méreteinek
osszege legfeljebb 1, ezért az els6 lemma alapjan w(L) < %OPT(L). Misrészt a masodik
lemma alapjan FF(L) —2 < w(L), igy azt kapjuk, hogy FF(L) < %OPT(L) + 2, amibdl
kovetkezik, hogy az algoritmus 1.7-versenyképes. Valdjaban az FF(L)/OPT (L) hanyados-
ra pontosabb becslések is ismertek. Ha OPT (L) = n, akkor a hdnyados a (|1.7n])/n és
([1.7n])/n értékek koz¢€ esik, ezen eredmények részletei megtaldlhatéak a [38] dolgozatban.
O

Erdemes megjegyezniink, hogy szdmos az FF algoritmusnél jobb algoritmus keriilt ki-
fejlesztésre. A jelenleg ismert legjobb algoritmus aszimptotikus versenyképességi hdnyadosa
1.5888.

8.5. Tobbdimenzios valtozatok

8.5.1. Online savpakolas

A sdvpakoldsi feladatban téglalapok egy halmaza adott a szélességiikkel és magassagukkal,
és a célunk az, hogy ezeket a téglalapokat elhelyezziik forgatdsok nélkiil egy fiiggbleges w
szélességli sdvba ugy, hogy minimalizdljuk a felhaszndlt rész magassidgat. A tovabbiakban
feltételezziik, hogy a tdrgyak magassdga legfeljebb 1. Altaldban az iitemezés megosztott ers-
forrasokkal két dimenzi6t eredményez, az er6forrast és az id6t. Ebben az esetben tekinthetjiik
a szélességet a felhaszndlt er6forrds nagysdganak, a magassagot pedig a felhasznalt idének,
igy célunk a felhasznalt id6 minimalizdldsa. A feladat online véltozatat vizsgaljuk, ahol a
téglalapok egy listardl érkeznek, és a megérkezett téglalapot el kell helyezniink a fiiggleges
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sdvban a tovédbbi téglalapokra vonatkozé ismeretek nélkiil. Az online savpakoldsi feladatra
kidolgozott algoritmusok tobbsége a polc algoritmusok csalddjdba tartozik. az aldbbiakban
ezt az algoritmuscsalddot ismertetjiik.

POLC algoritmusok

Egy alapvetd mddszer a téglalapok pakoldsara az, hogy polcokat definidlunk és a téglala-
pokat ezekre a polcokra helyezziik el. Polcon a feltdltendd savnak egy vizszintes részét értjiik.
A PoOLC algoritmus minden téglalapot egy polcra helyez. Miutdn az algoritmus kivalasztot-
ta azt a polcot, amely a téglalapot tartalmazni fogja, az algoritmus a téglalapot elhelyezi a
polcon annyira balra, amennyire lehetséges a mér a polcon levd egyéb téglalapok dtfedése
nélkiil. Tehat a téglalap érkezése utdn az eljarasnak két dontést kell hoznia. Az elsd dontés
az, hogy az eljarés kialakit-e egy 0j polcot vagy sem. Ha 4j polcot alakitunk ki, meg kell
hatdroznunk a polc magassdgat is. Az djonnan kialakitott polcokat mindig az el6z6 polc te-
tejére helyezziik, az elsd polc a sav legaljan van. A masodik dontés, hogy az algoritmusnak
ki kell valasztani azt a polcot, amelyre a téglalapot helyezi. A tovdbbiakban akkor mond-
Juk, hogy egy téglalap elhelyezhetd egy polcon, ha a polc magassdga nem kisebb a téglalap
magassagandl és a polcon elég hely van ahhoz, hogy a téglalapot elhelyezziik rajta.

Csak egy eljarast vizsgdlunk részletesen a fenti feladat megolddsara. Ezt az algoritmust,
amit NFS, algoritmusnak neveznek, a [0] cikkben mutattak be. Az algoritmus egy r < 1
paramétertdl fiigg. Az algoritmus minden j-re legfeljebb egy r/ magassagu aktiv polcot tart
fent és egy targy érkezése utan a kovetkez6 szabdllyal definidlhatjuk.

A p; = (wi, hy) téglalap érkezése utdn vélasszunk egy olyan k értéket, amelyre teljesiil,
hogy r**! < h; < r*. Amennyiben van * magassagii aktiv polc, és a téglalap elhelyezhets
ezen a polcon, akkor helyezziik el rajta. Ellenkezd esetben alakitsunk ki egy uj ¥ magassagu
polcot, helyezziik el a téglalapot rajta, és a tovdbbiakban legyen ez a polc az r* magassagi
aktiv polc (ha volt kordbbi aktiv polc, azt lezarjuk).

Példa: Legyen r = 1/2. Legyen az els$ targy mérete (w/2,3/4). Ez a targy 1 ma-
gassdgu polcra keriil. Ekkor létrehozunk egy 1 magassagu polcot a sdv legaljin, ez lesz az
I-magassdgu aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkdra helyezziik el a targyat. Legyen a
kovetkezo targy mérete (3w/4,1/4). Ez a targy 1/4 magassdgu polcra keriil. Mivel nincs
ilyen aktiv polc, ezért 1étrehozunk egy 1/4 magassdgu polcot az el6z8 1 magassagi polc te-
tején, ez lesz az 1/4 magassagud aktiv polc, és ennek a polcnak a bal sarkdra helyezziik el a
targyat. Legyen a kovetkezs targy mérete (3w/4,5/8). Ez a targy ismét 1 magassdgd polcra
keriil. Mivel az 1 magassdgu aktiv polcon nem fér el, ezért azt lezarjuk, és létrehozunk egy uj
1 magassagu polcot az el6z8 1/4 magassagu polc tetején, ez lesz az 1 magassagu aktiv polc,
és ennek a polcnak a bal sarkdra helyezziik el a targyat. Legyen a kovetkezd targy mérete
(w/8,3/16). Ez a targy 1/4 magassdagu polcra keriil. Az 1/4 magassagd aktiv polcon még
elfér a targy, ezért arra polcra rakjuk, annyira balra, amennyire lehetséges a masodik targy
mellé. A kapott megolddst szemlélteti a 8.2 édbra.

A NFS, algoritmus versenyképességére igazak az aldbbi dllitasok.

\9)

1

31. tétel. [0] Az NFS, algoritmus ( + m)-versenyképes. Az NFES, algoritmus aszimp-

totikusan (2 /r)-versenyképes.

r
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8.2. dbra. Az NFS algoritmus éltal kapott megoldas

Bizonyitds: Tekintsiik téglalapok tetsz6leges L listdjat, €s jelolje H a legmagasabb tég-
lalap magassdgdt. Mivel ekkor OPT (L) > H teljesiil, ezért a tétel éllitdsdnak igazoldsdhoz
elegendd beldtnunk, hogy erre a sorozatra

H
r(1—r)

2
NFS,(L) < ~OPT (L) +

Jelolje Hy az L lista végén az aktiv polcok Osszmagassiagit, Hz pedig a tobbi, lezart
polcok Osszmagassdgat. Els6ként vizsgéljuk az aktiv polcokat. Jelolje /# a legmagasabb aktiv
polc magassagat. Ekkor az aktiv polcok magassagai a hr’ értékeket vehetik fel és minden i-re
legfeljebb egy aktiv polc van hr’ magassaggal. Tehdt az aktiv polcok Osszmagassagara

h
1—r

HA Shiri:
i=0

Maisrészt a H > rh egyenlGtlenségnek is teljesiilnie kell, hiszen kiilonben a legmagasabb
téglalap is elfért volna a legfeljebb r2 magassdgu polcokon és nem nyitottuk volna meg a h
magassagu polcot. Kovetkezésképpen Hy < H/r(r—1).

Most vizsgéljuk a lezart polcokat. Vegyiik egy tetszSleges i-re a hr' magassagu polcokat,
jeldlje ezeknek a szamdt n;. Minden ilyen lezart S polcra a kovetkezS S polc elsSként egy
olyan elemet tartalmaz, amely mar nem volt elhelyezhetd, igy a két egymast kovetd polcra az
elhelyezett téglalapok teljes szélessége legaldbb w. Masrészt a hr' magassagui polcokon min-
den targy magassdga legaldbb i’ !, hiszen egyébként a targyat egy kisebb magassagi polcra
helyeznénk. Tehat parositva a lezért polcokat és hasznédlva az aktiv Ar' magassagu polcot is,
ha a lezart polcok szdma pdratlan, azt kapjuk, hogy az ilyen polcokon elhelyezett targyak
osszteriilete legaldbb wn;hrit! /2. Kovetkezésképpen az Osszes téglalapnak az Osszteriilete
legaldbb Y wn;hr ™l /2, igy OPT (L) > Y2 onihrit! /2. Mdsrészt a lezart polcok dsszma-
gassdga Hy = Y70 n;hr', igy azt kaptuk, hogy Hz < 20PT (L) /r. Mivel NFS,(L) = Hy + Hz,
ezért a fentiek alapjan adddik a kivant egyenl6tlenség. [

A fenti algoritmuson kiviil tovdbbi polc algoritmusokat is vizsgéltak a feladat megol-
dasdra. A fenti algoritmus alapgondolata, hogy az egyes polctipusokat ladaként fogjuk fel,
és az adott polctipushoz rendelt targyakat az NF lddapakoldsi algoritmussal helyezziik el.
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Természetes gondolat mds ladapakolasi algoritmusok hasznélata. A jelenlegi legjobb PoLC
algoritmust a [14] cikkben publikdltdk, amely algoritmus a harmonikus ladapakol4si algorit-
must hasznélja az adott polctipusokhoz rendelt targyak elhelyezésére. Ezen algoritmusnak az
aszimptotikus versenyképességi hanyadosa tetszdlegesen megkozeliti a 1.69103 értéket, €s
azt is igazoltak, hogy ennél kisebb versenyképességii polc algoritmus nem létezik.

8.5.2. Online savpakolas nyijthato targyakkal

Amennyiben a sdvpakoldsi feladattal azt az erdforrds allokdcids problémat modellezziik,
amelyben a targyak szélessége az er6forrdsigény a targyak magassdga pedig az idd, akkor
haszndlhatjuk azt a valtozatot, amelyben a tdrgyak mérete nem rogzitett, hanem az egyes
targyakat megnyujthatjuk a teriiletiiket valtozatlanul hagyva (1d. [29]). Egész pontosan egy-
egy téglalapot fiiggdleges irdnyban meg szabad nyujtani a teriiletét valtozatlanul hagyva, de
sz€lesiteni nem szabad.

Ebben a részben az egyszeriibb targyalds érdekében feltessziik, hogy a sdv szélessége
w = 1. Egyszerien lathatd, hogy ebben az esetben az offline probléma konnyen megoldha-
t6. Az offline optimum értéke OPT (L) = max{S,H}, ahol S = Y ;c; w; - h; a teljes teriilet,
€s and H = max;cr h; a maximdlis magassdg. Az aszimptotikus versenyképességi hinya-
dost haszndlva tetsz6legesen kozel juthatunk az 1 értékhez ha nagyon nagy additiv konstanst
engediink meg az algoritmus elemzésében, kovetkezésképpen ebben az esetben az abszo-
lut versenyképességi hanyadost érdemes hasznélni. A feladat megoldasara egybdl adodik az
NES, algoritmus kovetkez6 mddositdsa, amely algoritmust MNFS,-nek nevezziink.

A p; = (wi, hy) téglalap érkezése utdn vélasszunk egy olyan k értéket, amelyre teljesiil,
hogy r**1 < h; < r*. Nyijtsuk meg a téglalapot r* magassdgiira. Amennyiben van r* magas-
sagu aktiv polc, és az Uj téglalap elhelyezhet6 ezen a polcon, akkor helyezziik el. Ellenkez6
esetben alakitsunk ki egy dj r* magassagi polcot, helyezziik el a téglalapot rajta, és a tovab-
biakban legyen ez a polc az r* magassagi aktiv polc (ha volt kordbbi aktiv polc, azt lezarjuk).

Az igy kapott algoritmusra igaz a kovetkez6 4llitas.

32. tétel. [29] Az MNFS, algoritmus (2 + r(ll—r) ) -versenyképes a nytjthato téglalapok mo-
delljében.

Bizonyitas: Tekintsiik téglalapoknak egy tetszdleges L listdjat, jelolje H a legmagasabb
téglalap magassagat. Mivel ekkor OPT(L) > H teljesiil, ezért a tétel allitdsanak igazoldsdhoz
elegendd beldtnunk, hogy erre a sorozatra

NFS,(L) < 20PT(L)+H/r(1—r).

Jelolje Hy az L lista végén az aktiv polcok 0sszmagassagat, Hz pedig a tobbi lezart polcok
Osszmagassagat. Els6ként vizsgaljuk az aktiv polcokat. Jelolje 4 a legmagasabb aktiv polc
magassagat. Ekkor az aktiv polcok magassdgai a hr' értékeket vehetik fel és minden i-re
legfeljebb egy aktiv polc van hr' magassdggal. Tehdt az aktiv polcok 6sszmagassdgara

h

1—r

HA Shiri:
i=0
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Masrészt a H > rh egyenlotlenségnek is teljesiilnie kell, hiszen kiilonben a legmagasabb
téglalap is elfért volna a legfeljebb rh magassidgu polcokon és nem nyitottuk volna meg a h
magassagu polcot. Kovetkezésképpen Hy < H/r(r—1).

Most vizsgaljuk a lezart polcokat. Vegyiik egy tetszSleges i-re a hr magassagi polcokat,
jelolje ezeknek a szdmat n;. Minden ilyen lezart S polcra a kovetkezd S’ polc elsSként egy
olyan elemet tartalmaz, amely mar nem volt elhelyezhetd, igy a két egymast kdvetd polcra
az elhelyezett téglalapok teljes szélessége legaldbb 1. Tovabba a téglalapokat megnyujtjuk
miel6tt az aktudlis polcra raknank, {gy minden téglalap magassdga pontosan hr'. Tehdt paro-
sitva a lezart polcokat és hasznalva az aktiv 4r' magassagu polcot is, ha a lezart polcok szdma
paratlan (ha a lezart polcok szama péros nincs az aktiv polcra sziikség), azt kapjuk, hogy az
ilyen polcokon elhelyezett targyak osszteriilete legalabb n;hr' /2.

Kovetkezésképpen az Osszes téglalapnak az Osszteriilete legaldbb Y22 n;hri/2, igy
OPT(L) > Y2 yn;hri /2. Mdsrészt a lezdrt polcok 6sszmagassiga Hy = Y=o n;hr', igy azt
kaptuk, hogy Hz < 20PT(L). Mivel NFS,(L) = Hy + Hz, ezért a fentick alapjan adddik a
kivant egyenl6tlenség. [

Jegyezziik meg, hogy r(1 —r) < 1/4 miatt az eldbbi algoritmus versenyképességi ha-
nyadosa legalabb 6. Ennél jobb versenyképességi hdnyadossal rendelkezik a kovetkezd DS
algoritmus.

DS ALGORITMUS

Az elso téglalap érkezése utdn vegylink egy 41 magas polcot a sdv legaljan €s legyen ez
az aktiv polc. A tovabbi elemeket pakoljuk az aldbbi szabdly szerint:

1. lépés Ha lehetséges a téglalapot berakni az aktiv polcra, azt kovetéen, hogy megnyujt-
juk az aktiv polc magassagéra, akkor nyudjtsuk meg és rakjuk az aktiv polcra annyira balra,
amennyire lehetséges. Egyébként menjiink a 2. 1€pésre.

2. lépés Vegyiink egy Uj aktiv polcot, amely kétszer olyan magas, mint az el6z0, és tegyiik
az eddigi polcok tetejére. Lépjiink az 1. 1€pésre.

Az algoritmusra teljesiil a kovetkezd allitas.
33. tétel. A DS algoritmus versenyképességi hdanyadosa 4.

Bizonyitds: Elsoként igazoljuk, hogy az algoritmus 4 versenyképes. Vegyiik a téglala-
poknak egy tetszdleges L listdjat. Legyen H az utolsé aktiv polc magassdga. Amikor az
algoritmus ezt a polcot megkonstruélta, akkor az aktudlis téglalap nem fért el az el6z6 H /2
magas aktiv polcon, kovetkezésképpen H < 2- OPT(L). Masrészt a haszndlt polcmagas-
sagok H,H/2,H /4,...,H /2" valamely i-re, igy a teljes felhaszndlt sdvmagassdg legfeljebb
2H <4-OPT(L).

A korlat élességének igazoldsdhoz vegyiik a kovetkez6 L; listat. Az elsd i darab téglalap
legyen (1/4,27), j=1,...,i, az utolsé pedig legyen (1/4,2/ +1). Végrehajtva az algorit-
must, és megkonstrudlva az optimalis offline megoldast azt kapjuk, hogy DS(L;)/OPT (L;) =
22 /(21 4-1), ami tart 4-hez, amint i tart a végtelenbe. [J
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9. fejezet

Problémak a szamitogépes halozatokban

9.1. Nyugtazas

A szamit6gépes hdlézatok kommunikaciéja sordn a kiild6 a cimzettnek adatcsomagokat kiild.
Amennyiben a kommunikacids csatorna nem teljesen megbizhato (pl. vezeték nélkiili), ak-
kor 1ényeges a csomagok megérkezésérdl a cimzettnek nyugtat kiildeni, igy lehet6vé tehetd
az elveszett adatcsomagok udjrakiildése. A nyugtdzasi probléma sordn felmeriilé kérdések
egyike, hogy mikor nyugtdzzuk a csomag megérkezését. Egy nyugtaval tobb csomag meg-
érkezését igazolhatjuk. Minden csomagra kiilon nyugta kiildése nagy mértékben novelné a
kommunikdacids csatorndk telitettségét. Masrészt, a nyugta kiildésével hosszan varakozni sem
lehet, hiszen az igazolds késedelme a csomag ujrakiildéséhez vezethet, ami ismét a csatorna
tultelitettségét eredményezheti. A nyugtakiildések idejének megéllapitasara az elsé optima-
liz4l4si modellt a [16] dolgozatban fejlesztették ki 2001-ben. Az aldbbiakban ismertetjiik a
kifejlesztett modell 1ényegét és az alapvetd eredményeket.

A nyugtazasi probléma matematikai modelljében a bemenetet a csomagok ay, .. ., a, érke-
z€si idejei adjdk. Az algoritmusnak meg kell hatdroznia, hogy mikor kiild nyugtakat, ezeket
az idGpontokat t1, .. ., jeloli. A nyugtdzasi probléma koltségfiiggvénye:

k
k -+ Z Vi,
j=1

ahol k a nyugtdk szdima és v; = th,1<a,»§tj (tj —a;), a j-edik nyugta altal osszegyjtott teljes
késedelem. A probléma online, azaz egy adott r idSpontban csak a -ig megérkezett csomagok
érkezési idejeit ismerjiik €s nincs semmi informéciénk a tovabbi csomagokrol.

A probléma megolddsara az ébresztd bedllitdsdn alapuld algoritmusokat dolgoztak ki.
Egy ébresztd algoritmus a kbvetkezOképpen miikodik. Az a; csomag érkezésekor bedllitunk
egy €bresztdt valamilyen a; + e; idGpontra. Ha az a; + e; id6pontig nem érkezik 4j csomag,
akkor az a; + e; id6pontban nyugtat kiildiink, egyébként az a; érkezésekor atallitjuk az
€bresztlt, egy aji1 +ej; 1 idOpontra. Az aldbbiakban egy €breszt6 algoritmust elemziink
részletesebben, azt az algoritmust, amely tgy allitja be az ébresztdt, hogy az els6 nyugtizatlan
csomagtdl legyen a teljes késedelem koltsége 1. Ezt az algoritmust EBRESZT algoritmusnak
nevezziik. A fenti szabdly azt jelenti, hogy az dltaldnos definiciéban az e; ért€k a kdvetkezd
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egyenlet megolddsa:

L=lojle;+ Y. (aj—ai).
a;€0j
ahol 6; az a; csomag érkezése utdn meglevé még nyugtdzatlan csomagok halmaza.
Az algoritmus versenyképességére teljesiil a kovetkez6 allitas.

34. tétel. [16] Az EBRESZT algoritmus 2-versenyképes.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy az EBRESZT algoritmus k darab nyugtat kiild. Ezek a nyug-
tdk k darab intervallumot hataroznak meg. Az algoritmus koltsége legfeljebb 2k, hiszen k
a nyugtdkbol keletkezd koltség, és az algoritmus ugy éllitja be az ébresztdt, hogy a teljes
késedelembdl ad6dé koltség minden nyugtdra pontosan 1 legyen.

Legyen k* az optimadlis offline algoritmus &ltal kiildott nyugtdk szama. Ha k* > k, akkor
OPT(I) > k és adddik, hogy az algoritmus valdban 2-versenyképes. Amennyiben k* < k,
akkor az EBRESZT algoritmus nyugtdi 4ltal meghatdrozott k koziil legalabb k — k* interval-
lumban OPT-nak nincs nyugtdja, ez legalabb k — k* késedelembdl szarmazé koltséget jelent
OPT szdmdra, igy ismét OPT (I) > k adédik, amely egyenlGtlenségbdl kovetkezik, hogy az
algoritmus 2-versenyképes. [

A fentiekben ismertetett EBRESZT algoritmus a lehetséges legjobb algoritmus a verseny-
képességi analizis szempontjabol, hiszen miként a kovetkezd 4llitds mutatja, nem létezik
olyan algoritmus, amelynek kisebb lenne a versenyképességi hanyadosa.

35. tétel. [16] Nem létezik olyan online algoritmus az online nyugtdzdsi problémdra, amely-
nek kisebb a versenyképességi hanyadosa, mint 2.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszdleges online algoritmust, jelolje ONL. Tekintsiik a kovet-
kezd6 bemenetet. Vegyiik csomagok egy hosszui sorozatét, amelyet tigy kapunk, hogy minden
esetben, amikor ONL egy nyugtat kiild azonnal egy 1j csomag érkezik, de addig nem jott
Uj csomag! A szamitdsok egyszer(isitéséhez feltessziik, hogy az 4j csomag érkezéséig elteld
nagyon rovid id6 0, ennek ellenére az (ij csomagot a nyugta nem nyugtazza. (Ez a feltétel
elkeriilhetd lenne kicsi € > 0 értékek haszndlataval.) Ekkor egy 2n csomagbdl éllé sorozat
esetén az online algoritmus koltsége ONL(Ip,) = 2n+ta,, hiszen a nyugtdkbdl adodé koltsége
2n, és az i-edik nyugtanal fellépd késedelem #; —¢t;_1, ahol a typ = 0 értéket hasznaljuk.

Vizsgéljuk meg a kovetkez6 két algoritmust, ODD a péros sorszdmu csomagok utdn kiild
nyugtat, EV pedig a pdratlan sorszdmu csomagok és kozvetleniil az utolsd, 2n-edik csomag
utan.

Ekkor ezen algoritmusok koltségei
n—1

EV (L) =n+ Z (tig1 —12i) + 1,
i=0
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n
ODD(Ly) =n+Y_ (1 —ti-1).
i=1

Innen kovetkezik, hogy EV (L) +ODD(l,) = ONL(Ip,) + 1. Masrészt az optimalis off-
line algoritmusra OPT (lL,) < min{EV(lL,),ODD(l,,)}, 1igy azt Kkapjuk, hogy
ONL(I,)/OPT (I,) > 2 —1/OPT (I,). Ezen egyenlGtlenség alapjan adédik, hogy ONL
nem lehet jobb, mint 2-versenyképes, hiszen a csomagok egy elegendden hosszui sorozatat
véve az OPT (I,,) érték tetszGlegesen nagy lehet. [J

A fenti 4llitaisok mutatjak, hogy az EBRESZT algoritmus a lehet$ legkisebb versenyké-
pességi hanyadossal rendelkezik. Ezt az okozza, hogy az ébreszt6t arra az értékre allitjuk
be, amely minimalizdlja a versenyképességi hanyadost. Felmeriil a kérdés, hogy mas érté-
kek nem adndnak- e jobb eredményt az dtlagos esetben, valds adatokon. A kovetkezd, a
[32] dolgozatban bemutatott algoritmus megprobalja megtanulni az ébresztd bedllitdsdnak az
optimalis értékét.

Az algoritmus fazisokban dolgozik, minden féazis k nyugtdig tart. Minden fazisban egy
ébreszt6 tipusd algoritmust haszndlunk. Az ébreszt6t dgy éllitjuk be, hogy az ébresztd id6-
pontjaban a teljes késedelem p legyen, jelolje ezt az algoritmus EBRESZT p- Az elso fazisban
p =1, azaz az EBRESZT algoritmust hasznéljuk, utdna p-t mindig arra az értékre allitjuk be,
amelyik a legjobb megoldast adja az utols6é 10k csomagra nézve.

Az optimélis p érték meghatarozasdhoz az aldbbi lemma ad segitséget.

7.lemma. [32] Az optimdlis p értékre teljesiil, hogy van olyan nyugta, amelyet kozvetleniil
valamely csomag érkezésekor kiildiink.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetszleges I bemeneti sorozatot és tekintsiink egy olyan p ér-
téket, amelyre nem teljesiil a lemméban megadott tulajdonsig. Jellje k az EBRESZT p algo-
ritmus altal kiildott nyugtdk szdmat. Az algoritmus definiciéja alapjan ad6dik, hogy minden
nyugta teljes késedelme p, igy a teljes koltség k(1 + p).

Mivel egyetlen nyugtat sem kiildtiink valamely csomag érkezési idSpontjaban, ezért 1é-
tezik olyan kicsi € > 0, hogy az EBRESZTp_g algoritmus esetén minden nyugta pontosan
azokat a csomagot nyugtzza, mint az EBRESZT p algoritmusnal. Mdsrészt ezen algoritmus
esetén a teljes koltség k(1 + p —€), igy p nem lehetett optimalis. [

Tehat az alabbi algoritmus meghatdrozza az optimalis p értéket.
OPTKeres Algoritmus
o [nicializdlds Legyen p* =1 és Z = oo,

e Keresés Minden 1 <i < j <nesetén

— Legyen p := ):i:i(aj —a;).

— Hajtsuk végre az EBRESZT p algoritmust a bemeneten, legyen a nyugtdk szdma k.
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— Hak(1+p) <Z akkor p* :=pésZ:=k(1+p).
e Return p*

A keresés ©(n?) iterdciét hajt végre és minden itericiéban a masodik 1épés idGigénye
@(n) a tobbi konstans, tehat az algoritmus idsigénye @ (n?).

A tanul6 algoritmus majdnem 20 szédzalékkal kisebb koltséget adott valos bemeneteken
végrehajtott tesztekben (1d. [37]), mint az EBRESZT algoritmus.

9.2. A lapletoltési probléma

A mar bemutatott lapozas problémdjdnak az dltaldnositasa a lapletoltési probléma. A vilag-
halén a bongészok is haszndlnak egy memoridt, amelyben a letoltott lapokat taroljak, hogy
amennyiben egy oldalt révid idén beliil tobbszér meg akar nézni a felhasznéld, akkor ne
kelljen minden alkalommal letdlteni. Amennyiben a memoria megtelik €és az 1ij lap nem
helyezhetd el benne, akkor valamilyen stratégia alapjan ki kell rakni bizonyos lapokat a me-
moridbol. A lapletoltési probléma a megfeleld cserélési stratégidk megkeresése. A kiilonbség
a lapozds problémédjdhoz képest, hogy nem minden lap mérete egyforma, tovdbba az egyes
lapok letoltési koltsége is kiillonbozo. Tehat a problémat a kovetkezdképpen fogalmazhatjuk
meg.

Adott egy k méretd memoria. A bemenet a letdltendd lapok sorozata. Minden p lapnak
van egy lapmérete s(p) és egy letiiltési kiltsége c(p). A letdltendd lapot a memoridba kell
tenniink. Ha nem fér el, akkor fel kell szabaditani elegend6 helyet a memoridban szerepld
lapok kihelyezésével. Ha a kért lap a memoridban van, akkor a letdltés koltsége 0 egyébként
c(p). Célunk az 6sszkoltség minimalizdldsa. A probléma online, ami azt jelenti, hogy a
dontéseket (telitett memoria esetén mely lapokat dobjuk ki), csak az adott kérésig megtortént
kérések ismerete alapjan kell meghozni, a tovabbi kérésekre vonatkoz6 informaciok nélkiil.
A tovébbiakban feltessziik, hogy mind a memdria mérete mind pedig a lapok méretei pozitiv
egész szamok.

A probléma és a specidlis eseteinek megoldadsédra tobb eljarast is javasoltak. Az aldb-
biakban a Young 4ltal kifejlesztett (1d. [53]) k-versenyképes HAZIUR algoritmust és annak
elemzését ismertetjiik.

Az algoritmus minden lapra, amely az algoritmus memoridjdban van, szdmon tart egy
0 <cr(f) < c(f) értéket. Az algoritmus futdsa sordn a HAZIUR algoritmus memdridjdban
aktudlisan szerepl6 lapok halmazat H jeloli. Amennyiben egy g féjlt kell letolteniink, a ko-
vetkez6 1épéseket hajtjuk végre:

Hazidr(H, g)
ha g nincs a memoridban

akkor amig nincs elég hely

{legyen A = minsey cr(f)/s(f)
legyen minden f € H-ra cr(f) = cr(f) —A-s(f)
tegyiink ki olyan lapokat, akikre cr(f) =0}
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tegyiik be g-t a H memoriaba, legyen cr(g) = c(g)
egyébként (ha benne volt) allitsuk 4t cr(g) értékét valamelyik cr(g) és c(g) kozotti
értékre
Az algoritmus enyhén k-versenyképes, de ennél erésebb dllitas is igaz. A lapletoltési
problémara egy ALG online algoritmust enyhén C versenyképesnek neveziink a (k,h) erd-
forras kiterjesztéses modellben, ha van olyan B konstans, hogy ALGy(I) < C-OPT,(I)+ B
minden bemenetre teljesiil, ahol ALG(I) az algoritmus dltal elvégzett Osszes letoltés kolt-
sége k méretd memoria mellett, OPTy(I) pedig a minimélis elérhet§ teljes letoltési Osszeg
h-méretli memoria mellett. A HAZIUR algoritmusra teljesiil a kovetkez allitas.

36. tétel. [53] A HAZIUR algoritmus k/(k — h+ 1)-versenyképes a lapletéltési problémdra,
a (k,h) erdforrds kiterjesztéses modellben.

Bizonyitds: Tekintsiik kérések egy tetszdleges sorozatat, jelolje ezt a bemenetet 1. A
potencidlfiiggvény technikat alkalmazzuk. Parhuzamosan hajtjuk végre az OPT és a HAZI-
UR algoritmusokat, minden kérésnél el6szor az OPT és utdna a HAZIUR algoritmus 1épését
hajtjuk végre.

Jelolje az optimdlis offline algoritmus memoridjadban aktudlisan szerepld lapjainak hal-
mazat OPT. Tekintsiik a kovetkez6 potencidlfiiggvényt.

P=(h—1) ) cr(f)+k Y, (c(f)—cr(f)).

feH fEOPT
Vizsgéljuk a potencialfiiggvény valtozdsait egy g lap letoltése sordn!
e OPT elhelyez egy g lapot a memoridjaban.
Ekkor OPT koltsége ¢(g), a potencidlfiiggvénynek csak a masodik része valtozhat,
mivel cr(g) > 0, ezért a potencidlfiiggvény novekedése legfeljebb k- c(g)
e HAZIUR csokkenti minden f € H-ra a cr(f) értéket.

Ekkor minden f € H esetén a cr(f) érték csokkenése A-s(f), igy Osszességében P a

A((h—1)s(H) — ks(OPT N H))

értékkel csokken, ahol s(H) és s(OPT NH) rendre a H illetve az OPT N H halmazok-
ban levd lapoknak a méreteinek az Osszege. Abban az id6pontban mikor ez a 1épés
bekovetkezik OPT mar elhelyezte a g lapot OPT-ban de a lap még nincs a H halmaz-
ban. Kovetkezésképp s(OPT NH) < h—s(g). Mésrészt ez a 1épés azért hajtdik végre,
mert nem fért el a g lap a H memoridban, tehat s(H) > k —s(g), és igy, mivel a lapok
méretei egészek, ezért s(H) > k—s(g) + 1. Kovetkezésképpen azt kapjuk, hogy a &
potencidlfiiggvény csokkenése legalabb

A((h=1)(k—s(g) +1) —k(h—s(g))) -
Mivel s(g) > 1 és k > h, ezért a fenti érték legalabb A((h—1)(k—1+1) —k(h—1)) =0.
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e HAZIUR kirak egy f lapot a H memoriabol.

Mivel HAZIUR csak akkor rak ki egy f lapot a memériabdl, ha arra cr(f) = 0, ezért
ebben a részben nem valtozik P.

e HAZIUR elhelyezi a g lapot a H memdridban és bedllitja a cr(g) = c(g) értéket.

Ekkor HAZIUR koltsége c(g). Masrészt g nem volt eddig benne a H memoriaban
igy cr(g) = O teljesiilt. Tovéabba els6ként OPT helyezte el a lapot, igy g € OPT
teljesiil. Kovetkezésképpen a @ fliggvény értékének csokkenése ebben a 1épésben
—(h—1)c(g) +ke(g) = (k—h+1)c(g).

e HAZIUR dtéllitja a g € H lapra a cr(g) értéket, valamely cr(g) és c(g) kozotti értékre.

Ebben az esetben is fenndll g € OPT, hisz OPT mar hamarabb elhelyezte g-t a me-
moridjaba. Mivel cr(g) nem csokkenhet, és k > h — 1, ezért ebben az esetben ® nem
novekedhet.

Végignéztiik az algoritmusok lehetséges 1épéseit és a P fiiggvény kovetkezd tulajdonsa-
gai adddtak:

e Ha OPT elhelyez egy lapot a memdridjdban, akkor a potencidlfiiggvény novekedése
legfeljebb k-szor az OPT algoritmusnal fellépd koltség.

e Ha HAZIUR elhelyez egy lapot a memdridjdban, akkor ® értéke (k — h+ 1)-szer annyi-
val csokken, mint amennyi az algoritmusnal fellép6 koltség.

e A tObbi esetben @ nem novekszik.

A fentiek alapjan azt kapjuk, hogy ®(v) —P(0) < k-OPTj(I) — (k—h+1)-HAZIURk(I),
ahol ®(v) és ®(0) a potencialfiiggvény kezdeti és végso értékei. Mivel a potencialfiiggvény
nemnegativ, ezért adédik, hogy (k — h+ 1)HAZIUR,(I) < kOPT}(I) + Py, azaz azt kapjuk,
hogy a HAZIUR algoritmus enyhén k/(k—h+ 1) versenyképes a (k, h) erSforras Kiterjesztéses
modellben. [

Megjegyezziik, hogy ennél kisebb versenyképességli hdnyados nem érhetd el, még a leg-
egyszeriibb specidlis esetben sem, amint azt az aldbbi tétel mutatja.

37. tétel. [44] Ha minden lap mérete és letoltési koltsége 1, akkor nincs olyan online algo-
ritmus, amelynek a (k,h) erdforrds kiterjesztéses modellben a versenyképességi hdnyadosa

kisebb, mint k/(k—h+1).

9.3. Online forgalomiranyitas

A szamitogépes hdlozatok esetén az egyes kommunikécids csatorndk tultelitettsége a szami-
togépes forgalom nagymértéki lassuldsdhoz és informaciok elvesztéséhez vezethet. Ezért a

szamitogépes haldzatok elméletének egyik legalapvet6bb feladata a forgalom szabélyozisa.
A forgalom szabdlyozdsanak témakorébe tartozik a forgalomirdnyitas is, mely soran azt kell
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meghatdroznunk, hogy az egyes iizenetek az iizenet kiild§jétdl a cimzetthez milyen utvonalon
jussanak el, mely kozbenss dllomasokon keresztiil. A szamitogépes hdlézatok esetén nincs
teljes informacionk az Osszes jelenlegi és jovobeli tizenetrdl, amely a rendszerbe keriil, igy
valoban egy online probléméardl van sz6. Az alabbiakban a forgalomirdnyitds problémdjanak
két online modelljét mutatjuk be, amely modellek nem csak a szamitogépes hilézatok mo-
dellezésére alkalmasak, hanem éltalanosabb forgalomirdnyitdsi problémak tanulmédnyozaséira
is.

A matematikai modellek

A hdlozatot egy graf reprezentélja és minden e élnek van egy u(e) maximalis felhaszndl-
hato savszélessége, az élek szamat m-el jeloljiik. A feladat az, hogy sorban kérések érkeznek,
a j-edik kérés egy (s;,tj,7j,d;,b;) vektor, a feladat pedig az s; pontbdl a ¢; pontba egy ki-
valasztott uton r; sdvsz€lességet lefoglalni d; id6tartamra a kérés megjelenésétdl kezdve.
Amennyiben a kérést elfogadjuk, a nyereség b;. A tovdbbiakban mindig feltessziik, hogy
dj = o minden j kérés esetén. A feladat online, ami azt jelenti, hogy a kérés id6pontjaban

7z 2

nem tudunk semmit a késébbi kérésekrdl. Két kiilonbozé modellt ismertetiink.

Terhelést kiegyenstilyozé modell: Ebben a modellben minden kérést el kell fogadni és
a célfiiggvény az élek tultelitettségének, ami a hozzajuk rendelt teljes savszélességnek €s
a megengedett maximadlis felhasznédlhaté sdvszélességnek a hanyadosa, a maximumanak a
minimalizdlasa.

Nyereség maximalizalé modell: Ebben a modellben visszautasithatunk kéréseket, a tel-
jes savszélesség egyetlen €élen sem lehet nagyobb, mint a megengedett maximalis savszéles-
ség, a cél az elfogadott kérésekhez rendelt nyereségek 0sszegének maximalizilasa.

Az aldbbiakban ismertetjiik az exponencidlis algoritmust, amelyet a [4] cikkben mutattak
be. Az algoritmus pontos megfogalmazdsahoz és elemzéséhez sziikségiink lesz az alabbi jelo-
1ésekre. Minden elfogadott i kérésre a kéréshez lefoglalt utat P; jeloli. Legyen A az algoritmus
dltal elfogadott kérések halmaza. Ekkor minden e €l esetén az lo(j) = (Yica i jecp 7i)/u(e)
érték azt adja meg, hogy a j-edik kérés el6tt az e-n keresztiil lefoglalt sdvszélesség a megen-
gedett savszélességnek mekkora része.

Az exponencidlis algoritmusok alapétlete, hogy minden élhez egy I, (j)-ben exponencid-
lis koltséget rendelnek, és minimdlis koltségli utat valasztanak. Az aldbbiakban részletesen
ismertetjiik és elemezziik az exponencidlis algoritmust a nyereségmaximalizalé modellre.

EXP algoritmus a nyereség modellre:

Egy j kérés elbiralésa:

1. Legyen c.(j) = ,ule(j ), ahol u egy a feladat paramétereitdl fiiggd konstans.
2. Vegyiik azt a P; utat s; €s 1; kozott, amelyre

C(Pj) = ;) %Ce(j)

minimalis.
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3. Ha C(Pj) < 2mbj, akkor elfogadjuk a kérést és P;-n foglaljuk le a sdvszélességet, ha
nem, akkor visszautasitjuk.

Megjegyzés: Amennyiben az algoritmusbdl csak az 1 és 2 1épéseket hajtjuk végre és
minden kérést elfogadunk, akkor a terhelést kiegyensulyozé modellre kapjuk meg az expo-
nencidlis algoritmust.

Az algoritmus versenyképességére ad korlatot az alabbi tétel. Megjegyezziik, hogy mivel
az eddigi példakkal ellentétben itt maximalizélési feladatrdl van sz6, ezért a versenyképessé-
get egy 1-nél kisebb szam adja meg, és minél nagyobb ez az érték anndl jobbnak tekintjiik az
algoritmust.

38. tétel. [4] Az EXP algoritmus 1/O(logu)-versenyképes, ha u = 4mPB, ahol B felsd kor-
ldtja a nyereségeknek, tovabbd minden kérésre és élre teljesiil
1ot
P~ u(e) ~ logu
Bizonyitds: Tekintsiik kérések egy tetszdleges I bemeneti sorozatit. Jelolje A az EXP
algoritmus altal elfogadott kérések halmazat, A* az OPT algoritmus altal elfogadott de az
EXP algoritmus altal elutasitott kérések halmazat. Tovabb4 minden olyan j kérésre, amelyet
az OPT algoritmus elfogad, jelolje az OPT 4dltal hozzdrendelt utat P;*. Az [.(j) értékek-
hez hasonlén definidljuk az [,(v) = Yca ccp, 7i/u(e) értéket, amely azt adja meg, hogy az
e-n keresztiil lefoglalt sdvszélesség a megengedett sdvszélességnek mekkora része az eljaras
végén.
A tétel allitasat harom lemman keresztiil igazoljuk. A lemmaék koziil csak az elsé lemmat
bizonyitjuk be, a masik két lemma bizonyitdsit az olvas6 megtalalhatja a [4] cikkben.

8. lemma. Az EXP algoritmus dltal kapott megoldds lehetséges, azaz egyetlen élen sem lép-
Jlik till a megengedett sdvszélességet.

Bizonyitds: Az éllitast indirekt igazoljuk. Tegyiik fel, hogy a megengedett sdvszélességet
az f élen tullépjiik. Legyen j az elsd olyan kérés, amelynek az elfogaddsdval talléptiik a
megengedett sdvszélességet.

Mivel minden élre és kérésre, igy j-re és f-re is teljesiil, hogy r;/u(f) < 1/logyuésa j
kérés elfogaddsa utdn az f €len tullépjiik a megengedett sdvszélességet, ezért adddik, hogy
Ir(j) > 1 —1/log, u. Mésrészt ekkor az EXP algoritmus mésodik 1épésében szamolt C(P;)

értékre N i rj N~ TJ 1-1/logyu
C(P}) = Z ce(j) > u(f)c‘f(‘]) = u(f)'u :

Szintén a tétel feltételei alapjan % > L, tovabba ' ~1/1002m = ;1/2, igy a fenti egyenl&tlenség

alapjan azt kapjuk, hogy

L u
C(P)> -5 —2mB.
(P)= 53 =2m

Masrészt ezzel az egyenlbtlenséggel ellentmondédshoz jutottunk, hiszen amennyiben a fenti
egyenlGtlenség fenndll, akkor EXP visszautasitja a kérést. Mivel ellentmondashoz jutottunk,
ezért a kiindul6 feltevésiink hamis kell legyen, azaz a lemma 4llitasat igazoltuk. []
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9. lemma. Az OPT algoritmus dltal kapott megolddsra teljesiil

1
Z by < — Z ce(V).
jeAr 2m
10. lemma. Az EXP algoritmus dltal kapott megolddsra teljesiil

1
> Y ce(v) < (1+logyp) Y b
¢€E jeA

A fenti lemmdk alapjan most mar konnyen igazolhat6 a tétel allitasa.
Az EXP algoritmus nyeresége EXP(I) = Y jc4 bj, az OPT algoritmus nyeresége legfel-
Jjebb ¥ jcaua- bj. Kovetkezésképpen a fenti lemmadk alapjén azt kapjuk, hogy

OPT( < Y. b;<(2+logm) ¥ by < (2+1og, u) EXP(D),
JEAUA* jEA

amely egyenl6tlenség igazolja a tétel allitdsat. [
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10. fejezet

Online tanulé algoritmusok

10.1. Online gépi tanulo algoritmusok

Mind az online algoritmusok, mind a gépi tanulds témakore olyan feladatokkal foglalkozik,
amikor jelenidejli dontéseket kell hozni, pusztan a mult ismeretében. Bar az el6bb emlitett
két teriilet kiilonbozik egymadstdl, masok a hangsulyos illetve a tipikusan vizsgélt feladatok, a
gépi tanulds elmélete szamos olyan eredményt tartalmaz, amely szépen illeszkedik az online
algoritmusok elméletéhez. E fejezetben a gépi tanulds elméletének néhany olyan modelljét
targyaljuk, ezen beliil olyan eredményeket emlitiink, amelyek az online algoritmusok szem-
sz0gébdl nézve is érdekesnek tlinnek. Emiatt aztdn nem is adhatunk itt teljes attekintést, csak
annyi a célunk, hogy némi betekintést adjunk az olvasénak a teriilet érdekesebb otleteibe,
eljardsaiba, problémadiba. Néhdny egyszerd, de mégis intiutiv eredményt targyalunk, néhany
allitdsnak a bizonyitasat is kozoljik. Az érdekl6dd, a témdban elmélyedni kivand olvasé sza-
mara a megadott irodalom olvasdsat ajanljuk, ahol a kozolt algoritmusok, azoknak tovabbi
véltozatai, mds hasonld algoritmusok, és még sok egyéb érdekes eredmény is megtaldlhato.

Lényegében két feladatot mutatunk be, az egyik esetén a tanul6 algoritmus szakértdi ta-
nicsok alapjan tanul, a masodik, ennél 4ltalanosabb esetben pedig példdkon keresztiil tanul
az algoritmus.

10.1.1. Elorejelzés szakértoi tanacsokbol

Tekintsiik tehdt azt a modellt, amikor szakértdi tandcsok alapjan tanul az algoritmus, € mo-
dellnek tekintélyes irodalma van a gépi tanulds irodalman beliil. Bemutatjuk egy algoritmus-
nak egy egyszeriibb, és egy médositott valtozatit, amelyek viszonylag jé versenyképességi
hanyadost képesek produkalni.

Kezdjiik egy egyszerd, konnyen érthetd feladattal. Egy tanul6 algoritmussal igyeksziink
megjésolni, eldrejelzést adni arrdl, hogy aznap esni fog-e vagy sem. Annak érdekében hogy
a helyes elorejelzést adhassuk, kikérjiik n szakértd tandcsiat. Minden nap, mindegyik szak-
értd ad egy eldrejelzést, ami vagy igen vagy nem, ezek alapjén az algoritmus maga is hoz
egy dontést, hogy igen, tehat szerinte esni fog az es6 aznap, vagy pedig nem, aznap nem fog
esni. Miutdn az algoritmus meghozta a sajat el6rejelzését kideriil, hogy az elérejelzése helyes
volt-e, vagy hibds, vagyis tényleg esett-e azon a napon. Az egyszerliség kedvéért semmilyen
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feltevéssel sem éliink a szakértdk hozzaértését, vagy fliggetlenségét illetden, ezaltal nem is
véarhatjuk, hogy az eldrejelzésiink teljesen pontos legyen. Ilyen helyzetben az algoritmusunk
josdgaval szemben tdmasztott természetes elvarasunk az lehet, hogy legyen legaldbb meg-
kozelitdleg olyan j6, mint a legjobb szakértd. Mas szavakkal, azt kivanjuk elérni, hogy az
algoritmus barmely k 1€pés alatt legfeljebb csak c-szer annyi rossz dontést hozzon, mint az
elsd k 1épés alatt a legjobbnak bizonyult szakértd.

Az algoritmus végrehajtdsa sordn egy probdnak nevezziik a kovetkezd harom 1épés egy-
madsutdnjat: (1) az algoritmus begyfijti a szakért6k el6rejelzéseit, (2) meghozza a sajat donté-
sét, €s (3) kideriil, hogy igaz, vagy hamis dontést hozott. (A kovetkez6kben feltessziik, hogy
egy-egy eldrejelzés a {0, 1} halmazbdl vald, de megjegyezziik, hogy ennél éltaldnosabb, vek-
torértékd vagy valos értékd elorejelzéseket is vizsgéltak.)

Egy egyszerii algoritmus

A jelen probléma egy alapvdltozata annak, amit szakért6i tandcsok dltal torténd eldrejelzés-
nek neveziink. Most tehdt nem foglalkozunk a feladat olyan kiterjesztéseivel, amikor a szak-
értok az elbrejelzéseiket valamilyen valdszinliséggel adjak meg, vagy ennél bonyolultabb
moédon adnak eldrejelzést arra nézve hogy mi fog bekovetkezni. Az ST (Stlyozott Tébbség)
Algoritmus mindegyik szakérté szamadra fenntart egy w; sulyt, és az algoritmus a dontését
az alapjan hozza meg, hogy a szakértdi tandcsoknak az igen vagy a nem oldaldra esik-e a
sulyozott tobbsége.

ST Algoritmus

1. Kezdetben minden szakért6hoz a w; = 1 stilyt rendeljiik, ahol 1 <i < n.

2. Legyenek {xj,...,x,} a szakértk dltal adott elGrejelzések, adjunk igen elGrejelzést,
vagyis legyen 1 a vélaszunk, ha a sulyozott tobbség ezen az oldalon van, (az igen
vdlasz van tilsulyban), vagyis

Z w; > Z Wi,
0

iix=1 ix;j=
egyébként pedig legyen dontésiink nem, azaz 0.

3. Amikor a helyes vdlasz, I megérkezik, mindegyik téves elGrejelzést ad6 i szakértdt a
neki megfeleltetett w; sulynak a megfelezésével biintetjiik. Pontosabban, legyen w; :=
w;/2, ha x; # [, ellenkezd esetben a w; sulyt nem valtoztatjuk.

39. tétel. [43]A ST Algoritmus dltal elkovetett hibds el6rejelzések M szdma legfeljebb 2.41(m+
Ign), ahol m a legjobb szakérté dltal elkivetett hibds eldrejelzések eddigi szdma.

Bizonyitds: Jelolje W a szakért6k Osszes sulyat, ekkor kezdetben W = n teljesiil. Ha az
algoritmus hibat vét, ez csak ugy lehet, hogy a szakért6k 6sszes sulydnak legaldbb a feléhez
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tartozott rossz eldrejelzés, emiatt az algoritmus 3. 1épésében az Gsszes sily legalabb 1/4-
ével csokkent. Ezdltal, ha az algoritmus M hibds vélaszt adott, akkor teljesiil a kdvetkezd
egyenlotlenség:

W<n-(3/4M.
Misrészt, amennyiben a legjobb szakértd m hibat vétett, akkor e szakértd silya pontosan
(1/2)", ezéltal

W > (1/2)".

A két egyenlGtlenséget sszevetve (1/2)™ <W < n-(3/4)™ adédik, amibsl mér kénnyen
adddik az aldbbi levezetést:

n-2" > (4/3)",

log, (1n-2™) > log, (4/3)",
logyn+m > M-log, (4/3),

vagyis

M (logyn+m) <2.41-(log,n+m). O

1
= fog, (4/3)

Kétféleképpen kaphatunk az el6bbinél hatékonyabb algoritmust. Az egyik lehetdség a
véletlenités. Ezen itt azt értjilk hogy az el&bbi silyozott tobbség valasztasa helyett a silyokat
valdszintiségeknek tekintjiik, és egy-egy szakért$ javaslatat akkora valészintiséggel vélaszt-
juk, mint amekkora a hozza rendelt sily. A masik lehetdség pedig az lehet, hogy a silyok
felezése helyett valamilyen mas -val szorzunk az algoritmus sordn, ahol 0 < < 1. Ezeket
a véltoztatdsokat elvégezve algoritmusunk a kovetkez6képpen néz ki:

VST Algoritmus:
1. Kezdetben legyenw; =1, 1 <i<n.
2. Legyenek {xi,...,x,} a szakértGk dltal adott el6rejelzések, ekkor adjunk x; vdlaszt
w;/W val6szintiséggel, ahol W = Y w;.
i
3. Amint a helyes vdlasz, [ megérkezik, a hibas el6rejelzést adé szakért6khoz rendelt

stlyokat megszorozzuk B-val, és menjiink djra a 2. 1épésre.

Amint azt reméltiik, a mddositdsok dltal az algoritmus hatékonysdga javul. Bizonyités
nélkiil kozoljiik az alabbi tételt:

40. tétel. [43] A VST algoritmus dltal elkovetett hibds eldrejelzések M szdmdra teljesiil az
aldbbi egyenlotlenség:
mlin(1/B)+1Inn

1-PB ’

ahol m a legjobb szakértd dltal elkovetett hibds eldrejelzések eddigi szdma.

M<
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Megjegyzés: Az elébbi képletben, (a logaritmus értékét enyhén feliilrSl becsiilve) B =
1/2 esetén a kovetkezdt kapjuk: M < 1.39m + 21Inn, ha pedig példaul = 3/4, akkor M <
1.15m+41nn. Altaldban is, ahogy a B szorzét néveljiik, a multiplikativ konstans tetszGlege-
sen meg tudja kozeliteni feliilrél az 1-et, ennek azonban az additiv konstans (minden hataron
tal valé) novekedése az ara.

A feladatnak sok valtozata és elnevezése van, mint példdul univerzalis kédolds, univer-
zalis eldrejelzés, ezeket és mas részleteket az érdeklddo olvasé megtaldlhatja a [8] cikkben,
illetve az ebben idézett miivekben.

10.1.2. Online tanulas példak alapjan

El6bb azzal foglalkoztunk, amikor szakért6k tandcsidbdl tanul az algoritmusunk. Most egy
ennél altaldnosabb esetet vizsgalunk, amikor az algoritmus példdkbodl tanul. A példédk élta-
ldban n-dimenziés 0 — 1 vektorok, vagyis legyen a példdk halmaza X = {0,1}". A tanulasi
folyamat most is probakbdl all. Egy-egy ilyen proba a kovetkezé harom 1épés egymasutan-
ja: El6szor egy x € X példat kap az algoritmus, erre az algoritmus ad egy eldrejelzést, hogy
szerinte az x példa esetén a 0 vagy 1 valasz a helyes, (mas szdval az x példa pozitiv vagy
negativ), és végiil az algoritmus tudomdsara jut a helyes vélasz, [ € {0,1}. Minden tévedés,
vagyis minden hamis eldrejelzés, mas szdval, amikor az el6rejelzés nem egyezik meg a he-
lyes [ értékkel, hibas vélaszt jelent. A célunk az hogy minél kevesebb hibds vélaszt adjon az
algoritmus. A példdk a versenyképességi elemzéshez hasonldan itt is valamilyen el6re elter-
vezett médon jonnek, vagyis egy intelligens ellenfél szdndékosan olyan példdkat ad, amire
az algoritmus lehet6leg sok hibat fog produkalni. A most leirt modellt Hibakorlat (Mistake
Bound) tanuldsi médszernek nevezziik.

Altaldban tovébbi feltételekkel is kell élniink a modelliink esetén, hiszen az offline op-
timummal (ami O hiba!) torténd Osszehasonlitds esetén az algoritmus nem lehetne konstans
versenyképes, hiszen nem varhat6 el téle hogy semmi hibét se vétsen. A kovetkezd, tovabbi
feltevésekkel €liink hat: (1) az [ helyes vdlasz az x példabdl valamilyen fiiggvény eredmé-
nyeként j6jjon ki, (2) az offline algoritmus, amivel az online algoritmusunkat versenyeztetjiik,
valamilyen el6re ismert algoritmus-osztdly tagja legyen, és (3) az ellenfél viselkedésében fel-
tételeziink valamilyen véletlenszertiséget. E harom feltétel alkalmazasahoz most sziikségiink
lesz a koncepcid osztdly fogalmara. Egy C koncepcid osztalyon egyszertien az X halmazon
értelmezett Boole-fiiggvények egy csoportjat értjiik, a Boole-fiiggvények reprezentacidjaval
egyiitt. Példdul, a {0, 1}" halmazon értelmezett diszjunkcidk osztalya azokat a fiiggvényeket
jelenti, amelyek lefrhatk az xi, ..., x, bindris valtozok diszjunkcidjaként. A DNF-formuldk
osztélya az 0sszes Boole-fiiggvényt jelenti. Tetsz6leges ¢ € C Boole-fiiggvény esetén jelolje
s(c) a fuggvény minimalis DNF formuldjdnak a hosszit.

A Hibakorlat Modell esetén feltessziik, hogy az algoritmus tanuldsa sordn, az x példabol
ugy addédik az [ helyes vdlasz, hogy x-et behelyettesitjiik egy ¢ koncepcidba. A tanulé algo-
ritmus persze nem tudja el6re, hogy a C osztdly melyik rogzitett ¢ elemérdl van sz6, ezt kell
neki kitaldlnia, a lehet6 legkevesebb hibaval. Ha egy algoritmus a tanuldsa sordn legfeljebb
poly(n,s(c)) hibat vét tetszbleges ¢ € C esetén, és a futdsi ideje is legfeljebb poly(n,s(c)) ,
akkor azt mondjuk hogy az algoritmus képes felismerni a C osztdly barmely elemét a hiba-
korlat modellben. Tovébbd, ha a vétett hibdk szdma csak legfeljebb poly(s(c)) - poly(logn),

(© Désa Gyorgy, Imreh Csanad, SZTE © www. tankonyvtar. hu



www.tankonyvtar.hu

68 10. FEJEZET. ONLINE TANULO ALGORITMUSOK

vagyis az algoritmus hatékony abban az értelemben, hogy az irrelevans valtozok nem novelik
a hibdk szamat, akkor azt mondjuk, hogy az algoritmus attribitum hatékony.

Sok kiilonféle algoritmust fejlesztettek ki a sokféle koncepcid osztdly esetén, ilyen kon-
cepcid osztalyok példaul a kovetkezdk: diszjunkcidk, k-DNF formuldk, dontési listak, €s
egyebek. Mindjart ratériink egy elegéns €s praktikus algoritmus, a Winnow algoritmus is-
mertetésére, amely egy diszjunkciot legfeljebb O(rlogn) hibaval képes felismerni, ahol r a
diszjunkcidban ténylegesen szerepld valtozok szdma. Ez az algoritmus tehat attribiitum haté-
kony.

El6bb jegyezziik még meg, hogy a koncepcié osztilyok kozott tobbféle redukcids le-
het6ség ismert. Példdul, a diszjunkcidk, konjunkcidk, k-CNF formuldk, k-DNF formulék,
(valamely rogzitett k-ra) mind atalakithatok monoton diszjunkcidkra, (ilyen utébbi példdul
ez is: x1 Vx5V x9). Emiatt az elbbi osztalyok helyett elég a monoton diszjunkcidk osztalyat
felismer6 algoritmusokkal foglalkozni.

Most el6szor 1assunk egy egyszert algoritmust, amely monoton diszjunkcidkat ismer fel.
Kezdetben feltételezziik, hogy a keresett diszjunkcié a kovetkezd: h =x; Vx V...V x,. Ez-
utan, ha valamely x példa helyes kiértékelése 0, (ezekre mondtuk azt is hogy a példa negativ),
viszont h kiértékelése az algoritmus 4ltal 1, akkor ez csak dgy lehet, hogy folosleges tagok
vannak még h-ban, ezért tehat eltdvolitjuk a h-bol azokat az x; véltozdkat, amelyeknek az
értéke az x példaban 1. Jegyezziik meg, hogy pozitiv példa esetén az algoritmus soha nem
vét hibat, hiszen minden sziikséges tag megmarad h-ban, csak kezdetben még tul sok van
beldliik. Ezéltal minden hiba esetén legaldbb egy tag eltdvozik A-bdl, vagyis az algoritmus
legfeljebb n hibat vét. Ez az algoritmus ezek szerint képes felismerni a diszjunkciét, de nem
attribitum hatékony, mert ha a diszjunkcié kevés tagot tartalmaz, akkor is akdr n hibdt is
véthet az algoritmus.

Ezek utdn ismertetjiilk a WINNOW algoritmust (Id. [42]), amely a monoton diszjunkcidkat
az el6z6nél lényegesen hatékonyabb mdédon ismeri fel. Ha a (monoton) diszjunkcié csak r
véltozot tartalmaz, a Winnow algoritmus legfeljebb O(rlogn) hibat vét, amig a diszjunkcidt
azonositja. Hasonloképp az ST algoritmushoz, ez is fenntart valtozonként egy-egy sulyt.

Winnow algoritmus
1. Kezdetben legyen minden sily 1, azaz wy =wy = ... =w, = 1.
2. Ha a kovetkezd példa x, legyen [ = 1, ha
WiX1 +waxo + ... +wux, > n,
egyébként legyen [ = 0.

3. Ha az eldrejelzés hibds, akkor

(a) Ha pozitiv lenne a helyes vdlasz, de az el6rejelzés [ = 0 volt, akkor minden olyan
i-re ahol x; = 1, megkétszerezziik w; értékét.

(b) Ha negativ lenne a helyes vdlasz, de az el6rejelzés [ = 1 volt, akkor minden olyan
i-re ahol x; = 1, megfelezziik w; értékét.

4. Menjiink djra a 2. 1épésre.
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Az algoritmusra teljesiil a kdvetkezd tétel, amelyet bizonyitds nélkiil kozliink.

41. tétel. [42] A Winnow Algoritmus a Hibakorldt modellben a diszjunkciok felismerésekor
legfeljebb 2+ 3r(1 +logn) hibdt vét, ahol a keresett diszjunkcio r vdltozot tartalmaz.
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11. fejezet

A versenyképességi elemzés valtozatai

11.1. A modszerek attekintése

A versenyképességi elemzés tobb modositdsat és véltozatit haszndltak online algoritmusok
vizsgalatdra. Ebben a fejezetben roviden Osszefoglaljuk a legismertebb médszereket, majd
bemutatunk néhdny konkrét eredményt. A versenyképességi elemzés maddositasait két cso-
portra oszthatjuk. Az egyik csoportba azok a valtozatok keriilnek, amelyekben az online
algoritmusokat egészitjiik ki tovabbi tulajdonsdgokkal (példdul extra informécidkkal), ame-
lyek lehet&vé teszik a versenyképességi hanyados csokkentését. A masik osztdlyba az olyan
eredmények tartoznak, ahol az online algoritmusok hatékonysagat csak a lehetséges bemene-
tek egy részén vizsgéljuk.

Extra er6 az online algoritmusnak

Az online algoritmusokat elsGsorban az aldbbi extra tulajdonsagokkal szoktak kiegészite-
ni:

o Elbrenézd tulajdonsag: az algoritmus a tovabbi bemenet valamely részét latja.

e Erdforrés kiterjesztés: az offline algoritmus kisebb mennyiségli er6forrast hasznalhat
(példat lattunk a weblapletoltési problémanal).

e Az algoritmus apré mddositdsokat hajthat végre a régebbi dontéseken (pl 1adapakolés-
ndl dtpakolhat).

e Az algoritmus tobb megoldast épithet és ezekbdl a jobbat vessziik figyelembe.

Megszoritas az ellenfélnek

Szamos olyan eredmény ismert, amelyekben egy online algoritmus hatékonysdgat a be-
meneteknek csak bizonyos részhalmazén vizsgdljak. Az alabbiakban 0sszefoglaljuk a legjel-
lemz&bb részhalmazokat.

e Rendezett bemenet: a bemenet nem lehet tetszdleges, hanem valamely szabdly alapjan
rendezve van, példdul monoton csokkend méretii targyak litemezésnél vagy pakolasnal.
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o Fligghségi graf: a lapozési probléma esetén olyan modell, amelyben a bemenet nem
lehet tetsz6leges sorozat, hanem egy graf (a program fliggdségi grafja) pontjait kapjuk,
€s minden pont utdn csak egy szomszédja johet.

o Félig atlagos elemzés: az ellenfél generdlhatja a bemeneti sorozat tartalmét, de maga a
bemenet a definidlt sorozat egy véletlen permutécidja lesz (egyenletes eloszlas alapjan).

e Alkalmazkod¢ fiiggvény: Olyan problémdkndl hasznédlhatd, amelyben valamely erd-
forras (pl. gépek szdma vayg memoria mérete) a feladat egy paramétere. Ekkor egy
bemenet o sorozat, ha OPTy, = OPT,y minden n’ > on esetén, azaz on mennyiség
felett tovabb novelve az erdforrasok mennyiségét az optimdlis megoldas célfiiggvény-
értéke mar nem valtozik. Az alkalmazkodé fiiggvény minden o esetén o sorozatok
mellett vizsgalja a versenyképességi hanyadost.

o Adott 6sszméret: Utemezési modellekben néha jobb versenyképességi hanyadost le-
het elérni, ha az algoritmus el6re tudja az iitemezendd munkak megmunkalasi iddinek
Osszegét.

o Ismert korltok: Utemezési feladatoknal elSfordulhat, hogy elére tudunk az iiteme-
zend6 munkdk végrehajtdsi idejeire valamilyen alsé vagy fels6 korlatot, vagy esetleg
mindkettdt.

11.2. Elorenézo algoritmusok

11.2.1. Lapozas

A lapozasi probléma esetén tobb el6renézd valtozatot is vizsgaltak, mi itt az [ 1] cikkben be-
mutatott er6s elérenézés esetére mutatjuk be az alapvetd eredményeket. Ebben az esetben
egy [-elérenézd algoritmus azt a legrovidebb prefixet latja, amely 1 kiillonboz6 lapra vonat-
kozo kérést tartalmaz. Az LRU algoritmusnak az alabbi kiterjesztése egy természetes otlet a
probléma megoldasara.

LRU(]) algoritmus: Amennyiben a memoria tele van, €s egy lapot be kell tenniink, akkor
az elore latott szakaszban nem igényelt lapok koziil a legrégebben hasznaltat dobjuk ki.

Az aldbbi, bizonyitads nélkiil k6zolt tételek mutatjdk, hogy a versenyképesség szempont-
jabdl az LRU (1) algoritmus a legjobb erGs eldrenézd algoritmus, ami megadhato.

42, tétel. [ 1] Az LRU(I) algoritmus versenyképességi hdanyadosa k — 1, ha |l < k —2.

43. tétel. [/] Nincs olyan erdsen l-eldrenézd online algoritmus, amelynek versenyképességi
hdnyadosa kisebb, mint k — 1, hal < k—2.
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11.2.2. Nyugtazas

Erdekes kérdés, hogy lehet-e a nyugtéazasi feladat esetén 2-nél kisebb versenyképességet el-
érni, ha az algoritmus valamennyi extra informdciét kap. Igazolhatd, hogy tetszdleges N
konstansra nem elegendd informacié az elkovetkez6 N csomag érkezési idejét ismerni ah-
hoz, hogy 2 versenyképesnél jobb hanyadosu algoritmust kapjunk. Az aldbbiakban a LIP
(Lookahead Interval Planning) algoritmust (Id. [31]) mutatjuk be, amely egy adott ¢ hosszu
intervallumban eldre 14tja a csomagok érkezési idejét.

Az algoritmus blokkokra bontja a bemenetet és minden blokkra a csomagokat az opti-
madlis offline megoldds alapjdn nyugtdzza. A blokk mindig az els6 nyugtdzatlan csomagndl
kezdédik. Els6ként megvizsgdljuk, hogy van-e két egymast kovetd csomag: a; €s aj1 a ¢
hosszu intervallumban, amelyekre a;;1 —a; > 1 teljesiil. Ha van ilyen pér, akkor a blokk az
elsé ilyen a; csomagndl véget ér, egyébként a blokk hossza c. LIP meghatdrozza az optimalis
offline megoldast a blokk csomagjaira és ennek megfelelden kiildi a nyugtédkat.

44. tétel. [31] LIP 1+ 1/c-versenyképes.

Bizonyitds: Vegyiink egy tetsz6leges I bemenetet és osszuk fazisokra. Legyen S| =
{ai,...,ar1)}, ahol k(1) az els6 olyan index, amelyre ag(1)41 — ag1) > 1. A tobbi fdzis
hasonléan definidlhaté S; 1 = {ay(j)41,---,ak(j4+1)}> ahol k(j+ 1) az elsS olyan index k()
utdn, amelyre ay(j 1)1 — di(j+1) = 1. Az utolsé fazist az utolsé munka zarja. Ekkor van
olyan optimalis offline algoritmus, amely minden fézis utolsé csomagjdnal nyugtat kiild. (Ha
a fazis utols6 csomagjat a kovetkezd fazisban nyugtidzza, akkor a késedelmi koltség nove-
kedése legalabb 1.) Masrészt egy fazis utolsé csomagja szintén utolsé csomagja valamelyik
blokknak is, igy LIP is kiild nyugtat a csomag érkezésekor.

Vegyiink egy tetszSleges S; fazist. Jelolje r a benne szerepld blokkok szdmat. Ve-
gyiink egy optimélis megoldasét a fazisnak. Ha kiegészitjiikk r — 1 tovabbi nyugtaval, akkor
egy olyan megoldést kapunk, amely minden blokk végén nyugtat kiild. Masrészt ezek ko-
ziil LIP a legkisebb koltségli megoldast adja meg, igy (r — 1) + OPT(S;) > LIP(S;), azaz
LIP(S;)/OPT (S;) <1+ (r—1)/OPT(S;).

Mivel minden blokk ugyanabban a fazisban van, ezért az els6 r — 1 blokk hossza c, igy
a fazis hossza legalabb (r — 1)c. Tegyiik fel, hogy egy offline algoritmus k nyugtat kiild a
fazisban. Ekkor az elsd k — 1 nyugta mindegyike utan egy legfeljebb 1 hosszi csomagmen-
tes idGintervallum van. Ebbdl adddik, hogy a teljes késedelem legaldbb (r — 1)c — (k —1).
Kovetkezésképpen OPT (S;) > k+ (r—1)c— (k—1) = (r— 1)c+ 1. Tehét azt kaptuk, hogy
LIP(S;)/OPT(S;) <1+1/c. O

Masrészt 1-versenyképes algoritmus nem konstrudlhatd, amint azt az aldbbi, bizonyités
nélkiil kozolt allitds mutatja.

45. tétel. [3 1] Tetszbleges c-hosszii intervallumra el6renézd algoritmus versenyképességi
hdnyadosa 1+ Q(1/c?).
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11.3. Fiiggoségi graf

A lapozas feladata esetén érdekes eredményeket értek el a programok fiiggdsségi grafjanak
figyelembe vételével. Egy fliggdségi graf esetén a graf csiicsai a lehetséges lapok, és két
csucsot akkor kot 6ssze él, ha el6fordulhatnak egymds utdn a kérések listdjdban. Ez azt
jelenti, hogy a bemenet egy séta a fligg6ségi grafon.

Ekkor értelemszer(ien egy algoritmus versenyképessége fiigg a vizsgalt fiiggdségi graftol,
cax(G) jeloli a G graf mellett az A algoritmus versenyképességi hanyadosat. Tovabba ¢ (G)
jeloli az elérhetd legjobb versenyképességi hanyadost a G graf mellett. A két legismertebb
online algoritmust 6sszehasonlitottdk fiiggdségi grafokra, €s az aldbbi eredményt kaptak.

46. tétel. [13] LRU versenyképessége egyetlen grdf esetén sem nagyobb, mint FIFO ver-
senyképessége.

Nyilvan a fiiggdségi graf ismeretében lehetséges olyan algoritmust kifejleszteni, amely
haszndlja a graf struktirajat. Egy ilyen algoritmus a FAR algoritmus, amely egy bélyegzd
algoritmus, amely mindig azt a jeldletlen lapot rakja ki, amelynek a kért laptdl a tdvolsdga
maximdlis a fiiggdségi grafban. Erre az algoritmusra teljesiil a kovetkez6 allitas:

47. tétel. [36] Minden G és k esetén cpar k(G) = O(ck(G)).

Gyakorlati szempontbdl a probléma az, hogy nem ismerjiik el6re az egyes alkalmazasok
mogott a fiiggdségi grafot, igy azokat a gyakorlatban nem hasznélhatjuk online lapozasi al-
goritmusok kifejlesztésére. Erre javasoltdk a [26] cikkben azt az Gtletes megoldast, hogy az
online algoritmus futdsa kozben tanulja a fliggdségi grafot. Ezzel az megolddssal sikeriilt egy
olyan online algoritmust kifejleszteni, amely véletlen teszteseteken is az LRU algoritmushoz
hasonldan j6 eredményt ért el.

11.4. Félig atlagos elemzés

A félig 4tlagos elemzés esetén az ellenfél generdlhatja a bemeneti sorozat tartalmét, de a
bemenet a definidlt sorozat elemeinek egy véletlen permuticidja lesz (4ltalaban egyenletes
eloszlds alapjan). Ilyen kérdéseket tobb online probléma esetén vizsgéltak, az aldbbiakban
csak egy problémaét tekintiink, ahol j6l latszik a véletlen sorrend jelentdsége.

A konstans koltségii kiszolgalo-elhelyezési feladatban adottak egy metrikus térben sy, ..., s,
kérések, amelyek a metrikus tér pontjai. Az algoritmusnak kiszolgédlokat kell elhelyeznie a
metrikus tér pontjaiba. A cél a kiszolgalas teljes koltségének minimalizdldsa, amely koltség
az aldbbi két részkoltség Osszege:

o A kiszolgélok elhelyezési koltsége: egy f konstans szorozva a kiszolgédldk szamaval.

o Akérések kiszolgaldsi koltsége: Y, minj—; _xd(s;,p;), ahol akiszolgdlok a pi,..., px
pontokban vannak. (Egy kérés kiszolgdldsanak a koltsége a legkozelebbi ponttdl valod
tavolsédga.)
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Az online kiszolgél6-elhelyezési feladatban a kérések egyenként jonnek és az egyes ké-
rések érkezése utan kell eldonteniink, hogy vesziink - e 4j kiszolgdl6t. A feladat megolddsara
a [45] cikkben a kovetkezd egyszer( véletlenitett algoritmust javasoltdk.

Meyerson algoritmus: Legyen a kérés tavolsdga a legkozelebbi kiszolgalotdl d, és le-
gyen p = min{d/f,1}. Vegyiink a kérés helyén egy tj kiszolgdlét p val6szintiséggel.
Az algoritmus versenyképességét illeten a [45] dolgozatban az aldbbi allitast igazoltak.

48. tétel. [45] Meyerson algoritmusa O(logn) versenyképes, ahol n a kérések szdma.
Szintén igazolast nyert az alabbi allitas.

49. tétel. [45] Nincs konstans versenyképes algoritmus az online kiszolgdlo-elhelyezés prob-
lémdjdnak megolddsdra.

Ezzel szemben a fenti algoritmus konstans versenyképes, ha a félig dtlagos elemzés alap-
jan vizsgdljuk, mint azt az aldbbi tétel mutatja.

50. tétel. [45] Amennyiben a bemeneti sorozaton a végrehajtds eldtt egy egyenletes elosz-
lds alapjan vdlasztott permutdciot is végrehajtunk, akkor ezen bemenetekre a Meyerson féle
algoritmus konstans versenyképes.

11.5. Rendezett bemenetek

Bizonyos algoritmusok sokkal jobb eredményt érnek el, ha tudjuk, hogy a bemenet valamely
szabdly alapjan rendezve van. Az aldbbiakban a lddapakolds és az ilitemezé€s teriiletérdl fog-
lalunk 0ssze néhdny ilyen eredményt.

11.5.1. Ladapakolas csokkeno méretii elemekkel

A ladapakolds esetén alkalmazott bizonyos algoritmusok lényegesen jobb eredményt adnak,
amennyiben az elemek méret szerint csokkend sorrendben érkeznek. Ezt mutatjdk az aldbbi,
bizonyitds nélkiil kozolt tételek.

51. tétel. [5] Az NF algoritmus aszimptotikusan Y ;- | 1/a; =~ 1.691-versenyképes csokkend
sorozatok esetén, ahol a; =1 és ajy1 = ai(a;+ 1) i > 1 esetén. (Az dltaldnos esetben 2-
versenyképes)

52. tétel. [17] A FF algoritmus aszimptotikusan 11/9 ~ 1.22-versenyképes csikkend soro-
zatok esetén. (Az dltaldnos esetben 1.7-versenyképes.)
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11.5.2. Utemezés

Az azonos gépek litemezése esetén lattuk, hogy a LISTA algoritmus esetén a legrosszabb be-
zérult a bemenet. Az aldbbi tétel mutatja, hogy az algoritmus lényegesen jobb versenyképes-
ségi hanyadossal rendelkezik, ha csak olyan bemeneteket vizsgalunk, amelyekben a munkédk

//////

must LPT (longest processing time) algoritmusnak nevezziik.

53. tétel. [28] A LISTA algoritmus 4/3 — 1/(3m)-versenyképes csokkend méretii munkdk
esetén.

Bizonyitdas: Az éllitast indirekt igazoljuk. Ehhez tegyiik fel, hogy 1éteznek olyan ellen-
példak, amelyekre az optimélis iitemezés és az LPT algoritmus dltal kapott iitemezés kolt-
ségeinek hanyadosa nagyobb mint 4/3 — 1/(3m). Ezen ellenpélddk koziil van olyan, amely
minimdlis szdmu munkét tartalmaz.

Mivel a tekintett ellenpélddban a munkdk szdma minimadlis, ezért az utolsénak érkezett
munka befejezési ideje megegyezik a maximalis befejezési idovel. Amennyiben ez a tulaj-
donsdg nem teljesiilne, akkor arra a ¢’ bemenetre, amelyet a tekintett ellenpélddbél az utolsé
munkét elhagyva kapnank LPT (¢') = LPT (c) és OPT () > OPT (o) teljesiilne.

A fentiek alapjan azt kapjuk, hogy az utolsé munka kezdési ideje LPT (G) — p,,. Masrészt
eddig az id6pontig az dsszes gép dolgozott, igy

n—1
LPT(6) — py < Z=LPE
m
Tovébbd OPT (6) > +-(Y_; pj)-
Kovetkezésképp

4 1 LPT(o)
- < <
3 3m OPT(c) —

pa(l=1/m) L pifm _ pu(1=1/m)
OPT (o) OPT(c) — OPT(o)

A fenti egyenlGtlenség jobb és baloldaldt véve a kovetkezd korlat adédik OPT (o) értéké-
re:

Pn + Z?;ll pi/m _
OPT (o)

+1.

OPT (o) < 3py.

------

optimélis {itemezésben minden gép legfeljebb két munkét tartalmaz, azaz n < 2m. Masrészt
ebben az esetben az LPT eljaras optimadlis, azaz ellentmonddshoz jutottunk, amivel a tétel
allitasat igazoltuk. [J

Még megjegyezziik, hogy olyan bemenet, amelyre az LPT versenyképességi hdnyadosa
éppen a lehet§ legrosszabb, vagyis 4/3 — 1/(3m), minden m gépszdm esetén csak egyetlen
egy létezik [22] szerint, és ez a kovetkez6: Az els6 két munka hossza 2m — 1, a kovetkezd
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kettd hossza 2m — 2, és igy tovébb, utoljara jon két munka m + 1 hosszisiggal, és legutoljara
még harom m hosszi munka. Barmely mas bemenet esetén az LPT (c)/OPT (o) hanyados
szigordan kisebb mint a legrosszabb eset hanyadosa.
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