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Eloszo

Jelen jegyzetet a Szegedi Tudomanyegyetem programtervezd informatikus MSc szakiranyos
Képrekonstrukcié cimi targyanak tematikdja alapjan készitettiik. A jegyzet elso hat fejezeté-
ben a folytonos képrekonstrukcio elméletét és gyakorlatat targyaljuk. Az alapvetd fogalmak
tisztazasa utan (1. fejezet) a szamitogépes képrekonstrukcid eljarasait és azok matematikai
hatterét mutatjuk be. A 2. fejezetben a transzformacio6 alapt technikékat, a 3. fejezetben pe-
dig az algebrai rekonstrukcié modszereit ismertetjiilk meg az olvasdval. A 4. fejezetben a CT
berendezés felépitésével, miikodésével és az abbol eredd képfeldolgozas specifikus problé-
makkal, valamint azok megoldasaval foglalkozunk, mig az 5. fejezetben az egyéb képalkotd
modalitasokkal ismerkediink meg. Végiil, a t¢émakor lezarasaként a 6. fejezetben a folytonos
képrekonstrukcidé nem orvostudomanybol szarmazoé alkalmazasaibol mutatunk meg néhanyat.
A jegyzet masodik részében a diszkrét tomogrdfiaval foglalkozunk, mely a folytonos képre-
konstrukciotol elkiiloniilo, 6nalld matematikai hattérrel rendelkezik. A témakorrel vald ismer-
kedést a 7. fejezetben az alapok targyalasaval kezdjiik. A 8. fejezetben a specialis tulajdon-
sagu binaris képek rekonstrukcidjaval foglalkozunk. A 9. fejezetben azt mutatjuk be, hogy
a binaris képrekonstrukcido hogyan fogalmazhatdo meg optimalizalasi feladatként, és ennek
megoldasara melyek a leggyakrabban alkalmazott kombinatorikus modszerek. Az emisszids
diszkrét tomografiat a 10. fejezetben targyaljuk. Végiil az utolso, 11. fejezetben, a témakor
ismertetését itt is az alkalmazasok bemutatasaval zarjuk.

Szem el6tt tartva azt, hogy a képrekonstrukcié nem csak informatikai szempontbdl fon-
tos ¢és érdekes teriilet, a jegyzet megirdsa soran torekedtiink arra, hogy az olvasotol minél
kevesebb matematikai, informatikai tudast koveteljiink meg. Terjedelmi okokbol azonban
né¢hany helyen nem bocsatkozhattunk matematikai részletekbe, igy a jegyzet teljes feldol-
gozasahoz sziikség lehet egyes matematikai fogalmak tisztazasara, mint példaul a Fourier-
transzformacio, bizonyos alapvetd kombinatorikai, grafelméleti 6sszefiiggések, vagy a mat-
rixokkal kapcsolatos alapvetd miiveletek, illetve bonyolultsagelméleti alapok. Mindemellett
bizunk abban, hogy a bemutatéasra keriil¢ anyag valtozatos tematikdja, a szdmos szemléltetd
abra, valamint az interaktiv segédlet biztositja azt, hogy nem csak a sziikebb szakteriilet irant
érdekl6dd olvaso jut hasznos €s érdekes informacidkhoz a jegyzet olvasasa soran.
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1. fejezet

A szamitogépes tomografia alapjai

1.1. A rekonstrukcios tomografia feladata

A tomografiarol a legtobb olvasonak valosziniileg a CT berendezés jut eszébe, pedig ahogy ezt
latni fogjuk, maga az eljaras lényegesen altalanosabb, gyakorlati alkalmazésai pedig sokkal
szerteagazobbak, mint az orvosi CT képalkotas. A tomogrdfia a gorog ,,tomos” (szelet) szo-
bol szarmazik és altalanossagban szeleteken alapuld képalkotast jelent. Egy 3D-s objektum
szeleteit gy képezhetjiik, hogy azt egy tetszéleges 2D-s sikkal elmetssziik, ezaltal egy 2D-s
keresztmetszetet (szeletet) kapunk. A tomografia alapfeladata ezek utan az, hogy a szeletekbdl
osszeallitsuk (rekonstrualjuk) a 3D-s objektum egy leirdsat, modelljét.

A fenti definicioba beleférne az is, hogy a vizsgalt objektumot a valdsagban is szeletekre
vagjuk, és igy probalunk meg annak belsé felépitésérdl informaciot nyerni. Gyakorlati szem-
pontbdl azonban rekonstrukcids tomografian olyan modszereket értiink, ahol az objektum bel-
sejérdl, a szeletekrdl, uigy szerziink informaciot, hogy kdzben magat az objektumot nem ka-
rositjuk, roncsoljuk.

Matematikai értelemben a 3D-s objektum egy 2D-s szeletében egy adott (x, y) pontban je-
lenlévé anyag stirliségét egy kétvaltozos f(x, y) fiiggvénnyel irhatjuk le. Ezek a szeletek
azonban (a nemroncsolo6 kikotés miatt) kozvetleniil nem hozzaférhetok, csak valamilyen ma-
sodlagos informécioval rendelkeziink roluk. Ez az informécio legtobbszor az, hogy az adott
2D-s szeleten bizonyos iranyok mentén mennyi az anyagi siiriiségek dsszege. Azaz az f(x, y)
fliggvény helyett annak csak bizonyos vonalak mentén vett integraljai ismertek. A rekonstruk-
cio alapfeladata az f(x, y) figgvény elballitasa, annak bizonyos iranyokbdl vett vonalmenti
integraljaibol.

1.2. Folytonos és digitalis képek

A kétvaltozos fiiggvények egy szemléletes abrazolasi modja az, ha sziirkearnyalatos képként
fogjuk fel ket tgy, hogy az (x, y) pontban a sziirkeintenzitas megegyezik az f(x, y) fugg-
vényértékkel. Altaldban a sziirkeintenzitis értékeket a [0,1] intervallumra szokas normélni,
ahol a 0 érték a fekete szinnek, az 1 érték pedig a fehér szinnek felel meg. Egy ilyen képen bar-
milyen 0 és 1 kozotti sziirkeintenzitas megjelenhet és (mivel az f(x, y) fliggvény tetszéleges,
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10 1. A SZAMITOGEPES TOMOGRAFIA ALAPJAI

nem feltétleniil egész koordinataju pontokban is értelmezve lehet) a képpontok halmaza sem
korlatozott. Ebben az esetben tehat a fliggvény értelmezési tartomdnyara és értékkészletére
sincs megszoritas, mindkettd folytonos. Egy hagyomanyos (azaz nem digitalis) fényképezo-
géppel készitett fekete-fehér képet is pontosan igy értelmezhetiink, legalabbis a filmet alkotd
részecskék mérethataraig.

Ebben a jegyzetben digitalis képekkel foglalkozunk, melyek a fenti folytonos képektdl annyi-
ban térnek el, hogy az (x, y) és f(x, y) értékek is diszkrétek. A szamitogépes képfeldolgozas
soran a képek minden esetben digitalisak, a szamitdgép ugyanis csak véges szamabrazolasi
pontossaggal tudja a képpontok (mas szoval pixelek) pozicidit €s azok értékeit tarolni. A to-
vabbiakban az egyszerliség kedvéért csak a kép szot hasznaljuk, a szovegkornyezetbdl mindig
ki fog dertilni, hogy folytonos vagy digitalis képrdl beszéliink.

1.3. Transzmisszos és emisszios tomografia

A szamitogeépes tomografia (Computerized Tomography - CT) a rekonstrukcios tomografia
egy specialis modszere, melynek elsddleges alkalmazasai az orvostudomany teriiletén jelent-
keznek, ahol a cél a paciens bels6 szoveteinek képi megjelenitése. A paciensen tobb iranybol
Rontgen-sugarzas halad at, melynek egy része ekdzben elnyelddik. A péciens masik oldalan
egy detektorsor méri a vizsgalt teriiletrdl kilépd sugarzas intenzitasat. A kiilonbozo szdvete-
ken athaladva az elnyelddés mértéke kiilonbozo, €s mindig az adott szovetre jellemzd. Ezt
nevezzilk az adott szovet (vagy altalanosabban az adott anyag) linearis elnyelodési egyiitt-
hatojanak. A fizikabol ismert Beer-Lambert torvény alapjan ha Iy a Rontgen-sugar kezdeti
intenzitasa és ez Ax vastagsagu u linearis elnyelddési egyiitthatdji (homogén) anyagon ha-
lad at, akkor a kilépé mért I intenzitas, az alabbi képlettel adhaté meg

[=1y-e "2, (1.1)

Ha a sugar kiillonboz6 w1, o, .. ., i, elnyeldédési egyiitthatoju, de azonos Ax vastagsagu
anyagokon halad at, akkor az (1.1) képlet

I = IO .e_ Z::lzl M[AX

alakot 0lt, ami az elnyelddési egyiitthato linearis tulajdonsagat fejezi ki. Ha most a Ax min-
den hataron til csokken (azaz a diszkrét felbontason alapuldé modellt a folytonos modell felé
kozelitjlik), akkor az

[=1Ip-eJomtodx (12)

képlethez jutunk, ahol d a Rontgen-forras detektortol vett tavolsdga, x az adott sugadrnyaldbon
vett tavolsag a forrastol szamitva, u(x) pedig az elnyel6dési egyiitthatd értéke az x pontban.
Az (1.2) egyenlet mindkét oldalat Ip-lal osztva, majd logaritmusuk -1-szeresét véve a

d
- Z/u(x)dx
0
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képlet adja meg az adott Rontgen-sugaron vett vetiiletet, ami lathatdan szoros dsszefiiggésben
all azzal, hogy a sugar milyen mennyiségii és milyen elnyelési egyiitthatdji anyagokon haladt
at.
A fenti megallapitasok csak az tigy nevezett transzmisszios tomogrdfia esetére vonatkoznak,
azaz amikor a sugarzas a vizsgalt objektumon kiviilrdl érkezik. Habar a jegyzet tulnyomo
részében a transzmisszids tomografiaval kapcsolatos alapokat ismertetjiik, azzal az esettel is
foglalkozni fogunk amikor a sugarzas az objektum belsejébdl indul és a kiillonbozo elnyelési
egylitthat6ji anyagokon athaladva az objektumon kiviil észleljiik annak gyengiilését. Egy I
intenzitassal sugarzo pont esetében a ponttdl x tavolsagra 1évo detektor altal mért intenzitast
ekkor az

I=1Iy-e ™ (1.3)

Osszefliggéssel fejezhetjiik ki, ahol ;>0 a homogén anyag abszorpcidja (az egyszertiség ked-
véért feltessziik, hogy az anyag homogén). Természetesen tobb sugarzo pont esetén a detek-
toron az Osszintenzitast mérhetjiik. Az ezen az dsszefiiggésen alapuld képalkotast emisszios
tomogrdfianak nevezziik, melynek szintén foként orvosi alkalmazésai (SPECT, PET) ismere-
tesek.

1.4. Vetiileti geometriak

Természetesen a csupan egy sugar mentén szamitott vetiileti érték nem sokat arul el a 2D-s
keresztmetszetrol. Azonban megfelelden sok vetiiletbdl magat a teljes keresztmetszetet leird
f(x, y) fuggvényt rekonstrualhatjuk. Az alabbiakban a leggyakoribb vetiiletképzési modsze-
reket (mas szoval vetlileti geometridkat) tekintjiik at.

A legegyszeriibb a pdrhuzamos nyalab vetiiletképzés (parallel-beam projection). Ebben az
esetben egy adott irdnybol parhuzamos vetitdsugarakkal képezziik a fiiggvény egy adott irany-
bol vett vetiiletét, ahogyan ezt az 1.1(a) abran lathatjuk. Habar ez a fajta vetiiletképzés az or-
vosi alkalmazéasokban mar ritkdn hasznalatos, a legtobb képrekonstrukciés modszer kdzvetve
vagy kozvetleniil erre a geometriara épiil, igy a tovabbiakban részletesen mi is ezt fogjuk
targyalni.

A modernebb képalkotd berendezések mar az ugy nevezett legyezonyaldab vetiiletképzé-
sen alapszanak (fan-beam projection). Ilyenkor egy pontszerii Rontgen-forrast feltételeziink,
melybdl legyezOnyalabszeriien indulnak ki a vetitdsugarak a szemben 1évd detektorokhoz.
A legyezdnyalab-vetiiletképzésnek két altipusa van. Ha a vetitésugarak kozotti szogek meg-
egyez6 nagysaguak, akkor ekvianguldaris geometridarol beszéliink. Ekkor a szemkozti oldalon
egy detektoriv helyezkedik el. Ha azonban a szemkozti oldalon a detektorok egy egyenes
mentén egyenld tavolsdgokban helyezkednek el egymastol (ez az ekvidisztans geometria),
akkor a szomszédos vetitosugarak altal bezart szogek nem azonosak. A kétfajta legyezénya-
lab geometria strukturdja az 1.2 dbran lathatd. Itt kivanjuk megjegyezni, hogy a legyezdnyalab
geometrianal a sugarforrast végtelen tavolra helyezve specidlis esetként éppen a parhuzamos
vetiiletképzést kapjuk.

A legtijabb CT berendezések az ugynevezett kupnyalab vetiiletképzést (cone-beam projecti-
on) alkalmazzak. A forrés itt is pontszerii, de a tiloldalon nem egy, hanem tobb egymasra
helyezett detektoriv talalhato. Ez a fajta vetiiletképzés mar valodi térfogati informéaciot szol-
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galtat a vizsgalt objektumrol, szemben az el6zdekben targyaltakkal, melyek egy idében csak
egy sikot érintenek.

|

|~
|

I~

L
| |

deteitorok forras dete1_<torok forras
(a) (b)

1.1. abra. Parhuzamos vetiileti geometria vonalintegralok (a) és teriiletintegralok (b) alkalmazasaval.

Az eddigiekben feltételeztiik, hogy a pontszerli sugarforrasbol egy vastagsag nélkiili vetitosu-
gar indul ki. Szamos esetben azonban a valosaghoz kozelebb all egy olyan modell, amelyben a
vetitdsugaraknak szélességi kiterjedése is van, azaz a forrast egy sugarsav hagyja el. Illyenkor
a detektorokon mért intenzitast nem vonalmenti integralok, hanem tertileti integralok segitsé-
gével szamithatjuk. Erre mutat egy példat az 1.1(b) dbra a parhuzamos vetiiletképzés esetén.
Természetesen hasonl6 elgondolassal kialakithatjuk a teriileti integralokon alapulé modellt a
legyezdnyaléb vetiileti geometridra is. Mi a tovabbiakban altalaban az egyszeriibb, azaz a vo-
nalintegralokon alapulé modellel fogunk dolgozni, ahol a teriileti modellt hasznaljuk, ott ezt
kiilén hangsulyozni fogjuk.

[
5///

——F——————{ | forras forras

)

detektorok detektorok
(@) (b)

1.2. abra. Ekvianguldris (a) és ekvidisztans (b) legyezonyalab vetiileti geometria.
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1.5. A vetiiletek és a szinogram

Tekintsiik a kétvaltozos f(x, y) fliggvényt, ami a vizsgalt objektum elnyelési egyiitthatoit
reprezentalja a tetsz6legesen vett (x, y) pontokban. Jelolje z és s az x és y tengelyekkel meg-
hatarozott koordinatarendszer 6 szogi elforgatottjanak tengelyeit, ebben a sorrendben. Jeldlje
tovabba p(t,0) az f(x, y) fuggvénynek az s-t6l ¢ tivolsagban vett s-sel parhuzamos vonal-
menti integraljat. Rogzitett 6 esetén a p(t, 0) értékek t-nek egy fuggvényét adjak, melyet az
f(x,y) fuggvény 0 szogl vetiiletének neveziink. Az 1.3 abran egy kétvaltozos fiiggvény és
annak a 30°-hoz tartoz6 p(t,30) vetiiletét lathatjuk.

p(2,30)

1.3. abra. Egy kétvaltozos fiiggvény és annak a 6 = 30° szog altal meghatarozott vetiilete.

Transzmisszios tomografia €s parhuzamos vetiiletképzés esetén tetszdleges 6 szogl vetiilet
megegyezik a 180°+0 szogl vetiilettel, igy elegendd csak a 0° és a 180° kozotti vetiiletekkel
foglalkoznunk. A vetiiletek elhelyezhetdk egy kétdimenzios koordinatarendszerben a fliggo-
leges tengelyen novekvo 6 értékek szerint ugy, hogy az egyes vetitdsugarakon vett vetiileti
értékeket sziirkeintenzitasok segitségével jelenitjiik meg. Az igy eldallt képet szinogramnak
nevezziik. Ennek mérete attdl fligg, hogy milyen siirin (azaz hany fokonként) vessziik az
adott fiiggvény vetiileteit. Az 1.4 dbra az Ugynevezett Shepp-Logan fejfantomot és annak
szinogramjat mutatja. A vetiileteket 0°-t6l 180°-ig 1°-os kozokkel képeztiik. Az ilyen fejfan-
tomkeépek kiilonb6z6 sziirkeintenzitast ellipszisek generalasaval adodnak és rendkiviil hasz-
nosak valamint altalanosan alkalmazottak kiilonb6z6 képrekonstrukeids algoritmusok teszte-
1ése, Osszehasonlitdsa céljabol.

A képrekonstrukcio feladata az adott vetiiletekbdl eldallitani az eredeti fliggvényt (vagy an-
nak minél jobb kozelitését), ami lényegében tehat egy kép megkonstrualasat jelenti annak
szinogramjabol.

© Balazs Péter, SZTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

14 1. A SZAMITOGEPES TOMOGRAFIA ALAPJAI

v

1.4. abra. A Shepp-Logan fejfantom és annak szinogramja.
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2. fejezet

Transzformacio alapu rekonstrukcios
technikak

2.1. Visszavetités

Amennyiben csak a fiiggvény vetiiletei allnak rendelkezésiinkre, akkor — a-priori informacié
hijan — azzal a feltételezéssel ¢€liink, hogy minden egyes vetitdsugar esetén a sugarat érintd
pixelek azonos szerepet jatszanak a vetiilet kialakitdsaban. Minden vetiileti értéket a megfele-
16 iranybdl egyenletesen visszavetitve és minden pixelre a megfeleld visszavetitett értékeket
Osszegezve egy egyszeri rekonstrukcios eljarashoz jutunk. Ezt a mddszert visszavetitéses re-
konstrukcionak hivjuk, és ez képezi a leggyakrabban hasznélatos rekonstrukcids eljardsok
alapjat. A visszavetités eredményeként kapott képet laminogramnak nevezziik. A 2.1 abran
az 1.4 abra fejfantomjanak egyszerii visszavetitéssel rekonstrualt eredményét (a laminogram-
jat) lathatjuk. Az 6sszehasonlitas kedvéért magat a fejfantomot is ujra dbrazoltuk. Szembe-
6tl6, hogy az eredményiil kapott kép mennyire elmosodott. Ennek az éltalanos jelenségnek
a magyarazatara a késObbiekben tériink ki. Az mindenesetre tisztan latszik, hogy a csupan
visszavetitéssel megalkotott kép a gyakorlati szempontbol nem kielégitd, igy a rekonstrukciod
alaposabb megfontolasokat igényel.

2.1. abra. A Shepp-Logan fejfantom és annak laminogramja.
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2.2. A vetiilet-szelet tétel

Jelolje p(t,0) az f(x, y) figgvény 0 szogl vetiiletét. Specialisan az y tengellyel parhuzamos
vetliletet a

p(x,0)= / f(x, y)dy

moddon irhatjuk fel. Mindkét oldal x szerinti egydimenzios Fourier-transzformaltjat véve kap-
juk, hogy

P(u)=fp(x,0)e_i2”“xdx=/ /f(x,y)e_i2””xdxdy. (2.1)

Tekintsiik most az f(x, y) fiiggvény kétdimenzids Fourier-transzformaltjat a v = 0 helyen,
amire

o X xS 0
Fuollo= [ [ sene@emaay = [ [ fe iy @2)

—00 —00 v=0 —00—00
teljesiil. A (2.1) és (2.2) egyenletek jobboldalainak egyenldségébdl adodik, hogy

P(u)= F(u, v)|v=0.

Mivel a koordinatarendszer valasztasa tetszOleges, igy a fenti 0sszefiiggés érvényes marad tet-
szOlegesen elforgatott koordinatarendszer esetén is. Ezt kozvetleniil is bizonyithatjuk a meg-
felel6 koordinata-transzformacio segitségével. Az f(x, y) fuggvényt a 6 szoggel elforgatott
koordinata-rendszerben az f'(z, s) fiiggvény adja meg, ahol a két koordinata-rendszer kozotti
kapcsolatot a
t=xcosf+ysin6 (2.3)

és az

s =—xsinf+ycosf (2.4)
Osszefliggések adjak meg. A 6 szogl vetiiletre ekkor fenall, hogy

p(t,0)= / f'(t,s)ds.

A p(t, 6) figgvény ¢t szerinti egydimenzios P (w, 6) Fourier-transzformaltjara

o o0
P(w,0)= f / f'(t,s)dse ¥ dr. (2.5)

—00 —00
A koordinata-transzformacié soran a (2.3) és (2.4) Osszefiiggésekbol megalkotott Jacobi-

determinans alapjan

o ds
LIS
ay dy

cosf —sinf

dsdt = sinf cosf

dxdy = dxdy=dxdy (2.6)
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adodik. A (2.3), (2.5) és (2.6) egyenletek alapjan azt kapjuk, hogy

00 00
P(w,Q)Z/ /f(x’y)e—iZna)(xcos@-*-ysin@)dxdy.

—00 —O0

Az f(x,y) figgvény kétdimenzids Fourier-transzformaltja

(0. OlN0e ¢]
F(u,v)= / / f(x,y)e_ﬂ”(xwy”)dxdy,

mely az u = w cos 0 €és v =w sin 6 esetén az
F(wcosf, wsinh)=P(w,0) (2.7)

kapcsolatot adja, ahol a Fourier-térben a u = wcosf és v = wsinf valtozok egy az origbn
atmeno 0 iranyszogi egyenest hatdroznak meg.

Fenti észrevételeinket az alabbi Gigy nevezett vetiilet-szelet tétel foglalja 6ssze, melyet szokas
még kozponti szelet tételnek, illetve Fourier-szelet tételnek is nevezni.

Tétel. Az f(x, y) fliggvény 0 szogli vetiiletének egydimenzios Fourier-transzformaltja meg-
egyezik az f(x, y) figgvény kétdimenzids Fourier-transzformaltjanak egy a frekvenciatérben
az origdn athalado 6 irdnyszogl egyenesre eso részével.

p(,30)

1D FT

2.2. abra. A vetiilet-szelet tétel szemléletes jelentése.

Az Osszefliggést szemléletesen a 2.2 dbra mutatja. A tétel kozvetleniil szolgaltat egy egy-
szerll rekonstrukcios eljarast is, melyet Fourier rekonstrukcios modszernek hivunk. Ennek
Iényege a kdvetkezd: Véve a vetiiletek egydimenzios Fourier-transzformaltjait, azok egy-egy
egyenest hatdroznak meg a fliggvény kétdimenzios Fourier-transzformaltjabol. Ha a 0 és
szogek kozott az Osszes vetiiletet vessziik, akkor az eredeti fliggvény kétdimenzids Fourier-
transzformaltjanak minden pontjat megkaphatjuk. Erre alkalmazva egy kétdimenzios inverz
Fourier-transzformaciot megkapjuk az eredeti fiiggvényt is.
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2.3. Szirt visszavetités

Habar a Fourier rekonstrukcié matematikailag elegdns mddszer, a gyakorlatban tobb nehézség
mertil fel vele kapcsolatban. Egyrészt a kétdimenzids inverz Fourier-transzformaci6 szamita-
si szempontbol koltséges miivelet. Ennél 1ényegesen nagyobb gondot okoz azonban az, hogy
a folytonos modellt a szamitogépes reprezentacio soran diszkretizalni kell. A gyakorlatban
csak véges szamu vetiilet képzésére van lehetdség, igy az F (u, v) Fourier-transzformalt csak
bizonyos egyenesek mentén lesz ismert. Rdadasul a Fourier-transzformaltrdl nyert informéa-
ci6, azaz a Fourier-tér mintavételezése, polarkoordinatas alakban adddik, melyet valamilyen
modon interpolélni kell az u és v valtozok altal meghatarozott négyzetracsra, hogy aztan a
(diszkrét) inverz Fourier-transzformaciot végrehajthassuk. Ezt a helyzetet mutatja a 2.3 abra.
Az interpolacid soran a Fourier-térben fellépd minden apro kozelitési hiba a teljes eredeti kép-
re hatassal van, hiszen a Fourier-tér pontjai a kép egy-egy frekvencidjanak felelnek meg. Az
is vilagos, hogy a nagyobb frekvenciak felé egyre nagyobb lesz az interpolacidbol szarmazd
hiba hatdsa. Az interpolécio a Fourier-térben tehat mélyebb elemzést igényel.

4\\ / 1
Bric
o /ﬂ ’/ \ \.\\c
A0S
4 N

2.3. abra. A Fourier-térrdl a vetiiletekbol nyert informdacio (pirossal) és az u és v valtozok dltal
meghatarozott négyzetracs, melyre az interpolaciot el kell végezni.

Induljunk most ki az F(u, v) figgvény inverz Fourier-transzformaltjabol, ami értelemszeriien
az f(x,y) figgvényt adja:

o0 0
f(x,y)=/ /F(u,v)eﬂ”(“’f*”y)dudv.

—00 —00
Térjiink 4t most is a vetiileteken alapul6 mintavételezésnek megfeleld (w, 8) polarkoordinata-
rendszerbe az u = w cos 0, v = w sin O és a Jacobi-determinanson alapul6
du  du
LI
dw 90

cosf® —wsinb

dudv = sinf wcos@

dwdf =

‘ dwdb = wdwdb

Osszefiiggések segitségével. Ekkor

2w o0

f(X,Y)://F(wcos@,a)sin@)eﬂ”“’(x0059+y5in9)wdwd0.
0 0
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A vetiilet-szelet tétel (2.7) polarkoordinatas alakjat a fenti egyenletbe helyettesitve valamint
felhasznalva, hogy cos = — cos(0 + 1) és sinf = — sin(0 + 1) adodik, hogy

flx,y) = P(w, 0)el2melxeos0tysing) o, j0,q0 =

P(a), Q)eﬂnw(x cos O+y sin@)wdwd9+

P(w, 0+ )¢/ 2r@xcostysing) 10,40 (2.8)

Il
O t~—n Ty O\.\‘gﬁ
S—— g O — g T —

A vetiiletek kozott értelemszertien fennall a p(¢, 6+ )=p(—t, 0) Osszefliggés, amib6l adodo-
an hasonl6 0sszefiiggést kapunk azok egydimenzids Fourier-transzformaltjaira is, mégpedig

P(w,0+m)=P(—w,0). (2.9)
A (2.9) Osszefiiggést a (2.8) formuldba helyettesitve

T 00
f(x, y) = //p(a), Q)eﬂna)(xcos9+ysin9)wdwd9+

0 0
T 00

+ // P(—a), 9>e—j2na)(xcos9+ysin9)wdwd9 _
0 0
T 00

= / / P(a), e)ej27m)(xcos9+ysin0)wdwd9+
0 0
T 0

+ / / P(a),9)6j2nw(xCOSQerSin@)(—a))dwd@:
0 —oo
T 00

— / / P(a), 9)|a)|ej2mu(xc059+ysin@)dwde' (210)
0 —oo

Ezt ha az elforgatott (s, ¢) koordinata-rendszerben fejezziik ki, akkor azt kapjuk, hogy

f(x,y)Z/ / P(w,0)|wle’ ™ dwds, (2.11)
0 —o0

amibdl vilagosan latszik, hogy (szemben a Fourier rekonstrukcios modszerrel) nem az eredeti
vetiiletek inverz Fourier-transzformaltjat kell visszavetiteniink a rekonstrukci6 soran, hanem
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a P(w, 0)|w| figgvényekét, melyek az eredeti vetiiletekbél a frekvenciatérben egy |w| figg-
vénnyel valo szorzas (szlirés) eredményeként allnak eld. Ezt az eljarast hivjuk sziirt visszave-
titésnek, melynek fobb 1épései minden egyes vetiiletre végrehajtva tehat az alabbiak:

1. Hatarozzuk meg a p(z, 6) vetiilet P(w, 6) Fourier-transzformaltjat.

2. Szorozzuk be P(w, 0)-ta H(w)=|w| (vagy valamilyen mas) sziir6vel, hogy megkapjuk
G(w,0)-t.

3. Hatarozzuk meg a G(w, 0) inverz Fourier-transzformaltjat, hogy megkapjuk a g(z, 6)
szirt vetiiletet.

4. Vetitsiik vissza g (¢, 6)-t és adjuk hozza az f(x, y) képhez.

Az eljaras kapcsolatat a visszavetitéssel megérthetjiik, ha bevezetjiik a 6 szogl szlirt vetiilet-
re a

o0
g(t,@)zg(xc059+ysin9)=/P(w,9)|w|ej2”‘“(“°59+y5i“9)dw
—00

jelolést. Ekkor a (2.10) egyenlet az
b
flx,y) :/g(x cosf+ysinh)d6
0

alakot 0lti. Az x cos 0 +y sin 6 érték éppen az (x, y) pont tavolsaga az origdn atmend 6 irany-
szOgl egyenestél. Azaz az (x, y) pont intenzitasa tigy adodik, hogy az Gsszes iranybol az
Osszes rajta athalado (szirt) vetiileti sugar értékét 6sszegezziik, ami 6sszhangban 4ll a vissza-
vetités elméletével.

A visszavetités korrekciojara kapott sziird alakja szemléletesen is megmagyarazhato.
A vetiilet-szelet tétel szerint az f(x, y) fiiggvény kétdimenzios Fourier-transzformaltjat egy-
dimenziés Fourier-transzformaltak ,,egymasra illesztésével” kapjuk. Idealis esetben ezek az
egydimenzids Fourier-transzformaltak akkor téltenék ki a teljes frekvenciateret, ha tortaszelet
alaktak lennének, ahogy azt a 2.4(a) abran latjuk. A vetiiletek Fourier-transzformaltjai azon-
ban (végteleniil vékony) sav alaktak. Igy ha ezeket a transzformaltakat osszeadjuk, akkor a
Fourier-tér kdzponti részét tilhangsulyozzuk, mig a kiilsé régiok alulreprezentédltak maradnak
(lasd a 2.4(b) abrat). Ez az oka annak, hogy az egyszerii visszavetités homalyos, elmosddott
képet ad. A Fourier-tér kdz€ps6 része ugyanis az alacsony frekvencidknak (homogén régiok-
nak) felel meg az eredeti képen, mig a kiils6 része a magas frekvencidknak megfeleld éleket
reprezentalja. A korrekcio értelemszeriien egy olyan sulyozas kell legyen, mely a kdzéppont-
tol kifelé haladva egyenletesen ndvekszik. A 2.5 dbra a visszavetités sziird nélkiili és sziirt val-
tozatanak Osszehasonlitdsat mutatja az eredménykép szempontjabol. Megfigyelhetjiik, hogy
a sziird segitségével jelentdsen javult a rekonstrualt kép mindsége.
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(@) (b)

2.4. abra. A vetiiletek Fourier-transzformaltiainak a Fourier-térben valo elhelyezkedése idedlis (a) és
valos (b) esetben.

O C

2.5. abra. A mar megismert Shepp-Logan fantom, rekonstrudalasa sziiré nélkiil és ramp-sziirével
(balrdl jobbra).

2.4. Konvolucios rekonstrukcio

A sziirt visszavetités algoritmusa megadja azt a modszert, mellyel a rekonstrukcid elvégezhe-
t6. Gyakorlati szempontbol azonban érdemes még egy tovabbi megfontolast tenniink. A kon-
volucios tétel szerint a frekvenciatérben végrehajtott szorzasnak a képtérben végrehajtott kon-
volucio felel meg. Mig a P(w, 0) fiiggvények inverz Fourier-transzformaltjai a p(z, 0) vetii-
leti fiiggvények, addig az |w| frekvenciatérbeli sziird képtérbeli megfeleldje a

o0
5(t)=/|a)|ej2m”tda)
—00
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inverz Fourier-transzformalt. Tehat az (2.11) formulat az aldbbi alakba irhatjuk:

T
f t 9 *f —xcos«9+ysin9d9-
0

Ha azonban a t = 0 behelyettesitéssel megvizsgaljuk a

5(0)2/ |a)|eoda)=/ |w|dw

kifejezést, akkor lathatjuk, hogy ez az érték nem Iétezik, mivel az |w| fiiggvény alatti terii-
let nem véges. A probléma ugy hidalhato at, hogy feltételezziik, hogy a vetiiletek Fourier-
transzformaltjai savhatarolt fliggvények, azaz energiajuk egy megadott Q2-ra a (—(2, 2) inter-
vallumon kiviil 0. Ebben az esetben az integralast csak egy véges tartomanyon kell elvégez-
niink, azaz a & (¢) fiiggvényt a

£ t)=/ lwle??™ dw (2.12)

fliggvénnyel kozelitjiik. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy az idedlis |w| szlrd helyett, annak
egy ¢ (w) fiiggvénnyel ablakolt valtozatat, H (w)=|w|q (w)-t alkalmazzuk a szlirés soran. Jelen

esetben
1, halw| <,
q(@)=
0, hal|w| >

¢s ennek megfelelden a (2.12) integral mar valoban 1étezik és szamithato. A frekvenciatérbeli
idealis szlirdt és a fenti modon leirt kozelitését, melyet szokas rdmpa (ramp) vagy Ram-Lak
szlirdnek is nevezni, a 2.6 dbra mutatja.

t H(w)

| |
-Q Q

2.6. abra. Az idedlis sziiré és annak savhatarolt kozelitése, a Ram-Lak-sziiré (pirossal).
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Természetesen az idealis sziir6t mas sziirokkel is kozelithetjiik. A Ram-Lak-szlir6 hasznalata
célravezetd, ha a vetiiletek zajmentesek vagy csak kevés zajjal terheltek, ami a gyakorlati al-
kalmazéasokban azonban altaldban nem teljesiil. Emellett leggyakrabban még a Hamming-, a
koszinusz- és a Shepp-Logan-sziirk hasznalatosak, ezek alakja a 2.7 dbran lathato. A Shepp-
Logan-sziird a magas frekvencidkat tompitja, ami sokszor j6 kompromisszumot jelent az ala-
csony zaj €s a jo felbontas kozott. A Hamming-sziird a magas frekvenciakat teljesen kisziri,
ami igen alacsony zajt, de csokkent felbontast eredményez. A 2.8 4bra a zajos vetiiletekbdl va-
16 kiilonbo6z0 sziirdkkel torténd rekonstrukcidra mutat példat. A megfeleld sziird kivalasztasa
mindig az aktudlis alkalmazastol fiigg €s rendszerint nagy szaktudast igényel.

H(w)

\/ @

2.7. abra. A ramp- (piros), a Shepp-Logan- (zold), a koszinusz- (kék) és a Hamming-sziirok (sdarga).

2.8. abra. A Shepp-Logan fantom zajos szinogramja és a rekonstrukcio a zajos vetiiletekbdl a ramp-,
a Shepp-Logan- és Hamming-sziirék alkalmazasaval (balrol jobbra).

Mindezek a megfontolasok lehetové teszik egy olyan rekonstrukcids modszer kidolgozasat
is, melyhez egyaltalan nem kell igénybe venniink a Fourier-transzformaciot, hanem helyette
a paramétertérben végrehajtott konvolucioval dolgozhatunk. Az eljaras konvolucios rekonst-
rukcio néven ismert a szakirodalomban ¢és két f6 1épesbdl all:
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crer

2. Végezzik el a visszavetitést.
A gyakorlatban a konvolucios rekonstrukciot gyakran alkalmazzak, abban az esetben azon-

ban, ha a vetitOsugarak szama egy adott vetiiletben relative nagy, hatékonyabb lehet a frek-
venciatérben vald szamitas a gyors Fourier-transzformacio segitségével.
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3. fejezet

Algebrai rekonstrukcios technikak

3.1. A rekonstrukcios probléma atirasa linearis egyenlet-
rendszerré

Az algebrai rekonstrukciés modszerek kiindulési otlete az, hogy a rekonstrukcids probléma
visszavezethetd egy egyenletrendszer megoldasanak feladatara. Mivel egy adott pixelen az in-
tenzitasértéket konstansnak tekintjiik, igy a képfliggvényt abrazolhatjuk egy matrixszal, ami-
nek elemei (celldi, pixelei) a vizsgalt objektum megfeleld részének elnyelési egyiitthatoit rep-
rezentaljak. Az algebrai rekonstrukcidos modszerek a vetiiletek és pixelek kozotti kapcsolatot
egyenletek segitségével irjak le. A modellt a 3.1 abra szemlélteti. Tegytik fel, hogy a képméret
n x n-es. Az egyenletrendszerben az ismeretlenek a matrix elemei, azaz az x = (x1, ..., xy)
vektor (ahol most N = n?). Minden egyes egyenlet egy-egy vetiileti sugarnak a matrix ele-
meivel, azaz az ismeretlenekkel val6 kapcsolatat irja le. A i-edik sugar a j-edik pixelt w;;
sullyal érinti, ahol a sily meghatarozasa az adott vetiileti modelltdl fiigg. A szemléltetd abran
savszer(l vetiileteket hasznaltunk, igy w;; =T/ 82, ahol T a sargaval jelolt teriilet nagysaga, &
pedig a pixelek oldalhossza. Ha M darab vetiileti sugarunk van (az 0sszes vetitési iranybol az
Osszes sugarat leszamolva) és az ezek mentén mért vetiileti értékek pq, po, ..., pm, akkor az
alabbi linearis egyenletrendszerhez jutunk, melyben kizarolag az x vektor (azaz a képpontok
elnyelési egylitthatoit tartalmaz6 vektor) az ismeretlen

wiiX1twigxg twigxzt- - FwWiNXN = Pp1
w21X1t WX Twazx3t: - -twWaNnXy = P2
WyiX1twyeXetwysxzt+- -t WyNXN = pPu, (3.1)

ahol a w;; suly természetesen 0, ha az i-edik sugar nem érintette a j-edik pixelt és 0-nal
nagyobb, ha valamilyen mértékben érintette azt.

Az ilyen tipust egyenletrendszerek matrixalgebrai modszerekkel konnyen megoldhatok, a
gyakorlati alkalmazésok szempontjabol azonban t6bb probléma is felmeriil a megkdzelitéssel
kapcsolatban. A gyakorlatban a képpontok szima meglehetdsen nagy ¢és altalaban ezzel meg-
egyezd nagysagrendil a vetiiletek szdma is. Tegylik fel példaul, hogy a képméret 256 x 256,
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P
Pra
‘xl ‘x2 xn
‘x11+l xn+2 xZn
Pin
pi
T
0 x/’ X
0

3.1. abra. Az algebrai rekonstrukcios technikakban haszndlt modell.

180 iranybodl (mondjuk 1 fokonként) készitiink vetiileteket, €s minden iranybol 256 vetitdsu-
garat bocsatunk ki. Ekkor N =256-256 = 65536 ¢s M =256-180 =46080. Egy ilyen vetiileti
geometria a gyakorlatban nem ritka, a hozza tartoz6 sulyokat tartalmazoé W = (w;;),,, y mat-
rix elemszama azonban 10° nagysagrendii, aminek a kiszamitasa és szamitogépes taroldsa is
problémakat vet fel. Ha az egyenletek szama kisebb, mint a valtozok szama (mint az elébbi
példa esetében is), akkor tovabbi gondot jelenthet az, hogy az egyenletrendszer alulhatarozott,
azaz tobb lehetséges megoldasa is van. Emellett a gyakorlati alkalmazéasokban a vetiiletek al-
taldban zajjal terheltek, azaz a p1, po, ..., pu értékek legtobbszér nem pontosan ismertek.
Ennek a kovetkezményeként gyakran eléfordul, hogy a (3.1) egyenletrendszer inkonzisztens,
azaz a mért adatokkal nem létezik megoldasa. Ez szintén lehetetlenné teszi, hogy a kozvetlen
invertalason alapuld algebrai modszereket eredményesen alkalmazzuk.

Az elobb targyaltak alapjan célszertia (3.1) egyenletrendszernek csak egy kozelité megoldasat
keresni. Az egyes algebrai rekonstrukcidés modszerek alapvetden abban kiilonboznek, hogy a
vetiiletek ismeretében a felallitott egyenletrendszert milyen kozelité modszerrel oldjak meg
ugy, hogy az eredményként eldallé képmatrix vetiiletei a lehetd legkdzelebb alljanak az eredeti
képmatrix vetiileteihez. A tovabbiakban a legalapvetdbb ilyen eljarasokat mutatjuk be.

3.2. ART - Algebrai rekonstrukcios technika

Az ART (Algebraic Reconstruction Technique, algebrai rekonstrukciods technika) az elso-
ként publikalt olyan rekonstrukcios eljaras, mely egyenletrendszer megoldasaval kozeliti a re-
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konstrualandoé objektum képét [26]. Az eljarast szokas még Kaczmarz-modszernek is nevezni
[32]. Az ART megjelenése ota annak szamtalan valtozata sziiletett, mi itt csak az alapeljarast
mutatjuk be.

Az x=(x1, x2, ..., xy) ismeretlen kép tekinthett egy ismeretlen N-dimenzios térbeli pontnak.
Ekkor tetszdleges i-re (i =1, ..., M) az i-edik egyenlet

wi1X1twioxotwizxgt- -+t winxy = p;

egy hipersikot ir le az N-dimenzids térben. Konzisztens esetben — azaz ha az egyenletrend-

szernek van megoldasa — mindig talalhaté olyan x* = (x{, x3, ..., x}) pont, ami kielégiti az
Osszes hipersik egyenletét. A modszerrel iterativan kozelitiink egy ilyen pontot oly modon,
hogy egy tetszélegesen megvalasztott X' = (x], x5, ..., x)y) kiindulasi pontbol merdlegesen

Iépiink az egyik hipersikra, majd innen tovabb megint merdlegesen a kovetkezore, és igy to-
vabb. Ha az eljarast az 0sszes hipersikra végrehajtottuk, akkor ellrdl kezdjik az iteraciot.
Bizonyos itt részletezésre nem keriil6 feltételek teljesiilése esetén a modszer véges vagy vég-
telen 1épésben konvergal egy megoldasul szolgalé x* ponthoz [27].

Két pont és két vetiileti sugar esetén a modszer szemléletes (lasd a 3.2 abrat). Az egyenlet-

Xy

(x), X5)

Wy X, FW,X,=p, X o (x}, x3)

/ :

Wllxl+W12x2:pl

3.2. abra. Az ART iterdcio geometriai reprezentdcioja ket képpont és két vetiileti sugar esetén.

rendszer ekkor a

wiix;twiexe = pi1

woiX1twxe = p2

alakot olti és a két hipersik valojaban két egyenes a sikon. Tegyiik fel, hogy az egyenesek
nem parhuzamosak, tehat pontosan egy metszéspontjuk van. Legyen x’' = x(0) a kezdépontba
mutatod vektor. Az iteracios 1épések soran felvaltva 1épiink az egyenesekre, a korabbi pontbdl
merdleges irdnyban, igy kapva az x(, x®) stb. pontokat. A 3.2 abran jol lathato, hogy ez
a pontsorozat a két egyenes metszéspontjahoz, azaz az egyenletrendszer megoldasahoz kon-
vergal.
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Altalanos esetben egy iteracids 1épést (az aktualis megoldasi javaslathoz tartozé pont (i —1)-
edik hipersikrol az i-edik hipersikra torténd merdleges vetitését) az alabbi modon irhatjuk fel

(i-1) . w: — p;
x() = x(i=1) _ wwi, (3.2)
Wi Wi
ahol w; = (wj1, wj2, ..., w;iy). Itt és ebben a fejezetben a tovabbiakban a - miiveleti jellel két

vektor belsé szorzatat jeldljiik. Tovabb finomitva az iteracids 1épés egyenletét kapjuk, hogy
minden iteracioban elegend6 kiszamitanunk a
@) _ () _(-1)_ Pi—4qi
Ax =X X —Z N o Wil
k=1 Wik
kiilonbséget az x(1) = (xy), xéi), ceey xz(\i)) vektor minden egyes komponensére, ahol ¢; az
aktualis megoldas i-edik vetitdsugaron vett vetiilete azaz

N
i—1
0=l
k=1

Vagyis egy iteracids 1€épésben egy adott vetitdsugar esetén ki kell szamolnunk az aktualis
megoldasi javaslathoz tartozo vetiileti értékeket, és ennek valamint az elvart vetiileti értéknek
a kiilonbséget a megfeleld sulyok szerint szét kell osztanunk azokon a pixeleken, melyeket az
adott vetiileti sugar érint.

A 1épés helyességének megértéséhez tekintsiik a 3.3 abrat. Tegyiik fel, hogy a kiindulasi meg-
oldas az x(©) vektorral adott (melyet a H pont jelol) €s ezt az elsd egyenlet altal meghatarozott
hipersikra (a G pontba) szeretnénk merdlegesen vetiteni. Ennek a hipersiknak az egyenlete
wiX=p; ¢s a hipersik értelemszertien a wi-gyel egyallasa és megegyez0 nagysagn O W hely-
vektorra merdleges. Az OU egységvektorra

oU=—"1__ (3.3)

~/ W1 -Wp

A hipersik origétol vett tavolsagat az | OA |= OU-OG skaldris szorzattal fejezhetjiik ki, hiszen
OA éppen OG-nek az OU -ra esb merdleges vetiilete. Az eddigiekbdl kapjuk, hogy

- - - 1 - pl
|OA|=0U-0G=——=(w1-0G) = ——, (3.4
4/W1-W1( ) ~W1-Wp )

hiszen a G pont természetesen rajta van vetitési hipersikon. A hipersikra val6 vetités HG
vektorara teljesiil, hogy
M =xO+ HG. (3.5

Mivel az AF HG pontok egy téglalapot hataroznak meg, igy
|HG|=|0F|—|0A|=x").0U — |04, (3.6)
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hiszen az O F vektor az O H =x(©) vektornak a OU-ra esd merdleges vetiilete. Ekkor a (3.3)
és (3.4) egyenleteket a (3.6) egyenletbe helyettesitve adodik, hogy

O

| I—fGl _ "W1i—p1
/W1 W1
ahonnan pedig, figyelembe véve, hogy HG és OU ellentétes iranyu vektorok, kapjuk hogy
- - - (O) . J—
HG=—|HG|OU = —>"M 7Pl
W1 -Wp

ami a (3.5) egyenlettel éppen a (3.2) korrekcids formula helyességét igazolja.

X,
W.X=p,
G
X(l) .................................... H
(0)
o
U | XI

A

e

3.3. dbra. Az ART korrekcios lépésének bizonyitdsa.

Az ART rekonstrukcios eljarast egy nagyon egyszert példan illusztraljuk. Tegyiik fel, hogy
a rekonstrualando kép mérete 2 x 2, és 6 darab vetitésugarunk van, melyeknek elhelyezkedése
¢és a rajtuk mért vetiileti értékek a 3.4(a) abran lathatoak. Az egyszerliség kedvéért egyeldre
feltessziik azt is, hogy a vetiileti hibakat minden az adott vetitésugar altal érintett pixel ese-
tében egyenletesen vetitjilk vissza (tehat w;; = 1, ha az i-edik sugar athalad a j-edik pixel
kozéppontjan €s w;; = 0 egyebkent). Ekkor az azonos iranyu vetitGsugarakon egymastol fiig-
getleniil egyszerre terjeszthetjiik vissza a vetiileti hibat. Tegytik fel, hogy a kiindulasi képiink
minden pixele a 0 értéket tartalmazza, azaz a =b=c=d =0. Els0ként a vizszintes vetiileteket
véve, az a és b celldkra 12/2=6, mig a ¢ és d celldkra 8/2=4 vetiileti hibat terjesztlink vissza.
A kapott matrixot és az aktudlis vetiileteit a 3.4(b) abran lathatjuk. Ezek utan a fiiggdleges
vetiileteken kialakul6 hibak miatt a kovetkezd értékek keriilnek be a matrixba: a =6+ (11—
—10)/2=6.5,b=6+(9—10)/2=5.5, c=4+(11—10)/2=4.5 valamint d =4+(9—10)/2=3.5
(lasd 3.4(c) abra). Végiil az atlos iranyt vetiiletek alapjan: a =6.5+(5—10)/2=4,b=5.5+
+(15—10)/2=8,c=4.5+(15—10)/2=7és d =3.5+(5—10)/2=1 adddik, ami mar kielégiti
az Osszes vetiiletet (3.4(d) abra).
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b 12 12
o 2 ?
15 11 9 5 10 10 10 10
(a) (b)
12 12
8 8
10 11 9 10 15 11 9 5
(©) (d)

3.4. abra. Példa az ART lépeseire.

3.3. Tovabbi megfontolasok

Az el6z0 fejezeten ismertetett eljaras konvergenciajanak sebessége fiigg a hipersikok altal
bezart szogektdl. Ha azok paronként merdlegesek, akkor M 1épésben megtalalhatjuk a meg-
oldast, mig ha kis szdget zarnak be egymassal, akkor a konvergencia lassu lehet. Ezért a hiper-
sikok bejaradsanak sorrendjét célszerli gondosan megvalasztanunk. Masrészt ha az egyenlet-
rendszer alulhatarozottsagabol eredden tobb megoldas is lehetséges, akkor az eljaras ahhoz a
megoldashoz konvergal, ami a kezdéponthoz legkdzelebb esik, tehat a kezdd megoldasi javas-
lat kivalasztasanak is hatasa van a rekonstrukcio eredményére. Végiil ha az egyenletrendszer
— zajbol kifolyolag — nem megoldhatd, akkor az eljaras nem konvergal, hanem egy id6 utan
a hipersikok metszéspontjai koriil ciklizal, ahogyan az a 3.5 abran lathat6 3 vetitOsugar és 2
képpont esetén [27].

Ami a (3.2) egyenletben megadott korrekcids 1épést illeti, ehhez vagy minden Iépésben a si-
lyok Gjraszamitasa sziikséges, vagy az 6sszes suly (azaz a vetiileti geometria) eltarolasa, ami
nagyméretli egyenletrendszer esetében az eljarast (futasi idé vagy memoriahasznalat szem-
pontjabol) tulsdgosan koltségessé teheti. A szamitds meggyorsitasa és egyszerlisitése érdeké-
ben ezért gyakran a w;; stilyokat csak ugy szokas venni, hogy w;;=1, ha az i-edik sugar 4thalad
a j-edik pixel kozéppontjan és w;; = 0 egyébként (ahogyan ezt az el6z0 fejezet példajaban is
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X

g kKezdetl megoldas

A\

I

3.5. abra. Az ART ciklizaldsa inkonzisztens egyenletrendszer esetén.

tettiik). Ekkor a korrekcios 1épés az egyszerii

(i) _ Pi—di
Ax i N, (3.7
alakot 6lti, ahol N; azt jeloli, hogy az i-edik vetitdsugar hany pixel kdzéppontjan halad ke-
resztiil. A korrekciot kizardlag csak azokra pixelekre kell elvégezniink, melyek kozéppontjan
athalad az adott vetitosugar.

A fenti megfontolason alapuld eljarast konnyt implementélni, de bizonyos esetekben a re-
konstrukcié mindsége a valddi sulyok (3.7) alapt durva becslése miatt nem kielégitd. Ilyenkor
korrekcids 1épésként a

formulat szokds hasznalni, ahol L; az i-edik vetiileti sugar rekonstrukcids teriileten athaladé
részének §-val normalizalt hossza. ‘ .
A jobb képmindség érdekében szokds még a ij(.’) értékek helyett a pixeleket csak egy oeij(.l)
értékkel modositani, ahol 0 < o < 1 egy az iteracioszamtol fliggd csokkend érték. Ezaltal
altalaban simabb képet lehet kapni, amiért az drat a lassabb konvergencidval fizetjiikk meg.
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3.4. SIRT — Szimultan iterativ rekonstrukcios technika

A SIRT (Simultaneous Iterative Reconstruction Technique, szimultan iterativ rekonstrukcios
technika) szintén az ART alapdtletébdl indul ki, de az egyenletrendszer hibajat — az aktualis
qi vetiileti értékeket és az elvart p; vetiileti értékek kiilonbségét — egy iteracioban egyszerre
vetiti vissza az x; valtozokon. Azaz egy iteracioban minden pixelre meghatarozza az Osszes
azon a pixelen atmend vetitOsugar esetében a visszaterjesztendd hibat, de csak egyszer mo-

dositja a pixel értékét, mégpedig a visszaterjesztendd hibak atlagaval. A 3.4(a) dbra helyzetét
. .. , . , wote g s s s 12,11,5
Ujra kiindulasi alapul véve a SIRT elsé iteracidjaban adodo értékek: a = 2——2 = 1—;, b=
129,15 841,15 24845 11 .
=232 =06,c= 252 =5 ésd =252 = 7, amely azonnal mutatja, hogy még nem

konvergalt be az eljaras a minden vetiiletet kielégitdé megoldasba. A SIRT tehat (altalaban)
lassabban konvergél, mint az ART. Ugyanakkor a SIRT simabb képet ad, azaz az igy kapott
eredményképen a szomszédos pixeleken ritkabban jelennek meg nagy sziirkearnyalatbeli kii-
lonbségek [27]. A két modszer egy tovabbi 0sszehasonlitasat tekinthetjiik meg a 3.6 és 3.7
abrakon, valamint az ARTvideo.avi és SIRTvideo.avi videdkon, ahol mindkét esetben a

(@) (b)

3.6. abra. Példa a SIRT lassabb konvergencidjara (20 vetiilet, 10 iterdcio). (a).: ART rekonstrukcio,
(b) : SIRT rekonstrukcio.

3.5. SART - Szimultan algebrai rekonstrukcios technika

A SART (Simultaneous Algebraic Reconstruction Technique, szimultan algebrai rekonstruk-
cios technika) az alap ART és a SIRT eljarasok jo tulajdonsagait probalja 6tvozni, igy egyszer-
re ad egy gyors ¢€s j0 mindségli képet szolgaltato algoritmust. Az eljaras részletes ismertetése
meghaladja ezen jegyzet terjedelmi korlatait, igy itt csak a legfontosabb &tletek kiemelésére
szoritkozunk, melyek az alabbiak (a modszer részletes leirdsa megtalalhato a [33] konyvben):
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(@) (b)

3.7. abra. Példa a SIRT simabb képére (45 vetiilet, 70 iteracio). (a) : ART rekonstrukcio, (b): SIRT
rekonstrukcio.

(Kattints ide!) (Kattints ide!)

(@ (b)

— A diszkretizalasbol eredd hibak kikiiszobolése végett a vetiiletképzeést nem pixel alapon,
hanem ugynevezett bilinearis interpolacioval végezziik, mely kozelebb all a folytonos
képreprezentacidhoz.

— A vetiileti hibak visszaterjesztését az 6sszes az adott vetiileti irdnyhoz tartozo vetitsu-
garon (de nem az Osszes vetitdsugaron!) szimultdn modon, atlagolva egyszerre hajtjuk
végre.
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— A vetiileti hibak visszaterjesztését nem egyenletesen, hanem egy Hamming-ablak se-
gitségével végezziik, mely a kép kdzepén a kép szE€1étdl vett tavolsaggal aranyosan na-
gyobb stllyal terjeszti vissza a hibat, mint annak szélein.

3.6. Az algebrai és a transzformacion alapulo rekonstrukcios
technikak osszehasonlitasa

A képrekonstrukcio leggyakrabban hasznalt eljarasa a szlirt visszavetités, mely rendkiviil ele-
gans elméleten nyugszik, sebessége a gyakorlatban is kielégitd €s a sziirokon keresztiili jo
paraméterezhetdsége miatt altaldnosan hasznalhat6. A tapasztalat azonban az, hogy a transz-
formacio alapu technikak akkor adnak pontos eredményt, ha sok vetiilet all rendelkezésre €s
ezek eloszlasa egyenletes a 180 vagy a 360 fokos tartomanyon, ami ezen eljarasok elméletébdl
egyenesen kovetkezik. Az algebrai rekonstrukcids technikak ezzel szemben akkor is sikerrel
bevethetdk, ha a fenti feltételek nem, vagy csak részben teljesiilnek. Alkalmazhatosaguknak
jelentdsége megnd tovabba akkor is, ha a vetiiletek csonkoltak, azaz bizonyos irdnyokbol a
vizsgalt objektumnak csak egy részérdl érhetd el vetiileti informacié (annak fizikai kiterjedése
miatt, vagy legyezdnyalab vetiiletképzés esetén). Az iterativ rekonstrukcios technikak egysze-
rlien 4ltalanosithatok legyezdnyalab vagy még specialisabb vetiileti geometridk esetére is, a
modellbe konnyen beépithetdk a vetitdsugarak kisebb elhajlasabol adodo hatasok és kezel-
ni tudjak a sugarzas energidjanak gyengiilésébdl eredd hatdsokat is. Ugyanakkor altaldban
pontatlanabbak ¢&s iterativ jellegiiknél fogva lassabbak a transzformacio alapu technikaknal.

Az algebrai rekonstrukcios modszerek tovabbi eldnye, hogy bizonyos eldzetes tudés (Ggy ne-
vezett a-priori informdcio) is beépithetd a rekonstrukcios eljarasba. Példaul, ha bizonyos pixe-
lek sziirkearnyalata eldre ismert (mondjuk egy korabbi rekonstrukcidé eredményeként), akkor
konnyen kidolgozhat6 az algebrai rekonstrukcid egy olyan valtozata, mely ezen rogzitett pi-
xelértékeket mar nem modositja. Tobbek kozott ezen az észrevételen alapul az ugy-nevezett
Diszkrét algebrai rekonstrukcios technika (DART - Discrete Algebraic Reconstruction Tech-

nique) [12].
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4. fejezet

A CT keépalkotas technikaja

Ebben a fejezetben a CT berendezés technikai felépitésével, annak torténeti fejlodésével is-
merkediink meg. A berendezések miiszaki korlataibol és egyéb a vetiiletek kinyerése soran
keletkezd pontatlansdgokbdl fakadd kovetkezményeket is targyaljuk. Ezen ismeretek elen-
gedhetetlenek a preciz képrekonstrukcids algoritmusok kidolgozasahoz, azok alkalmazhato-
saganak megértés¢hez. A fejezet elolvasasa eldtt javasoljuk az olvasonak, hogy idézze fel
az 1. fejezetben targyalt alapvetd vetiileti geometridkat.

4.1. A CT generacioi

Az 1. generacios (1G) CT szkenner (4.1(a) abra), mely 1970-bdl szarmazik, egyetlen (pont-
szerll) Rontgen-cso forrast és egyetlen detektort tartalmazott. Az adott iranya kiilonb6zo ve-
titdsugarak eldallitdsdhoz mind a forrast mind a detektort egymassal parhuzamosan kellett
eltolni, tovabbi irdnyu vetiiletek kinyeréséhez pedig a forras-detektor part egyidejiileg el kel-
lett forgatni. Ezzel a berendezéssel a paciens vizsgalata hosszu percekig (vagy akar orakig) is
eltarthatott, aminek kovetkeztében a beteg mozgasabol adodoan a képmindség gyenge volt.
Természetesen ez a technika ma mar tilhaladott, ugyanakkor a tovabbi megoldasok alapjat
képezte, és tobb eldnyds tulajdonsdga is volt. A kibocsato és érzékeld elemeket elviekben
tetsz6legesen lehetett egyidejiileg eltolni, illetve forgatni (a gyakorlatban 160 sugarat alkal-
maztak irdnyonként, a forgatas pedig 1 fokonként tortént meg), ami tetszélegesen sok iranyu
tetszolegesen stirli vetitOsugarazast tett lehetové, azaz a képalkotasi eszkoz elve kozel allt
a folytonos elméleten nyugvé matematikai médszerekhez. Emellett, mivel a forras és a detek-
tor is 1ényegében pontszerii volt, a sugarakat éré kdlcsonhatasoknak betudhato sugarelhajlés
nem okozott téves észlelést.

A 2G CT szkenner (1972), (14sd 4.1(b) 4bra) tovabbra is egyetlen pontszerti forrassal dolgo-
zott, de a tiloldalon mar nem egy detektor volt elhelyezve, hanem egy egész detektorsor. To-
vabbra is eltolni valamint forgatni is kellett az elemeket, a tobb detektorbdl adoédéan azonban
nagyobb Iéptékii (példaul 6 detektorral és 1 fokot bezar6 sugarakkal 6 fokos) forgatasra nyilt
lehetdség. Az adatkinyerés ideje tehat jelentdsen lerdvidiilt, ami a mozgasbdl eredd képmind-
ségét rontd hatdsokat csokkentette. Az egyik legfejlettebb ilyen tipusu szkenner 30 detektort
tartalmazott és 20 masodperc alatt képes volt egy szelet adatainak a kinyerésére. Ha a pacienst
megkérték, hogy 1¢élegzetét tartsa vissza, akkor még a tiidé emelkedésébdl és siillyedésébol
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szarmazo6 hibak is redukalhatoak voltak. A t6bb egymas mellé helyezett detektor miatt azon-
ban a sugarelhajlas okozta jelenségek csokkentésére sziikség volt igynevezett kollimatorok
bevezetésére, melyek csak a megfeleld iranybol érkezd sugarakat engedték a megfeleld de-
tektorokhoz, ez pedig nagyobb dézis alkalmazasat tette sziikségessé. A parhuzamos vetiilet-
képzési geometriat ebben a rendszerben felvaltotta az ekvidisztans legyezOnyaldb geometria,
mely azonban még nem fedte le a teljes vizsgalati keresztmetszetet.

Az els6 3G CT késziiléket 1976-ban helyezték tizembe (4.1(c) abra). Itt a Rontgen-csobdl ki-
1ép6 sugarakat a taloldalon egy teljes detektoriv érzékelte, melynek mérete akkora volt, hogy
az igy kialakult ekviangularis legyezdnyaldb geometria segitségével mar a teljes vizsgalati
tartomany lefedhetd volt. Ennek kovetkeztében a rendszerbdl ki lehetett iktatni az eltolasi
mozgast, ami természetesen jelentdsen lerdviditette az adatgytijtés idejét €s javitotta a re-
konstrukcié mindségét is. A legkorszeriibb ilyen elvii berendezésekkel mar egy masodperc
ala lehetett szoritani a szkennelési iddt. Természetesen a berendezés a korabbiaknal koltsé-
gesebb volt a benne 1évo sok detektorelem miatt. A technoldgia azonban olyan eldnydsnek
bizonyult, hogy a piacon napjainkban fellelhetd CT berendezések majdnem mindegyike a 3G-
s elven miikodik.

Az elsoként 1978-ban megjelent 4G CT szkennerben (4.1(d) abra) a detektorivet lecserélték
egy teljes rogzitett detektorkdrre, igy mar csak a Rontgen-forrasnak kellett forgdémozgast vé-
geznie. Ez tovabb gyorsitotta az adatgytijtés folyamatat és javitotta a képmindséget is. A meg-
oldas azonban rendkiviil koltségesnek bizonyult, tovabba a sugarforras és egy adott detektor
altal bezart szog mar nem volt 4llandd, ami alkalmazhatatlanna tette a kollimécios technikat.
fgy a 4G-s szkennerek nem igazén terjedtek el.

Az elektronnyaladb (5G) szkenner az 1980-as évek elején jelent meg abbdl a célbdl, hogy a
leképezd eljardssal akar a sziv szapora mozgasat is kovetni lehessen. Ebben a konstrukcio-
ban a teljes detektorgyliriit egy nagy rontgenanod-gytirii veszi koriil, melynek elemeit egy
elektronsugar segitségével kiilonboz6 idépontokban gerjesztik. A berendezés nem tartalmaz
mozg6 elemet, Iényegében az elektronnyalab pasztdzza végig az anodgytiriit és igy keletkez-
nek a vetiiletek a kiilonb6z6 iranyokbol. Ennek eredményeként 50 milliszekundumos (azaz
a sziv mozgasat is kovetni tudd) szkennelési id6 is elérhetd volt.

Az 1990-es évek legelejére tehetd a 6G CT késziilékek megjelenése. Ezek alapvetéen meg-
driztek a 3G vagy 4G szkennerek felépitésének alapjait. Az Gjitas az benniik, hogy a testrdl a
3D-s képet nem szeletenként alkotjak meg, hanem a vetiiletek képzése soran a paciens a vizs-
galoasztallal egyiitt folyamatosan elcstisztatasra keriil a fej-1ab (azaz a forras-detektor sikjara
merdleges) iranyban. A vetiiletek egy spiralis vagy mas szdval helikélis vonal mentén kép-
zddnek, igy a szomszédos szeletekrdl atfedé informacidohoz jutunk, ami a 3D-s képalkotast
elosegiti. Ezekben a berendezésekben egy 60 cm-es torzorol a vetiiletképzés koriilbeliil fél
percig tart. A legjabb (7G) ugy nevezett multislice CT-k ezt az eljarast még tovabb fejleszt-
ve nem detektorivet, hanem detektorivek egymasra helyezett tdmbjét tartalmazzak, és igy a
legyezdnyaldb geometriat felvaltja benniik a kipnyalab geometria. Ennek kovetkeztében a
spirdlis mozgas mellett egyszerre tobb szeletrdl is nyerhetd informacid, mely rendkiviil jo
mindségl 3D-s képeket eredményez.
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4.2. Rekonstrukcio legyezonyalab és helikalis vetiiletképzés
mellett

Egyszerilisége miatt eddig csupan a pdrhuzamos vetiileti geometriaval foglalkoztunk és arra az
esetre dolgoztunk ki rekonstrukcios algoritmusokat. Ezen fejezetben célunk annak megmuta-
tasa, hogy mi a teendd legyezonyalab illetve helikalis vetiiletképzés esetén. Csak a transzfor-
macio alapt technikékra fogunk koncentralni, ugyanis az algebrai modszerek — ahogy errdl
korabban mar emlitést tettiink — mindenféle probléma nélkiil kezelni tudjék a bonyolultabb
vetiileti geometridkat is.

4.2.1. Rekonstrukcio legyezonyalab vetiiletekbol

Ahogyan azt mar az 1. fejezetben emlitettiik, a legyezdnyalab vetiiletképzésnek két altipusa
ismert. Nézziik eldszor, hogy mit tudunk mondani az ekviangularis geometria esetén. A to-
vabbiakban kézépponton a vetiileti geometria képzeletbeli kdzéppontjat, kozépsugaron pedig
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4.1. abra. Az 1G, 2G, 3G és 4G CT kesziilékek felépitése.
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a (képzeletbeli) kozépponton atmend képzeletbeli vetitOsugarat értjiik. Ekkor egy tetszoleges
vetitdsugarat egyértelmiien meghatarozhatunk két paraméterrel, a kozépsugar y tengellyel
bezart § szogével, valamint a vetitésugar kozépsugarral bezart y szogével (lasd a 4.2 dbrat).
Emlékezziink vissza, hogy parhuzamos geometria esetén egy vetitosugarat annak © szdge
¢s t kdzépponttol vett tavolsaga hatarozott meg. Elemi geometriai megfontolasokbol adodik,
hogy egy (y, B) paraméterparral megadott legyez6nyalab vetitdsugar megfelel a (7, ©) para-
méterparral meghatérozott parhuzamos vetitdsugarnak, amennyiben

O=B+y 4.1)
€s

t=dsiny (4.2)
teljesiil, ahol d a rontgenforras kdzépponttol vett tavolsaga. A 4.2 abra jeldléseivel ugyan-

is a ©-val jelzett sz0g merdleges szart szog az SO A haromszog A-nal elhelyezkedd kiilsd
szogével.

O=p+y

4.2. abra. Attérés az ekvianguldris legyezényaldb geometriardl a parhuzamosra. A sugdrforrdst S, a
kozéppontot O, a kézépsugarat pedig szaggatott vonal jeloli.

Hasonloan jarhatunk el az ekvidisztans geometria esetén is. Ekkor egy vetitdsugarat az (s, )
paraméterpar hatdroz meg, ahol s a kdzéppont és a vetitdsugar valamint a kozépvonalon 4tha-
lado és a detektorsorral parhuzamos egyenes metszéspontjanak tavolsdgat méri, B pedig ismét
a kozépsugar y tengellyel bezart szogét jeloli (lasd a 4.3 abrat). A (4.1) és (4.2) egyenletek
ekkor a S

© = B +arctan 7

valamint a
ds

s

format oltik, azaz ezt az esetet konnytiszerrel visszavezethetjiik az ekviangularis esetre.
Ezen kapcsolatok alapjan mar kidolgozhatjuk a sziirt visszavetités kiilonbozd legyezdnyaldb
vetiiletképzésre vonatkozod véltozatait, melyek részletezésétdl eltekintiink, a konkrét levezetés
megtalalhat6 példaul a [30] kdnyvben.
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0=p+y

4.3. dbra. Attérés az ekvidisztans legyezényaldb geometridrdl a parhuzamosra. A sugdrforrdst S, a
kozéppontot O, a kozépsugarat pedig szaggatott vonal jeloli.

4.2.2. Rebinning

Habar az el6z6ekben bemutatott elgondolasok alapjan kidolgozhat6 a sziirt visszavetités al-
goritmusa kozvetleniil legyezdnyalab vetiiletek esetére is, az igy kapott modszer szamitési
igénye lényegesen nagyobb, mint a parhuzamos vetiiletekre leirt eljarasé. Ugyanakkor latha-
t0, hogy erds kapcsolat van a parhuzamos és a legyezonyalab vetiiletek kozott. Ez a kapcsolat
alternativaként szolgélhat a legyezdnyalab vetiiletekbdl torténd rekonstrukciora, amennyiben
sikertiil a legyezényalab-geometriabol szerzett adatokat ugy rendezni, mintha azok parhuza-
mos vetlileti geometriabol szarmaznanak. Ez az eljaras a rebinning, mely a kovetkezo észre-
vételen alapszik. Parhuzamos vetiiletek esetén minden egyes vetitdsugaron mért érték a szi-
nogram egy-egy pontjat adja meg, mely pontok egy szabalyos négyzetracson helyezkednek
el, és egy vetiiletnek egy sor felel meg a szinogramon, ahogyan azt a 4.4(a) dbra mutatja.
Ezzel szemben legyezOnyalab vetiiletek esetén az egy-egy vetitésugar altal a szinogrambol
meghatarozott pontok altalaban nem esnek ra erre a négyzetracsra, €s altalanossagban az sem
teljesiil, hogy egy sorra vagy akar csak egy egyenesre esnének (lasd a 4.4(b) abrat). Ahhoz,
hogy a szinogramot megkaphassuk a négyzetracs pontjaiban és igy alkalmazhassuk a par-
huzamos vetiiletre kidolgozott mddszereket, csupan annyi a teendénk, hogy a legyezdnyalab
vetliletek altal szolgaltatott értekeket valamilyen modon interpolaljuk a megfeleld racspontok-
ra. Ezt az interpoléciot végezhetjiik példaul a négy legkozelebbi szomszéd atlagolasaval (1asd
ujra a 4.4(b) abrat), vagy egyéb anndl sokkal Osszetettebb (és természetesen tobb szamitast
igényl6) modon is.

4.2.3. Rekonstrukcio helikalis vetiiletképzés esetén

A legtijabb CT szkennerek a helikalis (spiralis) vetiiletképzést alkalmazzak, azaz a pacienst
folyamatosan csusztatjak a vetiiletek kinyerése soran a forras-detektor altal meghatarozott
sikra merdlegesen. Ennek kovetkezményeként a sorban egymas utan kinyert vetiiletek nem
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(a) (b)

4.4. abra. A szinogram mintavételezése (a) parhuzamos vetiiletek és (b) legyezonyaldb vetiiletek
esetén. Mindkét esetben szaggatott vonallal koriilhatarolva az egy vetiilethez tartozo
vetitosugarakbol adodo informdcio. A (b) dbran zélddel jelzett pontok vesznek részt a pirossal jelzett
racspont ertékének kialakitasaban az interpolacio soran.

ugyanarrdl a keresztmetszeti szeletrdl késziilnek, hanem tjra és Gjra az aktudlisra rakovetke-
70 szeletbdl hordoznak informécidt. Mivel a vetlilet-szelet tétel és a raépiild rekonstrukcios
eljarasok feltételezik, hogy ugyanarrol a kétdimenzios képrol képezziik a vetiileteket, igy a he-
likalis esetben a vetiileteket némileg modositasanunk kell, hogy a klasszikus (szeletenkénti)
képrekonstrukciés modszereket alkalmazzuk. A célravezetd modszer az ugy nevezett heli-
kalis interpoldcio, melynek soran legtobbszor két egymastdl 360° forgastavolsagban kinyert
vetiiletbdl szamitjuk ki egy fiktiv keresztmetszeti sikon a vetiileti értéket. Tegyiik fel, hogy a
pacienssel a forras-detektor egyszeri 360°-os korbeforgasa soran a vizsgaldasztal d tdvolsagot
csuszik. Ekkor a két ugyanolyan irdnyu vetiilet nem ugyanarrol a szeletrdl képzddik, hanem
két egymastol d tavolsagra talalhatéd szeletrdl. Egy tetszéleges fiktiv kozbiilsé szeleten a p’
vetiiletet szamithatjuk a

p'= prx+pa(d —x)
képlettel, ahol p; €és p2 a 360°-0s korbefordulas el6tti €s utani sikokon mért vetiileteket jelolik,
x pedig a képzeletbeli szeletnek a kdrbefordulas elétti siktol vett tavolsdga. Természetesen
elképzelhetd masfajta interpolacios technika is.

Az eljarast tovabb nehezitheti, ha a helikalis vetiiletek legyezdnyalédbszertien képzddnek, ek-
kor éltaldban még rebinningre is sziikség van.

4.3. Képalkotasi hibak (artifaktumok)
A képrekonstrukcio soran az eldallitott kép elkeriilhetetleniil tobb-kevesebb eltérést, hibat mu-
tat a valos helyzethez képest. Azokat a hibakat, melyek a klinikai diagnézist dontéen befolya-

solhatjak artifaktumoknak nevezziik. Ebben a fejezetben ezek koziil targyaljuk a legfontosab-
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bakat. Maga a téma megérne egy kiilon jegyzetet is, az olvasd tovabbi hasznos informaciokat
talal példaul a [30] konyvben.

4.3.1. Mintavételezés

A képrekonstrukcei6 elso 1épése az eldallitandd kép mintavételezése, azaz a vetiiletek kigytijté-
se. Nem mindegy azonban, hogy egy adott iranybol milyen stirtin haladnak at a vetitésugarak a
vetiiletek képzése soran. A Nyquist mintavételezési kritérium azt mondja ki, hogy amennyiben
a detektorok szélessége d, akkor a szomszédos vetitOsugarak egymastol vett tavolsaga legfel-
jebb d/2 lehet, ellenkezd esetben fellép az Ggy nevezett dlcazas (aliasing) jelenség. A 4.5
abra a 256 x 256-0s méretli fantom 180 vetiiletbdl vett rekonstrukcidit mutatja vetiiletenként
64, illetve 128 vetitosugarral. Mindkét esetben jol megfigyelhetdk az alulmintavételezés ko-
vetkeztében kialakult csikok.

(a) (b)

4.5. abra. A Shepp-Logan fejfantom alulmintavételezett rekonstrukcioi 64 (a) illetve 128 (b)
vetitosugarral vetiiletenként.

Egy masik a mintavételezéssel 0sszefliggd kérdés az, hogy hany vetiilet sziikséges a megfeleld
mindségli rekonstrukciodhoz. Erre vonatkozoan a kovetkezd megallapitast tehetjiik. Amennyi-
ben a vetitdsugarak szama vetiiletenként NV, akkor legalabb N /2 vetiilet sziikséges a rekonst-
rukcid sordn, azaz a vetitOsugarak szama ¢s a vetiiletek szama nagysagrendileg meg kell, hogy
egyezzen. Ellenkez0 esetben itt is szamolnunk kell az aliasing jelenséggel, ami csikok meg-
jelenését okozhatja a képen, ahogy az a 4.6 abran is lathato.

4.3.2. Parcialis térfogat hatas

A parcialis térfogat hatds jelenséget az okozza, hogy a rekonstrukcid soran a keresztmetszeti
szeleteket vastagsag nélkiilinek tekintjiik, holott a valds esetben nyilvan egy minimalis szelet-
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vastagsaggal szamolnunk kell. A rekonstrualt képen egy pixel csak egy elnyelési egylitthatot
tud abrazolni. Azonban ha a rekonstrualando szeletbe egy objektum csak részben 16g bele,
akkor a neki megfeleld pixelnek egyiddben kellene jellemeznie az objektum jelenlétébdl és
annak hianyabodl adodo elnyelési egyiitthatot is, ami egy atlagos sziirkeintenzitas megjele-
nését eredményezi. Az artifakt a kontraszt csokkenését, az élek elmosodasat, illetve csikok
megjelenését hozza magaval. A hatas vékonyabb CT szeletek vagy helikalis geometria alkal-
mazasaval csokkenthetd.

4.3.3. Nyalabkeményedés

A nyalabkeményedés (beam hardening) jelenség oka abban keresendd, hogy a Rontgen-
csObdl szdrmazo sugarzas nem monokromatikus, hanem kiilonb6z6 energiaji Rontgen-sugar-
zasok Osszességeként all eld. Az anyagon athaladva a kisebb energidju Rontgen-fotonok na-
gyobb valoszinliséggel nyelddnek el, igy a detektorig mar nem jutnak el. Azaz a transzmisszid
soran a Rontgen-nyaldb atlagenergidja a magasabb energiaszintek felé tolodik el. Mivel a li-
nedris gyengiilési egylitthato az energiatol is fiigg, igy az a feltételezés, hogy a Rontgen-sugar
energidja a vizsgalt anyagon beliil allandd, nem allja meg a helyét. Ennek kdvetkezményeként
arekonstrualt képen a siirti (pl. csont) és a lagy (pl. agy) szovetek hataran a stirtibb szovetekbol
kiindulo sotét csikok jelennek meg. A jelenség korrigalasara altalaban szoftveres és hardveres
technikakat is bevetnek.

(a) (b)

4.6. abra. A Shepp-Logan fejfantom vetiiletben alulmintavételezett rekonstrukcioi 45 (a) illetve 90 (b)
vetiilet esetén.
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4.3.4. Fém artifakt

A vizsgélat soran a paciensben taldlhato fémobjektumok (amalgam tomés, sebészi kapcsok,
implantatumok, stb.) a legvaltozatosabb csikhatasokat tudjak produkalni. A fémek gyengiilési
egylitthat6ja messze a leképezni kivant tartomanyon kiviil esik, ami szdmos problémat okoz.
A helyzetet tovabb neheziti, hogy az extrém siirli anyagok jelenléte nyalabkeményedési és
parcialis térfogat artifaktumokat is eredményez, valamint a fémen a sugarzas szét is szorodhat.
A fémes elemeket a képalkotas megkezdése elott ezért tanacsos eltavolitani. Amennyiben ez
nem lehetséges, akkor szoftveres uton javithato a kép mindsége.
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S. fejezet

Képalkoto modalitasok

A mar megismert CT berendezésen kiviil még szamos eszkoz all rendelkezésre, hogy egy
objektum belsejérdl annak karositasa nélkiil informaciét szerezziink. Ebben a fejezetben a
leggyakrabban alkalmazott ilyen ugy nevezett képalkoto modalitasok elvét mutatjuk be, va-
lamint a veliik kapcsolatban allo képrekonstrukcios elméletet targyaljuk.

5.1. Nuklearis medicina

A nukleéris medicina az orvosi képalkotas olyan modszereit foglalja magaban, ahol a paciens
szervezetébe (injektalassal, lenyeléssel, vagy belélegzéssel) radioaktiv izotdpokat (nyomjel-
zOket, angolul tracereket) juttatnak. Kiilonb6z6 radioaktiv izotdpok kiilonb6zé molekuldkhoz
tudnak kapcsolodni és az adott szerv vizsgalatahoz ezen radioaktiv tracerek valtozatosan ter-
vezhetdk.

A radioaktiv bomlas az a folyamat, melynek soran az instabil radioaktiv atommag stabil al-
lapotba igyekszik jutni, mikdzben sugarzast bocsat ki. A nukleéris medicina képalkotd esz-
kozeivel ezt a vizsgalt személy belsejebdl érkezd sugarzast lehet detektalni, ennek helyét és
mennyiségét meghatarozni, tehat 1ényegében azt, hogy az adott molekula és a hozza kap-
csolodo radioaktiv nyomjelzé hol mekkora mennyiségben halmozddik fel a szervezetben. A
folyamat Iényegesen kiilonbozik a CT képalkotastdl, ott ugyanis a sugarzas a vizsgalt objek-
tumon kiviilrél érkezik, és azon athalad, tehat a CT a transzmisszios tomogrdfia modelljét
hasznalja, szemben a nuklearis medicina emisszios tomografias modelljével.

A kovetkezokben a két legismertebb emisszids tomografian alapulé modszert, a SPECT ¢s
a PET képalkotast mutatjuk be. Ezen technikak a sugarzas keletkezésének helybéli kiillonb-
sége mellett egy masik jelentds eltérést is mutatnak a CT-vel szemben. Mig a CT anatomiai
informéaciot szolgaltat az emberi testrdl, addig a SPECT ¢és a PET segitségével funkcionalis
vizsgélatokat végezhetiink. Az ezen modszerek altal szolgaltatott képek felbontdsa azonban
ma még messze elmarad a CT képi felbontasatol, ami leginkédbb annak kdszonhetd, hogy a su-
garzas forrasat ezen esetekben nehezen tudjuk megfelelé pontossaggal lokalizalni. A SPECT
¢s PET képalkotas azonban {ligyesen 6tvozhetd a CT képalkotéssal, €s igy (a két kiillonbozo
modalitasbol szdrmazo képet Osszeillesztve, mas szoval regisztralva) az anatomiai €s a funk-
cionalis informaciot elegyithetjiik, ami rendkiviil hasznos eszkozt ad az orvosok kezébe.
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5.1.1. SPECT

A SPECT (Single Photon Emission Computed Tomography, fotonemisszids tomografia)
olyan tracereket hasznal, ahol a radioaktiv anyag bomléasa egyszerli gamma-sugarzast ered-
ményez. A képalkotd berendezés elve az 5.1 abran lathatd. Az abran sziirkével jeloltiik a
gamma-fotonokat kibocsato teriiletet. A gamma-fotonok érzékelése az abra aljan lathato egy-
ségben torténik meg. A szcintillator az ionizald sugarzas (a gamma-fotonok) hatdséara rovid
fényimpulzust bocsat ki. A fotoelektron-sokszorozo csében (PMT) a fényimpulzus hatdsa-
ra elektron keletkezik, amit megsokszoroznak (felerdsitik az elektromos jelet). Végiil ezt a
felerdsitett elektromos jelet dolgozzak fol a szamitégépen. Hogy csak a megfeleld iranybol
kilép6 gamma-fotonokat detektaljak, a szcintillator elé egy kolliméatort helyeznek, mely a nem
megfeleld szogben érkezé gamma-fotonokat elnyeli. Négy eset lehetséges : (a) a gamma-foton
el sem jut a detektorig, (b) a gamma-foton az eredeti kiindulasi utjat (esetleg tobbszor) meg-
valtoztatva eljut a detektorsorig, (c) a gamma-foton az eredeti irdnyanak megfelelden jut el
a detektorsorig, (d) a gamma-foton elakad a kollimatorban. Az (a) esetben egy adott pozici-
6bol hamisan némileg kevesebb, mig a (b) esetben hamisan tobb sugarzast észleliink, mint
amennyi ott valdjaban keletkezik. Mindkét esetben a rekonstrukci6 soran eléallo kép mind-
ségének romlasaval kell szamolnunk.

___—kollimator

___—szcintillator
bbb —PMT

5.1. abra. A SPECT képalkotas elve. A sziirke tartomanybol érkezo sugarzas utja negyféle lehet: (a) a
gamma-foton nem jut el a detektorig, (b) a gamma-foton az eredeti kiindulasi utjat megvaltoztatva jut
el a detektorsorig, (c) a gamma-foton az eredeti iranyanak megfeleloen jut el a detektorsorig, (d) a
gamma-foton elakad a kollimatorban.

A detektorsort az objektum koriil korbeforgatva a sugdrzast természetesen szdmos iranybol
mérhetjiik. Sok esetben nem is csak egy, hanem kettd, harom vagy akar még tobb detektorsor-
ral is dolgozhatunk (lasd az 5.2 abrat). Minél tobb detektor van, annal gyorsabb és pontosabb
a vetiiletek kinyerésének folyamata, ezzel aranyosan viszont a koltségek novekedésével is
szdmolnunk kell.

Ami a vetiiletekbdl torténd rekonstrudlast illeti, [ényegében a hagyomanyos (CT-re kifejlesz-
tett) rekonstrukcids eljarasokat alkalmazhatjuk a SPECT esetében is. A sziirt visszavetités
esetében azonban a megfeleld (a SPECT berendezés fizikai felépitését is figyelembe vevo)
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5.2. abra. A SPECT leggyakoribb kamera-konfigurdcioi.

szlir6 megvalasztasanak rendkiviili szerepe van, hiszen a vetiiletek altaldban itt sokkal pontat-
lanabbak és kevesebb van beldliik, mint a CT esetében. Az algebrai rekonstrukcids technikak
altalaban ilyen koriilmények kozott is jol teljesitenek, igy szerepiik ezen alkalmazasokban
felértékelddhet.

Fontos hangsulyoznunk azt is, hogy — ellentétben a transzmisszios tomografiaval — az emisszi-
6s tomografidban a © és a © +180° fokos vetiiletek altaldban nem egyeznek meg, hiszen az
érzékelt sugarzas intenzitasa fligg attol, hogy a detektor milyen tavol van a belsé sugarfor-
rastol, ahogyan azt mar az (1.3) képletnél targyaltuk. Ezt a jelenséget szintén figyelembe kell
venniink a rekonstrukcios algoritmusok megtervezése soran.

5.1.2. PET

A PET (Positron Emission Tomography, pozitronemisszos tomografia) képalkotas elve az 5.3
abran lathat6. Az eljaras esetében a radioaktiv izotopok pozitront (az elektronnal ellentétes tol-
tésti antirészecskét) bocsatanak ki a bomlés soran. Ez a pozitron dsszetalalkozik egy elektron-
nal és mindkettd megsemmisiil, mikdzben két nagy energidju gamma-foton keletkezik, me-
lyek (megkdzelitdleg) egymassal ellentétes iranyban repiilnek ki (a bezart szog 180°£0.25°).
Ezt a folyamatot hivjuk annihilacionak. A gamma-fotonokat egy a paciens koriil elhelyez-
kedd detektorkor két ellentétes oldali pontjaban észlelhetjiik. A detektor felépitése hasonlo a
SPECT-nél mar megismerthez. Amennyiben a detektor ellentétes oldalain egyszerre detekta-
lunk gamma-fotonokat, akkor tudjuk, hogy a pozitron megsemmisiilése valahol a két gamma-
foton altal meghatarozott egyenesen kovetkezett be (eltekintve a SPECT-nél mar ismertetett
jelenségekbdl kovetkezd mérési hibaktol). Az egyidejiiség eldontése a koincidencia-detektor
feladata. A rengeteg becsapodas érzékelésével meghatarozhatjuk, hogy egy adott egyenesen
hany megsemmisiilés tortént, tehat Iényegében megkapjuk a vetiileteket.

A PET esetében altalaban a SPECT-nél hasznaltaknal kisebb felezési idejli radioaktiv izotdpo-
kat hasznalnak, melyeket leggyakrabban ciklotronban allitanak el6, igy altalaban a vizsgalat
koltségesebb, mint a SPECT vizsgéalatok. A PET-tel torténd képrekonstrukcio algoritmikus
részére ugyanazok a megfontolasok érvényesek, mint a SPECT esetében, a PET képek fel-
bontdsa és mindsége ugyanakkor valamivel jobb, mint a SPECT képeké, hiszen egyszerre
két iranybol detektalhatd az ugyanabbol a pontbol érkezd sugéarzas. Ugyanakkor a pozitron
keletkezési és megsemmisiilési helye kozott koriilbeliil 1 milliméter lehet a tavolsag, ami li-
mitalja a képfelbontas részletességét. Tovabb neheziti a helyzetet, hogy az annihiléci6 soran
a gamma-fotonok nem pontosan egymassal ellentétesen repiilnek ki, ami szintén bizonyta-
lansagot okoz a vetiileti adatokban. A modernebb PET berendezésekben mar tobb egymasra
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v gamma-foton

gamma-foton

koincidencia-detektor

detektor-gydri

5.3. abra. A PET képalkotas elve. A pozitron (piros) és az elektron (kék) egymdssal dsszecsapodva
megsemmisiilnek és két nagy energiaju gamma-foton répiil ki egymdassal megkozelitoleg ellentétes
iranyban. Ezeket a gamma-fotonokat a detektorgyiiriin észlelhetjiik.

épitett detektorgytirti keriil beépitésre, ami mar nem csak szeletenkénti, hanem kozvetlen 3D-s
rekonstrukciot is lehetdve tesz.

5.2. MRI

Az MRI (Magnetic Resonance Imaging, magneses rezonancian alapul6 képalkotas) alapelve
az, hogy a hidrogén atommagja tigynevezett magneses momentummal rendelkezik, melynek
iranya egy¢b kiils6 hatas hidnyaban tetszéleges lehet, kiilso statikus magneses térben azonban
a momentumok a tér iranyanak megfelelden allnak be. Ha a statikus mellett egy masik iranyu
(radiohullamokkal gerjesztett) valtozd magneses tér is hat az atommagokra, akkor azok mo-
mentumanak irdnya megvaltozik, majd a valtozd magneses tér megsziintetése utan visszaall
a statikus magneses tér altal meghatarozott iranyba, mikozben aram indukalédik. Ezt a jelen-
séget képes észlelni az MRI berendezése, ezaltal informaciot szerezve arrol, hogy hol milyen
stirti a hidrogénatommagok eloszlasa. Mivel az emberi testben tulnyomorészt a viz tartalmaz
hidrogént, igy 1ényegében arrol kapunk informéaciot, hogy egy adott pontban mennyire tartal-
maz sok vizet, azaz mennyire lagy a szovet. Kovetkezésképpen az MRI féleg a lagyrészekrol
tud rendkiviil j6 felbontasu képet adni. Ugyanakkor az alacsony viztartalmu kemény szdve-
tek (példaul a csontok) nem vizsgalhatoak vele. fgy a CT és az MRI lényegében kiegészitik
egymast, emiatt gyakori, hogy a CT képeket az MRI képekkel kombinaljak.

Az MRI tovabbi eldnye, hogy nem hasznal sugarzast, a pacienst egy statikus magneses térbe
helyezik, melyre egy masik valtozé magneses tér hatasat is kifejtik. Az eljaras hatranya azon-
ban, hogy rendkiviil koltséges. Az MRI segitségével foleg anatomiai informaciora tehetiink
szert, 1éteznek azonban a funkcionalis informaci6 kinyerését megcélzo fMRI eljarasok is, me-
lyek a klinikai gyakorlatba még nem épiiltek be, inkabb csak kutatasi célokra hasznaljak dket.
Az MRI estében a transzformacid-alapt rekonstrukcios eljarasok alkalmazhatok sikeresen.
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5.3. Reflexios és diffrakcios tomografia

A transzmisszos €s emisszios eseteken kiviil a tomografia még két tovabbi esetével is érdemes
megismerkedniink. Bizonyos (nem feltétleniil csak orvosi) vizsgalatok esetén a relative nagy
energiaju sugarzas — mint amilyen példaul a Rontgen-sugarzas is — nem megengedett, vagy
technikai okokbdl nem alkalmazhaté. Ezekben az esetekben a kisebb energiaju sugarzasok
segitségével még mindig sok lehetdségilink nyilhat képalkotasra. Ilyen kisebb energidji hul-
lamformak példaul az elektromagneses spektrum ultraibolya és infravorods tartomanyai kozé
esO részei (beleértve a lathato fényt is), a radidhullamok, a mikrohullamok, valamint az ult-
rahang, de az elektromos mez0 is alkalmas lehet képalkotasra. Mig azonban az igynevezett
kemény (azaz nagy energidju) hullamok esetében a sugarzas adott anyagon Iényegében egye-
nes vonalon val6 athaladasa (transzmisszidja) és annak gyengiilése alkalmas a képalkotésa,
a helyzet a lagy (kis energidju) hullamok esetében egészen mas. A kisebb energidju hulla-
mok ugyanis tilnyomorészt a vizsgalt objektumrol visszaverddnek. Ez a visszaverddés (mas
amplitadoja hullamcsomagot bejuttatva az emberi testbe, az a kiilonb6z6 szovetek hatararol
valamilyen mértékben visszaverddik, mikdzben amplitidoja megvaltozik. A hullamcsomag
visszaérkezésének idejébdl kiszdmithatd a visszaverd feliilet tavolsaga. Az amplitadovalto-
z4sbol pedig a visszaverd feliilet tulajdonsagaira lehet kovetkeztethetni, valamint arra, hogy
milyen szoveten haladt at a hulldamcsomag. Az eljarast reflexios tomografianak nevezik.
Amennyiben a lagy hullamok energidja olyan, hogy képesek a vizsgalt anyagon athaladni,
akkor is az anyaggal kolcsOnhatasba 1épve jellemzden nem egyenes iranyban haladnak at, ha-
nem elhajlanak, mégpedig az anyagi min3ségtél fiiggden mas-méas mértékben. igy a rekonst-
rukcid soran nem vonalmenti integralokkal tudunk dolgozni, hanem arr6l van informacionk,
hogy egy adott hulldm az anyagon athaladva milyen mértékben tériil el. Az elhajlason alapuld
képrekonstrukciot diffrakcios tomografianak hivjuk, melynek alapja az igynevezett Fourier
diffrakcios tétel, ami hasonld 0sszefliggést allapit meg, mint a vetiilet-szelet tétel a transz-
misszios tomografiara. A tételt bizonyitas nélkiil mondjuk ki.

Tétel. Ha egy objektumon az 5.4 dbran lathato modon sikhullam halad at, akkor a taloldali 77"
szakaszon mért hullamfront-elhajlas 1D-s Fourier-transzformaltja az objektum 2D-s Fourier-
transzformaltjanak egy félkoron fekvo részét adja meg az 5.4 abran lathaté modon.

Megjegyezziik, hogy a tétel csak abban az esetben érvényes, ha a vizsgalt objektum inhomo-
genitésai altal okozott elhajlas csak kismértékli. A Fourier diffrakcios tétel elsd latasra csak
annyiban emlékeztet a vetiilet-szelet tételre, hogy mindkettd a vetiiletek és a kép Fourier-
transzformaltjait hozza kapcsolatba egymadssal. A két tétel kozott azonban sokkal szorosabb
az Osszefiiggés. Emlékezziink vissza ra, hogy a transzmisszids esetben a vetiilet-szelet té-
tel segitségével az objektum 2D-s Fourier-transzformaltjanak egy-egy kozépponton athaladd
egyenesre esO részét hatarozhattuk meg. A diffrakcids tétel esetében egy kdzépponton atme-
no félkoron 1évo értékeket hatarozhatjuk meg a kép Fourier-transzformaltjabol. A kor kdzép-
pontja a Fourier-tér kozéppontjabol kiinduld és a kibocsatott hullam iranyaval parhuzamos
félegyenesen talalhato, sugarara (ko) pedig a

ko= (5.1)
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1DFT

5.4. abra. A Fourier diffrakcios tétel szemléltetése.

Osszefliggés érvényes, ahol A az adott hulldm hulldmhosszat jeloli. A hullimhossz csokkené-
sével (azaz a hullam energidjanak novekedésével) a félkor sugara tehat novekszik, ahogyan ezt
az 5.5 4bran is lathatjuk. Minél nagyobb a hullam energidja, anndl inkdbb képes athatolni az
adott anyagon, tehat a modell annél inkabb kozeliti a transzmisszids esetet. Es valoban, ezzel
Osszhangban a diffrakcids-tételbdl adodo félkorok is egyre inkdbb kozelitenek a vetiilet-szelet
tétel altal meghatarozott egyeneshez.

Természetesen ha egy objektumra tobb iranybol bocsatunk hullamokat, akkor tobb informa-
cidhoz juthatunk annak Fourier-transzformaltjarél. Az 5.6(a) dbran példaul 8 vetiilet segitsé-
gével gyijtjiik a Fourier-térbdl az adatokat. Vegylik észre, hogy ebben az esetben is (szemben
a transzmisszios tomografiaval) az ellenkez6 irdnyu vetliletek altaldban nem egyeznek meg,
igy az altaluk meghatarozott Fourier-térrészletek sem azonosak. Csakhogy a vetiiletek altal
meghatéarozott korivek az (5.1) egyenlet alapjan a hullamhossztol is fliggenek, igy ha lehe-
tdség van arra, hogy az objektumot kiilonb6z6 hulldmhosszusadgi hulldmokkal is vizsgaljuk,
akkor ugyanabbdl az iranybodl — csupan a hullimhossz véltozatdsaval — tobb félkor mentén is
gyljthetiink informaciot, ahogyan azt példaul az 5.6(b) abra mutatja.

A reflexios és diffrakcios tomografia képrekonstrukcids eljarasai mélyebb fizikai ismereteket
igényelnek, igy itt nem ismertetjiik azokat. Az érdekl6do olvasonak bevezetdiil a [33] konyvet
ajanljuk.
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20k,

5.5. abra. A Fourier diffrakcios tétel kapcsolata a vetiilet-szelet tétellel.

(a) (b)

5.6. abra. Mintavételezési technikak a diffrakcios esetben: (a) azonos hullamhossz kiilonbozo
iranyok, (b) a hullamhossz is valtozik.
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6. fejezet

A folytonos keprekonstrukeio
alkalmazasai

A folytonos képrekonstrukci6 legismertebb alkalmazasai vitathatatlanul az orvostudomany te-
riilletérdl szarmaznak. Szép szdmmal adodnak azonban mas tudomanytertileteken is alkalma-
zasok. Ebben a fejezetben a teljesség igénye nélkiil ezek koziil sorolunk fel néhanyata [23,47]
munkak alapjan.

— Biztonsagtechnikai vizsgalatok : A repiiléterek biztonsagi csomagvizsgalatait végezhe-
tik hagyoményos Rontgen-atvilagitas helyett CT berendezéssel is, igy pontosabb képet
kapva a csomagok belsejérol. Az eljaras alkalmazhato olyan esetben is, amikor felmertil
a gyanu, hogy bizonyos személyek példaul kabitoszert tartalmazo csomagokat nyeltek
le.

— Allattenyészeti alkalmazasok: A CT segitségével drasztikus beavatkozas nélkiil lehe-
tové valik haszonallatok izom- és zsirszoveteirdl informaciot nyerni, mely a takarma-
nyozas megtervezésében lehet segitségiinkre.

— Faipari, erdészeti alkalmazasok : Ultrahang, CT és MRI eszk6z0k segitségével informa-
ci6 nyerhet6 az €16 vagy kivagott fa belso szerkezetérdl, feltérképezheto a fa esetleges
belsé korhadtsaga, betegségei. Az €16 fa vizsgalata az erdégazdalkodasban jut szerep-
hez, segitségével eldonthetd, hogy egy fat ki kell-e vagni vagy sem. Az ¢lettelen fa
vizsgalata pedig tobbek kozott a faiparban anyagmindség megallapitasara és mindség-
ellendrzésre ad lehetdséget.

— Régészeti, 6slénytani vizsgalatok: A CT segitségiinkre lehet régészeti leletek nemron-
csolo elemzésében is, példaul mimidk tanulmanyozasaban, szobrok falvastagsaganak
megallapitasdban, vagy kdzeten beliili leletek vizsgalatdban.

— Geologiai vizsgélatok: Rontgen vagy hanghullamok segitségével kdzetrétegek Ossze-
tétele is megallapithato, az eljaras alkalmas a kiilonboz0 szerkezeti vagy anyagi Ossze-
tételt kézetek, asvanyi anyagok elkiilonitésére.

— Ipari nemroncsolo tesztelés : Az ultrahangos és CT vizsgalatok segitségével miiszaki 1é-
tesitmények és szerkezetek (épiiletek, hidak, energiaszallitd vezetékek, jarmiivek, stb.)

© Balazs Péter, SZTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

52 6. A FOLYTONOS KEPREKONSTRUKCIO ALKALMAZASAI

belsejének allapota mérhetd fel tigy, hogy kézben maga az objektumot nem karosodik.
A vizsgalat valaszt adhat arra, hogy kell-e és ha igen, akkor milyen beavatkozast kell
végrehajtani az adott objektum élettartamanak megndveléséhez, vagy hogy éppenség-
gel az adott objektum alkalmas-e még egyaltalan funkcidjanak betoltésére.
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7. fejezet

A diszkrét tomografia alapjai

7.1. A diszkrét tomografia szerepe

A folytonos rekonstrukcids technikék, mint a szlirt visszavetités vagy az algebrai rekonstruc-
kio altalaban tobb szaz vetiiletet igényelnek a megfeleld mindségii kép eldallitdsahoz. A ha-
gyomanyos CT berendezések biztositani tudjak ezt a kell6 szamu vetiiletet, mégis egyes al-
kalmazasok esetén nincs lehetdség ilyen sok vetiilet képzésére. Bizonyos esetekben a vizsgalt
anyagot jelentdsen karositja a vetiiletek alkotdsdhoz szlikséges sugarzas, emellett a sok vetiilet
kinyerése 1iddigényes vagy koltséges is lehet. Nyilvanvald, hogy a hagyomanyos rekonstruk-
cios algoritmusok ilyenkor nem alkalmazhatok, gyakorlati szempontbdl nem adnak kielégitd
mindségl képet, igy valamilyen mas technikara van sziikség a képalkotas kevés vetiiletbol
torténd elvégzéséhez. Szerencsére szdmos alkalmazasnal gyakran feltételezhetd, hogy a re-
konstrualandd objektum csak néhany, eldre ismert elnyelési egyiitthatdji anyagbdl all, igy a
rekonstrudland6 képen csak néhany, eldre ismert sziirkeintenzitési érték jelenhet meg. Erre
a tobblettudasra épitve mar kidolgozhatoak olyan rekonstrukcids algoritmusok, melyek csak
kevés vetiiletet hasznalnak. Ez a technika a diszkrét tomogrdfia elnevezést kapta, melynek
alapjait foként a 90-es évek elején fektették le, és mara 6nalldo tudomanyteriiletté ndtte ki ma-
gat. Matematikai eszkoztara a folytonos képrekonstrukciotol jelentdsen eltér, foként matrixel-
méleti, logikai, kombinatorikai €s optimalizalasi modszereket egyesit. A diszkrét tomografia
elméletérdl és alkalmazasairdl atfogd képet adnak a [28] és a [29] konyvek.

7.2. A binaris tomografia alapjai

A diszkrét tomografia egy szélsdséges eseteként jelenik meg a bindaris tomogrdfia, amikor
a rekonstrualando kép bindris, azaz csak fekete és fehér pixeleket tartalmazhat. Ebben az
esetben a képet abrazolhatjuk fekete és fehér pixelekkel, binaris matrixszal és tigynevezett
diszkrét halmazzal is, azaz a Z? kétdimenzios egészracs egy véges részhalmaza segitségével.
A konzisztencia megdrzése érdekében feltessziik, hogy a Z? kétdimenzids egészracs fiiggdle-
ges tengelye lefelé iranyitott és az F diszkrét halmazt befoglalé minimalis téglalap bal felsd
sarka az (1,1) pozicidban van. Ezzel a megallapodassal az ismertetett abrazolasi modok 1é-
nyegében ekvivalensek. A 7.1 abra ezeket a reprezentacios technikékat mutatja. Altalaban —
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¢€s ezen jegyzetben is — kényelmi szempontok dontik el, hogy melyik reprezentaciot érdemes
valasztani.

| ‘ 000100
011000
011000
110000
o 000001
? 000010
(a) (b) (©

7.1. abra. A binaris képek abrazolasi modjai. (a) diszkréet halmaz, (b) fekete és fehér pixelek, illetve
(c) binaris matrix.

Mig a folytonos rekonstrukcid esetében a vetiiletképzést vonalintegralok segitségével tudtuk
szamitani, ugy a diszkrét megkozelités esetén két Iényegesen eltéréd modszer koziil valasztha-
tunk. Folytonos vetiiletképzés esetén a bindris kép reprezentaciobdl indulunk ki, annak fekete
pixeleit egységnyi oldalhosszisagi négyzetekként értelmezziik, melyek folott a rekonstrua-
lando binaris fiiggvény értéke 1, mig mashol 0. Igy a rekonstrualand6 binaris fiiggvényiink
mar a teljes E? euklideszi tér felett értelmezve van, igy a annak tetszdleges iranybol vehetjiik
a folytonos vetiileteit a megfeleld vonalmenti (vagy teriileti) integralok segitségével pontosan
ugy, ahogy azt a folytonos rekonstrukcio esetében tettiikk. A diszkrét vetiiletképzés esetén a
vetiileteket egy adott racsirdny segitségével definialhatjuk. Egy v rdcsiranyt egy (a, b) € 7
nem z¢&r6 vektorral adhatunk meg, ahol a és b relativ primek. Egy v irany0 rdcsegyenes az
E? euklideszi tér egy olyan egyenese, amely parhuzamos v-vel és Z? legalabb egy pontjan
athalad. Jeloljiik a v iranyu racsegyenesek halmazat L) -vel. Akkor az F diszkrét halmaz v
iranyban vett vetiiletét a P\ : £(v) N, fiiggvénnyel definialhatjuk, ahol P\ (€)= |F ne|
minden ¢ € £V)-re. A két vetliletképzési modszer kozotti kiilonbséget a 7.2 dbra szemlélteti.
Ebben a jegyzetben tilnyomorészt csak a vizszintes és fliggdleges vetiiletekkel foglalkozunk,
melyek értékei a folytonos ¢€s a diszkrét esetben megegyeznek, igy a tovabbiakban (hacsak ez
kiilon nem indokolt) eltekintiink a két vetiiletképzési modszer kozotti kiilonbségektol.

A binaris tomografia két {6 feladatat fogjuk targyalni, specidlisan csak két vetiilet esetére.
Mindkét vizsgalandé probléma esetén feltételezziik, hogy a G binaris matrixok (diszkrét hal-
mazok) osztalya eldre definialt, mely lehet akar az 6sszes diszkrét halmazt tartalmazo osztaly
is. A vetiiletekre egy egyszerli jelolést vezetiink be.

Definicio. Az A m x n méretli bindris matrix horizontalis és vertikalis vetiiletei (mas néven
sor- és oszloposszegei) az R(A)=(r1, ..., rm) és S(A)=(s1, ..., s,) vektorokkal definialtak,
ahol

n
I’,':Zaij, (i=1,...,m)
j=1
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és
Sj:Zaij’ (j=1,...,n).
i=1
Az altalunk vizsgaland6 problémak az alabbiak.

— REKONSTRUKCIO(G): Legyenek adottak az m, n €N egész szamok és az R e N™ és
S € N" vektorok. Konstrualjunk egy olyan A € G m x n méretii binaris matrixot, melyre
R(A)=Rés S(A)=S.

— UNICITAS(G): Legyenek adottak az m, n €N egész szamok és egy A €G m x n méretii
binaris matrix. Létezik-e olyan A’# A G-beli binaris matrix, melyre R(A") = R(A) és
S(A")=S(A).

7.3. Elemi binaris rekonstrukcios algoritmusok

A binaris rekonstrukci6 egyik legkorabban kozolt eljarasa az 1957-bdl szarmazo Ryser al-
goritmus [43], mely a vizszintes és fliggdleges vetiiletek felhaszndldséval rekonstrudl egy az
adott vetiileteket kielégitd binaris matrixot. Ahhoz, hogy ennek a rekonstrukcids feladatnak
egyaltalan létezzen megoldésa, sziikségszeri, hogy a R € N és S € N vektorok kielégitsék
az alabbiakat:

— i :Z;Ll Sjs

0010111120020000

(a) (b)

7.2. dbra. A v =(1,2) rdcsirdny dltal meghatarozott diszkrét (a) és az annak megfeleld folytonos (b)
vetiiletképzési modszerek. Utobbi esetben a vetiiletek a szaggatott vonalak sziirke pixeleken dathalado
részeinek dsszhosszaként definialhatok.
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Ekkor azt mondjuk, hogy az R ¢és S vektorok kompatibilisek. Legyenek tehat adottak a kom-
patibilis R € N sordsszeg ¢€s az S € N" oszlopdsszeg vektorok. E16szor is ismerkedjiink meg
a kanonikus matrix fogalmaval.

Definicido. Adott R e N sorvektor és rogzitett n € N esetén az R altal meghatarozott kanonikus
matrixon azt az A* m x n méretii matrixot értjiik, melynek elemeire

*: 1’ haJSrla
0, haj>r;

teljestil.

A Ryser algoritmus Iépései a kovetkezok.

1. Rendezziik az S vektor oszlopait (elemeit) nemndvekvé modon, és jeldlje az igy kapott
vektort S’ (tehat s; >s5>...>s;), mig az atrendezést biztositd egy ilyen permutaciot .

2. Hozzuk létre az R sordsszegek alapjan balrol jobbra feltdltve a megfeleld A* kanonikus
matrixot és legyen S* = S(A*).

3. Minden k =n, ...,2-re hajtsuk végre a kovetkezot: ha s,’ck < s,’c, akkor az A* els6 (n —
—1) oszlopabdl allé matrix legjobboldali 1-eseket tartalmazo [-edik oszlopabol toljunk
at s/ —s, darab 1-est a k-adik oszlopba azokban a sorokban, ahol az /-edik oszlopban
1-es, a k-adikban pedig 0 all. Amennyiben valaszthatunk, akkor a legfelsébb sorokban
1év6 1-eseket toljuk at. Amennyiben nincs s —s; darab 1-es ilyen pozicidban az [-edik
oszlopban, akkor a hianyz6 elemeket az [ — 1, [ — 2, stb. oszlopokbol toljuk at.

4. A rekonstrualt matrix oszlopait rendezziik 4t a 7~ permutacié segitségével.

Az algoritmus Iépéseit az alabbi példan szemléltetjik. Legyen R = (2,4,3,4,1) és S =
= (3,4,3,2,1,1). Ekkor S" = (4,3,3,2,1,1), amit példaul a = = [2 1 3 4 5 6] permutacio al-
kalmazasaval kaphatunk. Kiindulasi matrixunk az A* kanonikus matrix, ahol

110000
111100
A*=|11 1 1 0 0 0
111100
100000

és S* = (5,4,3,2,0,0). Az algoritmus tovabbi lépései soran a kovetkez6 matrixokat kapjuk
(minden esetben kék szinnel jeldljiikk azokat az elemeket, amelyeket jobbra mozgatunk, ¢€s
piros szinnel azokat, ahova mozgatjuk dket az adott sorban).

110000 110000 110000
111100 111001 111001
111000 111000 111000
111100 111100 111010
100000 100000 100000
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110000 101000 011000
110101 101101 101101
110100 110100 110100
111010 111010 111010
100000 10 000O0 100000

Végezetiil a kapott matrix elsé és masodik oszlopanak felcserélésével kapjuk az eredeti feladat
megoldasat:

101000
011101

110100 (7.1)
111010

010000

A Ryser.html oldalon elérhetd egy interaktiv segédeszkoz, melynek segitségével az olvasod
sajat input megadasaval figyelheti meg az eljaras egyes 1épéseit. Az algoritmus helyességé-
nek bizonyitasahoz a kdvetkezoket kell megfontolnunk. Mivel az A* kanonikus matrix min-
den sorban pontosan az eldirt sor0sszeggel megegyez6 szamu 1-est tartalmaz, igy kezdetben
a vizszintes vetiiletek kielégitettek. Ez a tulajdonsag az 1-esek jobbra toldsaval nem sziinik
meg. Elegendd tehat az oszlopdsszegeket vizsgalnunk. R és S kompatibilisek, azaz Y /-, r; =
= Z?ﬂ s;. Jelolje ezt az Osszeget M. Mivel minden sorban a megfeleld szamu elem van,
igy a matrix pontosan M darab 1-est tartalmaz. Ebbdl adodik, hogy az oszlopokban dsszesen
a hianyzo 1-esek szama meg kell, hogy egyezzen a tobblet 1-esek szamaval. Az 1-eseket a
nemndvekvo atrendezés miatt mindig elegendd balrdl jobbra tolni. Tehat a jobbra tologatasok
soran az 1-esek hianyai pontosan kiegyenlithetdk, és igy az oszlopdsszegek is az eldirtakkal
egyeznek meg az algoritmus végén.

Az S oszloposszeg vektor nemnovekvo atrendezése O (n logn) id6t vesz igénybe, példaul a
gyorsrendezés algoritmusaval. A kanonikus matrix feltoltése és a legfeljebb O (mn) darab 1-
es jobbra tologatasa O (mn) id6 alatt elvégezhetd, igy az algoritmus futasi ideje legrosszabb
esetben m x n-es matrixokra O (mn+nlogn).

A példaként bemutatott rekonstrukcids feladat megoldasa nem egyértelmii. Ahogy az az al-
goritmus leirasabol is latszik az 1-esek jobbra csusztatasakor eléfordulhat, hogy dontési lehe-
t0ségiink van (mi most gy dontéttiink, hogy a legfelsébb sorokban cstisztatunk el elemeket).
A mar bemutatott megoldason kiviil egy masik megoldast kaphatunk, ha példdul a (7.1) méat-
rixanak (2,4), (2,5), (4,4) és (4,5) pozicidiban 1év6 elemeit invertaljuk, igy kapvan a

(7.2)

O = = O
— == = O
O = O = =
SO R =k O
O OO = O
O = O OO

matrixot.

Az alabbi értékaddas és behelyettesités elnevezésii eljaras [19] egyértelmii matrixok gyors re-
konstrualasara nytjt lehetdséget tetszéleges szadmu vetiilet esetén. Mi most csak a két vetiiletet
hasznal6 valtozatot ismertetjiik, az eljaras altalanositasat az olvas6 kdnnyen elvégezheti. Az
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algoritmus egy Q halmazt hasznal a rekonstrualandé matrix azon (agy nevezett tiltott) pozi-
cidinak tarolasara, ahova mar nem tehetd se 0, se 1. Ez a tomb az eljaras kezdetén lehet iires,
de elképzelhetd az is, hogy bizonyos poziciok mar eleve tiltva vannak. A nem tiltott pozicio-
kat szabad pozicioknak nevezziik. Az eljaras a primitiv sorok €s oszlopok fogalman alapszik,
melyet az kovetkezd definiciok adnak meg.

Definicio. Adott Q tiltott pozicidk halmaza, R sordsszeg- €s S oszlopdsszeg-vektorok esetén
egy M binaris matrix i-edik sorat primitiv sornak nevezziik, ha abban a sorban a szabad po-
ziciok szdma megegyezik r;-vel vagy r; =0. Az M matrix j-edik oszlopat primitiv oszlopnak
nevezziik, ha abban az oszlopban a szabad poziciok szima megegyezik s ;-vel vagy s; = 0.

Az algoritmus lépései az aldbbiak:

1. Haarekonstrualandé M matrix nem tartalmaz szabad poziciét, akkor VEGE, egyébként
ugorjunk a 2. 1épésre.

2. Keressiink primitiv sort (oszlopot) és annak szabad pozicioit toltsiik fel 1-esekkel, ha
az eldirt sordsszeg (oszlopdsszeg) pozitiv vagy 0-kkal, ha az eldirt sordsszeg (oszlop-
0sszeg) 0. Az értékkel feltoltott poziciokat tiltsuk le.

3. Modositsuk a sor és oszlopdsszegeket a beirtaknak megfeleléen, majd ugorjunk az 1.
1épésre.

Az eljaras helyessége azon észrevétel alapjan bizonyithato, hogy egy egyértelmii matrix vagy
nem tartalmaz szabad poziciét vagy tartalmaz primitiv sort illetve oszlopot. Ebbdl adodik az
is, hogy a rekonstrukcio O (mn) id6ben elvégezhetd.

Példaként tekintsiik a kovetkezot. Legyen a tiltott poziciok halmaza Q = {(1,1), (2,2), (2,5),
(3,4), (5,2), (5,5)}, valamint R =(2,2,4,1,2) és §=(1,2,5,2,1). Ekkor a matrixban az erede-
tileg tiltott poziciokat x-szel jeldlve, valamint bal oldalon az aktudlis sor- és alul az aktualis
oszloposszegeket feltiintetve

2 (%

2 X X

4 X

1

2 X X
1 25 21

A 3. oszlop primitiv, igy ezt kitolthetjiik

1 /x 1

1 x 1 X

3 1 x

0 1

1 x 1 X
1 20 2 1
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Idékozben a 3. sor is primitivvé valt, ennek kitoltésével folytatjuk

1 /x 1

1 1 X

01 1 1 x 1

0 1

1 x 1 X
01020

Ezek utan a 4. sor, valamint az 1. és 5. oszlopok primitivek (csak 0-t tartalmazhatnak). Ezeket
kitoltve kapjuk

1 [/x 1 0
110 x 1 X
01 1 1 x 1
0o 0o 1 0 O
1\0 x 1 X

01020

Most a 2. és 5. sorok valnak primitivvé, ezeket kitdltve

1 /x 1 0
0]0 x 1 1 x
0j]1 1 1 x 1
0o 0 1 0 O
O\0 x 1 1 x

01 000

A 2. oszlop ¢és 4. oszlop kitdltésével kapjuk a végsé megoldast:

0O/x 1 1 0 O
0]0 x 1 1 x
Oj]1 1 1 x 1
0o 0 1 0 O
O\0 x 1 1 x

00000

7.4. Kapcsolo komponensek és unicitas

Ahogy azt mar a Ryser algoritmus péld4ja utan is megemlitettiik, egy adott rekonstrukcios
feladat megoldasa nem minden esetben egyértelmii. Igy természetes médon meriil fel az a
kérdés, hogy mi biztositja a megoldas egyértelmiiségét. Ennek eldontéséhez bevezetjiik a kap-
csolo komponensek fogalmat.

o (L0, (O 1\ , . . .
Definici6. Egy binaris matrix (O 1) és (1 0) részmatrixait kapcsolo komponenseknek
nevezziik.
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Példaként tekintsiik a (7.2)-ban mar feltiintetett matrixot, melyen pirossal illetve kékkel egy-
egy kapcsold komponens elemeit jeloltiik meg. Természetesen konnyen talalhatunk tovabbi
kapcsold komponenseket is.

101000
011110
110100
111001
010000

Most mar kimondhatjuk az egyértelmiiség sziikséges €s elégséges feltételét biztosito tételt.

Tétel. Egy binaris matrix akkor és csak akkor egyértelmii az adott horizontalis és vertikalis
vetiileteire nézve, ha nem tartalmaz kapcsoldé komponenst.

=i 1—0 0
i |1*0 0
10 0
10
i 0 |1
VAR E i

i

7.3. abra. A kapcsolo komponensek jelenlétének sziikségessége nemegyértelmii matrixok esetén. A
matrixban sziikségszeriien létezik egy olyan sokszog, melynek csucsaiban valtakozva 0-k és 1-esek
helyezkednek el. A feltevés szerint a matrix nem tartalmaz kapcsolo komponenst, igy a pirossal jelzett
poziciokban alulrol félfele haladva kizarolag 0 értékek jelenhetnek meg (ellenkezd esetben a kék
téglalapok kapcsolo komponenseket hatdrozndanak meg). A jobb felso sarokba igy 0 érték keriil, ekkor
azonban az (i1, j1), (i;_1, j1)» (ie_ys Ji—q) €s (i1, ji_y) poziciok kapcsolo komponenst alkotnak, ami
ellentmondas.

Bizonyitas. A bizonyitas sziikséges irdnya trivialis. Ha a matrix tartalmaz kapcsoldé kom-
ponenst, akkor annak elemeit invertdlva a vetiiletek nem valtoznak. Az elégséges irany bi-
zonyitasahoz indirekt médon tegyiik fel, hogy 1étezik két A # A matrix gy, hogy R(A) =
= R(A), S(A) = S(A) és A nem tartalmaz kapcsolo6 komponenst. Mivel A+# A ezért 1é-
tezik olyan (i1, j1) pozicio, hogy a;, j, #ai,,j,. Az éltalanossag megszoritasa nélkiil felte-
hetd, hogy példaul a;, j, =1 és a;;,;; = 0. Mivel a sordsszegek mindkét matrix esetében
megegyeznek, ezért sziikségszerlien az ij-edik sorban valahol 1étezik egy masik elem is,
mely mindkét matrixban kiilonb6z6 (mondjuk a jo-dik oszlopban), mégpedig amire a;, j, =
=0 és a;,,j, = 1. Az oszloposszegek egyezésébdl adodoan viszont a ja-dik oszlopban kell
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valahol lennie (mondjuk az i>-sorban) egy elemnek, amire a;, j, =1 és a;, j, = 1. A gon-
dolatmenetet felvaltva a sorokra és az oszlopokra folytathatjuk. Mivel csak véges szdmu
elem talalhatdo a matrixban, igy ez a lanc egy id6 utan bezérul, azaz egy olyan sorozatot

kapunk, hogy (i1, j1), (i1, j2), (i2, j2)s - - - (its Ji)s - - - » (ir, Ji). Sorszamozzuk at most a so-
rozatnak azon tagjait, melyek az (i;, j;), ..., (i, j;) lancban vannak. Jellje ezt a sorozatot
(i1, j1)s (15 J2)s -+ (i, i) = (i1, ji)- A technikai egyszeriiség kedvéért tegyiik fel azt is,
hogy i} < iy < -+ <ip_q €s ji < jy <--- < ji_y. Ezzel az altalanossagot nem szoritjuk

meg, a bizonyitds hatralevd része azonban a 7.3 dbran nyomon kdvethetd. Ekkor ugyanis
ay .., =0, ellenkezd esetben az (i _o, ji_o)s (ir_9» Ji_1)s (ir_g: Ji_o) €s (iy_g. ji_q) PO-
zicidk kapcsold komponenst alkotndnak. Ezt a gondolatmenetet folytatva adodik, hogy sziik-
segszerliena  =0¢say ;i =0isteljesiil. Ekkor azonban az (i1, 71)s (1 Jieq)s Gy, J1)
és (i;_q, ji_q) poziciok kapcsolé komponenst alkotnak, ami ellentmond az eredeti feltétele-
zésnek.
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8. fejezet

Specialis geometriai tulajdonsagu képek
rekonstrualasa

Ahogy azt az el6z06 fejezet végeén lattuk, a kapcsolé komponensek jelenléte a rekonstrukciot
bizonytalanna teszi, ami nyilvanvaldan gyakorlati szempontb6l hatranyos. Alapvetden kétfe-
le stratégia kindlkozik a kialakult bizonytalansag csokkentésére. Az egyik az, hogy tovabbi
vetiileteket vesziink egyéb racsiranyok mentén. Ezzel a megkdozelitéssel kapcsolatban azon-
ban kideriilt, hogy a kapcsolé komponensek fogalma altalanosithato, aminek kovetkeztében
tetszoleges véges sok racsirany esetén is megadhatd két kiilonb6zo diszkrét halmaz, melyek
vetiiletei ugyanazok az adott racsirinyok mentén. Tovabbi negativ eredményként az is megal-
lapitast nyert, hogy mind az egyértelmiiségi, mind a rekonstrukcids probléma NP-nehéz mar
harom vetiilet esetén is, azaz nem varhatunk olyan hatékony rekonstrukcids algoritmusokat,
mint amilyen példaul Ryser algoritmusa [25].

A bizonytalansag csokkentésére iranyuld maésik elképzelés az, hogy feltételezziik, hogy a re-
konstrudlandé halmaznak ki kell elégitenie valamilyen geometriai tulajdonsagot, és ezaltal
sziikitjlik a lehetséges megoldasok terét.

A tovabbiakban ilyen specidlis geometriai tulajdonsaggal rendelkez6 osztalyokban vizsgaljuk
meg a rekonstrukcios feladatot. A jegyzet terjedelmének megszoritasai miatt csak a legalapve-
tébb algoritmusokkal fogunk foglalkozni. Az érdeklddd olvaso a [4] publikdcidban részletes
leiréast talal a geometriai tulajdonsdgokon alapul6 rekonstrukcio elméletérdl. E18szor bevezet-
jiik a sziikséges definiciokat.

Definicié: Egy F diszkrét halmaz két pontja, P = (p1, p2) és QO = (q1, q2) 4-szomszéd, ha
|p1—q1l+|p2—q2|=1. A P és Q pontok 8-szomszédok, ha 4-szomszédok vagy (|p1 —q1]|=1
€s |p2—q2|=1). A Py, ..., P kiilonb6z6 pontokbol 4ll6 sorozat 4-ut (8-ut) a Py pontbol a
Py pontba egy F diszkrét halmazban, ha a sorozat minden pontja F-ben van és P; és P;_q 4-
szomszédok (8-szomszédok) minden /=1, ..., k esetén. Egy F diszkrét halmaz 4-osszefiiggd
(8-0sszefiiggo) ha F barmely két pontja kdzott van F-beli 4-ut (8-ut). A 4-6sszefliggd halma-
zokat poliominoknak is hivjak.

Ha egy diszkrét halmaz nem 4-0sszefliggd, akkor tobb poliominobol all. F maximalis
4-psszefiiggd részhalmazai F egyértelmiien meghatarozott particiondlasat adjék. F egy ma-
ximalis 4-0sszefiiggo részhalmazat F egy komponensének nevezzik.

www.tankonyvtar.hu © Balazs Péter, SZTE


www.tankonyvtar.hu

8.1. A MAG-BUROK ALGORITMUS 63

Definicio. Egy F diszkrét halmaz horizontalisan konvex (roviden h-konvex), ha minden so-
ra 4-0sszefliggd. Egy F diszkrét halmaz vertikalisan konvex (roviden v-konvex), ha minden
oszlopa 4-0sszefliggd. Ha egy diszkrét halmaz horizontalisan és vertikalisan is konvex, akkor
hv-konvexnek nevezziik.

A fenti fogalmakat a 8.1 abra szemlélteti.

(@) (b) (© (d)

8.1. abra. (a) Egy poliomino. (b) Egy hv-konvex poliomino. (c) Egy hv-konvex 8- de nem 4-6sszefiiggd
diszkrét halmaz 3 komponenssel. (d) Egy altalanos hv-konvex diszkrét halmaz 4 komponenssel.

8.1. A mag-burok algoritmus

775442221

O OO0 L W W N N —

8.2. abra. A mag-burok algoritmus mag konstrukcios operatorai dltal képzett halmazok egy példan.

A legels6 geometriai tulajdonséagot is kihasznalo eljaras a [35] cikkben megjelent hv-konvex
halmazokat rekonstrual6 tigy nevezett mag-burok algoritmus. A modszer az F diszkrét hal-
mazt a C fokozatosan ndvekvd és a B fokozatosan csokkend halmaz segitségével két iranybol
iterativan kozeliti. A C halmaz a mag, melyre az eljaras soran folyamatosan teljesiil, hogy C C
C F, a B halmaz a burok, melyre pedig F C B teljesiil. Kezdetben (a 0. iteraciéban) Cy =
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¢s By =T, ahol T az F halmazt befoglald legkisebb téglalap. Az algoritmus az R és S sor-
illetve oszlopdsszegek segitségével képez mindig uj magot, illetve burkot, megallapitva, hogy
hol lehet biztosan eleme az F halmaznak €s hol nincs biztosan.

Az eljarés altalanos megadasa el6tt a mag- és burokképzd operatorokat egy konkrét példan
mutatjuk be. Tegyiik fel, hogy R =(1,2,2,3,5,5,8,8) és S = (7,7,5,4,4,2,2,2,1). A ¢(By, R)
operator, a By (teljes befoglalo legkisebb téglalappal egyenld) burok azon részeit valasztja,
ki, melyek az R vetiilet alapjan mindenképpen a halmazba esnek. A kivalasztas alapja a ko-
vetkezd. Mivel r5 = 5 és a rekonstrudland6 halmaz horizontalisan konvex, igy az 5. sorba
otféleképpen tudunk letenni egy 5 egység hosszlisagu csikot, vagy legbaloldalt kezdve azt,
vagy eggyel jobbra cstsztatva, és igy tovabb. Az utolsé lehetdség az, hogy legjobbra toljuk el
ezt a csikot. Barhogy is tessziik le azonban ezt a csikot, a sor k6zépso, 6todik eleme minden-
képpen bele kell, hogy keriiljon az F halmazba. A 6. sorra teljesen ugyanilyen megallapitast
tehetlink. A 7. sor esetében r7 =8, igy itt csak kétféleképpen tehetd le egy 8 egység hosszi-
sagu csik. Mindkét esetben a sor masodiktol hetedikig terjedd elemei az F' megoldashalmaz
részét fogjak képezni. Ugyanez mondhato el az utolso sorrdl is. A ¢(By, S) operator szerepe
hasonlo, csak az oszloposszegekkel és a vertikalis konvexitas alapjan dolgozik. A ¢(Byg, R)
és a c(By, S) operatorok altal képzett halmazok elemeit a 8.2. abran lathatjuk, vizszintes il-
letve fuggdleges vonalakkal jelolve. Vilagos tehat, hogy ¢(By, R)Uc(By, S) része lesz az F
halmaznak. Azonban még ennél is tovabb mehetiink, ugyanis az F halmaz mindkét iranybol
konvex kell, hogy legyen. Vehetjiik tehat a C1 = J (¢(Bo, R)Uc(By, S)) halmazt, mint kovet-
kez6 magot, ahol a J(X) azt a legkisebb mindkét iranyban konvex halmazt adja vissza, amely
X-et tartalmazza. A J operator altal a maghoz adott elemeket a 8.2 abran x-szel jeloltiik.

A kovetkez6 1épésben az aktualis mag alapjan sziikitjiik a burkot, vizszintesen a b(Cy, R),
fiigg6legesen pedig a b(C1, S) operatorok segitségével. A C; halmaz az els6 és utolso sor ki-
vételével minden sordsszeget, és az elsd €s utolso oszlop kivételével minden oszlopdsszeget
kielégiti, igy ezekben a sorokban ¢és oszlopokban a burok 6sszébb htizhato. Mivel a burok F
minden elemét biztosan tartalmazza, igy a vizszintesen ¢€s fliggélegesen kialakult burkok met-
szetét kell venniink az G1j burok 1étrehozasahoz, azaz az 0j burok definialhato a Bi=b(C1, R)N
Nb(C1, S) metszettel. A burokképzés 1épéseit a 8.3 abra szemlélteti.

Ezutan, az eljaras folytatodik a kovetkezd iteracidval, mindig az aktudlis mag segitségével
alakitjuk ki az 0j burkot, és az aktualis burok alapjan bévitjiik a magot. Ezt egészen addig
folytatjuk, amig a mag egyenld nem lesz a burokkal, és ebben az esetben megtalaljuk az adott
feladat egy megoldasat. El6fordulhat azonban az is, hogy a kovetkezd 1épésben nem valtozik
a burok és a mag sem, holott még nem talaltuk meg a megoldast. Az olvasoé konnytiszerrel
balkozéason alapuld visszalépéses keresést hajtunk végre. Eltaroljuk egy veremmemoriaban
az aktualis magot és burkot, majd valasztunk egy olyan elemet, mely a burokban benne van,
de a magban nincs. Ezt hozzdadjuk a maghoz €s igy folytatjuk az eljarast. Ugyanigy jarunk el,
akkor is, ha ujbol dontési helyzetbe keriilnénk. Lényegében visszalépéses megoldas keresés
segitségével jarjuk be a keresési teret. Ha olyan elemet toroltiink a burokbdl, mely a megol-
dasnak mindenképpen része kell, hogy legyen, akkor ez el6bb-utébb arra fog vezetni, hogy a
C C B relécio nem fog teljesiilni, és ekkor egy 1épést visszaléplink.
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8.3. abra. A mag-burok algoritmus burok konstrukcios operatorai daltal képzett halmazok egy példan.
A sorosszegek (balra) és oszlopdsszegek (kozépen) dltal meghatdarozott burok, és a ketto metszete
(jobbra).

Az algoritmus azon valtozatat adjuk meg, amely egy megoldas megtalalasara szoritkozik, az
Osszes megoldas megtalalasa csak egy apro, az olvaso altal is konnyen elvégezheté modositast
kivan meg. Az eljaras 1épései a kovetkezok

1. Legyen S egy lires verem, k =0; Co=0; Bo=T.

2. B:=ByNb(Cr, R)Nb(Ck, S).

3. C:=J((c(Bk, R)Uc(Bg, S))).

4. Ha C = Cy, akkor { (C, B, (i, j) > S); C =CU{(i, j)} }.
5. Ck+1:=C; By+1 = B; k:=k+1.

6. Ha C; C By, akkor 2. 1épés.

7. Ha Cy = By, akkor megtaléltuk a megoldast, iiritsiik ki az S vermet, irjuk ki a megoldast
és VEGE.

8. Ha Cy ¢ By és S iires, akkor nincs megoldas és VEGE az eljarasnak, egyébként 9.

9. S— (C,B, (i, j)), Cxr1 =C, Bxs1 = B\{(i, j)}; k =k —1 és 1épjiink a 2.-re.

8.2. A hv-konvex poliomindok rekonstrukcioja

A mag-burok algoritmus futasi ideje legrosszabb esetben exponencialis, 1évén bizonyos ese-
tekben egy sima visszalépéses kereséssé redukalodik. Rdadasul nem is varhatunk sokkal ha-
tékonyabb algoritmust erre a feladatra, a [48] cikkben ugyanis bizonyitast nyert, hogy a hv-
konvex halmazok rekonstrualasa NP-teljes probléma. Megindult hat a teljes problémakor fel-
térképezése, hogy milyen tulajdonsadgok egyiittes megléte biztosithat polinomialis futasi idot.
Onmagéaban a horizontélis vagy vertikélis konvexitis NP-teljes rekonstrukciora vezet, még
abban az esetben is, ha a rekonstrualand6 halmazrol azt is feltételezziik, hogy 6sszefiiggd [7].
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Ugyanez deriilt ki az altalanos 4-6sszefliggd halmazok rekonstruédlasarol is [48]. Az egyet-
len pozitiv eredményt a hv-konvex és 4-0sszefliggd (vagy 8-0sszefiiggd) halmazok rekonst-
rudlasanak vizsgalata hozta. Erre az osztdlyra azonban két 1ényegesen eltérd algoritmus is
sziiletett, érdemes mindkettdvel megismerkedniink. A tovabbiakban a szakirodalombol atvett
jelolésekkel 6sszhangban a H = (hy, ..., hy) vektor jeloli a diszkrét halmaz horizontalis, a
V =(v1,...,v,) pedig a vertikalis vetiiletét. Feltételezziik tovabba, hogy a H és V vektorok
kompatibilisek. Emellett bevezetjiik a

m n
T:Zhi: vj

i=1 j=1

jelolést is.

8.2.1. Mag-burok algoritmus hv-konvex poliominokra

Az eljaras alapotlete hasonld a kordbban mar ismertetett mag-burok algoritmuséhoz [¢]. Ki-
indulunk egy olyan halmazbdl, mely biztos része a megoldasnak ¢€s ezt a halmazt probaljuk
novelni, mig masrészrol folyamatosan zarunk ki elemeket a megoldasbol a burok sztikitésé-
vel. Az eljaras bevezetéséhez sziikségiink lesz néhany ujabb fogalomra.

Definicio. Egy diszkrét halmaz horizontalis és vertikdlis kumulalt vektorain a H =
=(hi,...,hy) és V= (v1,...,7,) vektorokat értjiik, ahol

i
hi=Y h(i=1....m)
=1

és

Definicio. Egy diszkrét halmaz i-edik sorat median sornak nevezziik, ha hii<T /2 < hi. A
halmaz j-edik oszlopat medidn oszlopnak nevezziik, havj_1 < T/2 <7v;. A diszkrét halmaz
medidnjanak a medidn sorainak és oszlopainak metszetét nevezziik.

Belathato, hogy a hv-konvex poliominok esetén a medidn mindig belesik a diszkrét halmazba,
azaz hasznalhat6 kiinduldsi magnak. A median azonban 1, 2 vagy 4 elemt lehet csak (lasd
8.4. abra). Az eljaras felgyorsitasa érdekében ezért egy ennél lényegesen nagyobb magbol
szoktak kiindulni.

Definici6o. Egy hv-konvex poliominé északi (déli, keleti, nyugati) talpan a poliomind azon
pontjait értjiik, melyek a befoglalo téglalap felsé (also, bal, illetve jobb) oldalat érintik, ebben
a sorrendben. Hasonlo jeloléseket alkalmazunk a déli talp legjobboldalibb és legbaloldalibb
(s7 illeteve s7), a keleti és nyugati talpak legfelsd (e illeteve w ) és legals6 pozicidira (e
illeteve w;). A poliomind északi laban a

Py = JtE)i=1. . w)

i=ny
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1 469 111415 1479 12161920 1 47 8 101213161920
1 1 2 2 1 1
3 4 3 5 3 4
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1 8 3 13 4 10
3 11 4 17 4 14
3 14 2 19 2 16
1 15 1 20 3 19
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8.4. abra. Peldak hv-konvex poliominok medianjara (a median sorok és oszlopok vastaggal jelélve).

pozicidk halmazat értjiik. A Ps déli, P keleti és Py nyugati labakat hasonléan definialjuk.

crer

Py

n, n

e=e, P .

S8
Py
8.5. abra. A talpak és a labak fogalma (a labak elemei vonalakkal jelélve).

Definici6. Egy F hv-konvex poliominé gerincén a G(F) = NS U WE halmazt értjik,
ahol NS = {(i, j)Iny < j <s,0; = hi—1,hi 2 0;1}U{(i, j)lsy < j <n,T—7;-1 >
> hi—1,hi 2T =0} és WE ={(i, j)lwg < j <e,0; = hi—1,hi 20, 1}U{(i, j)ley <
<j<w,T—=Yj_1>hi—1,h =T —7,}.

A gerinc fogalmat a 8.6 abra szemlélteti.

Koénnyen beléthatjuk, hogy a hv-konvex poliomindk gerince mindig része magénak a polio-
minonak. A definici6 alapjan az is vilagos tovabba, hogy a labak is a poliominon beliil he-
lyezkednek el. Ennél kicsit er6sebb allitast is megfogalmazhatunk, melynek bizonyitasara itt
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1 7 1218243138455258626670737681 85888990

35
44
52

e 89
90

ny S

8.6. abra. A gerinc fogalma. Az NS és W E halmazok elemei fiiggdleges, illetve vizszintes vonalakkal
Jjelezve.

nem tériink ki. Mégpedig azt, hogy a Py U PsU N S halmaz 4-6sszefiiggd és minden sorban
van eleme, és hasonléan a P U Py U W E halmaz is 4-6sszefiiggd és minden oszlopban van
eleme. Ezek a halmazok mar megfeleléen nagyok ahhoz, hogy dket kiindulasi magként hasz-
nalva mar gyors rekonstrukciohoz jussunk. A rekonstrudlds soran ismét a magot noveljiik és
a burkot csokkentjiik tigynevezett feltolto operatorok segitségével, melyek hasonloak a mag-
burok algoritmusban hasznalt miiveletekhez. Ezek az operatorok az alabbiak (az ismeretlen
értékeket '?' jeloli, &, [, k1, ko, k3 pedig nemnegativ egész szamok):

— Mag kiterjesztés konvexitas alapjan: Tetszéleges [17%1] sorozat atirhaté [11¥1] soro-
zatta.

— Mag kiterjesztés koherencia alapjan: Ha egy sor (oszlop) vetiileti értéke / és a sor (osz-
lop) hossza k, akkor az adott sor (oszlop) [1,...,/]N[k—1+1,...,[] halmazba es6
indexi elemei 1-re allithatok.

— Burok csokkentés konvexitas alapjan: Tetszéleges [107¥] sorozat atirhat6 [100%] soro-
zatta. Tetszoleges [?¥01] sorozat atirhato [0¥01] sorozatta.

— Burok csokkentés koherencia alapjan: Tetszdleges [?%11%27%3] sorozat atirhato
[0k1—(I=k2)pl—ka ka7l —k2oks—(I—k2)] sorozatta, ahol I az adott sor vagy oszlop vetiileti
értéke. Tovabba tetszéleges [07/0] sorozat atirhaté [00/0] sorozatta, ha [ < k (ahol [ az
adott sor vagy oszlop vetiileti értéke).

A feltoltd operatorokat sorokra és oszlopokra egyarant alkalmazhatjuk. Segitségiikkel az alab-
bi rekonstrukcios algoritmust adhatjuk meg (itt is csak at egy megoldast megtalalo valtozatot
ismertetjiik). Az eljaras soran minden lehetséges ( Py, Ps) labpozicio-parra az alabbi 1épése-
ket kell végrehajtanunk
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1. Szamitsuk ki N S-t.

2. A PNUPSUNS halmaz elemeit allitsuk 1-es értékiire.

3. Alkalmazzuk a felt61té operatorokat, amig lehet.

4. Ha minden pozicio értéket kapott, akkor megoldast talaltunk és VEGE.

5. Ha K C S, akkor 2SAT kifejezéssel keressiik a megoldast.

Az 5. 1épést terjedelmi okokbol nem részletezziik, annak kifejtése megtalalhato a [£] publi-
kécioban. Az eljiras legrosszabb esetben O (mn-min{m?, n?}) id§ alatt fut le.

8.2.2. Rekonstrukcio 2SAT kifejezésként

Az aldbbiakban egy olyan altalanosan is alkalmazhaté modszert ismertetiink, mely a rekonst-
rukcios feladatot logikai formulak kielégithetoségére vezeti vissza. Az eljarast konkrétan a hv-
konvex poliomindk esetére mutatjuk be, ahogy az [20] cikkben is tortént. Ennek érdekében
felelevenitiink néhany itéletkalkulusbeli fogalmat. Az itéletkalkulusban egy logikai valtozot
vagy annak negaltjat literdlnak hivjuk. A 2SAT kifejezésen diszjunkcidk olyan konjunkcidjat
értjiik, ahol minden tag 2 literalbol all. Példaul a (x1 vV x2) A (X1 VX3) A (x2V x3) formula egy
2SAT kifejezés, melyben x1, xo €és x3 a logikai valtozok. A 2SAT probléma annak eldontését
jelenti, hogy egy adott 2SAT kifejezésnek van-e olyan kiértékelése, melyre a formula igaz. Ez
a probléma a valtozok szamaban linedris iddben megoldhato, ahogy ez példaul a [2] cikkbdl
1s ismert.

A rekonstrukcid azon az észrevételen alapszik, hogy hv-konvex poliomindk esetén a befoglald
téglalap bal-felsd, jobb-felso, bal-also és jobb-also részei olyan diszjunkt, de egyenként 4-
Osszefliggo (esetleg iires) régidkat tartalmaznak, melyekben a poliomindnak nincsen eleme.
Ezeket a régiokat rendre A, B, C és D betlikkel jeloljiik (1asd a 8.7 abrat). A rekonstrukcids
eljaras soran minden (i, j) pozicidhoz négy logikai valtozot rendeliink hozza, melyeket a;;,
bij, cij és d;j jelol. Az a;; valtozo akkor és csak akkor vesz fel igaz értéket, ha az (i, j) pozicio
eleme az A régionak, a tobbi valtozo értéke hasonloan adodik. Egy tovabbi fontos észrevétel
az, hogy a poliomino érinti a befoglalé téglalapjat. Azt mondjuk, hogy az F poliomin¢ (k, )-
nél érinti a befoglalo téglalapjat, ha (k,1) € F és (I, n) € F (lasd Gjra a 8.7 abrat).

A bevezetett valtozok kozott kiillonbozo kapcesolatok allnak fenn, amelyeket logikai formu-
lakkal fejezhetiink ki. Ezek az alabbiak

— Régiok diszjunktsaga: Dis = /\i].{x,-j — yijlx,y €{a, b, c,d}, x}.

— Régiok osszefuiggdsége: Cor = /\ij (aij = ai—1,j Naij = aj j—1) /\/\l.j (bij = bi—1,j A
/\bij — bi,j+1) /\/\ij(cij —> Ci+1,j N\Cij —> Ci,j—l) /\/\ij(dij — di+1’j /\d,'j — dl‘,j+1).

— Erintés: Anc = ak INbgaNCkINdkANA G ANy ANCLn ANd g

— Also6 korlatok oszlopokra: LBC = A;;(aij = Citv;,j Aaij = divv;,j) N /\;;(bij —
—> Ci+vj,j /\b,‘j —> d,~+vj,j)/\/\j(cvj,j /\dvj,j)~
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A B

8.7. abra. A 2SAT alapu rekonstrukcio soran feliigyelt teriiletek és az érintés.

— Felsd korlatok sorokra: UBR = /\j(/\igmin{k,z}(ﬁj — b j+n;) A /\liigk(@ —

= di jrn ) AN (Ak<i<i(Cij = Bijrni ) N Naxiie,1y<i (6ij = dijon;))
— Osszefiiggdség: Con = Nijlaij — div1,j1 Abij = i1 —1)-
Adott (k, 1) érintés és H horizontalis és V vertikalis vetiiletek esetén legyen
Fyi(H,V)=Cor ADisANAnc A\LBC AUBRACon, (8.1)

ami egy 2SAT kifejezés. Az eljaras helyességét az alabbi tétel adja.

Tétel. A (8.1)-ben definialt Fy ;(H, V) formula akkor és csak akkor kielégithet6, ha van olyan
F poliomino, ami a befoglalé téglalapot (k, I)-nél érinti és vetiiletei éppen a H és V vekto-
rokkal egyeznek meg.

Ez alapjan a rekonstrukcios algoritmus csupan annyibol all, hogy minden (k, 1) parra le-
ellendrizziik, hogy Fy;(H, V) kielégithet6-e, és ha igen, akkor outputként adjuk az F =
= AUBUCUD halmazt. Az eljaras futasi ideje legrosszabb esetben O(mn - logmn -
-min{m?, n}), ami rosszabb, mint a mag-burok algoritmus hv-konvex poliominékra vonat-
kozo valtozataé. A kisérleti eredmények azonban azt mutattak, hogy atlagos esetben a 2SAT
formulan alapul6 algoritmus teljesit jobban [6].

8.2.3. Egyértelmiségi eredmények, iranyitott halmazok

Azt mar lattuk, hogy altaldnos esetben a kapcsold komponensek jelenlétének kovetkeztében
akar exponencialisan sok olyan bindris matrix is lehet, melyeknek horizontélis és a vertika-
lis vetiileteik megegyeznek. Erdemes megvizsgalnunk, hogy a hv-konvex poliomindk esetén
mit mondhatunk az egyértelmiiség szempontjabol. A valaszt a [21] cikkbdl kapjuk meg, ahol
bizonyitast nyert, hogy ebben a sokkal sziikebb halmazosztalyban is még mindig exponenci-
alisan sok lehet a megoldasok szama, adott H és V vektorok esetén. A bizonyitas a kapcsold
komponensek egy specidlis hv-konvex poliominén val6 iigyes elhelyezésén alapszik, aho-
gyan ezt a 8.8 abra is mutatja. Mivel a kapcsoldo komponensek a hv-konvex poliominé szélén
helyezkednek el, igy atkapcsoldsuk sordn a megfeleld geometriai tulajdonsagok megdrzdd-
nek. A komponensek egymastol fliggetleniil valthatok at, igy k darab kapcsold komponens
elhelyezése legalabb 2¢ darab kiilonbozé megoldast biztosit.
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8.8. abra. Kapcsolo komponensek elhelyezése egy hv-konvex poliominon. Az exponencidlisan sok
megoldas létezésének bizonyitdsa a k = 3 esetre.

Létezik azonban a hv-konvex polimondknak egy olyan részosztalya, ahol az egyértelmi re-
konstrukcidé mar garantalt.

Definicié. Egy F poliomindt irdnyitottnak neveziink, ha az (m,1) pontjabol a halmaz barmely
mas pontja elérhetd 4-uton keresztiil.

A 8.9 abra egy iranyitott hv-konvex poliomindt mutat. Ezt az osztalyt a [2 | ] cikkben vezették
be, a vonatkozo rekonstrukcios algoritmust pedig a [36] publik4cioban kozolték.

8.9. abra. Egy iranyitott hv-konvex poliomino.

Tétel. Barmely hv-konvex iranyitott m x n méretli poliominé egyértelmiien rekonstrualhatéd
a horizontalis és vertikalis vetiileteib6l O (mn) id8ben.

Az eredmény igazolasahoz az aldbbi két lemmat hasznaljuk fel, melyeket bizonyitas nélkiil
kozliink.

8.1. Lemma. Legyen F egy hv-konvex iranyitott poliominé a H = (hy,...,hy) és V =
=(v1, ..., v,) vetiiletekkel. Akkor (m, j) € F akkor és csak akkor,ha 1< j <h,,, és (i,1)€ F
akkor és csak akkor,ham —v| <i <m.

8.2. Lemma. Legyen F egy iranyitott hv-konvex poliomind, D C F és (i, j) € {1,...,m—
—1}x {2, ..., n} egy olyan pozicid, hogy minden (i, j') # (i, j)-rehai’ >i és j' < j, akkor
(i",j') e F < (i, j') € D. Ekkor Y j_; . dij < vj €s Z{z_ll dir < h; sziikséges és elegendd
ahhoz, hogy (i, j) € F teljesiiljon.

Azaz ha F egy iranyitott hv-konvex poliomino, akkor a 8.1. Lemma alapjan F els6é oszlo-
pa és utolso sora egyértelmiien meghatarozott vy és h,, altal, tehat az F poliomind egy D
részhalmaza megtalalhato (mely F els6 oszlopabdl és utolso sorabol all). Ekkor az (m —1,2)
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poziciora a 8.2. Lemma feltételei teljesiilnek. Ezért ezen lemma alkalmazasaval megallapit-
hato, hogy az (m — 1,2) pozicié F-hez tartozik-e, és ha igen, akkor ez hozzaveheté F-hez,
azaz F = FU{(m —1,2)} lesz. A pozicidkon a bal alsobol a jobb fels6 felé sorfolytonosan
haladva az aktualis D részhalmaz mindig teljesiteni fogja a 8.2. Lemma feltételeit, igy a fenti
eljaras mindig megismételhetd. Az eljaras befejeztével adodik, hogy F'= D. Mivel a matrixon
csak egyszer kell sorfolytonosan végighaladni, igy a futasi id6 O (mn), a konstrukcid pedig
az egyértelmiiséget is garantélja.

8.3. A hv-konvex 8-0sszefiiggé halmazok rekonstrukcioja

Az el6z0 fejezetben megismert hv-konvex polimonokat rekonstrualo eljarasok aprobb, az id6-
bonyolultsdgot nem befolyasolé moddositasokkal kiterjeszthetok az éaltalanosabb hv-konvex
az egyenldségeket nem megengedve a Py U Ps U NS ezuttal 8-6sszefliggd és minden sor-
ban elemet tartalmaz6 halmaz lehet a kiindulasi mag. Ertelemszeriien, a Pg U Py UW E hal-
maz ekkor 8-0sszefliggd és minden oszlopban van eleme. Ez a mddositott eljaras a [16]-ben
keriilt kozlésre. A 2SAT formulén alapulé rekonstrukcié soran a kiterjesztéshez csupan a 4-
osszefliggbséget biztosito Con formulat kell elhagyni az Fy ;(H, V') formula 6sszeallitasakor.
Végezetiil megemlitjiik, hogy a 8- de nem 4-6sszefiiggd hv-konvex halmazok rekonstruala-
sara ismert egy az el6z6eknél gyorsabb, O (mn - min{m, n}) futasi idejii algoritmus is [5].
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9. fejezet

A binaris rekonstrukcio, mint
optimalizalasi feladat

9.1. A rekonstrukcios feladat atirasa optimalizalasi problé-
mara

Ahogyan a folytonos rekonstrukcid esetében, ugy a bindris tomografidban is lehetdségiink van
a vetiiletek és a vetiileti geometria ismeretében egy egyenletrendszer megoldéasara visszave-
zetni a feladatot. A kép m x n méretli befoglal6 téglalapjan beliil a kétdimenzids egészracs
pontjaihoz egy-egy valtozot (x1, xa, stb.) hozzarendelve (a rekonstruadlandé kép befoglalo
téglalapjan beliil) egy

Ax=b 9.1)

alaka egyenlethez jutunk, ahol A a vetitésugarak ¢€s a pixelek kozotti kapcesolatot leird matrix,
b a mért vetiileti értékeket tartalmazo vektor, x € {0,1}""" pedig a megoldast leir6 (ismeretlen)
binaris vektor. Példaul, ha a rekonstrudlandé halmaz horizontalis vetiilete (3,1,2), a vertikalis
vetiilete pedig (2,3,1), akkor a 9.1 abran lathato valtozok bevezetésével a feladatunk egy olyan

binaris x” = (x1, ..., x9) vektor megtalalasa, mely kielégiti a (9.1) egyenletrendszert, ahol
111000000
000111000
A= 0000O0OO0OT1T11
100100100
010010010
001001001

ésb’ =(3,1,2,2,3,1).

A (9.1) egyenletrendszer megoldasa azonban még nehezebb feladat elé allit minket, mint a
folytonos esetben. Egyrészt a folytonos esethez hasonldan a vetiileteken jelentkez6 méré-
si hibak kdvetkeztében itt is elképzelhetd, hogy a egyaltalan nincs is megoldas. Nagyobb
problémat jelent azonban, hogy a rendelkezésre 4116 kevés vetiilet kovetkeztében az egyenlet-
rendszer altaldban erdsen alulhatarozott, azaz a valtozok szama Iényegesen nagyobb, mint az
egyenletek szama. Emellett meg kell birkdznunk azzal a feladattal is, hogy kizarélag bindris
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Xy X X3

2 3 1

9.1. abra. Diszkrét rekonstrukcios feladat atirasa egyenletrendszerre.

megoldasokat fogadunk el. Igy a 3. fejezetben megismert algebrai rekonstrukcios technikakat
kozvetlen formajukban ritkdn hasznaljuk a binaris tomografidban. Egy kifejezetten a binaris
tomografiara kidolgozott algebrai rekonstrukcidés modszer az ugynevezett DART (Discrete
Algebraic Reconstruction Technique, diszkrét algebrai rekonstrukcids technika), melynek tar-
gyalasa azonban a jegyzet keretein kiviil esik. Errdl részletesebben az olvasé a [12] cikkben.
Mais megkdzelitéshez kell fordulnunk tehat. Az egyenletrendszer megoldasa helyett attériink
egy optimalizalasi feladatra, ahol célunk a

C(x)= || Ax—b]2+y - B(x) 9.2)

fliggvény minimalizalasa a lehetséges binaris megoldasok halmazan. A (9.2) jobboldalanak
elsd tagja biztositja, hogy a megoldas vetiiletei megkozelitdleg megegyeznek az eldirtakkal.
Ezzel elkeriilhetok az inkonzisztenciabol adodo problémaék is. A mésodik tag segitségével
épithetjiitk be a rekonstrualandé képrol eldzetesen rendelkezésre allo informaciot. A ®(x) :
{0,1}"" — R fiiggvény mérheti példaul az adott megoldéas simasagat, vagy egy Xmoq modell-
képhez vald hasonldsagot. Végiil y > 0 egy alkalmasan vélasztott stily, melynek segitségével
kifejezhetd, hogy a vetiileti vagy az a-priori informaciot tartjuk megbizhatébbnak. A (9.2) op-
timalizalasi feladat megoldasara altalaban valamilyen numerikus modszert (leggyakrabban a
[44] cikkben kozolt de programozast) szoktak valasztani, vagy a kombinatorikus optimaliza-
las eszkoztardhoz fordulnak. A tovabbiakban a megoldasra két altalanosan elterjedt optima-
lizalasi technikat, a szimulalt hiitést és a evolicids programozast fogjuk ismertetni.

9.2. Binaris rekonstrukcio szimulalt hutéssel

9.2.1. A szimulalt hiités

A hagyomanyos gradiens-alapt keresdalgoritmusok a célfliggvény optimalizalasa soran csak
egyre csokkend értékli megoldasokat fogadnak el, igy konnyen lokalis optimumba ragad-

www.tankonyvtar.hu © Balazs Péter, SZTE


www.tankonyvtar.hu

9.2. BINARIS REKONSTRUKCIO SZIMULALT HUTESSEL 75

hatnak. Ahhoz, hogy nagyobb esélylink legyen a globalis optimumot megtalalni, meg kell
engedniink a keresés soran azt, hogy az aktualis megoldasénal nagyobb célfiiggvényérték ira-
nyaba is elmozdulhassunk. Természetesen az ilyen Iépéseket csak koriiltekintd modon lehet
megtenni, hogy maga a folyamat az optimumhoz kozeli eredménnyel zaruljon. A fenti otlet
egy megvalositasa a szimulalt hiités, melyet a [4 1] cikkben ismertettek el0szor. Az eljaras azt
a fizikai folyamatot imitalja, amikor egy folyékony fém a fokozatos hiités soran megdermed.
A termikus zajnak kdszonhetéen a folyékony fém energidja a hiités soran néha ndvekszik,
de a hiitési hdmérsékletet megfelelden szabalyozva a fém végiil minimalis energiaja kristaly-
racsban dermed meg. A szimulalt hiités a fenti észrevételen alapulo, 4ltalanosan alkalmazhato
véletlen keresési technika, mely a kdvetkezd 1épésekbdl all.

1. Jelolje x a kezdeti megoldast, T pedig a kezd6hdmérsékletet. x,.; = X.

2. Modositsuk az x,.; aktudlis megoldast véletlenszertien. Jeldlje az igy kapott megol-
dast x'.

3. Ha C(x) < C(x) akkor X, := X’ és ugorjunk az 5. 1épésre.
, L / _C)-Ccx "
4. Legyen r € [0,1] egy véletlen szam és legyen X, ==X har <e 7 (ellenkez6
esetben ne valtoztassunk az aktualis megoldason).

5. Ha a leallasi feltétel teljesiil, akkor VEGE, egyébként csokkentsiik a 7 hdmérsékletet
¢s ugorjunk a 2. 1€pésre.

Az eljaras eldnye, hogy széleskoriien alkalmazhatd és megfelel6 (végtelen sokaig tartd) ho-
mérsékletcsokkentés esetén bizonyitottan 1 valoszinliséggel megtalalja a globalis optimumot.
Héatranya azonban, hogy sok paramétere van, melyeknek az adott optimalizalasi problémara
torténd finomhangolésa nehézkes. Kezdeti megoldasként altalaban egy véletlenszerti vagy
egy minden valtozdjaban azonos megoldast szokas valasztani. A kezdéhémérséklet gondos
megvalasztasa mellett fontos szerepe van a hiitési karakterisztika megadasanak, azaz annak,
hogy a hdmérséklet hogyan csokken az iterdciok soran. Altaldban az aktudlis hdmérsékletet
valamilyen 1-nél kisebb, de ahhoz kozeli értékkel szorozzak. Ez az érték az iteraciok soran
dinamikusan valtozhat is az eltelt iteracidk szaménak fiiggvényében. A leallési feltétel lehet
példaul adott szadm iteracio lefutasa vagy az, ha mar adott szamu iteracid 6ta nem valtozik
az addig talalt legjobb megoldas értéke. Mindezek a paraméterek azonban jelentdsen befo-
lyéasoljak az eljaras sikerességét.

9.2.2. Pixel és objektum alapu megkozelitések

A szimulalt hiitési algoritmus 2. 1épésében az aktualis megoldast véletlenszertien valtoztat-
juk meg. Az eljaras diszkrét rekonstrukciora vald alkalmazasa soran kétféle megkozelitéssel
jarhatunk el. Ha a képet binaris matrix (vagy vektor) alakban keressiik, akkor a legkézenfek-
vobb modszer az aktudlis megoldds megvaltoztatasara az, hogy egy véletlenszerlien valasz-
tott pixelt invertalunk a képen. Ez a megkdzelités konnyen kddolhato és gyors algoritmust
eredményez, hatranya azonban, hogy a képrdl esetlegesen meglévo strukturalis informaciot
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nem veszi figyelembe. A masik megkozelitésben a képet ugy fogjuk fel, mint geometriai ob-
jektumok egy halmazat. Ha példaul ismert, hogy a képen diszjunkt korlapok helyezkednek
el, akkor érdemes ezeket az objektumokat geometriai paramétereikkel reprezentalnunk, azaz
egy ((x1, y1,71), (x2, y2,72), - - ., (Xn, Yn, 1)) listaval, ahol n a korlapok szamat, (x;, y;) az
i-edik korlap kdzéppontjat, r; pedig annak sugarat jeloli. Ekkor az aktudlis megoldas meg-
valtoztatasa egy adott (véletlenszertien valasztott) korlap sugaranak véletlenszeri mértékben
vald novelését vagy csokkentését, vagy a kozéppontjanak véletlenszerii elmozgatasat jelenti.
A paraméterekkel megadott objektumokat azonban minden iteracioban ra kell ,,vetiteniink”
a pixelracsra ahhoz, hogy a diszjunktsagot ellendrizni tudjuk és a vetiileteket szamithassuk,
ami iddigényes feladat. Igy ez a megkozelités altaldban lassabb, mint a pixel alapu eljarasok.
Elonye viszont, hogy ki tudja hasznalni a strukturalis elézetes informaciot, de épp ez szabja
meg alkalmazhatosaganak korlatait is, hiszen csak olyan esetben hasznéalhato, ha a megfelel
informéacio rendelkezésre all.

9.3. Binaris rekonstrukcio genetikus algoritmussal

9.3.1. Genetikus algoritmusok

A szimulalt hiités nehéz paraméterezhetdsége mellett ltalaban annak lassusagat szoktak hat-
ranyként megemliteni. Emellett adodhatnak mas problémak is. Eléfordulhat, hogy egy adott
rekonstrukcids feladatnak sok lokdlis optimuma van, és ezek kozott nagy, a célfiiggvény ér-
tékét noveld 1épéseket kell tenni. Ezekben az esetekben sziikség lenne a nagy valtoztatast
biztosito 1épésekre is. A szimulalt hiités azonban jellegébdl adédoan csak kis 1épéseket enged
meg. A problémara megoldast nyujthatnak a genetikus algoritmusok. Ahogyan a szimulalt
hiités, ugy a genetikus algoritmusok is véletlenszerti keresési technikak, a szimulalt hiités-
sel szemben azonban itt nem egy szalon folyik a keresés, hanem egyszerre szamos iranyban.
Ezek az eljarasok az evolucios folyamatot probaljak mesterségesen utanozni. Ennek 1ényege
az, hogy egy rendszer egyedei folyamatos atalakulason mennek keresztiil és az életképesebb
egyedek nagyobb valoszinliséggel tudjak tulajdonsagaikat a kovetkezd generacio egyedeire
atorokiteni.

A genetikus algoritmusoknak igen kiterjedt a szakirodalma, mi most csak a legegyszertibbekre
fogunk szoritkozni. A technika irant érdekl6dd olvasonak a [3] konyvet ajanljuk. A folyamat
soran az aldbbiak modellezésére van sziikségiink.

— Egyedek: a probléma lehetséges megoldésai.

Kiindulasi populacié: a kezdetben rendelkezésre allo egyedek.

— Fitness-fliggvény : minden egyedhez hozzéarendel egy valos értéket, mely az optimalis
megoldastol valo tavolsagat jelzi.

Szelekcid: a populaciobdl a legjobb fitness-értékii egyedek kivalasztasa.

Rekombinécio (keresztezés): képezziink két kivalasztott egyedbdl 1) egyedeket a ke-
resztezés operator segitségével.
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— Mutécid: a mutacios operator segitségével modositsunk néhany egyedet.

Az egyedek reprezentalasara a kovetkezo fejezetekben fogunk kitérni, itt is alkalmazhatjuk a
pixel és az objektum alapu megkozelitést is. A kiindulasi populacioé altalaban véletlenszertien
legeneralt egyedekbdl all. A fitness-fiiggvény egy adott egyed optimalis megoldastol valo ta-
volsagat jelzi. Noha az optimalis megoldas értelemszeriien nem ismert, fitness-fliggvényként
minden tovabbi nélkiil hasznalhatjuk a célfiiggvény értékét. Igy a kisebb fitness-értékii egye-
dek szamitanak jobbnak. A szelekcio sordn a rosszabb (esetiinkben nagyobb) fitness-értékii
egyedeket eldobjuk és csak a legjobb N darab egyedet tartjuk meg, ahol N a populacio eld-
re meghatarozott szdmossaga. A mutacios operator segitségével egy egyedbdl egy 11j egye-
det képziink, annak bizonyos tulajdonsagainak médositasaval. A rekombinacids (mas néven
crossover) operatorral két egyedbdl képziink egy vagy két Gijat az 6s6k tulajdonsagainak ke-
verésével. A genetikus algoritmusok fobb 1épései az alabbiak :

1. Kiindulasi populacié létrehozésa.
2. Populacio kiértékelése.

3. Ha a leallasi feltétel teljesiil, akkor VEGE, egyébként hajtsuk végre a rekombinacios,
mutacios €s szelekcios operatorokat és ugorjunk a 2. 1épésre.

A kiindulési populéacidé egyedeit egyéb ismeret hidanyaban eléallithatjuk véletlenszertien is.
A populacio kiértékelése annyit tesz, hogy minden egyedre meghatarozzuk annak fitness-
értékét. A leallasi feltétel itt is, mint a szimulalt hiitésnél, lehet adott szamu iteracio lefutasa,
vagy az, ha mar adott iteracio 6ta, nem valtozik az addig talalt legjobb fitness-értékii megoldas
értéke. Az, hogy egy adott egyed mekkora valoszintiséggel érintett a mutacio altal, valamint
hogy mekkora valdszinliséggel vesz részt 01j egyedek rekombinacioval valo 1étrehozasaban
fligg az egyed fitness-értékétdl (példaul a jobb fitness-értékii egyedek nagyobb valoszinliség-
gel keresztezddhetnek), valamint az N, és N, globalis paraméterektdl is, melyek rendre azt
mondjak meg, hogy hany egyeden hajtsunk végre mutéciot és hany 01j egyedet hozzunk 1étre
keresztezéssel. Ezek a globalis paraméterek lehetnek allandoak a folyamat soran, de idében
valtozhatnak is.

A genetikus algoritmusok eldnyei k6zé szokas sorolni tobbek kdzott egyszerti kddolhatosagu-
kat és sz¢leskori alkalmazhatosagukat (nagy keresési térben is mitkddnek és kevés informéaci-
otigényelnek a célfliggvényrdl). Hatranyuk, hogy lokalis optimumba ragadhatnak és bizonyos
esetekben nehéz a probléma reprezentalasa (ahogy ezt majd a kovetkezo fejezetben is latni
fogjuk). Emellett a paraméterezésiik is nehéz lehet.

9.3.2. Mutacios és rekombinacios operatorok a pixel alapu megkozelités-
ben

A pixel alapi megkdzelités esetén a képet egy binaris matrixként (vagy annak pozicioit sor-
folytonosan felirva bindris vektorként) értelmezziik. A mutacids operator megegyezik a szi-

crer

invertaljuk. Kézenfekvo lenne a keresztezési operatort naiv modon ugy definialnunk, hogy az
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két matrixbol (A-bol és B-bol) ugy hozzon Iétre egy harmadikat, hogy annak elemeit véletlen-
szertien hol az A hol a B megfeleld pozicidban 1évo elemével tolti fel. Ez a modszer azonban
a diszkrét képrekonstrukcid szempontjabol nem vezet kielégitd eredményre. A probléma az,
hogy a véletlenszerli masolgatas kovetkeztében az eredménytil kapott matrixban elvész a két-
dimenzids informacid, a sziilok jo tulajdonsagait legtobbszor nem o6rokli az 0 egyed, igy a
fitness-értéke is rosszabb lesz, mint a sziiloké. Hogy ezt jobban megértsiik, vessiink egy pil-
lantast a 9.2 dbrara. Célunk egy 6 x 6-os méretii kép rekonstrualasa, melynek vetiiletei mind
horizontalis mind vertikalis iranybol a (3,3,3,3,3,3) vektorral adhatok meg. Ilyen kép sok van,
de mi azt a megoldast keressiik, ahol a kép lehetdleg sima, azaz ahol az 6sszes 4-szomszédos
pontpart tekintve a pontok lehetéleg minél tobb esetben azonos szinliek. Ez utdbbi igényiink
rovasara akar hajlandoak vagyunk a vetiiletektdl némileg eltérni is (amivel azt fejezziik ki,
hogy a mért vetiiletek nem feltétlentil teljesen pontosak). Tekintsiik a kdvetkezd minimaliza-
lando célfiiggvényt

6 6 2 6 6 2 3 36
c<x>=Z<qu—3) +Z(qu—3) t52 D -l
i-1 \j=1 =1 \i1 J=1 1eNL())

ahol Ny (j) a j-edik pixel 4-szomszédainak halmazat jeloli. A képlet els6 két tagja a horizon-
talis illetve a vertikalis vetiileti eltérést méri. A harmadik tag a simasageért felelds. Mind a 36
pixel esetében megvizsgaljuk azt, hogy az adott pixel €s a vele 4-szomszédosak azonos értéket
vesznek-e fel, ha nem akkor minden egyes eltérd értékii pixelpar esetén az 0sszeg értéke 1-
gyel novekszik. Tehat minél tobb 4-szomszédos pixel-par értéke kiillonbozik, annal nagyobb
lesz a harmadik tag értéke. A 3/2-es szorzoval az elvart simasagra és a vetiiletek kielégitésére
vonatkoz6 igényeink fontossagat paraméterezziik.

Van mar két megoldasi javaslatunk (A és B), amelyeknek jo a fitness-értékiik (C(A)=54+54+
+0=108 és hasonloan C(B)=108), ugyanis megfeleléen simak, de a vetiileteket még nem elé-
gitik ki. Ha most A-t és B-t naiv modon keresztezziik, akkor nagy valosziniiséggel valamilyen
a C-hez hasonl6 eredményképet kapunk, ami az eldirt vetiileteket sem elégiti ki kelloképpen
¢s ugyanakkor a sziilok simasagat sem Orizte meg. Raadéasul az utdd fitness-értéke, mindkét
szl fitness-értékénél rosszabb (C(C)=4+4+1,5-78=125). Sokkal eredményesebb lenne a
rekombindcids operatort gy definidlni, hogy az nagy 0sszefiiggd teriileteket tudjon masolni
és a vetiileteket se rontsa el ekdzben. Igy esélyiink lenne egy a D-hez hasonlé (C (D) =0+0+
+1,5-24 = 36 fitness-értekil) idedlis vagy ahhoz nagyon kozeli képet kapnunk a keresztezés
utan.

Egy ilyen megkozelités keriilt ismertetésre J. Batenburg altal a [11] cikkben, melyet most ro-
viden mi is bemutatunk (a mutacios és rekombindcios operatorokra egy masik trilkkkds megol-
dast lathat az olvasé a [22] munkaban). Az operatorok bemutatasa elott egy rovid kitérdt kell
tenniink. Arra keressiik a valaszt, hogy hogyan rekonstrualhat6 egy olyan m x n méretii A bi-
naris matrix, melynek sordsszegvektora R, oszloposszegvektora S és amely egy megadott M
matrixhoz a leginkabb hasonlo, tehat a Iehetd legtobb pozicidban megegyezik A és M. Azaz

amelyre
m

n
3O laig—mij
=1

i=1 j
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9.2. abra. Egy példa arra, hogy a pixel-alapu megkozelités esetén a naiv keresztezési operator miért
alkalmatlan.

minimalis. A kétvetiiletes binaris rekonstrukcids probléma megfogalmazhatd a grafelmélet
nyelvén is [24]. Tekintsiink egy olyan G(V, E) grafot, melynek pontjai

V:{S’tvv:l?"'7vm’w19“"wn}a
¢lhalmaza pedig az E = E1 U E2 U E3 halmaz, ahol

E|= {(s,v))li=1,...,m}
Ey = {(wj,)lj=1,...,n} (9.3)
Es= {(vi,w))li=1,....m, j=1,...,n}.

Legyen tovabba adott a ¢ : E — N kapacitasfiiggvény gy, hogy c(s, v;) = r; minden E1-
beli élre, c(w;, t) = s; minden E»-beli élre, valamint c(e) = 1 minden E3-beli él esetén. Ez
a konstrukcid a grafon az s forrassal €s a ¢ nyel6vel egy hdlozatot definidl, melyet a 9.3 dbra
mutat. Belathato, hogy a haldzaton egy maximalis folyam mindig megfelel egy a vetiilete-
ket kielégité rekonstrukcionak oly modon, hogy a matrixban az (i, j) pozicio értéke akkor és
csak akkor 1, ha a maximalis folyamban a (v;, w;) ¢l értéke 1. Ilyen folyam (rekonstrukcid)
persze tobb is lehet. Legyen most tovabba adott a p : E — {0, —1} kdltségfiiggvény is ugy,
hogy p(s, v;) = 0 minden Ej-beli élre, p(wj, t) = 0 minden Eq-beli élre és c(v;, w;) = —
—m;; minden E3-beli €lre. Az is bizonyithatd, hogy az ezzel a koltségfiiggvénnyel ellatott
grafon egy minimalis koltségli maximalis folyam éppen egy az adott vetiiletpart kielégitd €s
M-mel legtobb kozos 1-est tartalmaz6 (azaz M-hez leginkabb hasonlo) rekonstrukcio. Ez a
folyam radadasul hatékonyan is szdmithato [1]. Keziinkben van tehat egy eszkoz arra, hogy
olyan matrixokat konstrualjunk, melyek kielégitenek egy adott vetiiletpart, és a lehetd leg-
jobban hasonlitanak egy elére megadott matrixhoz. Ezt az eszkdzt fogjuk hasznalni az ujfajta
mutécios €s rekombindcios operatorok megtervezéséhez.

A keresztezési operator 1épéseit egy konkrét példan a 9.4 dbran kovethetjiik nyomon. Kezdet-
ben egy iires képbdl indulunk ki, ezt négy (lehetdleg) megegyezd méretii kvadransra osztjuk.
Ezutdn mind a négy kvadransban véletlenszertien elhelyeziink egy-egy pontot, kettot az elsd
sziill6hoz tartozoként, kettét pedig a masodikhoz tartozoként megjelolve. Ezek a kiindulasi
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9.3. abra. A rekonstrukcios probléma halozati folyamként. Az s-bdl kifuto élek kapacitdsai rendre az
F1, 712, ..., Iy Sorosszegekkel definidltak, a t-be befuto élek kapacitasai pedig az s1, s2, ..., S,
oszlopdsszegekkel adottak. A v és w jelzésii pontok teljes paros grafot alkotnak, melyben az élek
kapacitasa 1. Célunk egy maximalis folyam megtalalasa az s-bol t-be.

pontok alkotjak kezdetben a hatarpontok halmazat. A hatarpont olyan pont, mely valamelyik
sziil6hoz tartozonak mar meg lett jeldlve, de van legalabb egy olyan 4-szomszédja, mely még
jeloletlen. A kovetkezd 1épésben a kezdeti egy pontbol all6 régiok ndvelését hajtjuk végre. Vé-
letlenszeriien valasztunk egyet a hatarpontok koziil és annak minden jeloletlen 4-szomszad;jat
megjeloljiik a hatarponttal azonosra. Ezutan frissitjiik a hatarpontok halmazat (az jjonnan
megjeldlt pontok koziil azokat, melyeknek van még jeldletlen 4-szomszédjuk felvessziik a
hatarpontok listajara, valamint tordljiik a listabol a most kivalasztott hatarpontot és azokat,
melyeknek 4-szomszadjai mind jeloltté valtak). A frissitési miivelet lokalisan (a kivalasztott
hatarpont, mint kdzéppont koriili 7 x 7-es ablakban) elvégezhetd. Az eljarast egészen addig
folytatjuk, amig van hatarpont, azaz amig a teljes kép jeloltté nem valik az egyik vagy masik
sziil altal. Igy kapjuk az Gigy nevezett rekombindcios maszkot, melyet ugy kell értelmezni,
juk be, mely altal a pozici6 jeldlve van. Az eredményiil kapott kép a két sziild strukturalis jo
tulajdonsagait megdrzi (hiszen nagy 0sszefiiggo teriileteket masolunk at az utdd képre). A ve-
tilletei azonban jelentdsen eltérhetnek a megkivantaktol. Ezt korrigadlandé az eredményképet
még nem tekintjiik a végleges utddnak, hanem gy fogjuk fel, mint egy modellképet, melyhez
minél hasonldbbat keresilink, de olyat, mely a vetiileteket is kielégiti. Azt azonban az el6bb
mar ismertettiik, hogy ez konnyen megtehetd egy minimalis koltségli maximalis folyam ke-
resésére visszavezetve egy alkalmasan megkonstrualt grafon. Az eredményiil kapott folyam

crer

is a lehetd legtobbet megdrzi, igy ezt tekintjlik a keresztezés soran létrej6vo utdodnak.

A mutacios operator elgondolasa hasonlo (példaként 1asd a 9.5 dbrat). Kiindulunk egy vélet-
lenszerlien valasztott mez6bdl, melyet megjeldliink. Ezutan k-szor végrehajtjuk a régio néve-
1ését (ahol k egy el6re meghatarozott [kin, kmax| intervallumba esé véletlen szam), mindig
egy véletlenszeriien valasztott hatdrpont mentén. Az eredményiil kapott régi6 hatarozza meg a
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(a) (b)

(©) (d)

9.4. abra. A Batenburg-féle rekombinacios operdator. (a) Az elsé sziilo. (b) A masodik sziilo. (c) A

létrehozott keresztezési maszk. Vastaggal jelolve a véletlenszertien valasztott kiindulasi poziciok,

pirossal az elso, kékkel a mdsodik sziilohoz tartozo poziciok. (d) A létrejott modellkép, melynek
segitségével az utod mar megkonstrualhato.

mutdcios maszkot. Az utdd egyedet ugy alakitjuk ki, hogy a maszkon jeldletlen poziciok érté-
keit egyszertien atmasoljuk egy (kezdetben iires) képre, a maszkon jelolt poziciokban pedig az
invertalt értékeket masoljuk at. Az igy kapott kép a sziilével egy nagy teriileten megegyezik,
csupan egy kisebb teriileten invertaljuk a sziild értékeit. Igy a sziil§ strukturalis tulajdonsagai
tulnyomo részt 6roklddnek, a vetiiletek azonban altaldban tavolabb esnek a megkivantaktol,
mint a sziilében (ahol pontosan megegyeznek az eléirtakkal). Igy ismét a folyamon alapuld
korrekcidhoz nytlunk. Azaz a végsd utdd ugy alakul ki, hogy ezt a kapott képet modellképként
felhasznalva megkeressiik azt a képet, mely a modellképhez leginkabb hasonlo ¢és a vetiiletei
is megfeleldek.

(@) (b) (©

9.5. abra. A Batenburg-féle mutacios operator. (a) A kiindulasi egyed. (b) A mutacios maszk.
Vastaggal jelolve a véletlenszeriien valasztott kiinduldsi pozicio, kékkel az invertdalando teriilet. (c) A
létrejott modellkép, melynek segitségevel az utod mar megkonstrualhato.

© Balazs Péter, SZTE www.tankonyvtar.hu


www.tankonyvtar.hu

82 9. A BINARIS REKONSTRUKCIO, MINT OPTIMALIZALASI FELADAT

9.3.3. Mutacios és rekombinacios operatorok az objektum alapu megko-
zelitésben

Amennyiben a kép eldre ismert geometriai objektumokat tartalmaz, akkor a genetikus algo-
ritmusok esetén is valaszthatjuk az objektum alapi megkozelitést. Vegyiik ismét azt a példat,
amikor a képen diszjunkt korlapok helyezkednek el, melyek egy ((x1, y1,71), (x2, y2, r2),

.y (xn, yn, rn)) listaval reprezentalhatok, ahol n a korlapok szamat jeloli, x; és y; az i-
edik korlap kozéppontjanak x illetve y koordinatdjat, r; pedig annak sugarit. A mutaci-
0s operator ebben az esetben megegyezik a szimulalt hiitésnél mar ismertetet valtoztatds-
sal: egy véletlenszerlien valasztott korlap sugarat véletlenszerii mértékben novelhetjiik vagy
csokkenthetjiik, vagy a kozéppontjat véletlenszertien elmozgathatjuk. Amennyiben a korla-
pok szama elére nem rogzitett, ugy mutacioként szoba johet tovabba egy korlap listabol va-
16 torlése vagy egy uj korlap paramétereinek hozzafiizése az aktualis listahoz. A kereszte-
zés soran két sziil6 adott kezdetben, melyeket a ((x1, y1, r1), (x2, ¥2,72)s - - - s (Xn, Yn, Fn)) €8
(1, 1,11, (x5, ¥h.15), ooy (X0, Yips y)) listak reprezentalnak. A két lista nem feltétleniil
azonos hosszusagu, ha a korlapok szdma nem rogzitett az eljaras soran. A keresztezéshez ki
kell valasztanunk véletlenszeriien egy k poziciot az elso és egy [ poziciot a masodik listabol.
Ezen poziciok mentén ,,szétvagjuk™ a két listat, majd a szétvagott részeket 0sszeillesztjiik, igy
két listat kapunk, az egyik

<(-x17 y1’ r1)9 (XQ, y27 rQ)’ LRI (-xk7 yka rk)’ (xl/+1’ y]/+17 rl/+1)7 L] (x;/n’ y;na r,fy,))y
a masik pedig
((xi? )’i, ri)7 (xé7 )’é, ré)7 ooy (-xl/7 yl/v rl/)7 (-xk"!‘la yk+17 rk+1)’ L] (-xl’h )’n’ rﬂ))'

Ha olyan utdd keletkezne, amelyben a korlapok nem diszjunktak, akkor azt életképtelennek
nyilvanitjuk és a kovetkezd generacidban mar nem szerepeltetjiik. Az objektum alapt meg-
kozelités eldnyei €s hatranyai ugyanazok, mint a szimulalt hiités esetében.
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10. fejezet

Emisszios diszkrét tomografia

10.1. Az emisszios diszkrét tomografia alapjai

Ahogy azt mar a kordbbiakban tobbszor is emlitettiik, emisszids tomografia esetén a sugarzas
nem kiviilrdl érkezik a vizsgalt objektumba, hanem az objektum belsejébdl indul. Amennyi-
ben feltételezziik, hogy a tér homogén anyaggal van kitdltve, akkor a rekonstrukciora alkal-
mazhatok a diszkrét (még pontosabban a binaris) tomografia eszkozei. Emlékeztetdiil, egy I,
intenzitassal sugarzo pont esetében a ponttdl x tdvolsagra 1évo detektor altal mért intenzitds a

I= 10 e X
Osszefliggéssel fejezhetd ki, ahol u > 0 a homogén anyag abszorpcidja. Vezessiik most be a

B = et jelolést. Ertelemszertien g > 1.
Definicio: Legyen adott egy A m x n méretli binaris matrix és egy 8 > 1 valos szdm. Az A

matrix S abszorpcidju (baloldali) sor- és (felsd) oszlopdsszegeinek az Rg(A) = (r1, ..., 7m)
és Sg(A)=(s1, ..., sp) vektorokat nevezziik, ahol
n
ri=Y ayp . (i=1,....m) (10.1)
j=1
és
m .
si=Y agB~. (i=1.....n). (10.2)
i=1

A definicioban a ,,baloldali” és ,,felsd” szavakkal a detektorok elhelyezésére utalunk. Emisszi-
0s tomografia esetén ugyanis a detektor és a sugarforras kozotti tavolsag is szerepel az inten-
zitds meghatdrozdsanak képletében, ebbdl addoddan altalaban nem ugyanakkora intenzitést
detektalhatunk az objektum jobb illetve bal, valamint felsd illetve als6 oldaldn. A jobbolda-
li és als6 vetiileteket a (10.1) és (10.2) képletekhez hasonldéan adhatjuk meg. Vegylik észre
tovabba, hogy B =1 azaz u = 0 esetén az abszorpciomentes esetet, azaz az egyszeri sor- €s
oszloposszegek fogalmat kapjuk vissza. Az abszropcios rekonstrukcios problémat valamint
az egyértelmiiség (unicitas) eldontésének feladatat a vizszintes és fiiggdleges vetiiletek ese-
tén a kdvetkezoképpen fogalmazhatjuk meg (ahogy az abszorpcidmentes esetben, gy most
is feltételezziik, hogy G egy eldre adott matrixosztaly).
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— REKONSTRUKCIO(G): Legyenek adottak az m, n € N egész szamok, a 8 > 1 valos
értek és az R € R™ és § € R” vektorok. Konstrudljunk egy olyan A € G m x n méretii
binéris matrixot, melyre Rg(A) =R és Sg(A) = S.

— UNICITAS(G): Legyenek adottak az m, n € N egész szamok, a B > 1 valos érték és
egy A € G m x n méretii binaris matrix. Létezik-e olyan A’# A G-beli binaris matrix,
melyre Rg(A") = Rg(A) és Sg(A") = Sg(A).

A fenti problémak B kiilonbozo értékei mellett kiilonbozé nehézségliek. A fejezet tovabbi
részében eldszor néhany egyszerii altalanos megallapitast teszlink, majd kiilon foglalkozunk
egy specidlis B érték mellett a hv-konvex diszkrét halmazok rekonstrukciojaval. Végezetiil
érintjiik azt az esetet is, amikor két szembenlévo oldali vetiilete adott a vizsgalt objektumnak.

10.2. Az altalanos eset

Az abszorpcios esetben néha mar a sorvetiiletek is elegendéek ahhoz, hogy a binéris matrixot
egyértelmiien rekonstrualhassuk. Tegytik fel, hogy egy m x n méretii binaris matrix rekonst-
rualasa a feladatunk egy olyan 8 abszorpcios érték mellett, mely tetszdleges ¢ és z pozitiv
egészek és 1 < p; <--- < p; <nmvalamint 1 < g; < --- < g, < n esetén teljesiti, hogy vala-
hanyszor B~P1+...+ 7Pt = 791 +...+ B9 mindannyiszor t =z és p1 =q1, ..., Pr =q; 1S
teljestil. Ekkor a binaris matrix minden sora, és igy maga a matrix is egyértelmiien meghata-
rozott az Rg(A) vektor altal. Ez a feltétel példaul minden B > 2 és n > 1 esetén teljesiil. igy az
igazan érdekesek azok az esetek, amikor 8 < 2. Ezen esetek koziil is az egyik leggyakrabban
vizsgalt abszorpcios egyiitthato a =1 = B~2+ B3 egyenletet kielégitd pozitiv gyodk, azaz a
Bo = %5 érték (az egyenlet By = %5 masik gyoke az abszorpcids egyiitthatora vonatkozo
B > 0 feltételt nem teljesiti). Ebben az esetben sikeriilt egy polinomidlis idejii algoritmust
adni a horizontélis és vertikalis vetiileteket hasznald rekonstrukcios feladat megoldasara [9].
Emellett az egyértelmiiség is eldonthetd polinomialis idében. Ennek az alapjat egy a kapcsolo
komponensekéhez hasonld, de annal technikailag 1ényegesen dsszetettebb konstrukcio képezi
[38, 39]. Réadasul a kapott eredmények kézenfekvé modon altaldnosithatok minden olyan S

elnyelddési egyiitthatora, amikor

ﬂ—lzlg—2+...+ﬂ_z (10.3)

teljesiil valamely z > 3 esetén. A kovetkezo fejezetben bemutatsra keriilé eredmények is az
elnyelési egylitthatok (10.3) egyenlettel definialt egész csaladjara érvényesek.

10.3. A hv-konvex matrixok rekonstrualasa abszorpcios
esetben

Azt méar kordbban, a 8. fejezetben lattuk, hogy az altalanos hv-konvex matrixok rekonstrua-
lasa a transzmisszids esetben NP-nehéz. Most arra keressiik a valaszt, hogy mit mondhatunk

ugyanerrdl a problémardl az emisszids esetben. Az ide vonatkozd meglepd eredményeket
a [37] cikk alapjan ismertetjiik.
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10.3.1. A fBy-reprezentacio

A tovabbiakban is a
Bl=p2+p7° (10.4)
_ 1+/5

egyenletet kielégité pozitiv gyokre, azaz a By = —5~ esetre szoritkozunk. A szamrendsze-
rekrél megismertek alapjan a (10.1) felhasznalasdval mondhatjuk, hogy az a;; . . . a;, sz6 egy
(véges) Bp-alapti szamrendszerben vett reprezentacioja az r; (i = 1, ..., m) szamnak (vagy
roviden, annak Bo-reprezentdcidja). Teljesen hasonl6éan kaphatjuk a (10.2) egyenletbdl az s

crer

lajdonsagot is bevezetiink.

Definicié. Azt mondjuk, hogy egy szam By-reprezentacioja teljesiti az dsszefiiggo 1-es tulaj-
donsdgot, ha nincs benne két 1-es értékii pozicid kézott sehol 0-s értékil pozicid.

Altalaban egy szam By-reprezenticidja nem egyértelmiien meghatarozott. Példaul az 100 és
a 011 szavak is a B! értéket reprezentaljak, hiszen a (10.4) egyenlet alapjan 1- =1 +0-
B724+0-p73=0-B71+1-p72+1- 3. Egy erdsebb allitas is megfogalmazhato, melyet most
bizonyitas nélkiil kdzliink.

10.1. Lemma. Legyenek aj ---ax és by --- by ugyanannak a szamnak két kiilonbozd k-
szdmjegyl PBo-reprezentacidi. Akkor b ... by megkaphato a ... ax-bdl Ggy, hogy azon vé-
ges szamu 1D-s kapcsolast végziink, melyek az ay - - - a; reprezentdcioban egy harom egy-
mas mellet 4ll6 szamjegy alkotta 011 sorozatot 100 sorozatra cserélnek (vagy forditva) vagy
egy Olxglxgl - - - x9;11 sorozatot 10x20x40 - - - x2;00 (I > 1) sorozatra cserélnek (vagy fordit-
va), ahol a két reprezentacidban az xa, x4, - - - X971 Szdmjegyek megegyeznek. Az eldbbi esetre
011 «<— 100 kapcsolasként, az utobbira pedig 01xa1xgl - - - x9;/11 «<— 10x20x40 - - - x2;00
kapcsolasként hivatkozunk.

expanziojanak nevezzik és (r)-rel jeloljik.

Egy adott szam By-expanzidja a szdmon végrehajtott maradékos osztasi algoritmus segitségé-
vel igen egyszerlien meghatarozhat6. Jelolje az r szam k-hosszl 6sszefiiggd 1-es tulajdonsagu

Bo-reprezentacidinak halmazat r,EC). Példaul r = B! esetén

r$9 = {10000,01100}, valamint (r) = 10000. (10.5)

A kovetkezd lemma a fo-reprezentaciok szamarol ad informaciot.

10.2. Lemma. TetszOleges r valds szamnak legfeljebb 2 darab olyan k-hossza Sy-reprezen-
tacigja lehet, mely teljesiti az 6sszefliggd 1-es tulajdonsagot.

Bizonyitas. Tekintsiink egy tetszéleges r #0 szdmot, melynek egy k hosszl By-reprezentaci-
Oja teljesiti az Osszefliggd 1-es tulajdonsagot, azaz

r=00---0011---1100---00 (10.6)
alaku, ahol az 1-esek sorozata a j;-edik pozicion kezdddik és a jo-edik pozicion ér véget (1 <

< j1 < j2<k). A10.1. Lemma alapjan, ha létezik egy masik Bo-reprezentacioja r-nek, akkor
az vagy 011 <— 100 alaku, vagy Olxglxgl - - - x9/11 <—> 10x20x40 - - - x9;00 (I > 1) alaka
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kapcsolassal megkaphato (10.6)-bol. Konnyen ellendrizhetd, hogy két k-hosszu 6sszefiiggo 1-
es tulajdonsagot kielégitd fy-reprezentécio esetén csak a 011 «<— 100 kapcsolés fordulhat eld,
amibél mar adédik, hogy r\”) ={00 - - - 010000 - - 0,00 - - - 001100 - - - 0}. Minden mas esetben
a r,EC) halmaz csak egyelemii (vagy ha az adott szamnak nem létezik By-reprezentacioja, akkor
iires).

A tovabbiakban legyen r egy tetszdleges Bo-reprezentacioval rendelkezd valos szam. Ekkor
(c)

az r; ' halmaz elemeinek pozicioit a 10.2. Lemma alapjan Ggynevezett varidns €s invaridans
pozicidkra tudjuk osztani.

Definicié. Az i-edik pozicié (1 < i < k) varidns az r*) osztélyban, ha r-nek két kiilonbozé

()

r, “-beli Bo-reprezentacidja van, melyek az i-dik pozicidban kiilonboznek. Az i-dik pozicid

(c)

O-invarians (I-invaridns) az r, ' osztilyban, ha az i-dik pozicioban 0 (1) all » mindegyik

r,gc) -beli By-reprezentacidjaban.

A (10.5) példara visszatérve az réc) osztalyban az 1, 2, 3 pozicidk variansak, mig a 4 és 5 pozi-

ciok 0-invariansak. A 10.2. Lemma alapjan altalaban is igaz, hogy legfeljebb harom invarians

pozici6 lehet az r,EC) osztalyban. Ha (r)-ben pontosan egy darab 1-es van (mondjuk a j <k —

— 1-edik pozicidban), akkor a j-edik, (j+1)-edik és (j+2)-edik poziciok variansak, mig r,ﬁc)
minden mas pozicidja 0-invarians. Minden mas esetben r,EC) -nek csak egy Bp-reprezentacioja
van (vagy nincs ilyen reprezentacidja), igy minden pozicidja O-invarians vagy 1-invarians.

A varians ¢€s invarians poziciok polinomialis idében konnyen meghatarozhatok.

10.3.2. A hv-konvex binaris matrixok egyértelmiisége és rekonstrukcioja
abszorpcios esetben

A hv-konvex bindris matrixok egyértelmiiségére vonatkozé eredményének bizonyitasahoz az
1D-s kapcsolasok fogalmat kell 2D-re altalanositanunk. Tekintsiik a kovetkezd matrixokat

01 1 100
EO={1 0 o] wvalamint E®=]0 1 1]
100 01 1

melyeket 2D-s elemi kapcsolasoknak neveziink. Abszorpcios esetben ezek a matrixok képezik
az alapjat az altalanos (nem feltétleniil hv-konvex) matrixok egyértelmiiségi eredményének
is, mi azonban most csak a szlikebb matrixosztalyra fogalmazzuk meg az allitast. E ((?)j) -vel és
E ((l.l)j)-vel fogjuk jeldlni, ha a megfeleld 2D-s elemi kapcsolds egy matrixban ugy fordul eld,
hogy a 3 x 3-mas kapcsolasi matrix bal felsé pozicioja az (i, j) pozicival esik egybe.

Tétel. Egy hv-konvex binaris matrix az adott matrixosztalyban akkor és csak akkor nem egy-
értelmiien meghatarozott az abszorpcios sor- €s oszlopOsszegei altal, ha tartalmazza valamely
(i,j)e{l,....m—2}x{1,...,n—2} pozicidban az E((IO)J) vagy az E((})J) elemi kapcsolast
ugy, hogy a matrix minden mas eleme az i, i+1, i +2 sorokban és a j, j+1, j+2 oszlopokban
azonosan 0.
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Bizonyitas. A bizonyitas sziikséges része egyszeri. Ha egy hv-konvex A matrix tartalmazza

mondjuk az E é?)j) elemi kapcsolast, akkor azt az E ((l.l)j) elemi kapcsolasra kicserélve egy 1j

A’ # A hv-konvex matrixot kapunk, melynek vetiiletei A-val megegyezdek. A hv-konvexitas
azi,i+1,i+2sorok ésa j, j+1, j+2 oszlopok azonosan 0 elemei miatt biztosan érvényben
marad.

A masik irany bizonyitasahoz tegyiik fel, hogy A # A’ két hv-konvex matrix ugyanazokkal
az abszorpcios sor- és oszloposszegekkel. Tegyiik fel tovabba, hogy (i, j) (1 <i <m, 1 <
< j < m) a legfelsd sor legbaloldalibb olyan eleme, melyben mar A és A’ kiilonboznek.
Az éltalanossag megszoritasa nélkiil azt is feltehetjiik, hogy a;; =0 és a; =L Akkor a 10.2.
Lemmanak koszonhetden a; j €s alf ;az elsé pozicidia 0lxalxyl - - - x911 €s 10x20x40 - - - x9;00
(I = 0) kiilonbdzdségi sorozatoknak az adott sorban. A hv-konvexitas miatt azonban csak [ =
= 0 allhat fenn, igy adédik, hogy a;;a; j+1a; j+2 =011 és alfjalf’jﬂalf’jﬂ = 100. Ezek utan az
oszlopokra alkalmazva ugyanezt az 6tletet kapjuk, hogy

_ R / ’ / _
ai+1,jai+1, j+1ai+1,j+2 = 100 €8 a;y ;a4 j41@i1q jro =011,

valamint

aj+2,jai+2,j+10i+2,j+2 = 100 €8 Qjyy i1y ji1@ig jig =011,
Ez pontosan azt jelenti, hogy az (i, j) pozicioban A-ban szerepel az E ((l.o)j) elemi kapcsolas,
mig az A’-ben az E ((l.l)j) elemi kapcsolas. A hv-konvexitas miatt A és A’ adott soraiban biztos,
hogy tovabbi 1-esek mér nem szerepelnek.
Ez alapjan az egyértelmiiségi eredmény alapjan most mar meg tudunk adni egy egyszerii
rekonstrukcids algoritmust is, mely egy m x n méretii X matrixot hasznal a varidns €s invarians
poziciok (és igy 1ényegében az Gsszes megoldas) reprezentalasara.

1. Toltstik fel az X matrixot szabad értékekkel.
2. irjuk be X soraiba az invarians 0-kat és 1-eseket a 10.2. Lemma alapjan.

3. Irjuk be X oszlopaiba az invarians 0-kat és 1-eseket a 10.2. Lemma alapjan. Ha egy
pozici6 ellentétes értékeket kapna a 2. és 3. 1épésben, akkor NINCS MEGOLDAS és
leallunk.

4. Az el6z0 1épés utan mar csak legfeljebb 3 szabad pozicié maradt mindegyik sorban
¢és oszlopban. Ha ezek a szabad pozicidk egy 3 x 3-mas almatrixot alkotnak, akkor in-
varians poziciok. Ellenkezd esetben a poziciok értékei meghatarozhatdk a 3 x 3-mas
kornyezetiikben talalhato 0-kbol és 1-esekbdl.

Az algoritmus minden 1épése, igy maga a teljes algoritmus is O (mn) id6ben végrehajtha-
t0, azaz az a meglepd eredményt adodik, hogy mig abszorpciomentes esetben a hv-konvex
matrixok rekonstrukcioja NP-teljes, addig abszorpcid esetén (legaldbbis a vizsgalt 8 = %5
értékre) a feladat mar polinomidalis idében megoldhat6.

Végezetiil bemutatjuk egy példan az eljardas mikodését. Legyenek adva az R =

=(r1,...,r9) ésaz S=(sy,...s10) vektorok, ahol

(r1) = (re) = 0000001000,
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(r3) = 0000000100,
(ra) = (rs) = (rg) = 0001000000,
(r7) = (rg) = (ro) = 1000000000,

valamint
(s1) = (s2) = (s3) = 000000100,
(s4) = (s5) = (s6) = 000100000,
(s7) = 100000000,
(sg) = 011000000,
(s9) = 010000000,
(s10=000000000.

Az algoritmus 2. és 3. 1épése utan allapotot sorra az alabbi két matrix irja le (a szabad pozici-
okat pont jelzi).

0000O0O0 0 0000O0O 00
0000O0O0. 0 000O0O0O0 . 0
0000O0O0OO0O. .. 0000O0O0O0OO0O. .0
000 0000 000 0000
000 0000 000 00 0 0.
000 . 0000 000 . 0000
000O0O0O0O 0 000O0O0O0O0
000O0O0O0O 000O0O0O0O0
000O0O0O0O0 000O0O0O0O0
A 4. 1épés utan pedig az aldbbi matrixhoz jutunk

000O0O0OO0O1O0O0O0

0000O0OO0OO0OT1T10

00 0O0O0OO0OO0OT1O00O0

000 0000

000 0000

000 . . . 0000

000O0O0O0OO

000O0O0O0O O

00 0O0O0O0O O

melyben a szabad poziciok a varians pozicioknak felelnek meg, ahova tetszdlegesen, egymas-
tol fiiggetleniil irhatjuk be az E(©) és E(1) elemi kapcsolasokat. Ebbél kapjuk, hogy az adott
feladatnak 4 kiilonb6z6 megoldasa lehetséges.

10.4. Rekonstrukcio szemkozti oldali vetiiletekbol

Az abszorpcidmentes esetben nincs értelme azzal foglalkozni, hogy a vetiileteket jobboldalon
vagy baloldalon mérjiik. Az emisszids diszkrét tomografia esetében azonban 11j eredményeket
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kaphatunk, ha feltételezziik, hogy a rekonstrukcio soran nem egy fiiggdleges és egy vizszintes
vetiilet adott, hanem mondjuk a két szembenlévd oldali vizszintes vetiilet. A [10] cikkben
bizonyitas nyert, hogy az el6z6ekben bemutatott eredmények kiterjeszthetok erre az esetre is.
Végezetiil ismertetjiik a [40] cikk egy idevonatkozo érdekes eredményét is. Tegyiik fel, hogy
az abszorpcios egyiitthato a y* —y3 —y2 —y +1 =0 egyenlet egyetlen olyan valés gydke,
melyre 0 < y < 1 teljesiil, azaz

y:i (\/1_3+1—\/2«/ﬁ—2).

Tekintstik most az r; = (1000110001) és az ro = (0111001110) vektorokat. Ekkor a baloldali
vetillet értéke R, (r1) =y +y+y0+y 0= (y +yO)(1+y") = (y +yO)(y 2 +y%) = y?+
+y3+94+y7+18499 ami pontosan az Rg, (r2) baloldali vetiilettel egyezik meg. Mivel ry és
ro szimmetrikusak, igy a jobboldali vetiiletek egyenldsége is adodik, azaz ebben az esetben,
a két kiilonb6zd vektort is meg tudunk adni ugyanazokkal a jobb ¢€s baloldali vetiiletekkel,
tehat nem 4ll fenn egyértelmiiség. Az abszorpcids eset altalanos targyalasanal (10.2 alfejezet)
mar lattuk, hogy bizonyos esetekben egy vetiilet is elég az egyértelmiiséghez. A y értékkel
adott abszorpci6 esetében azonban még két szemkozti oldali detektor segitségével sem mindig
garantalhaté az egyértelmiiség. Erdekes kérdés, hogy milyen el6zetes (geometriai) informa-
cioval lenne ez biztosithatd. Erre a valasz jelenleg nem ismert. Mint ahogy arra sem, hogy
pontosan melyek azok az elnyelési egyiitthatok, amelyek esetében fennall a szemkdozti vetii-
letek altal meghatarozott egyértelmiiség. Ugy tiinik, hogy ezen kérdések megvélaszolasa a
tertilet mélyebb elemzését igényli.
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11. fejezet

A diszkrét tomografia alkalmazasai

A diszkrét tomografia szamos alkalmazasa ismert, ezekrol jo attekintést nyajtanak a [28] €s
[29] konyvek. A moddszerrel a legjelentésebb eredményeket természetesen azokon a teriile-
teken lehet elérni, ahol a vizsgalt objektumrdl megalkothato vetiiletek szama rendkiviil kor-
latozott, igy a hagyomanyos folytonos képrekonstrukcids eljarasok alkalmatlanok megfeleld
mindségll keresztmetszeti képek eldallitasara. Nyilvanvaldan a megszoritéas, hogy a rekonstru-
alando keresztmetszeti kép csak kevés (esetenként csak kettd) és elore ismert sziirkearnyalatot
tartalmazhat, megszabja a modszer alkalmazasanak kereteit is. Ebben a fejezetben a diszkrét
tomografia harom sikeres, kiilonb6z6 tudomanyteriiletrél szdrmaz6 alkalmazasat mutatjuk be,
ezzel is érzékeltetve a diszkrét képrekonstrukcid altalanos hatékonysagat.

11.1. Angiografia

A digitalis szubsztrakcios (kivondsos) angiografia (DSA, Digital Substraction Angiography)
egy orvosi képalkotasi eljaras, melynek segitségével a sziv kamrai és a vérerek (ritkdbban
a légutak vagy a bélcsatorna) szerkezete vizsgalhatd jelentdsebb fizikai behatas nélkiil. A
6 cél a kiilonbozo koros sziikiiletek, elzarodasok felfedezése, lokalizaldsa. Az eljaras soran
nagy elnyelési egyiitthat6ji kontrasztanyagot juttatnak a vizsgalando testrészbe. Ez tortén-
het az anyag befecskendezésével, belélegzésével, vagy akar annak lenyelésével is. Ezutan
Rontgen-felvételt készitenek a betegrdl, melyen a felhalmozodott kontrasztanyag jol kirajzo-
16dik, szemben azokkal a teriiletekkel ahova — példaul elzdrédas miatt —nem jut el a kontraszt-
anyag. A vizsgalt személyrdl még a kontrasztanyag bejuttatdsa eldtt ugyanabbdl a poziciobol
készitenek egy masik felvételt is. Ha a kontrasztanyag bevitele utan készitett képbdl digitalis
modon kivonjak a kontrasztanyagmentes képet, azaz minden képpontban veszik a sziirkein-
tenzitasok kiillonbségét, akkor egy olyan képhez jutnak, mely 1ényegében csak a kontraszt-
anyag jelenlétét vagy hianyat mutatja a megfeleld képpontokban. Maga a tomografia ott kap
szerepet, hogy a paciensrdl nem egy hanem altalaban két merdleges iranybol készitik el a
Rontgen-felvételeket, ami két vetiiletnek felel meg. E két képrdl az informacié a megfeleld
algoritmus segitségével mar 6sszekombinalhato igy, hogy teljes keresztmetszeti képet kap-
junk. A keresztmetszeti képek ligyes egymads utan illesztése pedig kiadja a 3D-s struktarat is,
aminek a segitségével a vizsgalt szervrdl sokkal tobb informacid nyerhetd, mint egy vetiilet
esetén. Az eljaras binaris jellegét az adja, hogy a kivonds miatt a rekonstrudland6 képen némi
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hibatol eltekintve csak a kontrasztanyagnak megfeleld intenzitasti pontok lesznek jelen. Telje-
stil a diszkrét tomografia alkalmazhatdsaganak masik feltétele is, ugyanis a kontrasztanyag el-
nyelési egylitthatdja (megkdzelitdleg) eldre ismert. Ugyanakkor sok vetiilet készitésére nincs
lehetdség, ha a gyorsabb folyamatokat (példaul a szivverést) is le akarjuk képezni. Masrészrol
a paciens altal elszenvedett sugard6zis mennyiségét is célszeri minél alacsonyabban tartani,
ami szintén csokkenti a elkészithetd vetiiletek szamat.

Nyilvanvald, hogy ilyen kevés vetiilet esetén szamos kiillonbozé megoldésa lehet az adott re-
konstrukcios feladatnak. Természetesen az orvosi alkalmazas megkdveteli azt, hogy a rekonst-
rualt kép elenyészden kis hibaval meg tudja kozeliteni a valos szituaciot. A bizonytalansag
csokkentésére azonban itt kivalo a-priori informacié all rendelkezésre, mégpedig az, hogy a
rekonstrudlandoé objektum térben (vagy amennyiben ugyanannak a szeletnek az idobeli valto-
zasat vizsgaljak, akkor idében) egymasutan kdvetkezd szeletei anatomiai okokbol kifolydlag
hasonlitanak egymasra. A rekonstrukciot optimalizalasi problémaként felirva, a cél a

m n
C(x)=[|Ax=b|*+) > cijx];

i=1 j=1

érték minimalizalasa a {0,1}"" halmaz felett, ahol a jobboldal elsé tagja szokasos modon a
vetiiletektdl vett eltérést méri, a szomszédos szeletek hasonlosagat pedig a C ugynevezett
tavolsagmatrix segitségével tudjuk kifejezni, melyet gy célszerli megadni, hogy az minél
kisebb értéket vegyen fel ott, ahol az el6z6 keresztmetszeti képen 1-es szerepelt. Amennyiben
az el6z6 szelet példaul az

000O0O0O0
01 1100
X=]l011110
001100
000O0O0O0

matrixszal volt megadva, akkor a tdvolsagmatrix lehet példaul a

8 76 7 8 9
74 3 45 8
C=\|74 2 2 47
9 8 445 8
99 7789

matrix. A matrix nem feltétleniil rendel azonos sulyt minden képponthoz, ebben az esetben
példaul elényben részesitjiikk azt, hogy a kép belsejéhez kozelebb esé képpontok legyenek
inkabb 1-es értékiiek a kovetkezo keresztmetszeti képen is, ami szintén egy praktikus meg-
fontolas, hiszen a vérerek is varhatdan az érfaltol kezdenek szikiilni.

A binaris tomografia angiografidban valé alkalmazhatdsaganak lehetoségét a [18] és a [42]
cikkek targyaljak részletesebben.
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11.2. Elektrontomografia

11.2.1. Nanostrukturak meghatarozasa

A diszkrét tomografia alkalmazéasanak lehetdségeit az anyagvizsgalat teriiletén mar a 90-es
évek elején felvetették, amikor kidolgoztak az a technikat, melynek segitségével mennyisé-
gi informaciot lehetett kinyerni a transzmisszids elektronmikroszkdp altal készitett felvéte-
lekbdl. Az eljarast az angol elnevezésének roviditése alapjan QUANTITEM-nek nevezték
el [34, 45]. A technika azon az Gtleten nyugszik, hogy amennyiben lehetdség van egy kris-
taly atomracsan atmeno bizonyos egyenesek mentén megszamolni az egyenesen elhelyezkedd
atomok szdmat, akkor megfeleld szdmu irdnybdl véve ezt az informdaciot a teljes kristalyracs
szerkezete meghatdrozhato. Ekkortajt a rendelkezésre allo fizikai eszkdzok még nem voltak
alkalmasak az atomi szintli felbontés elérésé¢hez. A nagyfelbontasu transzmisszios elektron-
mikroszkopok megjelenése 6ta azonban az elektrontomografia a diszkrét tomografia napjaink
egyik legdinamikusabban fejlodo és legigéretesebb alkalmazasi teriilete lett [13, 31, 46].

Az elektrontomografids képalkotas segitségével kiilonb6z6 nanorészecskék alakja és belsd
szerkezetének atomi szintli vizsgalata valik lehetové. A probléma diszkrét (legtobbszor) bi-
naris jellege konnyen megérthetd. A kristalyracs altalaban csak egyetlen (vagy néhany) tipust
atomot tartalmaz, és igy egy adott racspozicidban vagy megtaldlhat6 az az atom vagy sem. Az
eljaras kittinéen alkalmas feliileti vagy bels kristalyhibak felderitésére. Segitségével megha-
tarozhatd, hogy esetleg hianyzik-e atom a racs feliiletén vagy valahol a belso részen, valamint
az is (amennyiben nem csak két intenzitasértékkel dolgozunk), hogy talalhato-e a kristalyban
helyettesitd (a racsot alkotd atomoktol eltérd) atom. Természetesen, ha a kristalyracsban tobb
elére ismert tipusu atom talalhat6, akkor a bindris modell nem megfeleld, de a probléma még
mindig kezelhetd a diszkrét tomografia eszkozeivel. A kristalyok atomi szintli szerkezetérdl
gyljtott informacidk az anyagtudosok szadmara felbecsiilhetetlen értékkel birnak. Segitségiik-
kel megérthetok bizonyos fizikai folyamatok, de vizsgalhat6 az is, hogy egy adott VLSI lapon
megfelelden szabalyos-e a szilikon ¢€s a szilikon-dioxid hatarfeliilet, azaz az adott nyomtatott
aramkor teljesiti-e a mindségi elvarasokat.

A vetiileteket ezekben a vizsgalatokban alapvetden kétféle modon képezhetik. Az elektron-
mikroszkopba behelyezett anyagot kis szoggel (1-2 fokonként) megdontve nyerhetiink tjabb
és tjabb vetiileteket. Altalaban azonban ez a dontési szog erésen korlatozott, ami azt ered-
ményezi, hogy csak kevés szamu vetiilet lesz. Egy masik mddszer az, hogy a racsiranyokkal
parhuzamosan képezik a vetiileteket, itt viszont a rendelkezésre allo racsiranyok szama szab
erds korlatot a vetiiletek kinyerésére. A probléma idealis a diszkrét tomografia szempontjabol :
a rendelkezésre allo vetiiletek szdma kevés, azonban a feladat binaris jellege megkonnyiti a
rekonstrukciot.

Végezetiil kiemeliink egy eltérést is az eddigiekben bemutatottakhoz képest. Mig a korabbi
esetekben a 3D-s képet kétdimenzids szeletek sorozataként allitottuk eld, addig itt a racsira-
nyokra tdmaszkodo vetiiletképzés esetén kozvetleniil adodik egy direkt 3D-s rekonstrukcids
modszer (a vetiileteink sem 1-dimenzidsak, hanem 1ényegében 2D-s képek). Erre a modellre
mutatunk egy példat a 11.1 dbran. Szerencsés modon a 9. fejezetben bemutatott optimaliza-
lason alapuld diszkrét rekonstrukcids technikdkat konnyen altalanosithatjuk 3D-s kozvetlen
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rekonstrukcioéra, de a korabban mar emlitett DART algoritmust is alkalmazhatjuk ezen fel-
adatok megoldésara [12].

2 2 2
2 3 2
3 3 3
3
1
2
2
2/ 3
33
3
3 3 2
1 2 3
3 3 2

11.1. abra. Egy 3D-s kristalyracs néhany hianyzo atommal és annak a racsiranyokkal parhuzamos
harom 2D-s vetiilete.

11.2.2. Makromolekulak vizsgalata

Az elektrontomografia egy masik alkalmazasa a biologiabol szarmazik. A bioldgiai makro-
molekuldkrdl transzmisszios elektrontomograffal szintén készithetok vetiiletek. Az elérhetd
vetiiletek szama itt nem csak azért korlatozott, mert a felvételek készitése soran a dontési
szoget csak bizonyos hatarok kozott lehet valtoztatni. Egy masik fontos akadaly az, hogy
a makromolekuldn 4thalad6 elektronnyaldb roncsolja magat az anyagot, igy néhany felvétel
(vetiilet) elkészitése utan az anyag szerkezete megvaltozik. Ekkor tovabbi vetiiletek a kezdeti
objektumrol mar nem vehetok. A makromolekuldk altalaban jégbdl, proteinbdl és RNS-bol
allnak, igy a rekonstrukcids probléma ugyan nem binaris, de a rekonstrualand6 kép értékkész-
lete elegend6en megszoritott ahhoz, hogy diszkrét tomografiaval j6 eredményeket lehessen
elérni [17].
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11.3. Nemroncsolo anyagvizsgalat

11.3.1. A nemroncsolé anyagvizsgalat berendezése és elve

Szamos ipari alkalmazasnal felmertil az igény, hogy egy objektum belsejét nemroncsoldé mo-
don vizsgalni lehessen, ezt az eljarast hivjdk nemroncsolo tesztelésnek (NDT, Nondestruc-
tive Testing). Ha a vizsgalt targy valamilyen homogén anyagbo6l késziilt fémontvény, akkor
az NDT segitségével felderithetdk példaul az ontvény belsejében a gyartds soran keletke-
zett 1égbuborékok, repedések. Ugyanezzel a mddszerrel sikeresen kimutathatok nagyobb ipa-
11 targyak (példaul motorblokkok, turbinalapatok) kopasai, kdrosodésai. Egy ijabb alkalma-
esetek donto tobbségében a vizsgalt anyagok homogének, vagy csak nagyon kevés szamu
kiilonb6z6 anyagbol tevédnek 0ssze. Mivel éltalaban az is ismert, hogy az objektum milyen
anyag(ok)bol késziilt, igy a diszkrét tomografia alkalmazhatosaganak azon feltétele is teljesiil,
hogy az elnyelési egylitthatok értékei elére ismertek kell legyenek. A nemroncsol6 tesztelés
kival6 alkalmazasi teriilete a diszkrét tomografidnak. Ahhoz azonban, hogy ezekrdl az ipari al-
katrészekrdl a rekonstrukciohoz hasznalhato vetiileteket lehessen gytijteni szdmos problémat
kell lekiizdeni. A tovdbbiakban ezek a problémak és megoldasaik keriilnek targyaldsra.

szcintillator objektum

_
CCD \/
kamera
— forgotalca

11.2. abra. A nemroncsolo teszteléshez hasznalt berendezés elve.

tikrok

A vizsgalatokhoz hasznalt berendezés elve a 11.2 dbran kdvetheté nyomon. A nemroncso-
16 vizsgalat soran az objektumot egy forgotalcara helyezziik. A talca egy szamitogép altal
vezérelhetd 1éptetdmotorral van dsszekapcsolva, melynek segitségével elérhetd, hogy a ve-
tiileti sugarak a megfeleld iranybol haladjanak at az objektumon. Itt egy a klinikai CT-kkel
kapcsolatos fontos kiilonbséget azonnal ki is emeliink, melynek még a tovabbiakban jelen-
tdsége lesz. Nevezetesen azt a tényt, hogy itt a vizsgalandé objektumot forgatjuk, szemben
az orvosi alkalmazasokkal, ahol a paciens fix poziciéban van ¢és koriilotte forog a vetiilet-
képzb berendezés. Mivel a vizsgalt objektumok legtobbszor fémbdl vagy egyéb nagy elnye-
1ési egyiitthatoji anyagokbol allnak, igy a tesztelés soran a Rontgen-sugarzas helyett gyak-
ran neutron-sugarzast hasznalnunk, melynek energidja [ényegesen nagyobb, igy 4t tud hatolni
olyan elnyelési egyiitthatoji anyagokon is, melyeken a Rontgen-sugdrzas mar nem. Az objek-
tum masik oldalan egy szcintillator segitségével az athatolt sugarzast lathat6 fénnyé alakitjuk,
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melyet egy CCD kamera segitségével rogzitiink szamitogépen. Mivel a kamera a kozvetlen
sugarzastol sériilhet, ezért egy tiikkdrrendszer segitségével juttatjuk a fényt a kameraba. Az
objektumrdl 1ényegében tetszdlegesen sok iranybdl vehetnénk vetiileteket, azonban ezen ve-
tilletek kinyerése (foként a neutrontomografids esetben) rendkiviil koltséges €s iddigényes,
igy a vetiiletek szamat altalaban igyeksziink minél inkabb redukélni. Még ha az el6bbiek nem
is szabnanak korlatot a vetiiletképzésre vonatkozoan, eléfordulhat, hogy a vizsgalt objektum
nagy méretll, és csak egy része fér be a képalkotd berendezésbe, illetve csak adott hatarok
kozotti szoggel lehet elforgatni azt a berendezésben. Egy hasonl6 érdekes eset eléfordulhat
akkor is, ha az objektum bizonyos irdnybdl oly mértékben elnyult, hogy az azzal az irannyal
parhuzamosan érkezd sugarzas teljesen elnyelddik az objektumban, igy nem jutunk vetiileti
képhez (bizonyos szogekbdl). Ezek mind-mind Gjabb érvek a kevés vetiiletet hasznalo diszkrét
tomografia mellett. Magat a rekonstrukcios problémat altalaban (objektum- vagy pixel-alapu)
optimalizalassal szokas megoldani, azaz a

C(x) =||Ax—b||*+y - ®(x)

fiiggvényt minimalizaljuk a lehetséges binaris (vagy elére adott diszkrét értékil) megoldasok
halmazan. A ®(x) fliggvény gyakran a simasag mellett egy Xp0q modellképhez vald hason-
l6sagot 1s mér egyben. Ipari alkalmazasoknal ugyanis nem ritka, hogy rendelkezéstinkre all
egy hibatlan, idealis (mas néven ,,blueprint”) objektum vagy annak a modellje és a célunk
csak annak megallapitasa, hogy a vizsgalt objektum mennyire tér el ettdl a blueprinttdl. Ha a
hiba egy adott kiiszob alatt marad, akkor az alkatrészt hasznalhatonak mindsithetjiik, ellenke-
z0 esetben selejtesnek. A diszkrét tomografia NDT-ben vald alkalmazasardl az olvaso egy jo
Osszefoglalast kaphat a [14] konyvfejezetbol.

11.3.2. A vetiileti képek torzulasa és korrekcioja

Altalaban a nemroncsolé tesztelés soran keletkezd vetiileti képek rendkiviil zajosak és sok
képalkotasi artifaktumtol szenvednek. Ezek egy részérdl €s a lehetséges megoldasaikrol mar
volt sz6 a 4. fejezetben, itt most olyan tovabbi problémakat ismertetiink, melyek az NDT-re
legjellemzdbbek.

— Vagas: A vetiileti képek altalaban csak kis teriileten tartalmaznak a vizsgalt objektumrol
informaciot (a kép jelentds része a hattér). Erdemes kivagni a vetiileti képbdl azt a részt,
mely szamunkra valoban fontos és a tovabbiakban ezt tekinteni vetiileti képnek. Az
igy keletkezett kisebb méretii képekbdl a rekonstrukciot kisebb memoriaigénnyel és
gyorsabban elvégezhetjiik.

— Mozgéskorrekeid: A képalkotd rendszer fizikai és szoftveres bedllitdsainak legaprobb
hibéi is halmozottan jelentkezhetnek a vetiileti képeken. Altaliban a kiilonbozd ira-
nyokbol vett vetiileti képek kozott eltolasbeli és forgatasbeli aprobb eltérések lehetnek.
Példéul, ha az objektumot tartd tdlca nem pontosan vizszintes helyzetben all, akkor a tal-
képest. A vetlileti képek egymashoz igazitasa (Ggynevezett regisztracioja) rendkiviil
Osszetett, sokszor nagyon nehéz feladat, melynek targyaldsa bdven a jegyzet keretein
kiviil esik. A teriilet irant érdekl6d6 olvasdnak a [15] bevezetd irodalmat ajanljuk.
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— Homogenitaskorrekcio: Néha a detektorsik nem egyenletesen érzékeny a teljes feliile-
tén, igy a vetiileti képen vilagosabb vagy s6tétebb atlagos intenzitasu foltok jelenhetnek
meg. Ezt a hatas konnyen javithatjuk, ha rendelkezésiinkre all egy iires kép, azaz egy
olyan vetiileti kép, amit ugy készitlink, hogy semmilyen targyat nem helyeziink a beren-
dezésbe. Ha a detektorok kozel egyez6 érzékenységliek, akkor ez a kép megkdozelitdleg
konstans intenzitasértékkel bir. Ha nem ez a helyzet, akkor az iires képbdl egy egyszerti
szamitassal megkapjuk, hogy a vetiileti kép mely teriiletein és mekkora faktorral kell
szorozni ahhoz, hogy a homogenitast helyreallithassuk.

— Intenzitaskorrekcido: Az NDT-ben a keletkezett vetiileti képek nem ugyanolyan 6sszin-
tenzitadsuak (azaz a kiilonb6z6 iranybol vett vetiiletek nem konzisztensek). Ennek oka
lehet az, hogy a sugarzas a vetiiletek képzése soran nem egyenletes, illetve a CCD kame-
ra érzékenysége is némileg valtozhat idében. Az intenzitasok korrigalasara j6 modszer,
ha minden vetiileti képen a sziirkeintenzitdsokat egy alkalmasan valasztott értékkel be-
szorozzuk ugy, hogy az eredményiil kapott képek hattérpontjainak dsszintenzitadsa mar
megkdzelitdleg megegyezzen. Ezt a folyamatot két 1épésben végezhetjiik el: eldszor
minden képen kiszamitjuk a hattér egy adott részére a korrekcids faktort, majd a kor-
rekcios faktorokat 0sszevetve minden képen egyenként (most mar nem csak a hattér-
pontokon) elvégezziik a korrekciot.

— Izolalt pontok kiszlirése : A képalkotd berendezés hibai sokszor okoznak pontszerti zaj-
hatést a vetiileti képeken (példaul kiégett kameraelemek esetén). Ezeket az izolalt pon-
tokat konnyen felismerhetjiik, hiszen a szomszédos pixelektdl jelentdsen eltérd intenzi-
tasuak. Egy egyszert kiiszobolt medidnsziiréssel ezeket a pontokat beéllithatjuk megko-
zelitden helyes intenzitasértékre. El6szor minden P pixelre kiszdmitjuk a (megvalasz-
tott szomszédsagi kornyezettel definialt) szomszédjain vett intenzitasok P,;.q median-
értékét, majd megvizsgaljuk, hogy P intenzitasanak és a P4 értéknek a kiillonbsége
egy adott ¢ kiiszob ald esik-e. Ha igen, az azt jelenti, hogy a P pixel a szomszédjai-
val kozel azonos intenzitdsu, igy nem mindsitjiik hibas pontnak. Ellenkezd esetben a P
intenzitasértékét zajnak mindsitjiik és lecseréljiik a Py,.q értékre.

11.3.3. Ismeretlen elnyelodési egyiitthatok kezelése

Végezetiil egy olyan problémat vazolunk fel, mely el6szor szintén a nemroncsold tesztelési
feladatok soran képezte vizsgalatok targyat, de a diszkrét képrekonstrukcié szamos mas gya-
korlati alkalmazasnal is szembesiilhetlink vele. A diszkrét tomografia egyik alapfeltételezése
az, hogy az elnyelési egyiitthatok elére ismertek. Sajnos ez a legtobb gyakorlati alkalmazas-
nal nem teljesiil, még akkor sem, ha tudjuk, hogy a vizsgalt objektum milyen anyago(ka)t
tartalmaz. Az elnyelési egyiitthatot ugyanis monokromatikus sugarzas esetére lehet megadni,
a Rontgen-sugarzas pedig nem monokromatikus (lasd a 4. fejezet nyalabkeményedésre vo-
natkozo részét is). Egy viszonylag egyszerti megoldas lehet az, hogy elsd 1épésben egy olyan
képet rekonstrualunk, ami az elvartnal nagysagrendekkel tobb intenzitasi értéket tartalmazhat
(sz€lsOséges esetben akar a sziirt visszavetitéssel vagy algebrai modszerrel kapott folytonos
rekonstrukcid eredményét is felhasznalhatjuk). Ezek utan a kapott kép hisztogramjanak loka-
lis maximumait (az elsé annyit, ahany anyagbdl all az objektum) tekintjiik a valds elnyelési
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egylitthatoknak és ezekkel hajtunk végre egy ujabb diszkrét rekonstrukciot. Az eljaras sok
esetben ad jo megoldast, ennek ellenére sajnos nem ismert olyan altalanos médszer, mellyel
az elnyelési egyiitthatok minden esetben pontosan meghatarozhatok lennének. A problémakor
ma is a diszkrét tomografia egyik nagy kihivast jelent6 kutatési teriilete.
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