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1. fejezet

Bevezetés

wMinden egész szam (lényegében) egyértelmiien bonthato fel primszamok szorzatdra” — ta-
nultuk 4ltaldnos iskoldban, és fel is bontottunk néhany 3-4-jegyii szdmot.

1.1. Példa. Faktorizaljuk (bontsuk szorzétényezdkre) az aldbbi szamokat, vagy gy6zodjiink
meg réla, hogy primszdmok (vagyis nincs valdédi felbontdsuk):

a) n, =440747

b) n, =2 347589

¢) n.=97189 241

d) ng= 17967 876 255 379

e) n.=444113 096 135 661 846 937

f) n;=2"—1=147573 952 589 676 412 927

g) ny = 11438162 5757888867 6692357799 7614661201 0218296721 2423625625
6184293570 6935245733 8978305971 2356395870 50589890751 4759929002
6879543541 (129 jegyl).

Kedves Olvasoénk, prébalja meg a fenti szamokat faktorizalni (felbontani): kézzel (mint
a XIX.szdzadban), egyszerli szamologéppel vagy sajat kis szdmitégépes programocskd;ja-
val vagy konyviinkhoz mellékelt PRIV | D.EXE programmal (egyel6re ne haszndljon interne-
tet, mint a 11. ,,.Szdmitogépes megvalositdsok™ fejezetben), vagy olvassa végig konyviinket.
(Most még a megfejtést se nézze meg a . Megoldasban a 2.2. ,,A szdmelmélet algoritmi-
kus problémdi” c. alfejezet végén.)

Igen, a bajok mér a 8-10 jegy(li szdmokkal elkezd6dnek, pedig a modern alkalmazédsok-
ban tobbszaz vagy akdr ezer jegyl egész- és primszamokkal kellene szamolnunk. Konyviink
Iényegét a 2.2. ,,A szamelmélet algoritmikus problémdi” alfejezetben fejtjiik ki részletesen:
a tényleges szamitdsok mennyi id6t is igényelnek, hogyan csokkenthetdk tobb évmillid (!)
helyett par napra. Ez vonatkozik egyrészt a szdmelméletben felmeriilé szadmit4si problémak
(pl. primtesztelés, -felbontas, Inko, 1kkt, stb.) kiszdmitdsdnak nehézségeire és azok megolddsi
moddszereire, masrészt a szamelmélet felhasznalasaira a modern szamitastechnikaban (szami-
tdsok gyorsitasdban, titkosirdsokban, kddelméletben). Gyors algoritmus azonban nem létezik
behatd elméleti vizsgédlatok nélkiil, ezekbdl is csak a legsziikségesebbeket targyaljuk (mara-
dékosztalyok, stb.).

A titkosirasok elvégezhetdsége azon alapszik, hogy aranylag konnyen taldlunk nagymé-

z 9

retd (500-1000 jegyti) primszamokat (1d. 8. ,,Primkeresés” fejezet) és aranylag konnyedén
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6 1. BEVEZETES

tudunk szamolni veliik (1d. 5. ,,Kongruencidk és maradékosztdlyok” fejezet), mig titkossdgdt
az biztositja, hogy (jelenlegi ismereteink szerint) ugyanekkora, de ismeretlen szimokat csak
évezredekig tarté algoritmusokkal tudnank primtényez&kre bontani: 1d. példaul a 7. ,,Prim-
tesztelés és szamok felbontdsa” fejezet. (Egy egész szamot akkor neveziink ,,ismeretlen”-nek,
ha nem ismerjiik primtényezds felbontdsat.)

Konyviink mégis bevezetd jellegii, hiszen csak néhany egyszeriibb szemléltetd algorit-
must mutat, €s inkdbb csak hivatkozunk részletesebb miivekre. (A téma legatfogdbb ismerte-

7~ 2z

tése még mindig Donald Knuth [KD] miivében taldlhato.)

Ot egyszer( szdmitégép-programot is mellékeltiink konyviinkhoz:
EUKLDIO2D.EXE, HATVMODDD.EXE, KINAI3D.EXE, POLIOSZ5.EXE és PRIM1D.EXE.
Nem diszes megjelenités volt a célunk, hanem a konyvben leirt algoritmusok szemlélteté-
se, Iépésenkénti bemutatdsa. (Egyszertiségiik miatt az adatok beirdsa sem ,,szerkeszt6sorban”
torténik: legylink koriiltekintéek.) J6l haszndlhat6k azonban ,,szdmol6gép”’-ként kisebb fel-
adatok (pl. RSA) megoldasahoz €s tanulmanyozasahoz.

A programok kizarélag magancélra hasznalhaték, barminemii iizleti alkalmazasuk
szigordan tilos!

Konyviink feltételezi a kozépiskolds szamelméleti anyag ismeretét, ugyanakkor az alap-
fogalmak iijszerd bemutatasaval (pl.p (n), A és V jelek [3.9. és . Definicidk], atom-
elmélet és Boole-algebrdk) igyekszik az anyag mélyebb megértését eldsegiteni. Nem ma-
radhattak ki a klasszikus és modern szdmelmélet legfontosabb és legérdekesebb problémai
és eredményei sem, didhéjban. A Fiiggelékben pedig az oszthatésdg fogalmat és problémait
terjesztjiik ki mas halmazokra (Euklideszi gytiritk), ezen vizsgalatok tobbek kozott a ,,Fermat-
sejtés) megolddsaban jatszottak kulcsszerepet. (Az erre vonatkoz6 megjegyzéseinket a Fiig-
geléken kiviil aprébetiivel jeleztiik.)

Koszonetiinket fejezziik ki kedves tandrainknak: Szalay Mihélynak, Freud Rébertnak,
és Csirmaz Laszlonak! Kiilon koszonet a Lektor lelkiismeretes munkajanak!

1.1. Jelolések

A konyvben haszndlt legfontosabb jelolések a kovetkezdk:
N jeloli a természetes szamok halmazat, azaz
N:={0,1,2,...},

az egész szamok halmazat Z-vel jeloljiik.
[P jeloli a primszamok halmazét.

#{...} vagy |{...}| ahalmaz szdmossaga,
p (n) := n primosztéinak multihalmaza (n € N), pl.p (12) = {2,2,3}

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem
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1.1. JELOLESEK 7

int(z) = [z] = |z] = (alsd) egészrész-fiiggvény: a x-nél nem nagyobb egész szamok

koziil a legnagyobb (,,lefelé csonkitds” a nemnegativ szamok esetén),

[x] = fels6 egészrész-fiiggvény: a x-nél nem kisebb egész szdmok koziil a legkisebb
(,,felfelé kerekités” a nemnegativ szamok esetén).

Masképpen: minden = € R valés szdmra |z, [x] € Z, |z] <z < [z] ésegyenld-
ség csak x € Z egész szamoknal van.

Tudjuk, hogy egy (véges vagy végtelen) sorozat semmi esetre sem részhalmaz, de kényel-
mesek az (a,) C N, (a,) C Rill. (mq,ma,...,my) C R jelolések.

Tudjuk azt is, hogy sok szamitégép-program tizedes pontot haszndl, mi mégis maradunk a
tizedes/ bindris- vesszonél, hiszen Magyarorszagon a tudomanyos- és kozéletben, oktatasban
€s tankonyvekben (és a Windows-rendszerben is) ez az elterjedt.

Néhany absztrakt matematikai fogalmat (Boole Algebrak, gylrik, testek stb.) a Fiigge-
lékben vézlatosan ismertetiink.

O egy-egy gondolat / Definici6 / Megjegyzés / Allitas / Tétel / Bizonyitds végét jeldli.

(© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu



2. fejezet

Algoritmusok sebessége

2.1. Alapfogalmak

Az algoritmus fogalmét precizen lehet definidlni (pl. [SzI2]), nekiink elég a kdvetkezd intui-
tiv magyarazat: ,,a probléma megaddsa utdn a szdmitégép véges ido utdn megall, és helyes
(pontos) eredménys ad”, és természetesen ,,ugyanazon inputtal megismételt minden futds
ugyanazt az eredményt adja” — az ilyen algoritmusokat determinisztikus algoritmusoknak
hivjék. Vizsgalhatndnk még nemdeterminisztikus algoritmusokat is: ugyanarra az inputra
nem minden esetben all meg és nem mindig ad helyes eredményt — ilyen algoritmusokkal
konyviinkben nem foglalkozunk. Vizsgélni fogunk azonban olyan algoritmusokat, melyek
minden futds utdn megdallnak (véges id6 utdn), de néha csak olyan tipusu vélaszt kapunk t6-
liik: ,,a vizsgdlt problémdra 99% eséllyel az a vdlasz hogy ...”, esetleg még az ilyen tipusu
vélaszok valdszinliségét is meg tudjuk becsiilni. Az ilyen algoritmusokat valdszintiségi al-
goritmusoknak nevezziik. A valds szamokndl megismert kozelito algoritmusokat is csak
elvétve hasznaljuk konyviinkben.

A determinisztikus algoritmusokndl emlitett véges id5” elég tag fogalom: 1019 1épés
(1000 GHz = 10'? Iépés/mdsodperc sebességgel) is véges, ez pedig ,,csak” 3 x 10% év ...,
marpedig a titkosirdsokndl, tobbszdzjegyl szamokndl latni fogunk olyan problémadkat, ame-
lyekre ennél gyorsabb algoritmust (2010-ben) még senki sem ismer.

Az algoritmusok futdsdnak gyorsasagat, idéigényét az algoritmus (pontosabban az éltala
megoldott probléma) bonyolultsdgdnak neveziink.

Az algoritmusok futdsi idejének kiszamitdsakor teljesen pontos szdmitdsra nincs sziik-
ségiink, hiszen ha mondjuk hénapokig futott, tovabbi péar 6éra mér nem érdekes. Ezenkiviil,
programunk sok egyéb miveletet végez (pl. beolvasds, kiirds, stb), mésrészt, az egyre gyor-
sabb szdmitégépek megjelenése miatt (ugyanaz a program sokkal gyorsabban futhat egy ma-
sik szdmitogépen), és részben ugyanezen okok miatt benniinket inkdbb a nagyméretii adathal-
mazok érdekelnek. Vagyis csak az id6 nagysagrendjére, aszimptotikus viselkedésére vagyunk
kivancsiak.

Sajnos az alabbi jelolések nem egységesek, az idok folyaman is véltoztak, mi az aldbbia-
kat hasznéljuk ([CLR]):

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem



2.1. ALAPFOGALMAK 9

2.1. Definici6. Legyenek f,qg: N — R tetszéleges pozitiv értékii fiiggvények. Azt mondjuk,
hogy
(i)

f=0(g) (2.1)
vagyis f értéke nagy ord6 g (“fis bigohof g”), havalamely fix c, € RT szdmra teljesiil
a

f(n) <cy-g(n) 2.2)

egyenldtlenség minden elég nagy n € N szdmra, azaz létezik olyan ny € N kiiszobszdm:
(2.2) teljesiil minden n > ny természetes szam esetén,

(ii)
f=06(9) (2.3)
ha valamely fix c¢y,co € RY  szdmokra teljesiil a
c1-g(n) < f(n) <cz-g(n) (2.4)
egyenldtlenség minden elég nagy n € N szdmra,
(iii)
feQg) (2.5)
ha valamely fix ¢; € Rt szdmra teljesiil a
c1-g(n) < f(n) (2.6)
egyenldtlenség minden elég nagy n € N szdmra,
(iv)
f=o0(9) 2.7)
vagyis f értéke Kis ordé g (f is little oh of g”), ha minden ¢, € RT szdmra teljesiil a
f(n) <ca-g(n) (2.8)

egyenlétlenség minden elég nagy n € N szdamra, vagy mdsképpen:

o )

m —— =0,
v)
f=w(g) 2.9)
ha minden c¢; € R™ szdmra teljesiil a
c1-g(n) < fn) (2.10)
egyenlédtlenség minden elég nagy n € N szdmra, vagy mdsképpen:
lim M = 00. (2.11)
n—oo g (n)

O

(© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu



10 2. ALGORITMUSOK SEBESSEGE

(Lényegében az O és O jelolések a ,.koriilbeliil” sz6 matematikai szinonimai.)

Természetesen a fenti jeloléseknek csak akkor van értelme, ha f bonyolult és g egysze-
ri. A képletben szerepld cq, co, (tetszOleges) konstansok ,,nyelik le” a bevezetben emlitett
,kerekitési” hibakat ill. a kiillonboz6 sebességli gépek problémdjit ahol n az input mérete, és
n — 00. A megkovetelt ng kiiszobszamok értékei 1ényegtelenek, hiszen mi az algoritmusokat
»tetszélegesen nagy” inputokra tervezziik, matematikai értelemben n — oo.

Az analizisbdl is jolismert tipusok (g lehetséges értékei) esetén a kovetkezd elnevezések
hasznalatosak (n6vekvd sorrendben):

2.2. Definicié. [ = O(g) vagy f = O(g) esetén az f és g fiiggvényeket az alabbi elnevezé-
sekkel illetjiik:

g(n) =c - Konstans (inputtdl fiiggetlen idd),

g(n) =log,(n) — logaritmikus (alap tetszGleges de 1-nél nagyobb),

g(n) =n - linearis (elséfoki),

g(n) =n-log,(n) - szemilinearis (alap tetszSleges),

g(n) =n? - négyzetes (kvadratikus),

g(n) =n*F - polinomialis (k > 1, k € R tetszSleges de rogzitett valds szam),
g(n) =a™ - exponencialis (alap mindegy de 1-nél nagyobb),

g(n) =n" - hiperexponencialis. [

2.3. Megjegyzés.  Mint kozépiskoldban tanultuk: bdrmely a,b € RT esetén  log, (z) =
c-log, (x) egyrogzitett c € RT szdmra (c = m), vagyis O és O tekintetében a logarit-
mus alapja 1ényegtelen. [J ’
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2.1. ALAPFOGALMAK 11

Erdemes az alapfiiggvényeket kozelebbrdl is megvizsgalnunk.

y
A

4096
2048
1024
512
256
128
64
32
16

— N ke

| | | | | ]
2 3 4 5 6 7 8 n

Az alapfiiggvények

Az abrén a jolismert alapfiiggvényeket dbrazoltuk, de gyors novekedésiik miatt fiiggdle-
ges 0sszenyomadst alkalmaztunk, rdaddsul logaritmikus beosztasut, azaz a fiiggbleges O0ssze-
nyomds mértéke tdvolabbi siktartomédnyok esetén egyre ndvekszik. Ennek kovetkeztében a
linedris (egyenes) és a parabola gorbék most lefelé gorbiilnek, az exponencidlis gorbe ki-
egyenesedett (vagyis az exponencidlis fiiggvény éppen akkora mértékben novekszik, mint
amekkora az 6sszenyomds mértéke). Azonban a hiperexponencidlis gorbék még most is me-
redeken ivelnek felfelé: még ekkora 0sszenyomas ellenére is csak n < 7 (hét) értékek esetén
férnek el a papiron!

Nagyobb n értékekre csak szamitdsokkal tudjuk mar az exponencidlis fiiggvényeket is
nyomon kévetni, [SzI2] Fiiggelékében, vagy a szerzék honlapjan levd tablazatban:

HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/ALGTABL.PDF

egy 1 MHz-cel éjjel-nappal miikodd szamitdgép konkrét futdsidejét szamitottuk ki n =
10,100, 10,...,10° méretli adathalmazok esetén. Erdemes a ,,tobb évmillieska” id6nél
jéval nagyobb id8ket tanulmanyozni, amikoris 100 — 1000 — 10%-szor (vagy esetleg négy-
zetesen?!) gyorsabb szdmitogépek illetve programok beszerzése ugye nem sokat segit . ...

Analizisben jol ismertek az aldbbi 0sszefiiggések, amelyek igazoljdk a 2.2. Definici6 el-
nevezéseinek sorrendjét:
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2.4. Tétel.
log, (n) < n* < b" < n" (a,b,k € RT, 1<)

azaz

—0, lim =0 lim —=0 (a,b,k € R*, 1 < b)

A fenti tételben és a tovdbbiakban az aldbbi altaldnos jeloléseket haszndljuk:

2.5. Definicié. Tetszsleges f,g: N — R vagy f, g : Rt — R fiiggvényekre
(i) az

[ <y
jelolést akkor haszndljuk, ha g végtelenszer nagyobb, mint f, vagyis
im 2 o illeve  tim £ —
n—oo g (n) z—00 g ()
(ii)
[~y
azt jeloli, hogy f és g aszimptotikusan egyenléek, vagyis
im 2 1 eve 1m0 1 o

Az (ii)-beli jelolést ne tévessziik 0ssze a gylirliknél hasznalatos “asszocidlt elemek” jelo-
1éssel (1d. Fiiggelékben).

Ne feledjiik a kombinatorikédban (€s jegyzetiinkben is) gyakran hasznalt kozelité formulat:

2.6. Tétel (Stirling-formula). Elég nagy n € N természetes szdm esetén

n!~<9) V2 (2.12)
e
sot kicsit pontosabban
()" vamn et~ wmw <at < (2)" Vamn e (2.13)
e e

Mds alakja:
log(n!) ~n-log(n) —n. O

(James Stirling (1692-1770) skot matematikus.)

Hangsulyozzuk ismét, hogy szdmunkra n — oo miatt a konstansok nem érdekesek. Ezért
(elméletileg) példaul a 54 312 - n? = O(n?) (négyzetes) ideji algoritmust jobbnak tartjuk
minta 1073 -2" = O(2") (exponencilis) idejiit, noha kis n értékekre (elég sokdig) az utobbi
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2.1. ALAPFOGALMAK 13

a gyorsabb, vagyis gyakorlati felhaszndldsra kis n-ek esetén inkdbb az utébbi javasolt (de
nagy n-re mar nem).

A ,tanulsdg”: az n? algoritmusokat még jénak, a polinomidlis algoritmusokat még elfo-
gadhatonak (,,gyorsnak”), az exponencidlisakat pedig (kibirhatatlanul) lassinak, a hiperex-
ponencialisakat pedig . .. -nak tartjuk.

Egy konkrét algoritmus futasidejét ardnylag egyszerl kiszamolni, azonban fontosabb len-
ne az algoritmusok (pontosabban: a problémék) bonyolultsdganak alsé becslése: mennyire
sziikségszeriien nehéz egy-egy probléma. Sajnos ez nagyon nehéz, dltaliban megoldatlan fel-
adat, kevés (és nehezen bizonyithatd) ilyen eredményiink van.

Most csak par érdekességet emlitiink meg:

2.7. Tétel (Cejtin). Tetszbleges f : N — N rekurziv (képlettel kiszdmithato) fiiggvényhez
létezik olyan probléma, melyet megoldo minden algoritmus, n adat esetén legaldabb

O(f(n))
ideig fut.

Bizonyitas. Otlet: ha mér a végeredmény kijelzéséhez legaldbb ennyi betiit kell leirnunk
]

(A rekurziv fiiggvények definicidja megtalalhato pl. [SzI2]-ben.)

2.8. Definicié. (Naiv=nem matematikai): Egy problémdt NP-teljesnek (Nondeterministic
Polynomial Complete) neveziink, ha az aldbbi kijelentés igaz rd:

” ha erre a problémdra lenne gyors algoritmus, akkor a vildg osszes problémdjdra is lenne
(azonnal!) gyors algoritmus 7 . [

Barmilyen hihetetlen: mar a mult szdzad 70-es éveiben kozismert ,,hétkdznapi” problé-
mak tucatjairdl bizonyitottdk be, hogy NP -teljes (1d. pl. [SzI2], [LG], [CLR] vagy [LL2]).

Algoritmusok elméletérdl rovid bevezetdt taldlunk [SzI2] utolsé 40 oldaldn, nagyon ala-
pos de olvasmanyos bevezetd mi [LG], részletesebb olvasnival6t példaul [CLR], [IA], [LL2],
[RF] és [RISz]-ban talalhatunk.
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14 2. ALGORITMUSOK SEBESSEGE

2.2. Alapmiiveletek sebessége

2.2.1. Természetes szamok mérete

Az algoritmus futdsideje nyilvan fiigg az Input méretétdl: mekkora adathalmazt adtunk a
szamitogépnek. Ne feledjiik:

2.9. Megjegyzés. Amennyiben az input egy n € N természetes szam, akkor az input mérete
= az n szdmjegyeinek szdama, tehat nem n értéke maga.
Az input méretét néha in-nel vagy in (n)-nel jeloljiik, azaz n > 0 esetén

in(n) := |log (n)] +1
(a szamrendszer alapszama, €s igy a logaritmus alapja is ugye lényegtelen). [

2.10. Példa. Ha a szamitégépnek egy k (pl. £ = 100) jegyl n szamot adunk be, akkor mi
csak k db karaktert adtunk a gépnek, de ez a karaktersorozat altal kédolt n szam értéke valo-
jdban 10% koriil van: n = O (10%).  Ha most ezt az n szdmot szorzatté akarjuk bontani,
példaul megkérhetjiik a gépet, hogy a paratlan szamokkal prébélja meg n-et maradék nél-
kiil elosztani \/n-ig, akkor a végrehajtott O (y/n) 1épés val6jaban O (10%/2) = O (\/ﬁk> ,
vagyis inputunk fiiggvényében exponencidlisan lassu algoritmus!

(Az mar elenyész6 probléma, hogy egy-egy lépésben tobbszazjegyli egész szamokat kell ma-
radékosan elosztanunk egymadssal.) [

2.11. Definici6. Legyen n € N tetsz6leges természetes szam. Ekkor jelolje
<n>:=|log,(n)|+1 (2.14)

az n szdm bindris szdmjegyeinek szdmat. Néha haszndljuk a k;, és k; jeloléseket is az n
szam bindris illetve decimadlis szamjegyinek szdmara, ebben az esetben az n szamot k-bites
szamnak nevezzik. [J

Mint az 2.3. Megjegyzésben is emlitettiik, a ( )-ben a logaritmus alapszdma lényeg-
telen, ezért a ,,k-bites szam” elnevezésben is lényegtelen (elméletileg) a szamrendszer alap-
szdma, mindenképpen < n > = O (log (n)), és egy k-bites szam értéke mar 10% ill. 2%
exponencidlisan nagy.

[LL1]-ban az n szdm (kettes szamrendszerbeli) jegyeinek szdmat (n) jeloli, mi helyette
< n >-t haszndlunk amiatt, hogy ne legyen Osszetéveszthetd mds jelolésekkel, példaul az
Euklideszi algoritmusnal az (r;) maradékok megkiilonboztetésére.

[JA] 34. oldala szerint a szamrendszer alapja a gyakorlatban mégsem lényegtelen: ,,a Ma-
ple 10* alapii szdmrendszert haszndl, ami lényegesen lerontja a sebességet”.

2.12. Példa. Az aldbbi szdmokrol dontsiik el, hogy hany szamjegybdl allnak a 10-es szdm-
rendszerben:

a=27-3%.119.39%.1012,
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2.2. ALAPMUVELETEK SEBESSEGE 15

bio = 697053 81321632 41  (ikerprimek,[JA]),
1,2 = 242206083 -2 %0 + 1  (ikerprimek,[JA]),
dy, 2 = 16 869 987 339 975 - 2171 960 4 1 (ikerprimek,[FR]),

M3 112 609 := 213112699 1 (egy Mersenne-prim),

M;=2"—1 ahol p= 2375063906985 - 219380
(egy Mersenne dsszetett szam[JA]).

Hany oldalon illetve hdny (kilo)méter polcon férne ki M; ha 4 pt betiiméretben (152 sor,
soronként 225 karakter, ,,biblia”-papiron 1500 lap = 4 cm) nyomtatndnk ki?

2.13. Megoldas. Egy n € N, 0 < n szdm k-alapui szamrendszerben felirt jegyeinek szamat
nyilvén

llog, (n)| +1 (2.15)
adja meg.
Tehat

lg (a) =T7lg(2) +431g(3) +931g (11) + 451g (39) + 21g (101) ~ 195,0794
miatt  az a szdm 196 jegyd,

lg (b1) ~ 1g (697053813) + 163521g (2) ~ 4931, 285 755
miatt  a by és by szdmok 4932 jegyfek,

lg (c12) ~ 1g (242 206 083) + 388801g (2) ~ 11 712,430416
miatt  ac; és ¢y szamok 11 713 jegytek,

lg (dy2) =~ 1g (16 869 987 339 975) + 171 960 - 1g (2) ~ 51778, 345
miatt  ad; és dy szdmok 51 779 jegylek, ([FR] szerint ezek voltak 2005-ben a legnagyobb
ismert ikerprimek, Jarai Antal és munkatarsai taldltdk meg),

miatt az M43 112 609 szam 12 978 189 JCgYﬁ
(tizenkétmillié szamjegy( primszam!),

Ig (M) A 22375063906985-21%50 14 (9)_t nagy mérete miatt méar a Windows szamol6gépe sem
tudja kiszamitani, ezért  lg (lg (M;)) -t szamoljuk ki:

lg (Ig (M;)) =~ lg <22375063906985-219380 g (2)> _

— 2375063906985 - 219350 . g (2) + lglg (2) ~ 6, 540 x 1074
vagyis  Mj; szdmjegyeinek szdma ~ 10°%%°. Csak ahhoz kell 5845 szdmjegy, hogy leirjuk:
,»M5-nek ennyi szdmjegye van”!
M szémjegyeinek lefrdsahoz 10°%4° karaktert kell lefrnunk, a papirlapokat szorosan egymas-
hoz téve kb. 8,2 x 10%816 fényévnyi polcra lesz sziikségiink (ez nem 8 fényév, hanem tobb,
mint 10°%16 fényév!)

Szerencsére, ebben a kdnyvben mi nem foglalkozunk ekkora szamokkal.
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16 2. ALGORITMUSOK SEBESSEGE

2.2.2. Miiveletek sebessége

Mivel a modern titkosirdsokndl tobbszazjegyli szamokkal kell exponencidlisan sok (!) miive-
letet végezniink, érdemes gondolkodnunk az alapmiiveletek gyorsabb elvégzésén.

OSSZEADAS és KIVONAS

Az (éltalanos) iskoldban tanult ,,papir-ceruza” modszer linedris: ha az m =+ n feladatban
mondjuk n a nagyobbik abszolut értékd, és

k:=in:=<n>=|log,(n)] +1

akkor az algoritmus lépésszdma < 2 -in. [
Linedrisnal gyorsabb algoritmus (szdmok dsszeaddsdra) nyilvan nem létezik.

SZORZAS

A tanult irasbeli szorzds kvadratikus (négyzetes), azaz a  [épésszam =
O(gkn>-<m>) <2 in?

([KRSz] 105.0ld., [KN] 7.0ld.).

Azonban Lovdsz Laszl6 és Gacs Péter [LG] nagyszer( konyvének 3.1.1.fejezetébdl (81-
82.0ld.) megtanulhatjuk Karacuba szovjet matematikus 1962-ben felfedezett szorzasi mod-
szerét: két k jegy( szdmot médszerével k? 1épés helyett

97 . k10g2(3) ~ 27 . k1’85

1épésben szorozhatunk Ossze! (Az algoritmus 1ényege: megprébdl 2 hatvanyaival szorozni,
ami pedig lényegében a bindrisvesszo tologatasanak felel meg. Az algoritmust réviden meg-
emliti [JA] is.)

[LG] még megemliti, hogy Karacuba mddszerét azdta messzemenden altaldnositottak
Schonhage és Strassen svdjci matematikusok: a véges Fourier-transzformaltak felhaszna-
lasdval csak

c-k-log (k) - log (log (k))

miveletet igényel két k jegyl szdm Osszeszorzdsa. (Ld. még [KD] 2.kotet 4.3.3. alfejezetét.)

OSZTAS

Az iskoldban tanult algoritmus (egész szamok maradékos osztdsa) polinomidlis ugyan, de
négyzetesnél is tobb id6t igényel. [CLR] (692, 696.0ld., 33.1-11.gyakorlat) és [KRSz] 7.0ld.
szerint négyzetes algoritmus is konnyen szerkeszthetd. Kissé bonyolultabban, egy egyszert
,,08zd meg €s uralkodj” elven miikodé mddszerrel egy k-bites szamot egy ndla kisebbel el le-
het osztani O (k'52) 1épésben is, s6t a leggyorsabb ismert médszer O (k log (k) log (log (k)))
futdsidejti. Gyakorlati célokra azonban a O (k?) algoritmus a legjobb (egyszer(isége végett).
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A val6s szdmokra készitett kozelité algoritmusokat is haszndlhatjuk — a hibakorlétot 4l-
litsuk %—nél kisebbre. A mar emlitett [LG] konyv 3.2.1. fejezetében (90-910ld.) megismert-
hetjiik Newton modszerét: ha u € R és 1/u-t ¢ értékes jegyig akarjuk kiszamolni, akkor
¢ - Llog (£)log (log (¢)) miveletre van sziikségiink. [JA] a Newton-féle iteraciét javasolja:

1/u kiszdmitdsdhoz az  f (z) = u— — fiuggvény zérushelyét keressiik iterdcival: legyen
x

példaul zy := 1 ésn € N esetén

flz,)  u— g

Tpt1 = Ty — = Tp —

=2z, —u- ()% (2.16)

HATVANYOZAS

Nyilvanvaléan pl. a 2" végeredmény puszta kifrdsdhoz is mér log (2") = n = 2™ 1épés
kell, de a részletszamitasok leirdsa sem elhanyagolhat6 feladat. Még akkor sem, ha ismételt
négyzetreemelésekkel a 1épések szdmat lényegesen csokkentjiik.

Azonban, ha egy u* hatvdnynak csak egy m szdmmal vett maradékdra van sziikségiink,
akkor a fenti tritkkk mar szemilinedris algoritmust eredményez, amint ezt a 6.6. ”"Nagy kitevdjii

hatvdanyozds” alfejezetben részletesen ismertetjiik.

FAKTORIALIS

A szokdsos médszer n! kiszdmitdsghoz O (n? - log®n) = O (2% - in?)
1épést igényel, ennél 1ényegesebben jobb algoritmus nem ismert.

NEGYZETGYOKVONAS

Nyilvén /n egészrészére vagyunk kivancsiak ha n € N. A “kb. fele olyan hosszi”
algoritmus is j6, de nem a leggyorsabb. Egyik lehet6ség ismét egy Newton-féle iteracids
modszer: legyen példdul xy := 1 ésn € N esetén

Tn + 7=
2

Tpy1 =

KONVERTALAS

Mint mér idéztiik [JA]-t: néha célszerli a szdmrendszer alapszamat megvéltoztatnunk.
Haszndlhatjuk az iskolai mddszert is, kicsit jobb [KN] 7.0ld. médszere: k-bites bindris sza-
mot 4tir tizes szdmrendszerbe O (k?) id§ alatt. (A konvertélds fontossagardl és kiilonbozs
megoldasi médszereirdl részletesebben olvashatunk [KD] 2.kotet 4.4. alfejezetében.)
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3. fejezet

A szamelmélet alapjai

A kozépiskolai szamelmélet-ismereteket (oszthatésag, primszamok, primfelbontas, Inko, lkkt)
ismertnek tételezziik fel. Most csak felsoroljuk a legfontosabb fogalmakat és 0sszefiiggése-
ket, a hangsilyt inkdbb az ij szemléletre helyezziik (pl. ap (n), A és V jelek a 3.9. és
Definicidkban, hasonlat a kémiai atomok elméletével, Boole-algebrak, stb.) Ezenkiviil né-
ha utalunk (apr6 betlikkel) az oszthatésdg altaldnosabb (més halmazokban is definidlhato)
tulajdonsdgaira, amiket részletesebben a Fiiggelékben ismertetiink.

Ismét hangsulyozzuk, hogy a konyvben ,,szam” alatt legtobbszor egész szdmot értiink.

3.1. Oszthatdsag és primszamok

Egész szamok osztasakor természetes, hogy van maradék. Most csak a ,,nem maradt” esettel
foglalkozunk, késébbi fejezetekben mar inkabb maga a maradék lesz fontosabb a hanyados-
nal.

3.1. Definici6. Legyenek a,b € Z egész szamok. Azt mondjuk, hogy a osztdja b-nek, vagy
mds széval, b oszthato a -val, ha 1étezik olyan x € Z, hogy b = ax. Ennek jelolése a | b. [

3.2. Definici6. A p € Z egész szamot (p # —1, 1, 0) primszamnak (=primitiv szam) réviden
primnek, vagy torzsszamnak neveziink, ha irreducibilis (felbonthatatlan), azaz nem {rhat6
fel p=xz -y, z,y > 1 alakban.

Maisképpen fogalmazva: p-nek nincs olyan d osztéja, amelyre 1 < d < p, azaz dSnmagan és
az 1-en kiviil nincs més pozitiv osztdja.

Ha az n egész szam nem prim, akkor 0sszetett szamnak nevezzik.

A pozitiv primszamok halmazat P-vel jeloljik. [

3.3. Megjegyzés. (i) A fenti definiciobodl ki kellett zarnunk +1-et és 0-at, mert egészen mas

tulajdonsagokkal rendelkeznek mint a primszdmok. A primszdmok legfontossabb tulajdon-

sadga nem felbonthatatlansaguk, hanem az, hogy minden egész szam eldallithat6 beldliik (1d.
. Tétel).

(ii) Egész szamok oszthat6sdgandl az eldjel nyilvdn nem lényeges, de mindig gondolnunk

kell a negativ egész szdmokra is, hiszen azok is léteznek. Igy péld4ul minden p € P esetén

—p 1s primszdm!
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3.1. OSZTHATOSAG ES PRIMSZAMOK 19

3.4. Megjegyzés. Az oszthatésdg fogalmat —és innen az egész konyv elméletét is! — dltaldnosithatjuk
tetszleges gyfrtikre is, pl. polinomokra, komplex (algebrai) egészekre, Gauss- és Euler-egészekre,
matrixokra. Rovid bevezet6t taldlunk a Fiiggelékben vagy [KN]-ben. [

3.5. Tétel. Ha p prim és p | ab, akkor vagy p | a vagy p | b. (Ezt primtulajdonsdgnak hivjuk).
Ugyanigy, ha p prim és p | aias - - - a,, akkor valamely i < n-rep | a;. 0O

7 7z

Hangsulyozzuk, hogy a primszdmok jelent6ségét nem az el6z6 definicid, hanem a kovet-
kezo tétel magyardzza meg:

3.6. Tétel (Szamelmélet Alaptétele). Minden n € Z, n # 0 egész szdm felbonthato (”fak-
torizdalhato”) primszdmok szorzatdra, lényegében egyértelmiien (azaz csak a tényezdk sor-
rendjében és eldjelekben lehet eltérés). [

Az el&bbi tétel szerint tehat minden n € Z, |n| > 1 egész szam felirhat6

n:p?l.pg‘Q.....p?T (3.1)

alakban, ahol a p; € P szdmok pédronként kiillonb6z6 primszdmok, és «; > 1. Mivel ez az

7z

eldéllitas (Iényegtelen dolgoktdl eltekintve) egyértelmii, ezért kiilon nevet is adunk neki:

3.7. Definicio. A fenti elGallitast az n szam torzs- (vagy prim-) tényezos alakjanak (felbon-
tasanak), vagy n kanonikus (rendezett, lat.) alakjanak hivjuk. [J

Ismét hangsulyozzuk, hogy a legtobb n € N természetes szam (3.1)-ben emlitett fel-
bontasat a gyakorlatban lehetetlen (azaz csak évmillidrdok alatt lehetséges) megkeresni — 1d.
példaul a 3.2. , A szamelmélet algoritmikus problémdi” alfejezetben taldlhatéd példdkat!

3.8. Megjegyzés. Mivel a primszamok tovabb mar nem oszthat6 szamok, ezért atomoknak
is nevezhetnénk Sket (atom=oszthatatlan, gor.). A molekuldkat atomok épitik fel — a termé-
szetes szdmokat primszdmok. A molekuldk 6sszegképlete megegyezik a (3.1) képlettel, ezért
a (3.1) képletet hivhatnank az n € N szdm ,,0sszegképletének”-nek is.

Pedagdgiailag sokszor segitett a fenti hasonlat és a kdvetkezd jelolés, amit a késdbbiekben
mi is tobbszor hasznilunk:

3.9. Definicio. Tetsz6leges n € N, n > 1 egész szamra p (n) jelolje a (3.1) egyenlGségben
szerepl$ primszdmok ,,multihalmazat” multiplicitdssal, vagyis pleft(n)-ben a p; primszdm
pontosan «;-szer szerepel:

p (TL) = {plv ey D1, D2y o3 P25 ey Py - 7pr} (32)
(példdul p (12) = {2, 2,3}). Legyen tovébb
p(l):=2. O

Persze p (n) legtobbszor nem halmaz, mert elemei tobbszor is szerepelhetnek benne, de
ezzel az (elméleti) problémaval most nem foglalkozunk. Negativ n € Z szdmokra is ki lehet-
ne terjeszteni a p (n) jelolést, de sok probléma meriilne fel, feleslegesen ezzel sem foglalko-
zunk. A p (0) halmazt ugyancsak nem definidljuk.

Konnyen lathatéak az alabbi hasznos tulajdonsagok:
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20 3. A SZAMELMELET ALAPJAI

3.10. Allitas. Tetsz6leges n,m € N, n,m > 1 természetes szamokra

p(n-m)=p(n)Up(m), (33)
nlm <= p(n)CSpim), (3.4)
és n|m esetén
p(Z)=p0m) \p@). O (3.5)
Még pl. a . Tétel szerint:

Inko(n,m)=p(n)Np(m)

lkkt (n,m) =p(n)Up(m),
stb.

A multihalmazok kozotti miiveleteket most ugyan nem definialtuk, de az Olvasé konnyen
kitaldlhatja ezeket.

3.11. Definicié. Tetsz6leges p € P prim és n, o € Z szamokra
p* I n (3.6)
-t frunk ha p™ pontosan osztja n-t, vagyis:

p“|n de p*in. (3.7

3.12. Definicio. Az n € Z szamot négyzetmentesnek nevezziik, ha primfelbontdsaban min-
den primosztdja csak egyszer szerepel (p? { n vagyis p; || n), azaz (3.1)-ben mindegyik
Q; = 1. O

3.13. Definicié. TetszGleges n € ZT szamra jeldlje d (n) az n szdm pozitiv osztéinak szdmdt
(divisors number). [

3.14. Allitas.
dn)=(n+1)- (g +1) - (a, +1)

a (3.1) képlet jeloléseivel. [

3.15. Megjegyzés. (i) Ne feledjiik, hogy az n = 0 szamnak nincs torzstényezos felbontésa,
de szerencsére sziikségiink sem lesz ra.

(ii) Hangsuilyozzuk, hogy a fenti felbontds alapjan a legtobb szamelméleti kérdés és vizsga-
lat egyszertinek tiinik, de maga a felbontds megkeresése kozepesen nagy (egy-kétszaz jegyl)
szamok esetén évbilliokig is eltarthat — még a ,,modern” tobb teraHz-es tobbmagos parhu-
zamos processzorokkal miikodd szuperszamitogépekkel is. Ezeket a kérdéseket a kovetkezd
alfejezetben vizsgéljuk ,,A Szdmelmélet Algoritmikus Problémdi” cimsz6 alatt.

(iii) Az egész szdmokhoz hasonléan més gytrtikben is vizsgalhatjuk az oszthatésagot, irreducibilis
elemeket, primfelbontést: polinomok, matriszok, Gauss- €s Euler- egészek gylir(je, stb. (Ezeket a hal-
mazokat a Fiiggelékben ismertetjiik roviden.)
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3.2. A szamelmélet algoritmikus problémai

Ebben az alfejezetben a szamelméletben felmeriil6 legtobb szamitasi képlet gyakorlati meg-
valosithatatlansdgdra hivjuk fel az Olvasé figyelmét.

Bemelegitésképpen probélja meg az Olvasé felbontani a BevezetSben 1.1. Példaban felirt
szamokat (a megoldds a jelen fejezet végén a . Megoldasban talalhato).

Igen, a bajok mér a 7-8 jegyli szdmokkal elkezd6dnek, pedig a modern alkalmazasokban
tobbszaz, -ezer jegyli egész- és primszdmokkal kellene szamolnunk. Nem az dsszeaddssal és
szorzdssal van baj — ezeket tobbszazjegyl szamokkal is pillanatok alatt elvégzi bdrki, hanem
hogy sok ilyen osztast kell elvégezniink.

3.16. Probléma. A Szdmelmélet Algoritmikus Problémdi.

Legyen az input egy tetszdleges (tobbszdz/ezer-jegyii) n € N természetes szam.

(i) Primtesztelés probléma: n primszdm-e?

(i) Primfelbontds (faktorizdcios) probléma: ha n nem primszdm, akkor bontsuk fel leg-
aldabb két (ndla kisebb) szdm szorzatdra!

(iii) Primgenerdlds probléma: adjunk meg (legaldbb egy) n-nél nagyobb p primszdmot!
O

Nagyon jol gondoljuk meg a harom probléma kiilonb6z8ségét!

3.17. Megjegyzés. Nyilvan a (ii) probléma megoldasaval az (i) problémara is adndnk meg-
oldast, s6t a (iii) probléma megolddsihoz is kozelebb keriilnénk.

3.18. Megjegyzés. Mindharom problémadra van algoritmus, amely véges idd alatt ad megol-
dast: az Eratosztheneszi szita-algoritmus.

3.19. Algoritmus. Eratosztheneszi szita. Adott tetszéleges n € N szdm primtényez0s fel-
bontésara.

Az algoritmus jol ismert: az n szamot elosztjuk a y/n-nél kisebb pdratlan szdamokkal.
O

3.20. Megjegyzés. (i) Eratoszthenesz (Kr.e.276-196) gorog matematikus.
(i) A fenti . Algoritmus exponencidlisan lassu.

Ezta . Példdban mar megdllapitottuk a . ,,Természetes szamok mérete” alfejezetben.
U

3.21. Példa. (a) Mennyi ideig fut az Eratosztheneszi szita-algoritmus egy k -jegyd input
esetén, a k = 20, k = 30, k = 40 és k£ = 50, k = 100, ... esetekben egy SGHz-es gépen
futtatva (ha csak az osztasokat szamitjuk egy-egy 1épésnek, azaz feltételezziik, hogy a gép
minden Orajel alatt elvégez egy k jegyl osztast (!) és ellendrzést, vagyis masodpercenként
5 - 107 osztést)?

(b) Mennyire csokkenne a futésids, ha a y/n alatti primszdmokat egy tdmbben (tédbldzatban)
tarolnank, és csak e primszamokat probalnank ki?

(c) Mi valtozna, ha mondjuk 1000-szer gyorsabb gépiink lenne?

Megoldasok (A részletes szamitasok megtalalhatok [SzI0]-ban.)
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(a) Az osztisok szama g ~ 10%/2, ez

k=20 esetén 5-10° 1épés = 1 mp,

k=30 esetén 5-10 1épés = 10° mp =~ 27 6ra 46 perc,

k=40 esetén 5-10% 1épés = 10'° mp ~ 317 év 35 nap 18 oéra,

k=50 esetén 5-10%* 1épés = 10'5 mp ~ 31,7 milli6 év,

k=100 esetén 5-10% 1épés = 10*° mp =~ 3,17 x 10?3 millidrd év . . ..

(b) Ha 7 () jeloli az x € R-nél kisebb primszamok szamat (ld. . Definici6), akkor a
. ,Nagy Primszdmtétel” szerint 7 (z) ~

x
In(z)
i. (Az f ~ gjelolést a 2.5. Definicidban vezettiik be.)
In (y)
Az id6adatok:
k=20 esetén ~ 4,3-10% Iépés < 1 mp,
k=30 esetén ~ 2,9-10'3 1épés ~ 5790 mp ~ 1 6ra 36 perc,
k=40 esetén ~2,2-10'8 1épés ~ 4,4-10% mp ~ 13 év 281 nap 13 éra,
k=50 esetén ~ 1,4-10%3 1épés ~ 1,7-10* mp ~ 5,5 milli6 év ... ..
k=100 esetén HF.

(¢) Semmi. O

, vagyis az osztdsok szdma 7 (\/n) ~

A konyviinkhoz mellékelt PrRiv I D.EXE program éppen az Eratosztheneszi szitamddszer
lassusdgadr szemlélteti: hiiségesen végigprobalgatja az dsszes, /n-nél kisebb pdratlan szamot.
Konyviink egyik célja éppen a lehetséges gyorsitdsok bemutatdsa (1d. a 7. ”Primtesztelés és
szdmok felbontdsa” fejezetben).

Sok esetben a primek beolvasdsa fajlbol még lassithatja is a program futdsat 6sszessé-
gében, erre a 11. "Szdmitogépes megvaldsitasok™ fejezetben taldlunk példakat. Példaul, az
egymilliomodik primszam p; ggp 000 = 15 485 863 még csak 8 jegyl (és rdadasul 1-gyel
kezd6dik), azaz 7 (15 485 863) = 1 000 000.

Konyviink 6 célja a fenti . Problémdra gyorsabb algoritmusokat mutatni, bar csak
néhdny egyszeriibbre van helyiink. (Lasd a 7. ”Primtesztelés és szdmok felbontdsa™ és a 8.
”Primkeresés” fejezeteket, ,természetesen” elbtte sok elméletet kell megismerniink: 1d. 3-
6. fejezetek.) Bonyolultabb (jobb) algoritmusokat példdul Knuth [KD] nagyszerli miivében
taldlhatunk.

A legfontosabb eredmények

3.22. Allitas. A .(ii) (Primfelbontds) problémdra nem ismert gyors (polinomidlis) algo-
ritmus. ]

Tehat dvatosan fogadjunk minden olyan tételt és képletet, amely haszndlja a primfelbon-
tds (3.1) képletet! Megjegyezziik: éppen ez a jO, mert ellenkezd esetben a ma hasznalatos
titkosirdsok konnyen feltorhetdek lennének!

Még egyszer hangsilyozzuk: érdekes médon a nagy (egész) szdmokkal valé miveletek a
modern szamit6gépek robbandsszert fejlédése €s tomeges elterjedése, valamint a szamelmé-
let tobbezer éves eredményei ellenére megkozelithetetlen problémékat timasztanak, de éppen
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ezért véltak fontossd a kddolas, jelek zajsziirése, titkosirdsok, aldirds hitelesitése, jelszévéde-
lem problémdak megoldaséhoz.

Vannak azonban olyan problémak, melyeket meg tudunk oldani primfelbontas nélkiil,
mint példaul Euklidesz (Kr.e.300 !!!) eredménye Inko kiszdmitisara és elséfoki Diophanto-
szi egyenletek megolddsara (1d.a 4.2. "Euklidesz algoritmusa” alfejezetet és a 4. ”Linedris
Diophantoszi egyenletek” fejezetet).

3.23. Tétel (Agrawal-Kayal-Saxena, 2001 [AKS]). A .(i) (Primtesztelés) probléemdra
van gyors (polinomidlis) algoritmus.
Az algoritmus hivatalos roviditése: AKS-algoritmus. [

3.24. Megjegyzés. A .(iii) (Primgeneralds) problémara mar tobb mint szdz éve léteznek
nem tdl lassu (bar nem is tdl gyors) algoritmusok, ezeket a 8. ,,Primkeresés” fejezetben tar-
gyaljuk.

Az Erdeklsddk figyelmét felhivijuk az Interneten zajlé nagy primkeresési programra (tSbb-
ezer $ jutalommal!): HTTP://WWW.MERSENNE.ORG €és HTTP://PRIMES.UTM.EDU U

Megoldasok

3.25. Megoldas. Az 1.1. Példaban emlitett szamok felbontasai:

a) 440747 =613 - 719,

b) 2347589 = 1483 - 1583,

¢) 97189 241 = 7151 - 13 591,

d) 17967876255379 = 81371 - 220814249,

e) 444113096135661846937 = 3719977867 - 119385951211,

f) 207 —1=193707721 - 761838257287

g) A megoldas torténetét (600 szamitogépen tobb mint 8 honap 1994-ben) a 9. “Titkosirds
nyilvdnos kulccsal” fejezetben a . Feladatnal, mig a végeredményt a . Megoldasnal
ismertetjik. [

3.3. Inko és Ikkt

3.26. Definicié. Azt mondjuk, hogy d kozos osztéja az a és b egész szamoknak, ha d|a és
d|b.

Azt mondjuk, hogy ¢ a legnagyobb kozos osztéja a-nak és b-nek, ha g a k6zos osztok
koziil a legnagyobb, azaz, ha d is kozos osztdja a-nak €s b-nek, akkor d < g. Ennek jelolése
Inko(a, b) vagy ged(a, b) (greatest common divisor) vagy csak roviden (a, b).

Hasonléan az ay,...,a, € Z szamok kozos osztéi koziil a legnagyobbat, azaz a szdmok
legnagyobb kozos osztéjat  Inko(a,,...,a,) vagycsak (a;,...,a,) jeloli. [

3.27. Megjegyzés. Barmely két egész szdmnak 1 és —1 is kozos osztéja. Mivel egy (nem
nulla) egész szamnak véges sok osztdja van, ezért kozos 0sztokbol is csak véges sok van,
ezért a legnagyobb kozos 0szté mindig egyértelmien definidlt, pozitiv, sét 1 < Inko(a,b) <
min{|a|, |b|} bdrmilyen a,b € Z (akér negativ akér pozitiv) szdmokra. [
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3.28. Definicié. A h € 7Z egész szamot az a €s b egész szamok kozos tobbszorosének ne-
vezziik, ha a|h és blh. Az a és b szamok k6z0s pozitiv tobbszorosei koziil a legkisebbet az a
és b legkisebb kozos tobbszorosének hivjuk, és Ikkt(a, b) vagy lem (a, b) (least common
multiplier) vagy roviden [a, b]-vel jeloljiik.

Hasonl6an, az a, ..., a, € Z szdmok kozos pozitiv tobbszorodsei koziil a legkisebbet, azaz
a szamok legkisebb kozos tobbszorosét  lkkt(a,,...,a,) vagy csak roviden [a ,...,a,]
jeloli. [

3.29. Megjegyzés. Bir széles korben elterjedtek az (a, b) és [a, b] jelolések, mi kizdrdlag csak
az Inko(a,b), lkkt(a,b) jeloléseket hasznéljuk az esetleges félreértések elkeriilése végett.
0

3.30. Tétel. Legyen a = pi*p5*---p2 és b= p”fl p§2 opPr o ahol 0 < oy, Bi. Ekkor

lnkO((J,, b) = prlnin(al,ﬂl) . p;nin(a2’62) e p;nin(amﬂ,«)’ (38)
1kkt ((Z, b) _ prlnax(alﬁl) . pglax(a2ﬂ2) ''''' p?ax(a"ﬁr).

Hasonléan tobb szamra:

lnko(a7 b,... 72> = pllllin(al,---7w1) _pglin(a2,...,w2) o ,p;nin(ar,.-.,wr)
lkkt (a7 b,... 7z> = pllnax(och-..,w) _pglax(ag,...,wg) ..... p;naX(ar ..... wr)

ahol z =7p{'p5?---p¥ ahol 0<w;. O

Az el6z6 eredmény szemléletes valtozata a p (n) jeloléssel (1d.(3.9)):

3.31. Tétel. Tetszbleges aq, . ..,a; € 7 szdmokra
Inko(ay,...,a;) =pla) NN play),
lkkt(ay,...,a¢) =pla)U---U p(ay). O

3.32. Megjegyzés. A 3.2. ”A szdmelmélet algoritmikus problémdi” alfejezetben emlitett al-
goritmikus problémak miatt a fenti képletek csak elméleti jelentdségliek. Felhivjuk a figyel-
met, hogy Inko és [kkt értékét a gyakorlatban mégis gyorsan ki lehet szdmitani egy mésik
modszerrel: Euklidesz algoritmusdval, amit (tovabbi alkalmazasokkal) a 4.2. |, Euklidesz al-
goritmusa’ alfejezetben ismertetiink.

Az Euklideszi algoritmus elénye nem csak a gyorsasdga! Ha vele a legnagyobb kozos osztét
az argumentumok primtényezds felbontdsa nélkiil is ki lehet szamolni, akkor primtesztel6 és
-felbont6 algoritmusokndl a vizsgdlandé (,,prim vagy Osszetett?””), ismeretlen szdmok Inko-
jat is ki tudjuk szdmolni! Erre pedig szamtalanszor lesz sziikségiink a 8. ,,Primtesztelés és
szdmok felbontdsa” fejezetben!

A p (a) és az aldbbi A, V jelolésekkel azonban sok hasznos dsszefiiggést taldn konyebben
megérthetiink:
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3.33. Definicio. Tetszbleges a,b € Z szamok esetén legyen

aAb := Inko(a,b),
aVb := lkkt(a,b). O

Ugyanis: A és V nem csak kommutativ miiveletek:
3.34. Allitas. (kommutativitds)
aAb=bAa azaz Inko(a,b) =Inko(b,a),
aVb=0Va azaz lkkt(a,b) = Ilkkt(b,a), O
hanem asszociativok
3.35. Tétel (asszociativitds).  Tetszdleges a, b, c € Z szamokra
(aAb) Ac = aA (bAc),
[aVb] Ve =aV [bV(],
hiszen jol ismert:
Inko (Inko(a,b), ¢) = Inko (a, Inko(b,c)),
lkkt (lkkt (a,b), c¢) = lkkt (a, lkkt (b, c)).
€s disztributivok is:
3.36. Tétel (disztributivitas).  Tetszdleges a, b, c € 7 szdmokra

(aAb) Ve = [aVc] A bV (], (3.9)
[aVb] Ac = (aAc) V (bAc),

azaz
lkkt (Inko (a,b) ,c) = Inko (Ikkt (a, c) ,lkkt (b, c)), (3.10)
Inko (lkkt (a,b) ,c) = lkkt (Inko (a,c) ,Inko (b, c)).
A fenti 6sszefiiggések nem meglepdk a . Tétel (3.8) klasszikus Osszefiiggései, vagy
az alabbi szemléletes bizonyitas alapjén:
Bizonyitas.
(p(a)np ) Np(c)=pa)n (p(b)Np(c)) =p(a)Npd)Np(c), (3.11)
(p(a)Up(d) Up(c)=p(a)U (p(b)Up(c)) =p(a)Up(d)Up(c),
és
(b (a)Nnp (D) Up(c)=(p(a)Up(c)) N (p(b)Up(c)) (3.12)
(p(a)Up (b)) Np(c)=(p(a)np(c)) U (p(b)Np(c)
]

és hasonldan:
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3.37. Tétel (tobb szam). Tetszbleges a,b, c € 7 szdmokra

Inko(a,b, c) = Inko (Inko(a,b),c),
Ukkt(a,b,c) = lkkt (Ikkt(a,b), c).

U

A fenti Tétel szerint akdrhdny szdm legnagyobb kozds osztdjat illetve legkisebb kozos
tobbszorosét vissza lehet vezetni két szam legnagyobb kozos osztdjanak illetve legkisebb
kozos tobbszorosének kiszamitdsara, ami a gyakorlati alkalmazdsokndl felbecsiilhetetlen se-
gitség (1d. 4.2. "Euklidesz algoritmusa” fejezetben).

A p (a) jelolés segitségével érthetjiik meg Inko és lkkt (A és V) tobbi tulajdonsagait is,
amit legrovidebben az alabbi Tételben foglalhatunk 6ssze:

3.38. Tétel. Legyen n € N egy tetszdleges négyzetmentes szdam (Id. . Definicio). Ekkor a
n
(Dn, Inko, lkkt, *. n. 1)
x
hatos (struktiira) Boole algebra, azaz teljesiti a halmazmiiveletek:
(P(H),N, U, A H, o)

jolismert tulajdonsdgait (pl. Fiiggelék (BAI)-(BAI4) ),
ahol
D,, := { n osztéinak halmaza }

és P (H) a H halmaz hatvdnyhalmaza. U

3.39. Példa. Példdul a j6l ismert AU B = AN B DeMorgan azonossig a szimelmélet nyel-

vén:
n n n
— =Inko ([ —-,—|]. O
lkkt (z,y) no(ﬂf’y)

A szamelmélet egyik legfontosabb fogalma a kovetkezd:

3.40. Definicio. Azt mondjuk, hogy a és b relativ primek (a is prime to b, a is coprime to
b), ha Inko(a,b)=1. O

Masképpen fogalmazva:

3.41. Allitas. Tetszéleges a,b € Z szdmok pontosan akkor relattv primek, ha nincs kézos
osztojuk, vagyis bdarmely u,v € 7 szamokra (u # 1, v # 1)

ula=utb é v|b=v1taq,

szemléletesen:

pla)np®) =0 O
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A . Definici6ban emlitett angol elnevezés nem pontos, mert ez egy szimmetrikus reld-
cid, hiszen Inko kommutativ mivelet (vagyis [nko (a, b) = 1 pontosan akkor, ha Inko (b, a) =
1).

A relativ prim elnevezés tehat azt fejezi ki, hogy a ,,szemsz6gébdl” b prim, vagyis ha
csak a osztoit tekintjiik, akkor b ezek egyikével sem oszthaté vagyis b prim a (0szt6i)-hoz
viszonyitva, és megforditva is.

A fenti . Allitas alapjan konnyen beldthat6 a kovetkez8 hasznos osszefiiggés is:

3.42. Allitas. a pontosan akkor relativ prim b-hez, ha b ésszes osztéjdhoz is relativ prim.
Mdsként fogalmazva: a pontosan akkor relativ prim az m és n szdamokhoz, ha relativ
primm - n-hez. [

Tobb szdm relativ prim kapcsolatat tobbféleképpen is lehet értelmezni, azonban ezek a
definiciok kozott nagy eltérés van — erre iigyelniink kell példaul a 7. ”Kinai maradéktétel . ..”
fejezetben.

3.43. Definici6. (i) az ay, ..., a; € Z tetszdleges szamok relativ primek, ha
Inko(ay,...,a;) =1, (3.13)
(ii) az ay, . .., a; € Z tetszbleges szamok paronként relativ primek, ha
Inko(a;,a;) =1 minden i # j parra. (3.14)
O

Felhivjuk a figyelmet, hogy (ii) sokkal er6sebb kovetelmény (i)-nél!

Néhany tovabbi kozismert €s hasznos Osszefiiggés:

3.44. Tétel. Tetszdleges a,b € 7 esetén

a-b

3.45. Tétel. (i) minden m € 7 egészre

Inko(m - a, m-b) = |m| - Inko(a,b),

(ii) aza ésbegész szamok bdarmely d kozos osztojdra

a b 1
Inko (E’ a) =3 Inko(a,b),

b
(iii) Inko (g, ;) =1 akkor és csak akkor, ha g = Inko(a,b),

b
vagyis % és 7 relativ primek ahol d = Inko (a,b),

(iv) ha (a,c) =1¢és (b,c) =1, akkor (ab,c) = 1,
(v) haclabés (b,c) =1, akkor cla. O
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Az Euklideszi Algoritmus (3.2.alfejezet) segitségével konnyen igazolhat6 az alabbi, sok-
szor hasznos Osszefiiggés:

3.46. Allitas. Tetszbleges a, m,n € N természetes szdamokra
Inko (a™ — 1, a" — 1) = a/™*tmm) _ 1. 0O
A 9.1. ”Az RSA-algoritmus™ alfejezetben sziikségiink lesz a kovetkezd eredményre:

3.47. Tétel (Dirichlet, 1849). Tetszdlegesen vdlasztott u, v € N természetes szdmok 6/m* ~
0,60793 valdsziniiséggel lesznek relativ primek. [

3.4. A primszamok eloszlasa

Bar a primszdmokkal kapcsolatban még mindig nagyon sok kérdésre nem tudunk védlaszolni,
koriilbeliili eloszlasukrdl elég sokat tudunk.
Kezdjiik két elemi tétellel.

3.48. Tétel (Euklidesz). A primszdmok szdma végtelen.

Bizonyitas. Ha py, po, ..., pr primszamok, akkor az

NZppopk+1

szadm egyik el6z6 p; szdmmal sem oszthatd, tehdt vagy maga egy (dj) prim, vagy az (6sszes)
osztdja 1j, az el6z6ektdl kiillonbozd primszam. m

3.49. Tétel. A primszamok (novekvd) sorozatdban két primszdam kozotti tavolsdg tetszdle-
gesen nagy lehet, azaz bdrmely { pozitiv egész szamhoz létezik ¢ db egymds utdni Osszetett
szam.

Bizonyitas. Tetszbleges k € N, k > 2 szameseténa k! + 2, k! + 3, ..., k! 4+ k szamok
egyike sem prim, hiszen rendre 2-vel, 3-mal, ..., k-val oszthat6, ez { = k — 1 db szdm, és k
tetszOlegesen nagy lehet. m

A primszdmok és szdmtani sorozatok kapcsolatdval a ”Szdmtani sorozatok” valamint az
“lkerprimek” alfejezetekben foglalkozunk.

Pontosabb eredményeket ismeriink a primszamok eloszldsardl, ezek bizonyitdsa azonban
joval nehezebb:

3.50. Definicié. (i) TetszSleges n € N természetes szam esetén jelolje p,, az n -edik (pozitiv)
primszamot,

(i) tetszGleges x € R szdm esetén jelolje 7(x) az z-nél kisebb (pozitiv) primszamok sza-
mat. [J

Erdekességképpen: pl. az egymilliomodik primszam még csak p1 o0 000 = 15 485 863
azaz 7 (15 485 863) = 1 000 000. Ugye milyen sok nyolcjegyl primszam van!?
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3.51. Tétel (Nagy Primszamtétel).

azaz: nagy n-re

mds formdban:

m(n) N/ lntx) .

2
pontosabb becslés: barmely r € N természetes szdmra

_n +1!-n+2!-n+ N rl-n +(’)( n )
~ log (n)  log® (n) log® (n) log" (n) log"*? (n) ’

7(n)

(Az f ~ gjelolést a 2.5. Definicidban vezettiik be.)

A legels6 Osszefiiggést Carl Friedrich Gauss (1777-1855) német matematikus sejtette
meg, bizonyitani azonban csak Jacques Hadamard (1865-1963) és Charles Jean de la Vallée
Poussin (1866-1962) francia matematikusoknak sikeriilt 1896-ban.

3.52. Tétel (Csebisev). Tetszbleges n € N, n > 1 szdmra n és 2n kozott mindig van prim-
szdam. [

(Pafnutyij Lvovics Csebisev (1821-1894) orosz matematikus.)

A sok tétel koziil most csak kett6t emlitiink meg:

3.53. Tétel.
pn~n-log(n). O

3.54. Tétel. Ha x € R, 2 < x, akkor

Z L log (log (z)) + o (1)

p<z
peP

azaz

_ 1
CEhg)lo Z: — —log(log(z)) | =0. O
psT

peP

3.5. Nevezetes problémak

Most csak néhany szamunkra érdekes problémat ,,villantunk fel”, amelyek j6l mutatjdk az
elméleti és a szamitasi nehézségeket.
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30 3. A SZAMELMELET ALAPJAI

3.5.1. Pitagorasz és FLT

3.55. Definici6. Az
R T (3.15)

egyenlet pozitiv egész megoldasait Pitagoraszi szamharmasoknak (Pithagorean triplets)
nevezzik. [J

(Pitagorasz Kr.e. VI. szdzadban élt gorog matematikus.)
Mir Pitagorasz maga €s az 6kori Babiloniaiak is ismerték az alabbi képletet:

3.56. Allitas. A (3./5) egyenlet dsszes megolddsa: x = 2m, y = m? —1, z = m® + 1
ahol m € N tetszoleges természetes szam. [

Pierre Fermat az 1600-as évek kozepén egy konyv margéjara a kovetkezd allitast irta (az
allitast fia hozta nyilvdnossagra 1670-ben):

3.57. Allitas. (Fermat Nagy Sejtése) A (3.15) egyenletnek azonban n > 3 esetén nincsen
pozitiv egész gyoke. Erre egy csoddlatos bizonyitdst taldltam, de a lap széle til keskeny ahhoz,
hogy azt befogadja.” ]

A fenti sejtést angolul Fermat’s Last Theorem (Fermat utolso tétele) vagy csak roviden
FLT-nek hivjik.

Miig rejtély, hogy mi volt Fermat ,,csodélatos” bizonyitésa.

Néhany legelsd bizonyitds (n specidlis értékeire) a Z|a] halmazok segitségével sikeriilt,
amely halmazokat és alaptulajdonsagaikat a Fiiggelékben ismertetjiik.

A bizonyitas hianyzo lancszemét 1993-ban Andrew Wilesnak sikeriilt pétolnia, amit vég-
leges formaban 1995-ben publikélt R. Taylorral kozosen.

3.5.2. Karacsonyi Tétel és Bolyai Janos

3.58. Tétel (Fermat karacsonyi tétele). Minden 4m+1 alakii primszdm elddll két négyzetszdam
osszegeként. [J

Bolyai Jdnos nagyon egyszer( bizonyitdst taldlt a fenti tételre a Z[«| halmazok segitségé-
vel (1d. Fiiggelékben). Errdl igy ir Kiss Elemér [KE1] és [KE2]-ben:

“Ugyancsak Bolyai Farkas biztatta fidt arra, hogy keresse meg a fent mdr emlitett Fer-
mat kardcsonyi tételének ,,legegyszeriibb” bizonyitdsdt. A tételt Fermat fogalmazta meg 1640
kardcsonydn, de csak joval késobb L. Euler bizonyitotta be egy hosszu, 55 oldalas dolgozat-
ban. Bolyai Jdnos — felhaszndlva a komplex egészek elméletét — négy bizonyitdst is taldlt a
tételre. Ezek koziil az egyik kiilonosen rovid és egyszerii. Mindossze két sor. A XX. szdzad
matematikusai valosdggal versenyeztek azon, hogy ki tudna minél egyszeriibb bizonyitdst ta-
ldlni Fermat-tételére. Ezek a kisérletek Don Zagier 1990-es dolgozatdban csiicsosodtak ki,
amelyben 6 ,,egy mondatban” bizonyitotta be a tételt. Sokan tigy gondoljdk, hogy ez a tételre
adhato legszebb bizonyitds, kovetkezésképpen ez , keriilt be” az Erdds Pdl dltal oly sokszor
emlegetett Nagy Konyvbe. Véleményiink szerint a Nagy Konyvben nem Zagier, hanem Bolyai
Janos bizonyitdsa taldlhato.”
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3.5.3. Szamtani sorozatok

3.59. Tétel (Dirichlet, 1837). Ha egy szamtani sorozat elsd tagja és kiilonbsége relativ pri-
mek, akkor ebben a szamtani sorozatban végtelen sok primszdm van. [

(Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) német matematikus. )
Dirichlet fenti tételének bizonyitdsa megtaldlhatd [SzM]-ben vagy a
HTTP://WWW.TYPOTEX.HU/?PAGE=KONYVEK&ISBN=978-9-639132-25-2 cimen.

3.60. Probléma. Milyen hosszii olyan szdmtani sorozat van, amelynek minden tagja prim-
szam? [

A 2005. novemberében ismert leghosszabb sorozatok csak 22 taguak, példaul:

a, = 28 383 220 937 263 + 1 861 263 814 410 - k O<EkE<L2D
ahol

1861263814410=2-3-5-5-7-11-13-17-19-23-103

3.61. Tétel (Ben Green, Terence Tao, 2004). Létezik tetszdleges véges hossziisdgu, csak pri-
mekbol dllo szamtani sorozat. [

(Ld. [FR] és HTTP://ARXIV.ORG/ABS/MATH/0404188,
HTTP://FRONT.MATH.UCDAVIS.EDU/MATH.NT/0404188 vagy
HTTP://MATHWORLD.WOLFRAM.COM/PRIMEARITHMETICPROGRESSION.HTML.)

Nem tudjuk, hogy miképpen lehet egy 23 tagii vagy hosszabb ilyen sorozatot taldlni.

3.5.4. Ikerprimek

Madig nem sikeriilt bizonyitani az (6kori keltezésii) un. ikerprim-problémat:
3.62. Definicié. A p, g € P primszdmokat ikerprimeknek nevezziik, ha
g=p+2. O

3.63. Sejtés. (Ikerprim-probléma) Végtelen sok (p, q) ikerprim-pdr létezik. O

Az eddigi legnagyobb ikerprimeket Jdrai Antal és munkatarsai talaltdk meg 2005 szep-
tember 9-én. Ezek a primek:

dy o = 16 869 987 339 975 - 2171960 £ 1 ([FR]).
(Hény jegytiek is?)
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4. fejezet

Maradékos osztas és Euklidesz
algoritmusa

A 3.2. A szdamelmélet algoritmikus problémdi” alfejezetben lattuk, hogy gyakorlatilag lehe-
tetlen (,,nagyméreti”’) természetes szamokat primtényezdkre bontani — és ez az 9sszes szam-
elméleti probléma gyokere. Azonban Inko (a,b) kiszamitasara 1étezik egy meglepGen egy-
szerti €s gyors algoritmus, amit rdaddsul mar tobb mint kétezer éve felfedeztek és haszndltak
(és még manaps4g is a legjobb).

Ne feledjiik, hogy a [SzI1] Feladatgy(jteményben nagyon sok, részletesen kidolgozott
példa talalhato ehhez a fejezethez is.

4.1. Maradékos osztas

Ha csak egész szdmokkal dolgozunk, akkor osztiskor természetes, hogy (majdnem) mindig
marad valami a ,,végén”. Ez az egyszer(i tény a szdmelmélet egyik alapfogalma:

4.1. Tétel (Maradékos osztas tétele). Minden a € 7 és b > 0 egész szdamokhoz létezik olyan,
egyértelmlien meghatdrozott q és r egész szam, amelyre

a=b-qg+r é 0<r<b 0O 4.1)

s 2

Meglepd moédon a kés6bbiekben nem a hanyados, hanem a maradék lesz a lényeges.
Szamoldgépeken ugyan nincs ilyen gomb, de egyes programnyelvekben haszndlatos az

r := (a mod b)

vagy hasonlo jelolés.
A fenti tételt kiterjeszthetnénk tetszleges b € Z egész szdmokra is: (4.1) helyett

a=b-g+r é 0<r <|b 4.2)

-t kellene irnunk, de ez a gyakorlatban csak felesleges bonyolités lenne.
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4.2. Megjegyzés. A valds egyiitthatdji polinomok R [x] halmazédban, a komplex szdmok
Zi| - ={a+bi:a,beZ}

,»Gauss-egészek”, a

Zipl ={a+bp:a,beZ}

,Euler-egészek” és még sok Z [«] részhalmazdban (p = %1 + @i, a € C megfeleld6 masodfoku
algebrai szdm) is érvényes a maradékos osztds (4.2) megfelel6je (pl. ,,polinomosztis™). Mivel pe-
dig a jelen fejezet és az utdna kovetkezd harom fejezet a (4.2) egyenlGségre épiil, igy nem meglepd,
hogy ezekben a fejezetekben megismert modszerek (Diophantoszi egyenletek, Kinai maradéktétel,
stb.) mind érvényesek a polinomok, Gauss-, Euler egészek és a megfelel§ Z [a] részhalmazokban is.
S6t, a bemutatottakndl még altaldnosabb Euklideszi gytiriikben is érvényes a maradékos osztas €s an-
nak minden kovetkezménye, ezt roviden a Fiiggelékben ismertetjiik. (A polinomok maradékos osztdsa
a polinomok egyéb algebrai tulajdonsdgaira is magyardzatot ad. A valds szdmokndl is hasznéljuk a

maradékos osztast: pl. b = 27 a trigonometrikus fiiggvényeknél.) [

Nagyméretii szdmokndl mar a maradékos osztds gyakorlati kiszdmitdsdnak modjan is ér-
demes elgondolkodnunk, errdl részleteket pl. [MGy]-ben taldlunk.

A maradékos osztas legf6bb alkalmazasa kovetkezd alfejezetben taldlhato:

4.2. Euklidesz algoritmusa

Meglepd médon az aldbbi eljdrdst tobb mint 2300 éve ugyanigy irta le Euklidesz i.e. 300
koriil. A gorog matematika elsGsorban geometria volt, igy nem meglepd, hogy Euklidesz al-
goritmusat fetszoleges szakaszokra irta le — azaz Euklidesz tetszdleges pozitiv valos szdmokra
definidlta és hatdrozta meg algoritmikusan a legnagyobb kozos osztot.

A médszer a modern szamitégépek kordban is nélkiilozhetetlen.
Alkalmazasai példaul: relativ primek ellenrzésénél és keresésénél, tortmiiveleteknél (tortek
egyszerlsitésekor), linedris Diophantikus egyenleteknél, linedris kongruencidknal és kongru-
enciarendszereknél (Kinai Maradéktétel), szamok (mod m) multiplikativ inverzének kisza-

mitdsakor, ...— ezeket a kovetkez6 fejezetekben ismerhetjiilk meg.

4.3. Algoritmus. Euklideszi algoritmusi/nko(a, b) meghatarozasara:

Adott a,b € Z szamokra ismételten alkalmazzuk a maradékos osztds tételét: ha |a| > |b|
akkor osszuk el az a szdmot b-vel, majd b-t a maradékkal, stb. mindig az osztét a maradékkal.
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Azaz legyen
a=0b-q +r, 0<r <|bl,
b=r1-q+ 12, 0<ry <ry,
L ="T2-q3+ T3, 0 <r3 <rs,
Tog =T34+ T4, 0<ry<rs,
Tig =Ti—1° ¢ + 7, 0<r; <ri_1,
T'm—2 :Tm—l'Qm—i_rma 0 <Tm < Tm-1,

Tm—1 = Tm * Qm+1 -

Az algoritmus akkor 4ll meg, ha 0 maradékot kapunk, azaz 7,41 = 0.
Ekkor

Inko(a,b) = 1,

vagyis ,,a legutols6, nem nulla maradék”. [J

4.4. Megjegyzés. Az Euklideszi algoritmus elénye nem csak a gyorsasaga! Ha vele a legna-
gyobb kozos osztét az argumentumok primtényezds felbontdsa nélkiil is ki lehet szdmolni, ak-
kor primteszteld és -felbonté algoritmusoknadl a vizsgalando (,,prim vagy Osszetett?””) szamok
Inko-jét is ki tudjuk szdmolni! Erre pedig szamtalanszor lesz sziikségiink a 8. ,,Primtesztelés
és szamok felbontdsa” fejezetben! [

4.5. Jelolés. Mivel a kés6bbi gyakorlati szamitasoknal sziikségiink lesz a maradékok (r;) és a
hdnyadosok (g;) megkiilonboztetésére, ezért az r; maradékokat (. . . ) zar6jelekbe tettiik: (r;).
O

4.6. Példa. Inko(9867,8855) meghatarozasa:

<9867 > = <8855 >=x14+ <1012 >
<885 > = <1012>«8 + <759 >
<1012> = <759 >x1 4+ <253>
<759 > = <23>x3 4+ <0>

tehat

Inko(9867,8855) = 253. [
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4.7. Példa. Inko(5 170 549, 4 195 813) meghatarozasa:

< 5170549 > = < 4195813 > x14+ < 974736 >
< 4195813 > = < 974736 > x4+ < 296869 >
< 974736 > = < 296869 > x3+ < 84129 >

< 296869 > = < 84129 > x3+ < 44482 >

< 84129 > = < 44482 > x1+ < 39647 >

< 44482 > = < 39647 > x1+ < 4835 >

< 39647 > = <4835 > *8+ <967 >
<4835 > = <967 > x5+ <0>

tehat
Inko(5 170 549, 4 195 813) = 967. O

Tovébbi kidolgozott példakat és alkalmazasokat taldlunk az [SzI1] feladatgytijtemény 50—
52.,1ll. 118-127. oldalain, tovabba a jegyzethez mellékelt EUKL.DIO2D.EXE program segit-
ségével gyakorolhatjuk az algoritmust.

7 7z

Lathatjuk az el6z6 példdkban, hogy az algoritmus néhdny egyszerii 1€pés utin megall,
mig pl. a fenti hétjegyi szdmok torzstényezds felbontdsa sokkal tovédbb tartana.

Az algoritmusokrdl sz616 1.1. "Alapfogalmak” alfejezetben éltalanossagban emlitettiik a
,JO” algoritmusok legfontosabb jellemzdit, most ezen szempontok alapjan részletesen meg-
vizsgaljuk az Euklideszi algoritmust:

1.) megéll-e egydltaldban az algoritmus minden input esetében,

2.) mennyi id6 mulva 4ll meg (mésodperc tortrésze vagy évmilliok?),
3.) helyes eredményt ad-e minden inputndl,

4.) milyen nehéz/bonyolult, (,,mennyibe keriil”’),

5.) milyen mas problémakhoz lehet még alkalmazni.

Az Euklideszi algoritmus esetében mindegyik kérdésre meglepden j6 valaszt kapunk.

1.) Az eljaras természetesen véges sok 1épésben véget ér mert
bl >ry >rg > >r; >1ry > >0

€s pozitiv egész szamok csokkend sorozata nem lehet végtelen. Ezt az ,,elvet” hivjdk descente
infinie (végtelen leszéllas, francia) elv -nek.

A fenti példaban 4 195 813-nél kevesebb maradékos osztast kellett végezniink. Szeren-
csére ez mindig igy van:

3.)
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4.8. Tétel (Lamé). Az Euklideszi algoritmus legfeljebb annyi lépésig tart, mint amennyi b
szdmjegyei szdmdnak otszorose, azaz

m <5-logy,[bl. O

(Gabriel Lamé (1795-1870) francia matematikus. )

Bizonyitas. A bizonyitas megtaldlhaté példaul [CsL]-ben, most csak vazoljuk. Az alap-
otletet: az 4.3. Algoritmus taldn akkor tart a legtovabb, ha a benne szerepld ¢; egyiitthatdk a
legkisebbek. Azonban ¢; = 1 esetén (r;) éppen a Fibonacci sorozat (visszafelé {rva), tehat a
Binet-formula szerint (1d.pl. [SzI2])

1 1+v5\ [1-v5)
) e

ahol m az algoritmus 1épésszdma, ahonnan

m = O (log (b)) .
u

4.9. Megjegyzés. Lamé fenti tétele szerint az Euklideszi algoritmus linearis, vagyis az in-
put méretének novelésével a futdsidé CSAK linedrisan (egyenes ardnyban) novekszik, min-

den ilyen algoritmus pedig a lehet6 leggyorsabb: a futdsidé 1ényegében az input beolvasdsa.
U

[CLR] 33.2-5. Gyakorlata szerint (701.0ld.) az Euklideszi algoritmus futdsideje a > b >
0 esetén 1 + log,. (b) ami csokkenthets

1t log, (0
&\ Inko (a,b)

-ra, ahol 7 = ‘/52“.
2))
4.10. Tétel (Euklideszi algoritmus helyessége).
rm = Inko(a,b).
Bizonyitas. A tétel konnyen bizonyithat6 teljes indukcidval alulrol felfelé:
Tm = nko(rpm,Tm_1) = nko(ry,_1,rm_2) = Inko(rpm_o,rm-3) = -+ = Inko(r;,r;_1)
= ... =Inko(a,b). =

A 4.) kérdésre mar valaszoltunk.

S.) A legfontosabb alkalmazasokat a fejezet elején mar felsoroltuk.
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4.11. Allitas. [kkt (a,D), Inko(ay, . .., a;) és lkkt (ay, ..., a;) is meghatdrozhaték az Eukli-
deszi algoritmus tobbszori alkalmazdsdval (ezeket mdr az el6z0 fejezetekben megismertiik).

O

4.12. Példa. Mennyi  Inko(39 137563, 15836 693,37219177) = ?
Megoldas:  [nko(39 137563, 15836 693) = 39 493,

Inko(37219177, 390 493) = 541,
fgy  Inko(39137563, 15836 693,37219177) = 541. 0O

Az [SzI1] feladatgy(jtemény 50. ill. 119-120. oldalain még sok, részletesen kidolgozott
példat talalunk.

(A XX. szdzadban ,,természetesen” felfedeztek gyorsabb és egyszer(ibb algoritmusokat
az Inko kiszdmitasdra, pl. [KD] 2.kotet 4.5.2. alfejezetében megtaldlhatjuk J. Stein (1961)
algoritmusét, amely csak kivonast és felezést (bindris vessz0 dthelyezése) haszndl.)
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5. fejezet

Linearis Diophantoszi egyenletek

Diophantosz (Kru.250) gorog matematikus foglalkozott egyenletek egész gyokeivel, ezért
hivjuk dltaldban az olyan egyenleteket Diophantoszi-nak, amelyeknek az egész gyokeit ke-
ressiik.

Most csak a linedris Diophantoszi egyenletekkel foglalkozunk.

5.1. Definici6. Legyenek adottak az ay, ..., a,,c € Z szdmok, és keresenddk olyan x4, . . .,
Tn € 7 egész szamok, melyekre

ai1r1 + -+ apT, = C. (5.1

A fenti egyenletet n-valtozos linearis Diophantoszi- (vagy Diophantikus) egyenletnek hiv-
juk. O

Nagyon egyszer( az alabbi tétel ,,sziikséges” fele:
5.2. Tétel. Az (5.1) egyenlet akkor és csak akkor oldhato meg, ha
Inko(ay,...,a,) |c. (5.2)

Bizonyitas. A fenti (5.2) feltétel sziikségességét nagyon egyszerlien belathatjuk: d =
Inko(ay,...,a,) esetén nyilvin

d|ayzy+ -+ apxy,
hiszen x4, ..., x, € Z egész szdmok.

A (5.2) feltétel elégségessége a kovetkezd fejezetekben ismertetett megoldasi algoritmu-
sokbdl (azok 1étezésébdl) kovetkezik. m

5.1. ax + by = c egyenletek

Ebben az alfejezetben az
axr +by =c (5.3)
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5.1. ax + by = ¢ EGYENLETEK 39

kétismeretlenes Diophantikus egyenletet oldjuk meg, ahol a, b, ¢ € Z adott szamok, teljesiil
az

Inko(a,b) | c
feltétel, és keresendd =,y € Z.
Elegendd el6szor (5.3) helyett az
ax + by = Inko(a,b) (5.4)

egyenletet megoldanunk, utdna (5.3) mar kdnnyen (;-vel beszorozva) megoldhatd, ahol d =
Inko(a,b).

5.3. Tétel. Minden a és b egész szdmhoz léteznek olyan ug és vy egész szdmok, hogy
Inko(a,b) = a-uy+b- v (5.5)

Az alabbi bizonyitds egyben algoritmust is ad ug, vy (és igy x, y) megtaldlasara, 1énye-
gében az Euklideszi algoritmus ,.,kib&vitésére” van sziikségiink:

5.4. Algoritmus. (Kiterjesztett Euklideszi Algoritmus)

Az (5.5) Diophantikus egyenlet megoldasa:

Hasznéljuk fel a (4.3) algoritmus sorait, alulrél a masodik sort6l kezdve, alulrdl felfelé sor-
rendben (osztanunk nem kell). Ehhez részletesebben meg kell nézniink az Euklideszi algorit-
mus utolsé sorait:

a=b-q +m

Tm—4 = Tm-3 " Gm-2 + Tm—2
"m—3 = T"m—-2 " gm-1 + Tm—1
Tm—2 = "Tm-1"qm + Tm

"m—1 = Tm " Qm+1 + 0.
Tehat:

lnk‘o(a, b) =Tm =T"m-2 —"Tm-1"0qm = T'm-2 — (rm—S —Tm—2" Qm—l) cQm =
=Tm—3" Um—2 T Tm—2 " Up—2 = I'p—3 - Upm—2 + (Tmfél —T'm-3" qm72) *Um—2 =
=Tm—4 Un-3+Tm_3 Up_3=" "

:a-u0+b-vo. L]

5.5. Megjegyzés. Az u;, v; szamokat nem kell képlettel kiszamitanunk, hiszen menet koz-
ben ,,automatikusan” megkapjuk Sket, mint a kdvetkez6 példdban lathatjuk.

(Amint a 4.5. pontban megjegyeztiik: a szimoldsban meg kell kiilonboztetniink az r; mara-
dékokat, ezeket (...) zardjelekkel emeljiik ki: (r;).) O
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40 5. LINEARIS DIOPHANTOSZI EGYENLETEK

5.6. Példa. Oldjuk meg a
9867x + 8855y = 759 (5.6)

egyenletet.
Megoldas: van megoldés, mert  [nko(9867,8855) = 253 | 759.

A 4.6. Példa szdmoldsai alapjan (a maradékokat <...> zdrdjelekbe tettiik, mint ezt a
Jelolésben definialtuk):

Inko(9867,8855) =253 = 1-<1012> + (-1)-<759> =

=1-<1012> + (-1)-(<8855>-8-<1012>) =

=(-1)- <8855>+9-<1012> = (-1)-<8855>+9-(<9867>-1-<8855>) =
=9-<9867> -10-<8855>

ahonnan
Uy = 9, Vo = —10.

Mivel 759/253 = 3, ezért az (5.6) egyenlet egyik megoldédsa

up=9-3=27, 1vo=-10-3 = -30.

Az egyenletnek van még tobb gyoke, amiket az . Tételben adunk meg. [

A mellékelt EUKL.DIO2D.EXE program segitségével gyakorolhatjuk a fenti modszert.
A [Szl1] Feladatgytijteményben (52-54., 127-134. old) sok, részletesen kidolgozott fel-
adatot taldlunk a fenti algoritmusra és a linedris Diophantikus egyenletek alkalmazdsaira.

5.7. Megjegyzés. Az 5.4. Algoritmusbdl kiolvashato a

Um—1 = —Qqm Vi = —Ui+1 — Gi41 " Vit1

vagy masképpen
Uil = ig1 " Ui + Ui
Vi1 = —U;

rekurziv Osszefiiggés, de mint lattuk, nincs sziikségiink ra.

Tehat ebben az alfejezetben sikeriilt bebizonyitanunk az aldbbi tételt:

5.8. Tétel. Az
axr +by =c (5.8)

Diophantikus egyenletnek pontosan akkor létezik megolddsa, ha
Inko(a,b) | c. O

Fontos kérdés az algoritmus sebessége, erre megnyugtaté vélaszt tudunk adni:
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5.9. Megjegyzés. Lamé 4.8. Tétele ismét hasznos szamunkra: az (5.1) egyenleteket megoldé
fenti algoritmus is linearis, vagyis (problémankra) a lehetd leggyorsabb. [

Végiil keressiik meg az (5.3) egyenletek dsszes (“dltaldnos™) megoldédsat!
Ha ug és vy egy megoldésa az
a-ug+b-vy = Inko(a,b)

egyenletnek, akkor konnyen lathatd, hogy

C Cc

*o = tor Inko(a,b)’ Yo = tor Inko(a,b)

egy megolddsa az (5.3) egyenletnek.

Az Osszes megoldast pedig az aldbbi tétel segitségével kapjuk meg:
5.10. Tétel. Ha az (5.8) egyenletnek létezik egy (o, yo) megolddsa, akkor az dsszes gyok:

Ikkt(a,b) Ikkt(a,b)

vagy mdsképpen
x=x0+Fk b —y— ko — (kez) (5.10)
0 Inko(a,b)’ y = Inko(a,b) '

(k € Z tetszdleges szdm).

Bizonyitas. A tétel konnyen bizonyithatd: vizsgdljuk meg az (5.8) egyenlet két gyoke
kozotti kiillonbséget (hazi feladat). m

Térjiink vissza kicsit az 5.4. Algoritmushoz. Gyors, érthetd, dttekinthet. A baj csak az,
hogy sok memoridt igényel, hiszen az 6sszes ¢; és r; maradékot el kell tarolnunk, mivel az
algoritmus a masodik menetben az egyenletek sorait visszafelé haladva is felhaszndlja. Az
egyenleteket kozelebbrdl megvizsgdlva ez a kettdsség kikiiszobolhetd €s az algoritmus is
kicsit gyorsithat6. Az aldbbi mddositds implementdladsa és bizonyitdsa megtaldlhaté példaul
[KD] 1.kotet 37. oldalan.

5.11. Algoritmus. Az az + by = Inko(a,b) (5.5) egyenlet megolddsara.
(Az 5.4. Algoritmus jeloléseit hasznaljuk.)
Legyenek & 1:=1,(_1:=0; & :=0,¢ :=1,
majd az r;_o = 1r;_1 - q; +7; vagyis r; 1= r;_o —r;_1 - q; sor mellett a kovetkezot is szamitsuk
ki:
S =8 -2—&-1"¢ G :=C-a2—C-1G.

Ekkor &,,,, (,, megadja az ax + by = Inko (a,b) egyenlet egy megoldasat. [
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42 5. LINEARIS DIOPHANTOSZI EGYENLETEK

5.12. Példa. Oldjuk meg az
9867z + 8855y = 759 (5.11)

egyenletet (1d. 4.6. és 5.6. Példék).

=1, (_1:=0;

& =0, (¢ =1,

< 9867 > = < 8855 > ¥14+ < 1012 > 2;(1):(1):;1_1
52:0—1*8:—8
(3=—1-9%x1=-10
<T759> = <253>x3 4+ <0> VEGE

tehat  Inko (9867x 4+ 8855) = 253, & = & = 9és ( = (3 = —10 egy megoldéasa az
9867¢ + 8855(¢ = 253 = Inko egyenletnek,
vagyis

< 8855 > =< 1012 > x84 < 759 >

<1012 > = < 759 > %1 + < 253 >

759 759

9003253'%:27 és yo¢ZC3'253=

egy megoldasa az ( ) egyenletnek. [

30

Az 5. ”Kongruencidk és maradékosztdalyok” és 6. ”Kinai maradéktétel...” fejezetekben a
linedris Diophantikus egyenleteket tobb, elméleti és szamitistechnikai probléma megolddsara
tudjuk felhaszndlni.

[LG] 100-104.0ldalain az Euklideszi algoritmus érdekes alkalmazasat talaljuk polinomok
gyokei szamanak meghatdrozédsdra egy adott [a, b] intervallumon.

5.2. ayx1 + - - + a,x, = c egyenletek

Az (5.1) egyenlet 0sszes megoldasit az Euklideszi algoritmus tobbszori alkalmazasdval (n-
re torténd teljes indukcidval) megkaphatjuk, ami a (5.2) tétel ,.elégséges” felét is igazol-
ja. Az [SzI1] feladatgy(jteményben erre is taldlunk kidolgozott példdkat (53-54. ill. 132-
134.oldalak).

Most csak az n = 3 esetet mutatjuk meg roviden.

Megoldandé tehat az
ar +by+cz=m (5.12)

hdromismeretlenes linedris Diophantikus egyenlet, ahol a, b, c,m, z,y, z € Z egész szamok.

(0) Elérebocsatjuk, hogy a megoldhatdsag sziikséges és elégséges feltétele:
Inko(a,b,c) | m.

(1) Az Euklideszi algoritmussal megkeressiik ~ d := Inko(a, b)-t.
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(2) az ax+by=td (t€Z) -egyenletek dltalanos megoldasa
lkkt(a,b) lkkt(a,b)
a

r=t-x,

ke y=togt—— -k (ke€D).

(3) Szamitsuk ki ¢ := Inko(d,c) értékét (az Euklideszi algoritmussal).
(4) Oldjuk megaz dt+ cz=m egyenletet, melynek altaldnos megolddsa
m lkkt(d, c) m lkkt(d, c)

to + ol r=g,— 00 (1)

t:F' d ) c

5.13. Megjegyzés. Tehit az
ar +by +cz=m

linearis Diophantikus egyenletek altalanos megoldasa:

( lkkt(a,b
x:t.a;o_’_w.k
a
lkkt(a,b -m lkkt(d, c)
y:t.yo+%.k ahol t—g'to—i— g 4
m lkkt(d, c) k.teZ.
\ 2=z ————{

ahol 0 = Inko(a,b,c), tovabba a megoldhatdsag sziikséges és elégséges feltétele:
d|m

O

5.14. Példa. Oldjuk meg az 12z + 30y + 15z = 18 egyenletet az egész szamok korében.
(0) mivel Inko(12,30,15) = 3|18, ezért van gyoke az egyenletnek,
(1) d=lInko(12,30) = 6,
2)a 12x+30y=1t-6 egyenletek dltalinos megoldasa:
r=1t-(-2)+5k, y=t-1-2k,
(3) 0 =lInko(d,c) = Inko(6,15) = 3,
4)a 6-t+15-z=18 egyenlet dltaldnos megoldésa:
t=6-(—-2)+5l, z=6-1-20 ((e€Z),

igy az 4ltalanos megoldas:

r=t-(-2)+5-k
=t-1-2-k ahol ~t=—12+5-1
z=6-1—20 k.t eZ
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azaz
r=(—12+50)-(-2)+5k =—100+5k+ 24
y=(—12+50) — 2k = 5(—2k—12 ahol k,(€Z.
z2=6—20 = —20+6

U
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6. fejezet

Kongruenciak és maradékosztalyok

A periodikusan ismétl6dé jelenségeknél dltalaban nem az ismétlédések szama, hanem a leg-
végén kapott maradék a fontos (hét napjai, trigonometridban 2k7 utdni maradék azaz ,hol
jovok ki a korforgalombol?””, csomagolds utdni maradé€k, a szam legutolsoé jegye vagy néhany
legutolso jegye, tilcsordulas egész szamoknal a szamitogépben, ,,mindenkinek van-e péarja?”
a tanciskolaban, stb.).

A most kovetkezd fejezetben egész szamok egész szammal val6 osztdsi maradékait fogjuk
részletesen megvizsgalni.

A [SzI1] Feladatgydjtemény 4.2. alfejezetében rengeteg kidolgozott példat taldlunk oszt-
hatdsagi szabalyokrdl, maradékokrol, kongruencidkrol és alkalmazdsaikrol.

6.1. Kongruenciak
(kongruencia (1at.) = megegyezés, megfelelés, egybevdgosdg.)
Az osztasi maradékok vizsgalatdnal hasznos az alabbi tomor jelolés:
6.1. Definicié. TetszSleges a,b, m € Z, m # 0 egész szamokra jelolje
a=,b vagy a=0b (mod m)

(olvasd: ”a kongruens b-vel modulo m”) az ,a és b ugyanazt a maradékot adjak m-cl
elosztva” reldcidt (Osszeftiggést). [J

Bér a fenti definici6 fejezi ki a kongruencia lényegét, matematikai kornyezetben (bizonyi-
tasokhoz) az aldbbi definicié a hasznos:

6.2. Definicié. Legyen m € Z tetszdleges (rogzitett) egész szam, m # 0. Ekkor tetszoleges
a,b € Z szamokra legyen

a=,b vagy a=b (mod m) (6.1)

pontosan akkor ha
m | a—b. (6.2)

m-et a kongruencia modulusanak nevezziik. [
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46 6. KONGRUENCIAK ES MARADEKOSZTALYOK

Szerencsére a fenti két definici6 ekvivalens (azonos értékii, lat.): a (6.2) dsszefiiggés pon-
tosan azt jelenti hogy “a és b ugyanazt a maradékot adjak m-mel elosztva” (HF).

6.3. Megjegyzés. (i) Az m = =1 eseteket érdemes kiilon is megvizsgdlnunk: barmely
a,b € Z szamokra a = b (mod =1). Altaldban m > 2 és szigortian m # 0!

(ii) =,, pontosabb elnevezése szdmelméleti kongruencia, hiszen a geometriai egybevdgdsag sok €16
nyelven (latin eredete miatt) szintén kongruencia, és van altalanos (absztrakt) algebrai kongruencia is
(ez utébbi: mivelettartd ekvivalencia-relacio).

(iii) = és = nem keverhetdk ssze: tetszbleges a,b,m € Z, m # 0 egész szdmokra a = b-bsl
kovetkezik a =,, b de megforditva dltaldban nem!

Hat persze: az = megkiilonboztet minden a, b egész szdmot, mig =,,, nagyon sok (végtelen sok)
szamot ~0sszemos”’. Tovabbmenve: nyilvanval6 az aldbbi kovetkeztetés:

6.4. Allitas. m | n esetén a =, b-bdl kovetkezik a =,, b, de megforditva (dltaldban)
nem. [

6.5. Megjegyzés. (folytatas) vagyis (mod n) sokkal tobb szdmot kiilonboztet meg mint (mod m)
ha m | n. Algebrai nyelven ezt gy mondjak, hogy (mod n) finomabb osztilyozés/reldcié mint
(mod m), ami pedig durvébb. Nyilvanvaléan (mod +1) a legdurvdbb és = azaz (mod o) a legfi-
nomabb. []

Az a =, b jelolést legtobbszor akkor haszndljuk, ha a € Z tetszbleges és 0 < b < m,
hiszen a maradékdra (mod m) vagyunk kivancsiak és ezt jeloljiik b-vel.

Igy tulajdonképpen egy miiveletet definidltunk: az a € Z szdm m-el val6 osztasi maradé-
kat. Nagy m modulusokndl b is nagy lehet, ezért érdemes negativ maradékokra is gondolni
(mert ekkor m — b kicsi).

6.6. Definicié. Legyen m € Z tetsz6leges (rogzitett) egész szam, m # 0. Ekkor tetszSleges
a € Z szdmra
(i) jelolje
a (mod m) vagy (a mod m)
azt az (egyetlen) b < m nemnegativ szamot, amelyre b =,,, a teljesiil,
(ii) jelolje
a (MODm) vagy (aMODm)

azt a legkisebb abszoliit értékii b szamot (tehat —% <b< %), amelyre b =, a teljesiil. [

Vigyazat: a fenti definici6 érzékeny a kis- és nagybetiikre: (mod m) és (MOD m) nem
ugyanaz!

A legtobb szamitégépes programozdasi nyelvben is van beépitett maradékképzd miivelet
(/eljaras/figgvény), a zsebszamlogépeken sajnos nincs ilyen gomb.
6.7. Megjegyzés. A fenti jelolésekkel x =, y (6.1) helyett

(x mod m) = (y mod m)

is irhaté: a két irasmaod ekvivalens. [
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6.1. KONGRUENCIAK 47

Hazi feladat a kovetkezd Osszefiiggések ellenGrzése:

6.8. Allitas. Rogzitettm € Z, m # 0 szdmra  =,,C ZXZ  ekvivalencia-reldcié (vagyis:
reflextv, szimmetrikus és tranzitiv bindris reldcioc). [J

6.9. Tétel. Tetszdleges (rogzitett) m € 7Z, m # 0 szdmra, valamint bdarmely a,b,c,d € 7

szdmokra

ha a=,b

és c=,d

akkor a+tc=,bxd

és a-c=,b-d O

A fenti Osszefiiggések miatt hivhatjuk =,,,-t kongruencidnak (mivelettart6 ekvivalencia
relacio).

6.10. Megjegyzés. (i) Az iskolaban tanult "oszthatosdgi” szabalyok is a fenti 6.9. Tétel ko-
vetkezményei.
Példdul a 11-gyel oszthat6sag szabdlya azon alapszik, hogy

10/ = (-1)’ (mod 11)

tehdtegy axax_1...a1a0 szdmjegyekkel, tizes szamrendszerben leirt n szam

k

n = Qpar_1...0a10 (10) . — E 107 - a;
j=0

11-gyel val6 osztasi maradéka

k
n (=1 -a; (mod 11)
=0

J
vagyis kapjuk a jolismert szabdlyt:

,Egy tizes szamrendszerben felirt szam pontosan akkor oszthaté 11-gyel, ha a
szamjegyeit valtakozo elojellel osszeadva a kapott 6sszeg oszthato 11-gyel.” (A valtakozé
eldjelek a 0 szamjegyekre is vonatkoznak, példaul n = 1032002 maradéka=1—-0+3 —2+
0—0+2=4 (mod 11).)

(ii) Hasonl6 kérdés: ,,milyen szdmjegyekre végzddik a megadott HATALMAS kifejezés?”,
hiszen han € N legutolsé ¢ szamjegyét kérdezziik, akkor valgjaban a (mod 10° ) maradékra
vagyunk kivancsiak. A fenti 6.9. Tétel alapjan megint egy jolismert szabdlyt kapunk:

»A végeredmény utolsé / jegyének meghatarozasahoz mindossze csak a tagok/
tényezok utolso ¢ jegyeit kell figyelembe venniink.”

A [SzI1] Feladatgytijteményben sok, részletesen kidolgozott feladatot talalunk a fenti szabd-
lyok gyakorlédsdra és alkalmazasira. [J

A fenti 6.9. Tétel hasznat a kdovetkezoképpen foglalhatjuk dssze:
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48 6. KONGRUENCIAK ES MARADEKOSZTALYOK

6.11. Megjegyzés. Ha egy nagyméretii kifejezés kiértékelésénél (nagy szamoldsndl) csak a
végeredmény (mod m) maradéka érdekel minket, rogzitett m modulus esetén, akkor minden
lépésben vehetjiik/vegyiik a részeredmény maradékat és csak a (kisméretli) maradékokkal kell
tovdbb szdmolnunk. Vagyis egyetlen 1épésben sem kell nagyméretli szamokkal bajlédnunk.
(Ezt hivjdk modularis aritmetikanak.)

Ezt nem csak dltalanos- és kozépiskolai feladatokndl, hanem a jelen és a kés6bbi fejezetekben

is haszndlhatjuk, ennek latvanyos alkalmazédsa példaul a 6.6. ,,Nagy kitevGjli hatvanyozas”
alfejezet. [

6.12. Példa. Mennyi maradékotad a  132465+46587-83152- 731052 —208645°  kifejezés
753-mal osztva?
Megoldas: mindegyik tényezdnek kiilon-kiilon vessziik a 753-mal vald osztdsi maradékat, és
a szamolds minden 1épésében is a részeredmények helyett 753-mal val6 osztisi maradékukat
tekintjiik:
132465 + 46587 - 83152 - 731052 — 208645° =

= 690 + 654 - 322 - 642 — 64° =

= 690 + 654 - 206724 — 642 - 64° =

= 690 + 654 - 402 — 331 - 100 =

= 230498 = 80 (mod 753). O

Sok gyakorlé feladatot részletes megolddsokkal taldlhatunk [SzI1] 39-45. ill. 97-109.
oldalain. [J

6.13. Megjegyzés. VIGYAZAT: pdratlan modulus esetén dltaliban mar nem igazak az aldb-
bi, j61 megszokott allitasok:

29 9

“pdrostpdros=pdros”, ’pdratlantpdratlan=pdros”, ..., (mod m)

“pdros-pdros=pdros”, ’pdratlan-pdratlan=pdratlan” (mod m),

példaul 6 +4=1,6-2=3de6-4 =6 (mod 9), stb.

Ezt a kérdést a 6.3. "Elséfokii kongruencia-egyenletek” alfejezet eredményei alapjan tudjuk

teljességgel megvizsgalni. [

Végezetiil kiilonbozo modulusokra vonatkoz6 Osszefiiggéseket emlitiink meg:

6.14. Tétel. (i) Tetszbleges mq, my € Z (myms # 0) modulusokra:
hax =y (mod my) ész =y (mod my) akkor ==y (mod lkkt(my,ms)).

(ii) ha ac = be (mod m) és d = Inko(c,m) akkor a=b (mod %). O

6.2. Maradékosztalyok

Az aldbbiakban a maradékok kozotti miiveleteket vizsgédljuk, algebrai szempontok szerint.
Nem kivanunk preciz absztrakt fogalmakat €s tételeket haszndlni, minddssze a téma rovid
bemutatdsa a célunk.

Az el6z6 fejezet 6.9. Tétele és az utdna kovetkezd Megjegyzések szerint elegendd a sza-
mok maradékaival végezniink a miiveleteket — ezt 0sszegezziik a kovetkez6 definicidkban €s

tételekben.
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Jelen fejezet végéig rogzitsiink egy tetszdleges n > 1 pozitiv egész szdamot.
6.15. Jelolés. Jelolje Z,, a (mod n)-dsszes maradékok halmazat:
Z,:={0,1,...,n—1}.

Kiilonb6z6 algebrai meggondoldasok miatt Z,, helyett haszndlatos még a (Z/,.z) jelolés is.
U

6.16. Megjegyzés. Algebrai szempontbol 7Z, a =, ekvivalenciarelacié osztdlyait tar-
talmazza, erre nekiink most nem lesz sziikségiink, de technikai okok miatt az alabbi Defini-
cidra és szemléletre igen:

6.17. Definicié. Az n db tetszSleges {ay, . ..,a,} C Z szdmot teljes maradékrendszernek
hivjuk (mod n), ha az a; szdmok (mod n) maradékai az 6sszes Z,-beli maradékot kiadjak,
mindegyiket pontosan egyszer. [J

s 7

A késdbbiekben tobbszor fogjuk haszndlni a kovetkezd eredményt:

6.18. Tétel. Tetszbleges n € 7 szdmra ha ay,as, . .., a, teljes maradékrendszer (mod n),
c € 7 egy tetszoleges és b € 7 egy n-hez relativ prim szdm, akkor a

ba; + ¢, bas +c¢, ..., ba, + ¢
szdmok is teljes maradékrendszert alkotnak (mod n). O

6.19. Definicié. Osszeadas és szorzas a Z,, halmazon:
Tetszoleges a, b € Z,, esetén legyen a @ b és a © b olyan elemei Z,-nek, amelyekre

a®b:=a+0b (mod n)

a®b:=a-b (mod n).

Ha nem okoz félreértést, egyszeriien csak a + és - jeleket haszndljuk & és © helyett. [J

7

6.20. Megjegyzés. (0) A fenti két miivelet j6l meghatarozott (definialt) az el5z0 alfejezet
Tétele alapjan:
ha
a=d é b=0 (mod n)

akkor

atrb=d £V é a-b=d -V (modn).
(i) Szintén a fenti tétel miatt a @ és © miiveletek rendelkeznek a valds szamok szokasos tu-
lajdonsagaival (asszociativitas, kommutativitds, disztributivitds), ezeket most nem firjuk fel.
A tovédbbiakban csak a + €s - jeleket hasznéljuk @ és © helyett.

(ii) A fentiek alapjan (Z,,, +), (Zy, -) és (Zy, +, -)miiveletekre zart halmazok, algebrai struktdrak, s6t
(Zy,, -) kommutativ félcsoport, (Z,,,+) Abel csoport és (Z,, +, ) kommutativ egységelemes gyfird,
azaz integritdsi tartomdny. Ezeket a fogalmakat részletesebben a Fiiggelékben vizsgéljuk.

(iii) A jelen ,,Algoritmikus szdmelmélet” konyviink egésze a (Zy,, +, -) gy(rtirdl sz6l. A valds egyiitt-
hatds polinomok R[z] halmaza (polinomgyiirti) is hasol¢ tulajdonsagokkal bir, konyviink nagy része
R[x]-re is alkalmazhat6. [J
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Fontos gyakorlati probléma a miiveletek ,,megfordithatésdga”: ellentett és inverzelem ke-
resése.

Az 6sszeaddssal nincs gond: tetsz6leges a € Z, elemre a + (—a) = 0 (mod n), ahol
nyilvanvaléan (—a) = n — a.

A szorzasndl sokkal bonyolultabb a probléma. Miért is baj, hogy példaul

2-3=0 (mod 6) ?

Ebbdl miért kovetkezik, hogy a
2-z=1 (mod 6)

egyenletnek nincs megolddsa?

7 7

6.21. Definicié. Legyen (R, +, -) egy tetszdleges gytrt (mondjuk (Z,,, +, -)). Egy tetszSleges
a € R (azaz a € Z,) elem multiplikativ inverze egy olyan a!-nel jel6lt eleme R-nek (Z,,-
nek) amelyre

vagyis a~! az

a-r =1 (mod n) (6.3)

kongruencia-egyenlet megoldédsa. [

Néha elhagyjuk a ,,multiplikativ’’ jelz6t ha nem okoz félreértést, de mivel 1étezik ,,additiv”
inverz is, ezért elovigydzatosnak kell leniink.

Az (6.3) és hasonl6 egyenletek megolddsdval (szamelméleti mddszerekkel) a kovetkezd
fejezetben (1d. . Tétel), de elbtte a kovetkezd, nagyon egyszerd, dltaldnos algebrai vizs-
galatok is hasznosak szdmunkra.

6.22. Allitas. Tetszoleges 'R gyiiriiben minden a elemnek legfeljebb egyetlen inverze lehet,
vagyis az a~! inverzelem egyértelmdi.

Vigyazat: Most a (Z,,, ®, ®) struktdrdban vagyunk, és a~! € Z,, vagyis nem az iskolai
szorzas - miveletérdl van sz6!

Bizonyitas. Ha x és y is inverze a-nak, akkor szamitsuk ki kétféleképpen az xay szorza-
tot:
egyrészt

vay = (za)y=1-y=y

masrészt

ray=x(ay)=z-1==x

tehit ==y, QED.) m

D Q.E.D. = quod erat demonstrandum = amit meg kellett mutatnunk (lat.)
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s 2

6.23. Definicio. Legyen (R, +, ) egy tetszGleges gytrt (mondjuk (Z,, +, -)), és jelolje 0 a
gylrd Osszeaddsra vonatkoz6 nullelemét.

(i) Az a # 0 elemet nulloszténak vagy zérusosztonak hivjuk, ha 1étezik olyan b # 0 elem,
hogy a - b = 0 . (Ekkor nyilvén b is nullosztd.)

(ii)) Az (R,+,-) gyirit nullosztomentesnek hivjuk ha nincsenek nullosztdi, egyébként
(R, +, -) nullosztés. [

6.24. Allitas. Ha n osszetett szam akkor Z,,-ben léteznek zérusosztok. Részletesebben: a €
L, pontosan akkor zérusoszto ha nem relativ prim n-hez.
Bizonyitds: hdzi feladat. U

6.25. Tétel. Ha a € R nulloszto akkor nincs inverze.

Bizonyitas. Ha a nulloszté a b pérjaval, o' pedig inverrze a-nak, akkor szdmitsuk ki
kétféleképpen a baa~" szorzatot:
egyrészt
baa ™' = (ba)a ' =0-a' =0

masrészt
baa ' =b (aa_l) =b-1=0b

ami ellentmondas mert b # 0 tehat a valéban nem lehet nulloszt6 és invertdlhaté egyszerre.
]

6.26. Definicié. Az (R, +,-) gytrit (példaul (Z,, ®, ®)-et) testnek nevezziik, ha minden
a # 0 elemének van multiplikativ inverze. [J

6.27. Kovetkezmény. Ha n dsszetett szdm akkor Z,-ben vannak elemek, amiknek nincs mul-
tiplikativ inverze: az n-hez nem relativ prim szdmoknak biztosan nincs.
Tehdt n osszetett szdmra 7., nem test. [

Vigyazat: a fenti kovetkeztetések dltalaban nem fordithatok meg: nem minden nemnul-
losztonak van inverze (pl. (Z, 4+, -)-ben: az egész szamok szokasos +, - miiveleteire).

Az n € P primmodulusok kiilonleges helyzetben vannak: nem csak a kovetkezd fejezet
. Tétele, hanem az aldbbi altaldnos, nem til nehéz algebrai eredmény miatt is:

6.28. Tétel. Véges, nullosztomentes gyiiriiben minden elemnek van multiplikativ inverze,
vagyis az ilyen gyiirii test.

Altaldnosabban: ha egy (S, -) félcsoport (példdul (Z,,-)) minden a,x,y, a # 0 elemére:
ar = ay-bol x = y kovetkezik (lehet egyszeriisiteni S-ben), akkor S-ben van egységelem és
minden elemnek van multiplikativ inverze (vagyis S csoport). [

6.29. Kovetkezmény. Bdrmely p € P primszdmra (Z,,+, -) test, azaz minden a % 0 (mod p)
elemre az axr =1 (mod p) kongruencidnak van megolddsa. [

Osszetett modulusra kénytelenek vagyunk a modulushoz relativ prim szdmokkal foglal-
kozni.
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6.30. Definicio. Tetszdleges n € 7 (n # 0) szamra Z,-nek n-hez relativ prim elemeinek
halmazdt redukalt maradékrendszernek nevezziik (mod n) és Z}-gal jeloljiik.
Misképpen fogalmazva: B = {by, ..., by} C Z,, akkor redukdlt maradékrendszer (mod n),
ha Inko(bj,n) =1, b # b; (mod n)és B nem bdvithetd tovabbi elemekkel ezen
tulajdonsagokkal. Az (egyetlen) ilyen B halmaz jele Z;,.

Haszndlatosak még a (Z/n - Z)" és (Z/,.z)" jelolések is. O

6.31. Definicio. Tetszdleges n € Z (n # 0) szamra jelolje ¢(n) a (mod n) redukalt
maradékosztalyok szdmat, azaz legyen

p(n) = [Z,].

Mdsképpen fogalmazva: ¢ (n) jelolje az 1 és n kozotti, n-hez relativ prim szamok szamat.
A fenti fiiggvényt Euler-féle  fiiggvénynek nevezik (Id.még a Definiciét). U

6.32. Példa. ¢ (15) = 9 mert 15-hoz relativ prim szamok (3-mal és 5-tel nem oszthatdk):
1,2,4,7,8,10, 11, 13, 14. Az 5.4. ,Euler-féle p (n) fiiggvény” alfejezetben megismeriink
néhdny képletet, amelyekkel ¢ (n) értékét felsorolds nélkiil is ki tudjuk szamitani.

Vigyazat: Z’ nem zart az Osszeaddsra, errdl barki konnyen meggy6zddhet. Szerencsére
a szorzasra igen, ez éppen a . Allitds masodik fele.
A (Z?,-) struktira tulajdonséagait az alabbi Tételben foglaljuk Gssze:

6.33. Tétel. Tetszoleges n € Z (n # 0) szdmra a Z;, redukdlt maradékrendszer zdrt a
szorzdsra (azaz a,b € Z; esetén a - b € Z;), tovabbd minden elemének van multiplikativ
inverze, azaz az algebra nyelvén:  a (77, -) struktiira kommutativ- (vagyis Abel-) csoport.

Bizonyitas. A . Allitds masodik fele igazolja a zartsagot.
A . Tétel és a . Tétel is igazolja, hogy minden elemnek van multiplikativ inverze.

6.34. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a . Tétel utan kovetkezd Algoritmus
nem csak az inverzelem 1étét allitja, hanem meg is keresi azt (mégpedig elég gyorsan). [

Végiil megjegyezziik, hogy a csoportelméletben fontos o(g) (’g elem rendje”) fogalmat
az 5.7. 7 Primitiv gyokok és diszkrét logaritmus”™ alfejezetben vezetjiik be és vizsgaljuk.

6.3. Elsofoka kongruencia-egyenletek

6.35. Definicié. Az
axr =b (mod m) (6.4)

kongruencia-egyenleteket (a,b, m adott, x keresett) elsofokd vagy linearis kongruencianak
nevezzikk. [
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A fenti (6.4)-nek pontosan akkor van megoldasa, ha ax = my + b, azaz
axr —my = b, (6.5)
vagyis (6.4)-t visszavezettiik linedris Diophantikus egyenletekre, amit Euklidesz algoritmu-
saval konnyen meg tudunk oldani:

6.36. Tétel. A (6.4) kongruencia-egyenletnek pontosan akkor van megolddsa, ha
Inko(a,m) | b. (6.6)
A megoldast az 5.4. Algoritmus megadja, a (6.5) dtirds alapjdn. U]

A konyvhoz mellékelt EUKLDI102D.EXE programot haszndlhatjuk a (6.5) alaku egyenle-
tek megolddsara.

6.37. Allitas. Tetszbleges a,b, m € 7 szdmokra a (6.4) egyenlet dsszes megolddsa (mod m)
a kovetkezo:

33121’04—2 Z:O,l,,L—l

Inko (a,m)
ahol L = Inko(a,m),

a megolddsok szdma (mod m) tehdt L = Inko (a,m).

Bizonyitas. Az . Tételben szereplS (5.10) képlet alapjan. =

6.38. Kovetkezmény. Ha a és m relativ primek, akkor barmely b € 7. esetén van megolddsa
(6.4)-nek. [

6.39. Definicié. Az
ar =1 (mod m) (6.7)

kongruencia = megoldasét az a € Z,, elem (mod m) multiplikativ (szorzési) inverzének
nevezzik, és a~!' (mod m) -eljeldljik. O

6.40. Tétel. Tetszoleges a,m € 7Z szdmokra:  a-nak pontosan akkor van multiplikativ in-
verze (mod m), ha Inko(a,m) =1, azaz a relativ prim m-hez képest, vagyis a € Z,.
]

A fenti eredmények alapjdn példaul Z; €és Z,-ben minden elemnek van multiplikativ
inverze, vagyis ezek a struktirdk csoportok. Tovabba:

6.41. Megjegyzés. Ha méar megtaldltuk a-nak o~ ! multiplikativ inverzét (mod m), akkor
bdarmely b esetén a (6.4) kongruencia megolddsa mdr csak egyetlen szorzasunkba keriil:

r=b-a' (mod m). (6.8)

Ez nagyméretli a, m € 7Z szamokndl lehet hasznos: egyediil csak a (6.7) kongruenciat kell
megoldanunk!

A fenti (6.8) képlet linedris algebrai megfelelSje: ha mar ismerjiikk az A matrix A~*
inverzét, akkor utdna bdrmilyen b esetén az A - x = b linearis egyenletrendszer megoldésa
minddssze ,,csak” egy métrix-vektor szorzas elvégzésétigényli: z = A1 -b. O
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6.42. Példa. a) oldjamega 114z =3 (mod 1683) egyenletet,
b) keresse meg 18 multiplikativ inverzét (mod 175).

Megoldas: A maradékok szokds szerint <...> zardjelekben vannak (1d. 4.5. Jelolés):

a) a 114x — 1683y = 3 linedris Diophantikus egyenlet megoldasa:

<114 >=<-1683 > -0+ <114 >,

< —1683 >=< 114>+ (—14) + < —87 >,

<14 >=<-87>- (1) + <27 >,

<B7T>=<27>-(-3) + <—6>,

<2T>=<—6>-(—4) + <3 >,

<—6>=<3>-(=-2)+ <0>,

ahonnan

3 =Inko(114,—1683) = 1- <27 > +4. < —6>

=1 <27T>44- (< —87T>— (—3): <27T>)=4-<—-87>+13- <27 >
=4 <-87T>413- (< 114> —(-1)- < =87>) =13 < 114 > +17- < —-87 >
=13 - <114 > 417 (< —1683 > — (—14) - < 114 >)

=17- < —1683 > +251- < 114 >

=17- < —1683 > +251 - (< 114 > —0- < —1683 >)

=251- <114 > 4+17- < —1683 >,

xro=251-C/d =251, y,=17-C/d =17,

Az éltalanos megoldas:

r=x0+k-b/d=251+k-(=561), y=yo—k-a/d=17T—k-38 (k€ Z).

A kongruencia megolddsa: = = 251 (mod 1683).

b) a 18x — 175y =1 linedris Diophantikus egyenlet megolddsa:

<18 > =< —175 > -0+ < 18 >,

<—175>=<18>-(-9)+ < —13 >,
<18>=<-13>-(-1)+ <5 >,

<=13>=<5>-(-2)+ < -3>,

<H>=<-3>-(-1)+<2>,

<=3>=<2> - (-1)+<—-1>,

<2>=<-1>-(-2)4+ <0 >,

igy —1 = Inko(18,—175) =1- < =3 > —(—1)- <2 >
=1.<-3>41-(<b>—(-1)-<-3>)=1<5>42-< -3 >

=1-<5>42- (< -13>—(-2)-<5>)=2-<—-13>+45- <5 >
=2<—-13>45-(<18>—(-1)-<—-13>)=5-< 18 > 4+7- < —13 >
=5 <18>47-(<—=175>—(-9)- <18 >)=7-< —175 > +68- < 18 >
=7 <—=175>+468- (<18 > —0- < =175 >) =68 < 18 > 4+7- < —175 >
ahonnan

20=068-C/d=—68, yo=7-C/d=—T.

Az 4ltalanos megoldds:

r=xo+k-b/d=—-684+k-175, y=y0—Fk-a/d=—-7—k-(—18) (k€ Z).

A fentiek alapjan a 18 multiplikativ inverze:

181 =68 =107 (mod 175).
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Ellen6rzés: 18- 107 = 1926 = 1 (mod 175).
O
[SzI1]-ban sok kidolgozott példat taldlunk.

A mellékelt EUKLD102D.EXE programot is haszndlhatjuk (6.5) alakd egyenletek megol-
ddsara.

(6.5) alakud egyenleteket sokszor kell megoldanunk szdmelméletben, példaul a 7.1. ”Kinai
maradéktétel” alfejezetben.

Az els6foku kongruencidk konnyii megoldhatésagaval ellentétben a magasabbfokud kong-
ruencidk (1d. 6.8. alfejezet) megolddsédra nincs gyors algoritmusunk, de éppen emiatt miikodik
sok titkosiras (1d. | 1. ,,Bizonyitds O informdcioval...” fejezetben).

6.4. Euler-féle p(n) fiiggvény

Mir az el6z6 fejezetekben is lattuk, hogy (mod m) szorzdsok esetén az m-hez relativ prim
szamok kitiintetett szerepet jatszanak, ez a késObbiekben is igy lesz. Ezért megismételjiik az
alabbi fontos jelolést:

6.43. Definici6. TetszOleges n € N szdm esetén ¢(n) jelolje az n-nél kisebb, n-hez relativ
prim szamok szdmdt, azaz legyen

o (n):=|{a<n:lnko(a,n)=1}].

A fenti fiiggvényt Euler-féle ¢ fiiggvénynek nevezik. [J

(Leonhard Euler (1707-1783) svdjci matematikus.)
Angol nyelvii szakirodalomban néha talalkozunk a “totient-function” (t6bbszoros, lat.)
elnevezéssel is.

6.44. Megjegyzés. A fenti definicié 6sszhangban van a . Definiciéval: ¢ (n) éppen a Z
redukdlt maradékrendszer mérete:

pn)=12,[. O (6.9)

A . Allitds és a logikai szitaformula (részletesen 1d. pl.[SzI2] 4. fejezet) segitségével

©(n) ,.konnyen” kiszdmithatd:

6.45. Allitas. Ha azn € N szdm torzstényezds felbontdsa n = pSipy? - - - por
ahol p; € P pdronként kiilonbozd primszdamok és o; > 1, akkor
'

go(n):n_zg+ y iy

i=1 1<icj<r PiPi <, Pi Py P

(- — (6.10)
pl 'pQ""'pT

O
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A fenti képlettel minddssze ,,csak’ két probléma van:
(i) Héany 0sszeadandé tag is van a fenti 0sszegben?

1+T+(g)+<g)+...+(;) .

a binomialis tétel szerint. Ez pedig exponencidlisan sok tag, ha n-nek sok kiilénb6zd primté-
nyezdje van. Ezt a problémét a kdvetkezd . Tételben ki tudjuk kiiszobolni.

(ii) A fenti (6.10) képlethez sziikségiink van n primtényezds felbontdsara. Sajnos nem
ismeriink még egyetlen olyan médszert sem, amely n primtényezds felbontasa nélkiil ki tudna
szdmitani ¢ (n) értékét. Ez vonatkozik az alfejezet aldbb kovetkez6 képleteire is!

A fenti ( ) kifejezés konnyen atirhatd rovidebb alakba:

6.46. Tétel. (Euler) az eldzd dllitds jelolései mellett

o =n(1- ) (1= 2) (1= ), 6.11)

vagy a [ [-jelolést haszndlva

Bizonyitas. A ( ) kifejezésben a zargjeleket beszorozva és rendezve éppen a ( )
képletet kapjuk.
,,Elegansabb” megoldast kapunk a . Allitas és a . Példa felhasznéldsdval. m

6.47. Megjegyzés. Vegyik észre: csak az a 1ényeg, hogy az n szamot mely primszamok
osztjak, de hogy pontosan melyik hatvannyal az mar nem. Sajnos éppen az n-et 0szt6 szamok
(akdr prim akdr nem) megtaldldsa a nehéz, a kitev kiszamitdsa mar konnyti feladat lenne. [J

6.48. Példa. Specidlis esetek: ha p, ¢ € P kiilonb6z6 primek, t € N tetszbleges természetes
szam, akkor

p(p)=p—1
pp) =pg—p—q+1=(p-1)(¢-1),
p(P)=p —pt=pt(p-1). O
Nem csak elméletileg, hanem gyakorlatilag is hasznos a ¢ fiiggvény kovetkezd tulajdon-
sdga:

6.49. Definici6. (o) Egy tetszoleges 0 : N — R fiiggvényt szamelméleti fiiggvénynek neve-
ziink.
(i) Egy tetszbleges o szamelméleti fiiggvény gyengén multipilikativ, ha relativ prim m,n
szdmokra teljesiil

o(m-n)=oc(m)-o(n). (6.12)

(ii) Egy tetszbleges o szamelméleti fiiggvény teljesen / totalisan multiplikativ, ha a fenti
(6.12) osszefliggés tetszbleges m,n € N szdmokra teljesiil. [
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Sajnos a szakirodalom nem egységes abban, hogy a multiplikativ jelz6 egyediil mit jelent-
sen, tehat mindig tegyiik mellé a teljes vagy gyenge melléknevet.

6.50. Allitas. Az Euler-féle o fiiggvény gyengén multiplikativ (de erdosen nem).

Bizonyitas. Legyen adott m és n egymashoz képest relativ prim szamok.
7y, elemeit jeloljik ay, . . ., ayn) betlikkel, €s tekintsiik az

a;+7j7-m (1<i<p(m),0<j<n-1)
alaku szamokat. Ezek mindegyike kisebb m - n-nél, vagyis
a;+ 7 -m € Lpmn (6.13)

és Z..n,-nek éppen ezek az elemei relativ primek m-hez.
Ha kivédlogatjuk koziiliik az n-hez relativ primeket, akkor megkapjuk Z; = elemeit, vagyis

@ (m - n) értékét a 3.42. Allitds alapjan.
Tetsz0leges i-t rogzitveaz  a;+7-m (0 < j <n—1) szdmok teljes maradékrendszert
alkotnak (mod n) a . Tétel szerint, amik koziil nyilvadn ¢ (n) db relativ prim n-hez.

Tehat a (6.13) szdmok koziil valéban ¢ (n) - ¢ (m) ami relativ prim mn-hez, vagyis valé-
ban

w(m-n)=p(m)-o(n).

A [SzI1] Feladatgytjteményben sok kidolgozott feladatot taldlunk ¢ (n) kiszdmitdsara és
alkalmazasara.

6.51. Megjegyzés. Milyen nagy is valdjdban ¢ (n)? A fenti képletek alapjan

p(n) yrpi—1

p

ami nagyon kozel lehet 1-hez ha n-nek nincsenek kicsi primosztdi, azaz ebben az esetben

¢ (n)=n

vagyis ¢ (n) nagyon nagy. Ez a tény néhany kés6bbi algoritmusndl jol fog jonni. [

6.5. Maradékosztaly-tételek

Ha az Olvas6 nem tanult absztrakt algebrai struktdrakat, az els6 tételt at is ugorhatja.

6.52. Tétel (Lagrange). Ha G egy véges csoport és H egy részcsoportja G-nek, akkor H
elemeinek szama osztja G elemeinek szdamadt, azaz

[H| [ |G]. O
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(Joseph Louis Lagrange (1736-1813) francia matematikus.)

Lagrange fenti dltaldnos algebrai tételét csak azért idéztiik, mert bizonyitdsa egyszer( és
rovid, és az aldbbi . és . Tételek is egy tomondatban kdvetkeznek belble. Vagyis
nincs sziikségiink a . €s . Tételek kozismert ,,nyakatekert” bizonyitdsaira.

Az alédbbi tételeket a modern kédolédsok és titkosirdsok alapjainak is tekinthetjiik:

6.53. Tétel (Euler ,,szamelméleti” tétele). Ha m,a € 7 tetszdleges, relativ prim szdmok,
akkor

a?™ =1 (mod m),

ahol ¢ (m) az Euler-féle ”o-fiiggény” (1d. . Definicic). [

Emlékeztetdiil két specidlis eset:
ha p € P primszam, akkor ¢ (p) =p — 1,
ham = p - ¢ € Z két primszam szorzata, akkor ¢(pg) = (p—1)- (¢ — 1).

fgy Euler fenti tételébdl azonnal kapjuk Fermat aldbbi ,.kis” tételét:
6.54. Tétel (,kis” Fermat tétel). Ha p € P prim és a € Z, p 1 a tetszdleges, akkor
a? =1 (mod p). O (6.14)

(Pierre Fermat (1601-1664) francia jogdsz és matematikus. )

Fermat fenti . Tétele alapjan mér Bolyai Jdnos (1802-1860) is probéalkozott nagy
szamok prim voltanak eldontésével, ezirdnyi vizsgalédasai soran (Id. a 7.3. “Alprimek” alfe-
jezetben) fedezte fel az aldbbi Tételt:

6.55. Tétel (Bolyai Janos). Ha p és q egymadstol kiilonbozd primszdmok, a egy olyan egész
szam, amely nem oszthaté sem p-vel, sem q-val, és amelyre abl =1 (mod q) és a?™l =
1 (mod p) teljesiil, akkor

a’ ! =1 (mod pq)

is teljesiil. [

Ezzel a tétellel — amely csak 2000 koriil keriilt el a kéziratokbol — Bolyai Jdnos tobb mint
40 évvel megelbzte Jeans (1877-1946) angol matematikust, aki el6szor kozolte azt nyomta-
tasban (1d. Kiss Elemér [KE1] cikkében.)

Bolyai Farkas(1775-1856) és Janos otletei alapjan, a XX. szdzadban kifejlesztett megle-
pben hatékony algoritmust a .3. "Alprimek” alfejezetben ismertetjiik.

Felhivjuk a figyelmet, hogy barmilyen nagy m modulus és nagy k kitev® esetén az u* hat-
vanyt (mod m) konnyen és gyorsan ki tudjuk szamolni (a 6.6 ”Nagy kitevdjii hatvdnyozds”
alfejezetben), azonban a ¢ (m) értékének kiszamitasdra nincs gyors algoritmus!

Euler fenti . és Fermat . Tételeinek altalanositasai:
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6.56. Tétel. (i) Tetszbleges a € Z egész és p € P primszdamra
a’ =a (mod p). (6.15)

(i) Tetszoleges m € N négyzetmentes szdmra és tetszbleges a € Z egész szdmra

a?™* =g (mod m). (6.16)

(i1) egyetlen nem-négyzetmentes m szdmra sem igaz, példaul
3*+1 =0 (mod 9) hiszen p(m) > 1.

Bizonyitas. (i) nyilvanval6: p | a esetén kovetkezik a kis Fermat-tételbdl, p | a esetén
pedig barmely ¢ > 1 kitevére a’ = 0 = a (mod p).

k
(ii) Legyen m = p1ps . . . pr, négyzetmentes. Tudjuk, hogy ¢ (m) = [] ¢ (p:)-
i=1

ElGszor ismételjiik meg az (i) gondolatmenetét m minden p; primosztéjéra: ha p; | a akkor
barmely ¢ kitevére ' = 0 = a (mod p;). Ha pedig p; 1 a akkor

a? M+l = (a“’(pi))t -a=a (mod p;) (6.17)
a . ,Kis” Fermat-tétel szerint (¢ 1ényegtelen).
Ha pedig ( ) teljesiil m minden p; primosztdjara, akkor ( ) is teljesiil, a . Tétel

alapjan. =m

6.57. Megjegyzés. Bara ( ) egyenldség (latszélag) tobb informéciot tartalmaz mint ( ),
val6jdban ekvivalensek: a? —a = a (a?~! — 1) miatt p { a esetén nyilvan p| (a1 —1). O

6.58. Tétel (Wilson). n € N akkor és csak akkor primszdam, ha
(n—1)! = =1 (mod n). (6.18)

vagy mdsképpen:
nl(n—1)+1
(n # 4 dsszetett szam esetén nyilvdn (n — 1)! = 0 (mod n).)

(John Wilson (1741-1793))
Bizonyitas. n = 2 és n = 3 konnyen ellendrizhetd, tehat n > 5.

Legyen n = p prim, ekkor a . Tétel szerint minden 1 < a < p — 1 szdmnak van
multiplikativ inverze 1 < a™' < p — 1, vagyis a (p — 1)! szorzatban az a és a~' pdrok
szorzata = +1 (mod p). Azonban a; = +1 és ay = —1 (mod p) esetén (és csak erre a két

szdmra) a~' = a (mod p). Tehét
(p—1! = 1¥-1-(—1) =—1 (mod p).

Megforditva: ha n = a - b Osszetett szam, akkor a,b < n miatt n | (n — 1), vagyis
ntmh-—1)I+1 nm

A fenti tétel megforditdsa sajnos nagy szdmok primtesztelésére azért nem j6, mert (n — 1)!
bddiilten nagy: 1d. pl. a Stirling formulat a 2.6. Tételben.
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6.6. Nagy Kkitevoji hatvanyozas

Nem csak a titkosirdsok, hanem nagyon sok szdmelméleti vizsgdlat egyik alapmiivelete a
kovetkezd:

6.59. Algoritmus. Nagy Kkitevoji hatvanyozas (mod m):

Feladat: Adottak a nagy (tobbszazjegyl) u, k, m € Z szamok. Meghatdrozand6 az

r=u" (mod m)

értéke.

Az algoritmus tobb lépésbdl dll, sok magyardzattal ellatva kozoljiik aldbb.

A kb. 101 szdmjegybdl 4116 u* hatvanyt nyilvan nem szdmoljuk ki teljesen. A 6.9 Tétel
alapjan nyilvan minden részletszamitds végeredménye helyett annak (mod m) maradékdt
vessziik, de k ~ 10'%° egymads utdni hatvanyozas is sokdig tartana.

Az alapvet6 otlet a kovetkez6: ha mar ,.elég nagy” kitevdjli hatvanyt kiszamoltunk, ak-
kor annak pl. négyzetét (annak mod m maradékét) egy szorzds megadja, és az mdr ,,sokkal

nagyobb”.
Vegyiik tehat minden lépésben az el6z0 1€pésben kapott hatviany négyzetét: legyenek
up = u, up = ui =, ou=wd =t u = u? = u?, ... (mod m). Lt

hatjuk, hogy a kitevok exponenciélisan gyorsan ndnek, vagyis a ¢ = [log, k| ~ 100-adik
1épés utdn mar a kitevd 2¢ > k. Igen, de ha k nem 2° alaku, akkor egyik 1; sem megoldas.

Kovetkezd észrevételiink: 2 hatvanyainak 0sszegeként minden szam el6allithatd, vagyis
irjuk fel k-t kettes szdmrendszerben:

t
k=744 ...i2i1i0(2:§ ij -2

J=0

ahol i; = 0 vagy = 1 bindris jegyei k-nak. A hatvinyozds azonossigai miatt ekkor pedig

t

.20
uk:uEzJQ — m
J

§=0, i;7#0

vagyis: azon u; szamokat Kell dsszeszoroznunk (mod m) amely helyiértékein % -nak 1
all.

Megismételjiik: az 6sszes u;, szamot nem ,.hagyomanyosan” kell dsszeszoroznunk, ha-
nem lépésenként, mindig csak a (mod m) maradékot kiszamitva és figyelembe véve.

6.60. Osszegzés. Algoritmus vége. [

A jegyzethez mellékelt HATVMODDD.EXE program segitségével tetszOleges (egyeldre
csak legfeljebb m < 230 ~ 2 - 10°) adatokkal gyakorolhatjuk u* (mod m) kiszdmoldsat, az
eredményeket file-ba is irathatjuk!
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6.61. Példa.  6456'%? (mod9786)  kiszdmitdsa:
k = 4652 = 1001000101100 (bin) ,

ul0] = u = 6456 = u?’ = 6456 (mod 9786)
ull] = (u[0])? = v* = 64562 = 1362  (mod 9786)
uf2] = (u[1])? = u¥ = 13622 = 5490  (mod 9786)
uf 3] = (u[2])? = u¥ = 5490> = 9006  (mod 9786)
ud] = (u[3])? = v* = 9006 = 1668  (mod 9786)
uf 5] = (u4])® = u¥ = 1668> = 3000 (mod 9786)
ul6] = (u[5])? = v* = 3000> = 6666 (mod 9786)
ul7] = (u[6])? = v* = 6666> = 7116  (mod 9786)
ul8] = (u[7])? = v* =7116% = 4692  (mod 9786)
u[ 9] = (u[8])? = u¥ = 46922 = 6150 (mod 9786)
u[10] = (u[9))* = u*° = 6150> = 9396  (mod 9786)
u11] = (u[10)* = v*" =9396% = 5310  (mod 9786)
u[12] = (u[11))* = u?®” =5310> = 2634  (mod 9786)

igy
u® = 5490 - 9006 - 3000 - 6150 - 2634 = 4068 - 3000 - 6150 - 2634 = 858 - 6150 - 2634 =
= 2046 - 2634 = 6864  (mod 9786),

vagyis  6456%0°2 = 6864 (mod 9786). O

[SzI1] 46. ill. 109-112. oldalain tobb kidolgozott példat taldlunk a fenti algoritmusra.

6.62. Megjegyzés. (i) Az algoritmus 1épésigénye legfeljebb 2t = 2 [log, k] szorzds (mod m),
vagyis k szdmjegyeinek szamdnak mindossze kétszerese, vagyis ez egy linedris algoritmus!
Szamitégép-memoridt szinte semmit nem hasznalunk fel: 1ényegében az adatokat és k szam-
jegyeit (¢ db bit) kell tarolnunk!

(ii) & > m esetén az u’ sorozat (nyilvan) mindenképpen ciklikus, igy a hatvanykitevét
csokkenthetnénk ha ismernénk a ciklus hosszat — ami viszont nem egyszert feladat.

Ha pedig u és m relativ primek, akkor még az is feltehets, hogy a k kitevd ¢ (m)-nél
is kisebb, ugyanis ekkor k£ > ¢ (m) esetén a . Euler Tétel miatt

u* =" (mod m) ahol k =k (mod ¢ (m))

hiszen k=vy-¢(m)+{¢ esetén

uk = (u@(m))y -t ¢

1-u" (mod m).

Sajnos ¢ (m) értékét nem olyan egyszer(i meghatdrozni, mint tudjuk. O
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6.7. Primitiv gyokok és diszkrét logaritmus

Mivel ebben az alfejezetben egy rogzitett Z;, halmazban dolgozunk (m € Z vagy m = p €
IP), ezért a = jel utdn nem {rjuk ki mindig a (mod m) illetve a (mod p) jelolést.

Zy,-ben (vagy akdr egy tetszOleges véges csoportban) egy tetszdleges elemet dnmagéval
szorozgatva (hatvanyozva) érdekes és hasznos jelenségekkel talalkozunk.

6.63. Megjegyzés. (i) Azértszoritkozunk csak 7Z*, halmazra, mert a Z,,, halmazban (m Ossze-
tett szdm esetén) kétféle elemek vannak: m-hez relativ prim, és m-mel valamilyen k&z6s osz-
toval rendelkezd elemek. Marpedig ez utébbiak halmaza nem zért a szorzésra.

(ii) Az aldbbi eredmények €s bizonyitdsuk tetszOleges véges G csoportokban is igazak.  []

6.64. Allitas. (i) Legyen a € 7, tetszoleges elem. Ekkor egyértelmiien van olyan (a-tol és
m-t0l fiiggd), legkisebb d < m kitevs, amelyre

a® = 1.

Erre a d kitevére érvényes tovdbbd, hogy a® = a®t*, sét

a' =d’ <= i=j (mod d) (6.19)

tetszoleges i, 7, k € N kitevdkre.
(ii) Ha a € 7}, olyan maradék, amelyhez tartozé d = ¢ (m) = |Z},|, akkor a
hatvdnyai (nem sorrendben) kiadjdk 7., elemeit, azaz

{1,a,0,...,a" "} = Z;, (6.20)

(ne feledjiik: ' = a és a® = 1 = a°).

Bizonyitds. (i) a = 1eseténd = 1, tehdat 1 < a. Mivel az alaphalmaz (Z;,) véges, ezért
el6bb-utobb ismétlodést kapunk: a° = ol valamilyen e < f természetes szdmokra. Ekkor
nyilvan o’ =¢ = a" = 1. Nyilvdnvaléan d éppen a legkisebb ilyen h kitevs. Az (i) dllitds
tovdbbi része nyilvdanvalo.

(ii) Ha d minimdlis, akkor a hatvdnyai 0-tol d — 1-ig mind kiilonbozéek. Ekkor pedig (6.20)
nyilvdnvalo, hiszen a két halmaznak ugyanannyi eleme van. [ ]

6.65. Definicio. (i) Tetszoleges a € Z, elemre az a elem rendje, o (a) jelolje a
Allitas (i) pontjaban szerepld (legkisebb) d kitevét.
Az a elemet szokds d-edik egységgyoknek is hivni, hiszen a? = 1.

(i) Aza € Z;, elemet primitiv egységgyoknek, roviden csak primitiv gyoknek, vagy
(multiplikativ) generator elemnek hivjuk, ha o (a) := ¢ (m). Masképpen: ha (6.20), vagyis
a 6.64. Allitas (i) pontja teljesiil.

Ebben az esetben a (Z,, ®) csoportot ciklikusnak nevezziik.
A primitiv gyokoket dltaldban g betiivel jeloljik. [

A hatvanyozis és a logaritmus j6l ismert azonossagai Z;, -ban is érvényben vannak. Egye-
diil az alébbi 6sszefiiggés érdemel emlitést:
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6.66. Allitas. o (ab) = lkkt (0 (a),0 (b)) tetszdleges a,b € 7, elemekre. [

De elfelejtettiik a legfontosabbat: mely m € N modulusra [létezik is primitiv gyok? Az
aldbbi eredményeket nem bizonyitjuk, fels6foku algebra vagy szamelmélet konyvekben meg-
talalhato.

6.67. Tétel. Z: -ban pontosan akkor van primitiv gyok, ha m = 2, m = 4, m = p* vagy
m = 2p® ahol p € P paratlan primszdm és o > 1 tetszoleges természetes szam. [

6.68. Allitas. Z3-ben pontosan azon d kitevékre létezik d-edrendii elem a € 7 (azaz o (a) =
d), melyekre d | p—1. O

6.69. Megjegyzés. Z;. nem tévesztends 6ssze GF (p®)-vel (= p“-ad rendli véges test =Ga-
lois Field, 1d. Fiiggelék) . O

Kis m értékekre konnyen kereshetiink primitiv gyokoket, s6t hatvany- és logaritmus tdb-
lazatokat is konyen készithetiink, amiket példdul konyviink végén is taldlhatunk.

6.70. Definicio. Legyen g € Z;, egy (tetszdleges) primitiv gyok, a € Z? tetszdleges szam és
a = g*ahol k < o (m). Bzt az egyértelm( k-t a-nak (g-alapu) diszkrét logaritmusanak vagy
(szdmelméleti) indexének nevezziik, és a k = log, (a) vagy k = ind, (a) jelolést haszndljuk.
A jelolésben ugyan (mod m) nem szerepel, de a szovegkornyezetben mindig megemlitjiik.
O

Az elkészitett indextdbldzatok haszna nagy m modulusokndl nyilvanvalé (bér az aldbbi
példaban csak kis szamokkal mutatjuk meg a tdbldzatok hasznélatét):

6.71. Példa. Legyen p = 47, g = 5, a konyv végén (1 16. oldal) levd jobboldali tablazatban
vannak ¢ hatvédnyai, tehat példdul ¢'> = 18 (mod 47).

Tovabba a = 26 és b = 37 esetén, a baloldali tablazat szerint

log, (a) = log; (26) =29 és log, (b) = logs (37) = 42.

Az ab szorzést (mod p) megint 6sszeaddsra vezetjiik vissza (mod p — 1):
log, (ab) = log, (a) +log, (b) =29 +42 =25 (mod 46)
tehat ab = 26-37 = ¢g* =22 (mod 47) (tessék ellendrizni!)
(a jobboldali tabldzat szerint — mint a hagyomanyos logaritmus esetén).

Tovabbd, példdul az 22 = a = 26ésy*> = b = 37 (mod 47) egyenleteket is kénnyen
megoldhatjuk:

2 -logs (z) = log, (a) = 29 (mod 46) miatt ilyen = nem létezik,
mig a

2 -logs (y) = log, (b) = 42 (mod 46)

kongruencia megoldésai:

logs (y1) =21 (mod 46) == y1 =g =15 (mod 47),

logs (y2) = 44 (mod 46) = y=g" =32=-15 (mod 47)

(tessék ellendrizni — és a kovetkezd ,,Magasabbfoku kongruencidk™ alfejezet nehézségeivel
Osszevetni!). [
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Mar csak primitiv gyokoket kell keresniink €s a tdblazatokat elkésziteniink adott (nagy-
méretld) m modulusokra.
Azonban sem képletiink sem gyors algoritmusunk nincs primitiv gyokok keresésére. Eu-

ler . Tételébdl kovetkezik, hogy barmely m-hez relativ prim a szdmra
@(m)
a2z =41 (mod m) (6.21)

tehdt nyilvanval6 a kovetkezd:

6.72. Allitas. Tetszdleges m, g € Z relativ prim szdmokra g pontosan akkor primitiv gyok

(mod m) ha
p(m)

g2z =-1 (mod m). O (6.22)
A fenti (6.22) feltételt ugyan kdnnyen és gyorsan ellendrizhetjiik a 6.6. ,,Nagy kitevdjii

hatvdnyozds” alfejezetben megismert algoritmussal, de: melyik a € Z;, szamot vizsgaljuk?
Esetleg: Z;, elemeinek hdnyadrésze primitiv gyok?

El6rebocséjtjuk, hogy (tobbszizjegyli m modulusokndl) még ha taldltunk is egy ¢ primi-
tiv gyokot, az indextdblazatot mar mérete miatt sem tudjuk felirni, tovabba arra sincs gyors
algoritmusunk, hogy egy tetszdleges a € Z;, szdm ¢ alapud logaritmusat meghatdrozzuk.

Az alédbbi eredmények ismeretesek:

6.73. Tétel. Ha 7.} -ban van primitiv gyik, akkor pontosan ¢ (¢ (m)) db primitiv gyok
van Z.;,-ban. ]

6.74. Kovetkezmény. Z: -ban véletlenszeriien kivdlasztva egy szdmot, az

(v (m))
w (m)
valosziniiséggel lesz primitiv gyok.
-1
Specidlisan, ha m = p € P primszdam, akkor ez a valosziniiség go(p—l) U
p —
6.75. Tétel. Van primszdmok olyan (p,,). ., végtelen sorozata, amelyre a fenti valdsziniiség
0-hoz tart:
n — 1
L p ) — 0. O
Pn — 1

6.76. Tétel (Burgess, 1962). Bdrmilyen C,c € R" konstansokra létezik
Cp'/4*+e-nél kisebb primitiv gyok (mod p), ha p elég nagy primszdm. [

6.8. Magasabbfokua kongruenciak

Az alabbi egyenletek sem csak elméletileg érdekesek, hanem sok algoritmusban is fontosak
(primtesztek, bizonyitds O informécidval, ... ).
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6.77. Definici6. Magasabbrendii kongruencianak nevezzik az

¥ =a (mod m) (6.23)

alaku egyenleteket ha k& > 2.
Specidlisan, k = 2 esetén az
r*=a (mod m) (6.24)
kongruenciat négyzetes vagy kvadratikus kongruencianak nevezziik, mig azokataz a €
Z.,, maradékokat, amelyekre ( )-nek van megolddsa, négyzetes vagy kvadratikus mara-
dékoknak nevezziik (mod m).
r-etaz a szdm k-adik gyokének, illetve négyzetgyokének is nevezziik (mod m). O

Tehat nem a (6.24) egyenlet megoldasait hivjuk négyzetes maradékoknak.
Egyszertiség végett a tovdbbiakban csak az a # 0 szdmokkal foglalkozunk.
Természetesen meriil fel a kovetkezd probléma:

6.78. Probléma. Milyen m,a € 7Z és k € N esetén van megolddsa a kongruencidnak?
O

El8szor vizsgéljuk meg a négyzetes maradékok problémadjat az m = p € P primmodulus

s 7

esetben, majd kés6bb foglalkozunk tetszSleges m € Z modulussal.

6.79. Allits. k = 2 esetén:

(i) Tetszoleges p € P prim, p > 2 és a € Z, szdmokra: ha a ( ) kongruencidnak van
megolddsa, akkor pontosan ketté megolddsa van.

(ii) Minden p € P primszdmra Z,\ {0} elemeinek pontosan a fele (= ’%1 ) négyzetes- és
ugyanennyi nemnégyzetes- maradeék.

Bizonyitds. (i) (p—x)* =2® (mod p) és p pdratlan esetén
p—xZx (mod p) miatt legaldbb két gyik van.
Ha pedig * = y*> (mod p) akkor 2*> —y* = (z—y)(z+y) =0 (mod p), ésp
primtulajdonsdga miatt  p| (x —y) vagyp| (x +vy), azazvaléban x = +y (mod p).

g

(ii) Az eldzo gondolatmenet szerint az 1,2, . . ., P

szdmok négyzetei mind kiilonbo-

z0ek és kiadjdk az Osszes négyzetes maradékokat.  m

6.80. Allitas. TetszGleges m € Z paratlan és a € Z,, szdmokra k = 2 esetén ha a (6.24)
kongruencidnak van megolddsa, akkor legalabb ketté' megolddsa van.

Bizonyitads. Az el6z6 dllitds bizonyitdsdnak elsd sora tetszoleges pdratlan m modulusra is
jo. m

A kovetkezd tétel bizonyitdsa mar nem olyan egyszer(i mint a fentieké.

6.81. Tétel ((KN],IL.2.). Ha m € Z tetszbleges pdratlan szdm, akkor 7}, elemeinek legaldbb
a fele négyzetes nemmaradék. [
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Hidba konnyf elvileg felsorolni a négyzetes maradékokat (csak 72 maradékait kellene egy
tdblazatban beikszelniink), de nagy p modulusra nem érnénk a végére. Még akkor sem, ha

tudnank egy g € Z, primitiv gyokot, aminek ugye pontosan a paros kitevgjli hatvanyai a
négyzetes maradékok.

A kovetkezd tétel segitségével konnyen és gyorsan eldonthetjiik (még nagy p € P modu-
lusokra is), hogy mely a szdmok a négyzetes maradékok:

6.82. Tétel (Euler-lemma).
Tetszoleges p € P prim modulusra egy p-hez relativ prim a szdm
(vagyis pta ) akkor és csak akkor négyzetes maradék, ha

p—1

az =1 (mod p). (6.25)
~1\ 2
Bizonyitas. A kis Femat-tétel alapjan barmely p-hez relativ prim a szdmra < pT) =1

(mod p) tehat

a7 = +1 (mod p).
Legyen g € Z,, primitiv gyok a . Tétel szerint és legyen z = ¢,
a=g¢g’ (mod p) aholi,j < p.
A( ) kongruencia ekvivalens az

g =¢° (mod p)

azaz

2i=7 (mod p—1) (6.26)

kongruencidval hiszen o (g) = p — 1.
Mivel p — 1 péros, ezért (6.26) szerint 7 mindenképpen paros ha a négyzetes maradék.
Ha j = 2/’ paros akkor egyrészt

-/ il 2
a= g = (g ) (mod p)
négyzetes maradék, masrészt
_ N 55 A\ p—1
e <g2’> * = <g’> =1 (mod p)

a . ,,kis” Femat Tétel alapjan.
Ha j = 2¢' + 1 paratlan, akkor a fentiek szerint a nem négyzetes maradék, masrészt

p—1 241 % N\ P—1 p—1
aTE(g“r) E(gl) g2z =—1 (mod p)

hiszen g rendje o (g) = p — 1 miatt ngfl # 1 (mod p), vagyis

p—1

g2z =-—1 (mod p).

Bebizonyitottuk az Euler-lemmét. m

A fenti eredmények ismeretében mar kicsit viligosabban latjuk a problémat:
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parsd

6.83. Megjegyzés. Emlékeztetiink rd, hogy a 6.6. ”Nagy kitevdjii hatvdnyozds™ alfejezetben
megismert modszerrel a (6.25) feltétel konnyen (és gyorsan) ellendrizhetd.

Arra is felhivjuk a figyelmet, hogy a fenti Tétel ill. ( ) algoritmus csak ( ) megold-
hatdsagat (a négyzetgyok létezését) donti el, de nem adja meg a négyzetgyokét — nem old-
jameg a ( ) kongruenciat! Sajnos a négyzetgyokok tényleges megtaldldsira nincs gyors
algoritmusunk, lényegében csak egy teljes indextdbldzat segithetne (Id. a . Példat), de
annak mdr mérete is exponencidlisan nagy. Sebaj, épp emiatt lehet kiillonboz6 titkosirdsokra
hasznalni a négyzetes maradékokat!

Bar a fenti Euler-lemma segitségével barmely, akarmilyen nagyméretli a és p € P sza-
mokra konnyen és gyorsan kiszamithatjuk (szamitogéppel), hogy a négyzetes maradék-e
(mod p) vagy sem, kézi szamolasokhoz és a probléma elméleti vizsgalatara sokszor az alabbi
eredmények hasznosabbak (bizonyitdsuk megtaldlhat6 példaul [SA1] vagy [KN]-ban):

6.84. Definicié. Tetsz6leges p € P, p > 2 prim és a € Z, szdmra az (E) Legendre-
p

szimbolum a kovetkezs:

a 0 hap|a
(—) = 1 ha a négyzetes maradék (mod m)
p —1 ha a nem négyzetes maradék (mod m). [

(Adrien Marie Legendre (1752-1833), francia matematikus.)

s e P p . a .
6.85. Definici6. TetszSleges m = p{'ps*...pi" € N ésa € Z,, szdmra az (—) Jacobi-
m
szimboélum a kovetkezd:

Gl=G) GG o

(Carl Gustav Jakob Jacobi (1804-1851), német matematikus.)

6.86. Allitas. A . Tétel szerint tetszdleges p € P prim és a € 7. egész szdmokra
a _
(—) =a"7 (mod p). O
p

6.87. Megjegyzés. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a Legendre szimbdlum esetén

(E) =1 <= anégyzetes maradék (mod p)
p

de a Jacobi szimbolumnal (ﬁ) = 1 egyaltalaban nem jelenti azt, hogy a négyzetes maradék

2 2 2
lenne (mod m), példaul <1—5) = (§) : (g) = 1 de 2 nem négyzetes maradék (mod 15).

(© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu



63 6. KONGRUENCIAK ES MARADEKOSZTALYOK

6.88. Tétel. (i) ha ay =ay (mod p) akkor <ﬂ> = (%),
p p
b b
(i) tetszoleges a,b € 7 szamokra (a_) = (E) . (-)
p p p
b2
(iii) haplb akkor (“—) - <9>
p p
1
(iv) (—) =1
p
-1\ _ 1 ha p=1 (mod4) vagyp=2
p ) | =1 mdskor ’
) 2\ _ 1 ha p=41 (mod 8)
p) | =1 mdskor ’
. -2\ 1 ha p=lvagy =3 (mod 8)
v (?) N { —1  mdskor - U

6.89. Tétel (Kvadratikus reciprocitds = Négyzetes megforditas). Tetszdleges m,n € Z parat-
lan szdmokra

(2)- o= () -

—(2) han=m=3 (mod 4)

mdskor

DIL

6.90. Tétel. Tetszdleges m € 7 pératlan szdmra

(3):(_”#8—1:{ I ha n*=1 (mod 16)

—1  mdskor

7411 9283 1872 24 117
oloP,l . - = — _— = — _— — — - —
6.91. Példa (9283) (7411) (7411) (7411) (7411)
L T4\ (40 24.9 5\ (5 [ur\ _ [2 1O
117 ) 117/ 117 117) \117) \5 ) \5)

Az alabbi algoritmus sajnos nem tokéletes: elStte kell valahonnan egy négyzetes nemma-
radékot keresniink mod p.
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6.92. Algoritmus. ([KN],I1.2.)
Tetsz6leges p € P prim modulusra és egy tetsz6leges a € Z, négyzetes maradékra (p 1 a)
gyors algoritmust adunk a négyzetgyokeinek megtaldlasara — feltéve, hogy mdr ismert egy
n € Z, nemmaradék. ( . Allitas szerint egy véletleniil valasztott n € Z,, szam pontosan
50% eséllyel nemmaradék (mod p).)
Az algoritmusban végig csak a = jelet fogjuk kiirni, a (mod p) jel6lést elhagyjuk.

Tehat n egy nemmaradék és a-nak keressiik a négyzetgyokét.
Legyen p—1=2%.5 ahol s paratlan és legyen r := a*t1/2.  Ekkor

Y =4 = (2) =1
p

vagyis a 'r? €Z, egy 2°'-dikegységgyok.
Otlet: r-et kicsit médositva fogunk olyan x-et kapni, amelyre a~'2? = 1.

Legyen b :=n® ekkor kiszdmolhatd, hogy a {b, Vv, ..., bQB} elemek mind kiilon-
bozbek (mod p) és b = 1.

Keresiink egy olyan j < 2°! kitevét, amelyre o = b’ - r négyzetgyoke lesz a-nak. j-nek
bindris szdmjegyeit fogjuk meghatdrozni:

B—2
. - - - - —(2 i -
J = Jp—-25 JB=35 - --5J2, J1, ]0\ = Z 2]z
=0

1. Tudjuk, hogy (72 - a_l)Qﬂ_1 = +1.Igy = 1eseténlegyen j, :=0; = —1 esetén legyen
jo = 1
2. Ha mar a 59, j1, - . -, Jx—1 jegyeket mar megkaptuk (£ < 8 — 2), akkor kiszdmolhatd, hogy
B—k—1 k=1 B—k—2
(b= 1) a_1)2 = 1, ahol Jy_y := Y 2%, vagyis ((b%-1 - r)? a‘1)2 = +1.
i=0

Ennek megfelelden legyen j; := 0 vagy ji := 1 mint Jo esetében.
Ekkor '
V-r

X

egy négyzetgyoke a-nak.
Vége az algoritmusnak. [

Az algoritmus futasideje O (log* (p)). O

Mégegyszer hangsilyozzuk, hogy nincs tudomésunk olyan polinomidlis algoritmusrol,
ami biztosan adna egy négyzetes nemmradékot. A . Allitds alapjan csak annyit tudunk
biztosan, hogy véletlenszeriien vélasztva n kiilonbdzd szamot Z,-ben, legaldbb 1 — 27" va-
16szintis€ggel van a védlasztott szamok kozott legalabb egy négyzetes nemmaradék.

6.93. Példa. A fenti algoritmussal keressiik meg a = 186 egy négyzetgyokét (mod 401).

n = 3 nemmaradék mert 3*%2 = —1 (mod 401).
p—1=400=2*-25 (5 = 4) miatt r = o*t1/2 = 18625/3 = 103 és b = n® = 3*° = 268,
tovabbd a~! = 235 és 72 - ¢! = 98 (ami 4dllitélag 2°~1 = 8-adik egységgyok: 98% = 1).
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Most keressiik meg j szamjegyeit:

k=0: (r*- a_l)ﬁi1

E=1: <(b1 -7")2 . a‘1>

= 98% = —1 miatt j, = 1.
26—k—2

((268 - 103)*- 235)° = 1 = j, = 0,
9B8—k—3

k= 2: ((b1 )2 a*l) = (268-103)% 235 = —1 = j, = 1,

tehat j = 101, =5és x =V -r = 268° - 103 = 304 a keresett gyok. [

[KN]IL.2.-ben (51.0ld.) megismerhetiink egy olyan algoritmust is, amely a fenti algorit-
mus és a Kinai Maradéktétel (€s még néhdny feltétel) segitségével Osszetett modulus esetén
is tud négyzetgyokot vonni.

6.94. Algoritmus. ([KN],I1.2.) (vazlat)

Legyen m = p{'py?...pJ" tetszleges paratlan szdm. Amennyiben minden i < t esetén
ismeriink egy n; € Z,, kvadratikus nemmaradékot (mod p;), akkor barmely a € Z,, m-hez
relativ prim négyzetes maradék esetén polinomiddben meg tudjuk oldani az (6.24) azaz

> =a (mod m)

kongruenciat az aldbbiak szerint.
El6szor azt mutatjuk meg, hogy tetszéleges p® primhatvany modulusban hogyan lehet
a-nak négyzetgyokot taldlni. Legyen tehat zy € Z, megolddsa az

> =a (mod p)

kongruencidnak. A megfelels (mod p®) kongruencia megolddsat keressiik

T=zg+ TP+ + Taap™ T

alakban.
Ha mar mindegyik i < ¢ esetén (kiilon-kiilon) megtaldltuk a négyzetgyokét (mod p,),
akkor végiil a Kinai Maradéktétellel megkapjuk a négyzetgyokét (mod m). O
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7. fejezet

Kinai Maradéktétel és nagy szamok
SZOrzasa

A fejezetben ismertetett eredményt 1000 évvel ezel6tt mar valéban ismerték kinai matemati-
kusok, és a modern algoritmikus szdmelméletben is ,,alapmiiveletként” hasznaljuk.

7.1. Kinai Maradéktétel

7.1. Probléma. Adott my,mso,...,m,, ay,0s,...,a, € Z  egész szdmok esetén van-e az
r =a; (mod my)
T = ag (mod my)
(7.1)
r = a, (mod m,)
u.n. szimultdan kongruenciarendszernek x € 7, gyoke? U]
7.2. Megjegyzés. Az r = 1 esetet a 0.3. ,Els6fokd kongruencia-egyenletek” alfejezetben

vizsgaltuk, tehat az aldbbiakban r > 2.

Eldszor a ,,legegyszeriibb” esettel foglalkozunk:

7.3. Tétel (Kinai Maradéktétel, KMT vagy CRT [Chinese Remainder/Residue Theorem]).
Ha

az m; modulusok pdaronként relativ primek, (7.2)

akkor a (7.1) kongruenciarendszernek barmilyen ay, as, . . ., a, € 7 egész szdmok esetén pon-
tosan egy x gydke van (mod M) ahol

M = lkkt (mq,ma,...,m;).
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Bizonyitas. A bizonyitas képletet, s6t gyors algoritmust is ad = megtaldlasara.

Nyilvin M =mqy-mg----- my.
Elbszor x egyértelmiiségét mutatjuk meg. Ha ;1 és x5 kielégitik a (7.1) kongruenciarend-
szert, akkor x; = x5 (mod m;) mindegyik m; modulusra, ahonnan a . Tétel szerint

kapjuk, hogy x; = xs (mod M).
Most megadjuk z képletét:
El6szor oldjuk meg (kiilon-kiilon) az

M
yi-— =1 (mod m;), i=1,2,...,r
my;

: M . o )
kongruencidkat (van megoldasuk, mert — és m; relativ primek mindegyik i-re a (7.2) feltétel
my
miatt).

Ezutén az M
képlet megadja a (7.1) kongruenciarendszer egy megoldasat.
Algoritmus vége.

A fenti képlet helyességét az Olvaso konnyen beldthatja. m

7.4. Megjegyzés. Az algoritmus gyors, polinomidlis, hiszen az 5. ,,Linedris Diophantoszi
egyenletek” fejezetben megismertiik a sziikséges linedris kongruencidk megoldasat (Euklide-
szi algoritmussal).

7.5. Példa.

Megoldas: A 7,12,25, 11 modulusok paronként relativ primek, ezért

M = lkkt(7,12,25,11) = 7-12- 25 - 11 = 23 100.

Az
M

m (mod m;)

Yi
alaku kongruencidk

y1 - 3300 = 1 (mod 7)

Y2 - 1925 = 1 (mod 12)
y3 - 924 = 1 (mod 25)

Yy - 2100 = 1 (mod 11)

(egyik) megoldédsai: y; = —-2=95, y, =95, ys=-1=24, y,=-1=10.
Az (eredeti) kongruenciarendszer megolddsa

M
r=S"1 am— =5-5-3300+2-5-1925+3-24- 924 + 0 =
m

)

= 168 278 = 6578 (mod 23 100). O
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Az [SzI1] feladatgy(jteményben sok kidolgozott példat taldlunk a Kinai Maradéktételre
és alkalmazésaira. Példdul, a kozépiskoldban jolismert ~Osszefoglalé feladatgyiijtemény ma-
tematikabol” 3937. feladata igy hangzik: “Melyik az a legkisebb természetes szdm, amely 2
-vel osztva 1, 3 -mal osztva 2, 4 -gyel osztva 3 és 5 -tel osztva 4 maradékot ad?

A jegyzethez mellékelt KINAI3D.EXE program segitségével gyakorolhatjuk az algorit-
must.
Egyes programok (pl. Derive) beépitett fiiggvénye a CRT.

Mivel a maradékos osztds polinomokndl és komplex egészeknél is elvégezhetd, igy nem
meglepd, hogy a Kinai Maradéktétel (pontosabban a fenti algoritmus) polinomoknal és komp-
lex egészeknél is miikodik, kicsit persze faradsdgosabb a polinomosztds miatt — amiben pedig
a mellékelt POL10SZ5 EXE program van segitségiinkre.

7.2. Altalanos modulusok

Ha a modulusok nem (pdronként) relativ primek, akkor a feladat — a (7.1) kongruenciarend-
szer megoldésa joval nehezebb. ([SA1] 96-98. oldalan is csak a megoldas 1étezésérdl torténik
emlités.)

Otlet: a (7.1) rendszerbdl kettS kongruenciat kivalasztunk, e ketté megoldésit felirhatjuk
egyetlen kongruencidban, tehét a kongruencidk szdmat lépésenként csokkenthet;jiik.

r=2

7.6. Tétel. Tetszbleges mq, mo € Z modulusok esetén az

S 0
kongruenciarendszer pontosan akkor oldhato meg, ha
Inko(my,ms) | as — a; (7.5)
és a megoldds egyértelmii (mod M, o) ahol
M, 5 = lkkt(my, my).
Bizonyitas. A bizonyitds ismét egy gyors algoritmust is ad = megtaldldsara.
A kongruencidk definici6ja miatt (7.4) ekvivalens az
r=mq -l +a =my-ly+ as,
atrendezve az
my -l —mey -y =as — ay (7.6)

linedris Diophantikus egyenlettel. Innen lathatd, hogy a (7.4) kongruenciarendszer megold-
hatosdagdnak sziikséges és elégséges feltétele valdban (7.5).
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Legyen d := Inko(my,ms), ekkor a (7.0) egyenlet dltalainos megolddsa

lkkt(ml,mg) lkkt(ml,mg)

61:‘650)—.— ‘t, £2:£§0)+ -t (tEZ),
mq mo
ahonnan (7.4) megoldasa példaul:
T =my - 550) + lkkt(mq,ms) - t + ay (teZ). (7.7)

vagy ami ugyanaz:
T =ms - £§°) + lkkt(mqy,ms) -t +as (t €7Z).

A megoldds val6ban egyértelmti  (mod M;5). m

{ T

x

egyenlet megoldasa a kovetkezo:

A (7.6) egyenlet most 61 — 100y =7 — 3 =4,

aminek megoldasa ¢y =—-1+4+5-t, lb=1+3-t (t€Z).

7.7. Példa. Az
(mod 6)

3
7 (mod 10)

Innen x=-6+30t+3=27+30t (t€Z), vagy masképpen
r=27 (mod 30). O

r=3

Bar az alfejezet bevezetésében leirtuk, hogyan lehet a 7.6. Tétel segitségével a modulusok
szamdt csokkenteni és igy akdrhdny kongruenciabdl all6 rendszert megoldani, az r=3 eset
egyszerl megoldoképletét mégis kiilon leirjuk.

A
r=a; (mod my)
r=ay (mod my) (7.8)
r=az (mod msy)

kongruenciarendszer dltaldnos megoldédsa, ha a modulusok nem feltétleniil relativ primek a
kovetkezd:

A kongruencidk definiciéja alapjan a kongruenciarendszer ekvivalens az aldbbi (linedris
Diophantikus) egyenletrendszerrel:

x:m1-€1+a1 (1)
x:m2-€2+a2 (2)
:c:m3~€3+a3 (3)

valamilyen (megkeresend$) ¢, {o, (3, x € Z  egész szdmokra.
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Az egyenleteket egymdsbol paronként kivonva kapjuk, hogy a megoldhatésdg (egyik)
sziikséges feltétele:

Inko(m;,m;) | a; — a; (1 <i#j<3). (7.9
(Ez nyilvén tetszdleges szdmu kongruencidt tartalmazé rendszerre egy sziikséges feltétel.)

Az el6z0 feladat (7.7) végeredménye alapjan az (1) és (2) egyenletek megolddsa

c=m L 4 Ly t+a  (EEZ). (4)

ahol
L172- = lkkt(ml, mz)

és £§°> egyik gyoke az (1) és (2) egyenleteket tomoritd
m1-€1—m2~£2:a2—a1 (710)

egyenletnek  (1d. (7.6) az el6z6 feladatban).

Vagyis a (3) és (4) egyenletekbdl all6 rendszert kell mar csak megoldanunk (az ismeretlenek
most: z,{l3,t € Z):

x:m3-€3+a3 (3)
xr = L172~ -t + (ml . 650) + Cll) (4)

A fenti egyenletrendszer megoldhatésaganak sziikséges feltétele (mint eddig):

Inko(mg, L1.) | az — <m1 -£§°) + a1> , (7.11)

€s amegolddas (ismét a (7.7) végeredmény alapjan):

r=ms- ggL) + lkkt (LLQ, mg) -S+as (S € Z) (712)
ahol EéL) egyik megolddsa az
my by — Lip t=az— (my () +a,) (7.13)

Diophantikus egyenletnek.

Erdemes még azt is észrevenniink, hogy

lkkt (LLQ, m3) = lkkt(ml, mo, mg).
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7.8. Osszegzés. A (7.8) kongruenciarendszer megoldhatésdganak sziikséges és elégséges
feltétele (7.9) és ( ), gyokeit ( ) adja meg, amelyhez el6bb meg kell oldanunk a ( )
és ( ) egyenleteket.

Az r = 3 eset vizsgalatanak vége. [

7.9. Példa. Az

r= 5 (mod 6)
r=1 (mod 10)
r=11 (mod 15)

egyenlet megolddsa a kovetkezd:

El6szor a ( ) egyenletet kell megoldanunk:

o gl = —4 —bu
6-0,—10- 0y = —4, {62:—2—3u (u€Z).
Ezutan kapjuk a (7.13) egyenletet, megoldésa:

Tehét a kongruenciarendszer megoldasa:
x=15-2+30s+ 11 = 41 + 30s (s €Z)

vagyis
r=11 (mod 30). O

7.3. Nagy szamok szorzasa

Bar az 1.2. "Alapmiiveletek sebesssége” alfejezetben modern és gyors mddszerekkel ismer-
kedtiink meg nagyméretli szdmok szorzdsdra, hasznos lesz az aldbbi, régi de nem elavult
modszer is, a Kinai Maradéktétel felhasznalasaval.

7.10. Algoritmus. Adott /-nél kisebb természetes szamok szorzdsa parhuzamos (szimultdn)
modszerrel.

Rogzitsiink paronként relativ prim mq, mo, ..., m, € N szdmokat gy, hogy a varhat6 vég-
eredmény M = lkkt(my,mg,...,m,) = my - mg - ----m, alatt maradjon, vagyis
K? < M legyen (hiszen X, Z < K esetén X - Z < K?).

Még a miiveletek megkezdése elott kiszamithatjuk és eltaroljuk a

yi-— =1 (mod m;), 1=1,2,...,r (7.14)
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. : : ., . M :
kongruencidk megolddsait, vagyis az y; szamokat és az y,; - — konstansokat (z = 1,2, ... 7).
m .

)

Ha most kapunk 0sszeszorzand6 X, Z < K szamokat, akkor mér egyszerre hasznalhatunk r
szamitogépet: el6szor kiszamitjuk az

v, =Xéz=2Z (modm;) 1=1,2...r
és az
a; =x;-2z (modm;) i=12,...,r

értékeket. Ekkor az
a; (mod my)
as (mod my)

T
T

r = a, (mod m,)

kongruenciarendszert a 7.3. Tételben ismertetett algoritmussal megoldhatjuk, és a megoldas
nyilvan
r=X-Z (mod M)

vagyis
r=X- Z.

A . Algoritmus vége.
O

7.11. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy az y; szdmokat csak egyszer kell kiszimolnunk, to-
vabba az x;, z; és a; szdmokat egyszerre tobb szamitégépen (parhuzamosan) is kiszamit-
hatjuk. (Ezért az m,; szamokat nyilvan optimalisan kell kivdlasztanunk: sem tul kicsi sem tul
nagy m; modulusok nem jok.) Végiil x kiszdmitasa a (7.3) képlet szerint mindossze csak par
konstans szorzésa kis szamokkal és Osszeadas.

7.12. Példa. Az

my = 253 ,
ms = 200,
ms = 261 |

modulus rendszer segitségével szamitsuk ki a kovetkez6 ,,nagyméretli” szorzasokat:
a) X, =56079, Z;=>58144,
b) X, =49745, Z, =55 846,
¢) X3=>57898, Z3=48653,
d) X3=56898, 73 =49 866.

Megoldas: Mindeniitt igyeksziink a legkisebb abszolit értékekkel (azaz negativ maradékok-
kal is) szamolni.

(© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem (© www.tankonyvtar.hu



78 7. KINAI MARADEKTETEL ES NAGY SZAMOK SZORZASA

(0) Elokészités: Az Euklideszi algoritmussal konnyen ellendrizhetd, hogy a megadott m;

modulusok paronként relativ primek.
M = 253 - 200 - 261 - 247 = 3 262 030 200.

A (7.14) kongruencidk megoldasai

M
my

M
Yo =—49 = gy - — = —799197 399,
mo

M
ms

M
Ypg = 62 — ys - — = 818 809 200.
my

(1) A tényleges szorzasok:
a) input: X = 56079, Z = 58144,

(i) a pdrhuzamos szdmoldsok:

r1:=X =166 (mod my) 21 :=7Z=-46 (mod my)
=X = 79 (mod my) 29 =7 =-56 (mod my)
r3:=X=-44 (mod m3) °’ z3:= 7 =-59 (mod ms3)
g =X= 10 (mod my) zp:=7= 99 (mod my)
majd

r1-2z1 =—46  (mod my)

Ty 29 = —24  (mod my)

r3-2z3= 36 (mod mg3)

T4 24 2 (mod my)

(ii) az Osszesités:

t
M
X7 = ey =
;y — iz

7

— (—232081200) - (—46) + (—799 197 399) - (—24) + 212469 400 - 36
+ 818809200 - 2
= 39142989576 = 3 260 657 376 (mod M)

Az eredmény jO, mert valéban  X-Z =3 260 657 376.
O
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8. fejezet

Primtesztelés és szamok felbontasa

Mint a 3.2. ,,A szdmelmélet algoritmikus problémdi” alfejezet . Problémadjéaban lattuk, a
primfelbontds (faktorizdcio) és a primtesztelés problémdk messze nem azonosak (kiilondsen
az AKS algoritmus [Id. 8.6. alfejezet] felfedezése 6ta). Azonban a klasszikus algoritmusok
hasonlé médszereket haszndlnak a két problémara, ezért targyaljuk e két problémat egy feje-
zetben.

Latni fogjuk, hogy a primfelbonté médszerek mindegyike O (2") exponencidlisan lassi
(a matematikusok az n — oo ,,hatdresetet” vizsgaljdk), csak ,.kicsi” (100-200 jegyli) szdmok-
ra haszndlhatéak a gyakorlatban. A konstansok kiilonb6z8sége miatt azonban el6fordulhat,
hogy egyik médszer évmillidrdokig, mig a masik ,,csak™ évmilliokig fut ugyanazon adat ese-
tén. Szemléletes adatokat talalunk a 8.2. Példaban, . Megoldasban és [JA]-ban.

Agrawal, Kayal és Saxena 2001-ben feltalalt algoritmusa attorést hozott: polinomidlisan
gyors, 100% biztonsagos, determinisztikus algoritmus a primtesztelés problémara (a gyors
primfelbontds problémdja maig is megoldatlan). Az utols6 alfejezetben csak roviden ismer-
tetjikk az ,,AKS” algoritmust, mert tobb matematikai eldismeretet kovetel, mint amennyit je-
len konyviink tartalmaz. ,,Kis” szdmokra a régebbi (konyviinkben ismertetett) algoritmusok
jOl hasznélhatok.

8.1. Eratoszthenesz algoritmusa

Tobbezer éves, iskoldban tanult algoritmus:

8.1. Algoritmus. Eratoszthenész algoritmusa:

Legyen az input egy fetszdleges (tobbszazjegyl) n € N természetes szdm. Osszuk el n-et 2-
vel és az /n-nél kisebb paratlan szimokkal. Ha valamelyik osztds nem ad maradékot, akkor
n nem prim és meg is kaptuk n egy felbontdsat. Ellenkezd esetben n € P primszam. []

8.2. Megjegyzés. Szamoljunk utdna: mennyi 1épés (mennyi mp) egy-egy szam felbontdsa a
mai szamitogéppekkel: ezt részletesen elemeztiik a 2.2. ,,A szadmelmélet algoritmikus prob-
1éméi” alfejezet . Péld4jaban. [J

Tehét az Eratoszthenészi algoritmus nagyon lassu (exponencidlis). Mint a . Példa-
ban l4ttuk: elemi mddszerekkel sem gyorsithatunk rajta 1ényegesen. [MGy] szerint a modern
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programok osztasok helyett kivondsokat ismételgetnek, de tobbszazjegyli szamoknal ez még
mindig exponencidlisan lassu.

8.2. Fermat algoritmusa

Pierre Fermat (1601-1664) algoritmusa ma is hatékony parszdz-jegyli szdmokra, kiilonosen
akkor, ha a felbontand6 szam két kozeli prim szorzata. Az algoritmus Osszetett szamoknal
(sikeres futds esetén) egy felbontast 1s megad. (Tehdt titkosirasnal sem célszeri olyan szdmot
valasztanunk, ami két kozeli prim szorzata.)

Tehat adott egy tetszdleges (nagy) n € Z felbontand6 szam.
Fermat elsd otlete: ha n-nek van két kozeli osztéja: n = ab és y = a — b kicsi (a > b),

akkor az x =

jeloléssel a = x 4+ y és b = x — y, és ekkor alkalmazhatjuk az n =

ab = (x +y) (x — y) = 2% — y? azonossagot.
Tehat keressiik n-et

n=ab=(x+y)(r—y)=2>—1y (8.1)

alakban.
Nyilvénval6an az = =~ /n vagyis az x = [/n] értékbdl kiindulva kezdjiik a szdmitdsokat,

n
x-et egyesével novelve, tovabba 0 <y <z < —.

Fermat azt is észrevette (mdsodik otlet), hogy a (8.1) egyenlséget

2t =
alakban frjuk, akkor elsé kozelitésként elegendd x? utolsé két szdmjegyét tekinteni (vagyis
csak x utolsé két szdmjegyét) mivel y* utols6 két szamjegye csak 00, el, ed, 25, 06 és €9
lehet (e paros, o pératlan szdmjegyet jelol), €s n rogzitett. Vagyis (még négyzetre emelés €s
n .
gyokvonds el6tt) a lehetséges \/n < = < 5 szamoknak legaldbb a 78/100-része kiesik.

Az utolsé két szamjegy” (mod 100) vizsgélatot jelent, tobb modulussal még tovabb
szlkithetjilk a lehetséges x szamok korét: legyenek my, ... my rogzitett tetszoleges mo-
dulusok, keressiik meg mindegyik ¢ < K esetén a négyzetszamok (mod m;) maradékait —
esetleg tdblazatban is tarolhatjuk dket, amely halmazok meghatarozzak x lehetséges maradé-
kait (mod m;) minden i < K esetén. gy mdr z négyzetreemelése elétt a biztosan rosszakat
eleve kisztrhetjiik, szinte alig marad x és y a (8.1) egyenldség kiprobéldsara (ahol persze y
meghatdrozasahoz sziikségiink van egy négyzetgyokvondsra is).

8.3. Algoritmus. (Fermat algoritmusa)

Elokészités: Legyenek my, ..., my paronként relativ prim €s n-hez is relativ prim modulu-
sok. Készitsiink el K darab (az adott n-t8l fiiggd) S [4, j| szita tablazatot:

legyen 1 < < K,0 < 7 < m,; esetén

S[i,7] :==1 havan olyan y amelyre j*> —n = y? (mod m;), és

Sli, 7] == 0 mas esetekben.

Az algoritmus: Legyen x kezdeti értéke x := [\/n].
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x-et egyesével novelve el6szor ellendrizziik:

ha S[i, x (mod m;)] =0 valamely 1 < ¢ < K esetén, akkor noveljiik z-et,

ha S[i, z (mod m;)] = 1 minden 1 < i < K esetén, akkor ellendrizziik, hogy 2 — n
négyzetszam-e. [

8.4. Megjegyzés. Ez az algoritmus még mindig exponencidlis, de Eratoszthenész algoritmu-
sandl nagysdgrendekkel jobb (pedig csak a konstans szorzét javitottuk). Az eljaras bitmivele-
tekkel gyorsithatd, de még igy sem elég gyors. Alapgondolata sok mai eljarasban felbukkan.
A modszerrel méar 1965-ben egymillié proba/mésodperc sebességet értek el: elektromechani-
kus (fogaskerék, biciklildnc) gépeket szerkesztettek szitalasra ([JA]).

Bar a felbontand6 n eleve csak paratlan szam, az aldbbi Tételt nem art tudnunk:

8.5.Tétel. Az n =22 —1y?> egyenletnek akkor és csak akkor léteznek
x,y € 7 gyokei, han # 4k + 2.

Bizonyitas. n = 2% —y* = (v +y) (x — y) esetén tudjuk, hogy (z + ) és (z — ¥)
parossaga (paritdsa ) ugyanaz (vagy mindkettd paros vagy mindkettd péaratlan), ezért n nem
lehet 4k + 2 alakd.

n # 4k + 2 esetén taldlunk olyan n = n; - no felbontast, amelyre n; és ny parossaga

ugyanaz. Ekkor az
r—Yy=m
T+ Yy =ns

. . ny + N ny — N
egyenletrendszernek van megoldasa, hiszen x = , Y=

A modszer tovabb gyorsithatdé az un. faktorbdzisok otletével (harmadik otlet), melyet
most csak roviden vazolunk.

8.6. Algoritmus. Legendre—Kraitchik médszer (vazlat)
Az  2? —y? = n (8.1) egyenlet helyett, ha taldlnank olyan x,y € Z, x # 4y szdmokat,
amelyekre

2 —y* =0 (mod n), (8.2)

akkor Inko (n, x + y) vagy Inko (n, x — y) adna n-nek egy (valddi) osztdjat.

Ilyen x és y meglehet6sen gyors keresésére vélasszunk ardnylag kis primek egy kicsi B =
{p1,p2, - .., prn} halmazdt — ezt nevezziik faktorbazisnak. Ha z és y-t B elemeinek szorzata-
ként keressiik, akkor a p; primek kitevdibdl egy linedris egyenletrendszert irhatunk fel, mely-
nek gyors megolddsabdl tudunk (8.2) megoldédsaira kovetkeztetni. (Tovéabbi részletes példak
[KN] 132-143.0ldalain taldlhat6ak.) [J

8.3. Alprimek

Valamennyi Bolyai-monogréfia szerz§jének véleménye szerint Bolyai Janos a szdmelmélet
terén nem ért el semmilyen emlitésre mélté eredményt. Kéziratos hagyatékanak lapjai ennek
a véleménynek éppen az ellenkez6jérdl tanidskodnak: Bolyai Janost a szamelmélet val6sag-
gal elbiivolte. Kiilondsen a primszdmokkal kapcsolatos kérdések kototték le a figyelmét: egy
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olyan eljarast keresett, amelynek segitségével barmely raciondlis primszam megfelels képlet-
tel ("primképlet”) kifejezhetd (a Z[i]-beli primeket Bolyai megtaldlta). Apja, Bolyai Farkas
Osztonzésére megprobdlta bebizonyitani a 6.54. ,kis” Fermat Tétel forditottjat — 1d. az alabbi
8.7. Problémat. Bolyai azonban néhdny kisérlet utdn 0bb olyan oOsszetett szamra bukkant,
amelyekre (8.3) igaz. Azt taldlta példdul, hogy

230 =1 (mod 341) és 4" =1 (mod 15)

pedig 341 = 11-31és 15 = 3 - 5.
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Bolyai Janos levele [KE2] (A Typotex Klado engedelyevel)

A kis Fermat tételt kielégitd osszetett szdmokat pszeudoprimszdmoknak, dlprimeknek
nevezziik. Bolyai Janos tehat felfedezett tobb alprimet. A fenti vizsgalddésai sordn fedezte
fel Bolyai Janos a mér emlitett 6.55. Tételt is. (Kiss Elemér [KE1])

8.7. Probléma. Igaz-e, hogy ha egy n € 7 szdm teljesiti a kdvetkezd feltételt:
b*'=1 (mod n), minden1 < b <n, n-hez relativ prim szdmra (8.3)
akkor n primszam? [

Az alabb kovetkezd algoritmusnak a szakirodalomban semmilyen elnevezését nem talal-
tuk, ezért neveztiik el mi Bolyai-tesztek, mert a ,,Bolyai-algoritmus” elnevezés mar foglalt' ),

) Bolyai Farkas tétele: Az 2z = z+a (m > 2) un. ,trinom” egyenletek kozelitd (rekurziv)
megoldédsdra: legyen 1 := %/aés wx,y1:= Va+x,(n=1,2,...). Ekkor lim z, = x* ahol z*
n—oo
az z™ = z + a egyenlet egyik gyoke. [
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8.8. Algoritmus. Bolyai-teszt: (Otlet) Tetsz8leges n szdm esetén keressiink olyan 1 < b < n,
n-hez relativ prim szamot, amelyre

b 121 (mod n). (8.4)

Ha taldlunk ilyen b szdmot, akkor n nyilvdn nem primszdm, vagyis Osszetett.
Ha pedig minden ilyen b szadmra (8.4) nem teljesiil, akkor n taldn primszam? [J

8.9. Definici6. Ha b < n, b relativ prim n-hez olyan szam, amelyre (8.4) teljesiil, akkor b-t
n aruldjanak nevezzik. [J

Hangstlyozzuk, hogy bar a fenti Algoritmus a kis-Fermat tételen alapul, mégsem ez Fer-
mat Algoritmusa — amit az el6z6 alfejezetben ismertettiink!

Az Olvasé bizonydra észrevette: az eljards nem adja meg az n szam egyetlen osztdjat sem,
csak “’n biztosan osszetett” vagy ~n valosziniileg prim” vélaszok valamelyikét — tehét csak
primtesztel eljaras.

8.10. Megjegyzés. Mint minden algoritmusnal, egyik fontos tényezd a futdsids. Az Inko (n, b)

és b"! (mod n) mennyiségeket gyorsan ki tudjuk szamitani, a 4.2. ,Euklidesz algoritmusa”
és a 6.0. ,,Nagy kitev4jl hatvanyozas™ alfejezetek alapjan.

Azonban nem tudjuk az dsszes, n-nél kisebb b-t megvizsgalni. Ha egy b arul6t taldlunk, akkor
persze mar OK. Hany drul6 van 1-t6l n-ig? Erre a kérdésre még visszatériink.

Még meglep6bb: vannak olyan dsszetett szamok, melyeknek egyetlen arul6juk sincs: min-
den b < n, n-hez relativ prim szdmra b"~! = 1 (mod n), azaz (8.3) teljesiil!

8.11. Definicid. (i) Az n € Z paratlan osszetett szamot alprimnek (pszeudoprimnek) ne-
vezziik a b ’bazis” alapjan, ha

Inko(bn) =1 é b '=1 (mod n)

teljesiil. Hasznélatos még a ,,b cinkosa n-nek” elnevezés is.
(i) Az n € Z dsszetett szamot Carmichael-szamnak nevezziik, ha n alprim minden
b < n, n-hez relativ prim szdmra, azaz teljesiil a (8.3) feltétel. [J

Csak a mult (XX.) szdzadban deriilt ki, hogy végtelen sok alprim létezik, példaul n = 15,
91, 341, rendre a b = 4, 2, 3 bazisokkal.

Raadasul Robert Daniel Carmichael (1879-1967) amerikai matematikus 1910-ben mar
legalédbb 15 olyan szdmot taldlt, amelyre a .(i1) Definicio teljesiil, azaz Carmichael-szam.
Példaul n = 561, 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911, 10585, 15841, 29341, .... Az Gsszes
b-re: végigprobdldsa helyett ajanljuk inkdbb Korselt Tételét aldbb.

Evtizedekig megoldatlan volt, hogy 1étezik-e végtelen sok Carmichael (=,,rossz”) szdm.
Végiil, Erdos Pdl (1913-1996) egy otletének felhasznéldsaval Alford, Granville és Pomerance

1994-ben bizonyitotta be, hogy végtelen sok Carmichael szam van.

Tehat a fenti 8.8. Algoritmus nem 100% modszer! Nézziik a tovabbi részleteket:
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8.12. Tétel.

(i) n dlprim a b bdzisra akkor és csak akkor ha b rendje 7 -ban osztéja n — 1-nek.

(ii) Ha n dlprim a by és by bdzisokra, akkor a b1by és biby Y bazisokra is dlprim (ahol b= a
b € Z; multiplikativ inverze).

(iii) Ha n nem dlprim (legaldbb egy b bdzisra), akkor a lehetséges b € Z;, szamok legaldbb
a felére sem dlprim.

Bizonyitas. (i) és (ii) nyilvanvalo.

(iii) Legyen n dlprim a by, ...,bs € Z; szdmokra, és legyen b € Z; olyan szdm, amelyre n
nem dlprim. Ha n valamelyik bb; szorzatra dlprim lenne, akkor (ii) szerint a (bb;)b; ' = b-re
is, ami a feltevésnek ellentmond. Tehat n nem alprim az 6sszes bb; szorzatra. ]

Most mar ratérhetiink tobb mas fontos kérdésre: hogyan vélasszuk a b-t, mennyi b-t va-
lasszunk, mekkora a mdédszer megbizhatésdaga?

8.13. Algoritmus. (Eles)

véletlenszerlien valasztunk egy (tetszéleges) b szdmot 2 és n — 1 kozott,
kiszdmitjuk d := Inko (n, b)-t az Euklideszi algoritmussal,

ha d > 1 akkor nyilvdn n Osszetett (s6t d egy nemtrividlis osztdja n-nek), STOP;
ha d = 1 (vagyis b € Z}) akkor kiszdmitjuk e := b"~! értékét (mod n),

ha e > 1 akkor nyilvdn n 0sszetett, STOP;

ha e = 1 akkor prébédlkozzunk egy mdsik b szammal: kezdjiik el6lrdl. [

8.14. Megjegyzés. Ha torténetesen n nem primszam és nem Carmichael szam, akkor k& db b
,sikertelen” szdm kiprébdldsa utdn, a . Tétel (iii) alapjan biztosan mondhatjuk: ’n leg-
feljebb 2% eséllyel prim”. Sajnos vannak Carmichael szimok is a vildgon, tehat médszeriink
soha nem mondhatja 100% biztonsaggal, hogy “n prim”.

Ha véletlen modszerrel vdlasztunk egy legfeljebb 13 jegyii pozitiv egészt, akkor 3,46 % az
esélye, hogy prim lesz — ez egydltaldn nem elhanyagolhato —, és ha megfelel a 2-es alapii
teszten, akkor kb. 99,9999236% ([FR]) a valosziniisége, hogy tényleg prim [FR]. Ez azt mu-
tatja, hogy a véletlen segitségével gyorsan taldlhatunk olyan nagy szdmot, ami igen nagy
valosziniiséggel prim. A modszer még erosithetd is, a biztonsdg tetszolegesen novelheto.

8.15. Tétel. Tetszdleges n pdratlan szdmra
(i) Ha n négyzetszammal oszthato, akkor nem Carmichael szdm.
(ii) (Korselt, 1899): Egy n négyzetmentes szdm akkor és csak akkor Carmichael szdm, ha

p—1|n—1

minden p | n primszdmra.
(iii) Minden Carmichael szam legaldabb hdarom (kiilonbozd) primszdm szorzata.

Bizonyitas. (i) 1lasd [KN] 115.oldalan.

(ii) egyik fele: Ha n minden p primosztdjara p — 1 | n — 1 akkor minden b € Z szdmra
bt = (1" =1 (mod p), vagyis b"~! — 1 oszthaté n minden p primosztdjaval, vagyis
n-nel is. Tehat n valoban Carmichael szam. A megforditds bizonyitasét 1d. [KN] 115.oldalan.

(© www.tankonyvtar.hu (© Szalkai Istvan, Désa Gyorgy, Pannon Egyetem



8.4. MILLER-RABIN TESZT 85

(iii) Han = pq, p < ¢ és n Carmichael szdm lenne, akkor (ii) alapjan  ¢—1|n—1 =
p(g—1)+ (p—1)azazq— 1| p— 1lenne, ami ellentmondéds. m

Tehédt n = 561 = 3 x 11 x 17 valéban Carmichael szdm, hiszen 3 — 1 | 560, 11 — 1 | 560
és 17 — 1 | 560.

Persze a fenti Tételt nem tudjuk alkalmazni akkor, ha n primtényezds felbontdsat nem
ismerjiik, de legalabb Carmichael szamokat tudunk keresni . ...

Az érdekl6dd Olvasoknak még Kiss Elemér [KE1], Freud Rébert [FR] és Jarasi Istvan
[JI] cikkeit valamint Koblitz,N. [KN] konyvét ajanljuk.

8.4. Miller—Rabin teszt

A Miller—Rabin teszt a 7.3. ”Alprimek” alfejezetben megismert 8.8. Bolyai-teszt tovabbfej-
lesztett véltozata: még biztosabb % eredményt ad. Szintén nem adja meg az n szim egyetlen
osztdjat sem, csak ’n biztosan dsszetett” vagy ’n valosziniileg prim” vélaszok valamelyikét
— tehat megint egy primteszteld eljarast ismerhetiink meg.

Otlet: ha n primszdm (lenne), akkor 1-nek csak +1 és —1 a négyzetgyokei, azaz az
7> =1 (mod n) egyenletnek csak * = +1 (mod n) a megoldasai (az 5.8. ”Magasabbfokii
kongruencidk” alfejezet . Allitdsa szerint, masképpen: Z,, test).

8.16. Algoritmus. (csak tervezgetés): n € N adott felbontand6 szam, b < n, Inko (b,n) =1
és
b ' =1 (mod n)

(n dlprim a b bazisra).
n—1
Mivel n — 1 pdratlan, ezért bz = +1 (mod n) kell lennie.

n—1

Ha bz # %1 (mod n) akkor n biztosan Gsszetett, STOP.

Hab™s = —1 (mod n), akkor b-vel mar nem tudunk tovdbbmenni, vélasztunk egy kovetke-
6 b-t. ,
Hab"z = +1 (mod n) akkor prébdlkozzunk a b"7 = +1 (mod n) kérdéssel,

n—1

...és igy tovabb ... egészen addig, mig a kitevd paratlan nem lesz. [

25

A gyakorlatban ezt ,,visszafelé” érdemes szdmolni, hiszen nagy kitevjli hatvanyokat a
kitevd novelésével szoktuk kiszamitani.

8.17. Algoritmus. (Miller-Rabin teszt)
Legyen n € N adott felbontand6 szdm.
Jeldlje s a legnagyobb kitevgjét 2-nek n — 1-ben:

2°|[n—1
amikor

n—1
25

t .=
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paratlan egész szam.

Vilasszunk egy b < n szdmot melyre Inko (b,n) = 1.

Egymads utén, sorban szamitsuk ki a b¢, b*, b*, ..., b*"t = b"~! hatvanyokat (mod n).
Amikor legel8szor 1-et kapunk, megnézziik: eldtte —1 kell lennie, kiillonben n biztosan 6ssze-
tett. Kicsit pontosabban: ha 0 < » < n — 1 a legkisebb olyan kitevd, amelyre

b¥'=41 (mod n)

akkor ellendrizziik a
r=ly 2

b¥ "= -1 (mod n)
feltételt.
Hab* 't % —1 (mod n) akkor n biztosan Ssszetett, STOP.

Ha p? 't = —1 (mod n) akkor n sszetett/prim tulajdonsagardl semmit sem tudunk: pré-
balkozzunk mésik b szdammal. [

8.18. Definicio. Ha n, b, s és ¢ a fenti . Algoritmusban leirtak, és:
vagy b' =1 (mod n) vagy van 0 < r < s amelyre b * = —1 (mod n),
akkor n-et eros alprimnek nevezziik a b bazisra vonatkozoéan (b erds cinkosa n-nek, stb.). [

8.19. Példa. Megmutatjuk, hogy n = 91 = 7 x 13 erds dlprim a b = 10 bazisra vonatkozdan.
Ekkor n—1=90=2'-45 s=1, t=45. Mivel 10°>=1001—1= —1 (mod 91),
ezért b = 10% = (=1)" = —1 (mod 91) alapjoin 7 =0 bizonyitja allitasunkat.
O

Az algoritmusrdl tovabbi részleteket [KN] 116-122 oldalain olvashatunk.

8.5. Pollard p-modszere

Pollard médszere egy valodi osztét is keres, de az Eratosztheneszi osztogatdsnal 1ényege-
sen gyorsabb. Szokds ”"Monte Carlo” médszernek is hivni, Pollard 1975-6s cikkének eredeti
cime miatt. (Nem tévesztendd Ossze Pollard ,,p — 1”-mddszerével, amit konyviinkben nem
targyalunk.)

8.20. Algoritmus. Legyen f (z) egy polinom. Tulajdonképpen szdmunkra

f:Z, — Z, csak egy leképezés, vagyis a vakprobdlkozast irdnyitja, késébb targyaljuk
milyen f () az optimdlis. PL. f (z) = 2 + 1 j6 szokott lenni.

Legyen 2y < n tetsz6leges, legyen 1 < k esetén x, := f(zr_1) (mod n), és vizsgéljuk az
xi-kat: kiilonb6z6 maradékosztalyokba esnek-e (mod n), ezenkiviil Inko (x — x;, n) > 1-
et vizsgéljuk meg minden (vagy esetleg néhdny) j < k-ra.

Nyilvan r = Inko (z; — x;, n) > 1 esetén r egy valddi osztéja n-nek.

8.21. Megjegyzés. (o) Nyilvanvald, hogy x;, és x; nem eshetnek egyazon maradékosztilyba
hiszen ekkor z;, —z; = 0 (mod n). Persze, (mod r) ugyanabba az osztdlyba kellene esniiik,
mert ekkor r egy valédi osztdja n-nek, vagyis  Inko (v — z;, n) =r > 1.
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k
(i) Ha £ mar nagy és novekszik, akkor tdl sok a kiprébalandé j-k szdma: (2> = O (k?), ezt

az aldbbiakban ki tudjuk keriilni.
(ii) Azt is meg fogjuk vizsgélni, hogy milyen f fiiggvényekkel lehet a médszert gyorsitani.

8.22. Segédallitas. Legyen S egy r-elemii halmaz és { < r rogzitett szam. Tekintsiik az olyan

g : S — S fiiggvényeket és sy € S elemeket, amelyekre az sg, s1,...,S; € S elemek mind
kiilonbozdek, ahol s; = g(sj—1) ha j = 1,2,.... Ekkor az ilyen (g, so) pdrok ardnya az
(—1)*

dsszes lehetséges (g, sg) pdrhoz viszonyitva kisebb, mint e, ahol \ = 5
,

Bizonyitas. Elemi kombinatorika segitségével. m

8.23. Allitas. Ha a bevezetében emlitett x; sorozatban xy, = x;, (mod r) valamely jo, ko
pdrra és r szdmra, akkor a tovdbbiakban mindent € N esetén szintén xyy = xj, (mod 7).
Mas szavakkal: ha k > ko és k — j = ko — jo akkor xj, = x; (mod r). O

8.24. Algoritmus (Gyorsitott valtozat). A sorozat minden

x = f(xp_1) (mod n)

tagjanak kiszdmitdsa utdn nem kell az 6sszes 1626 j < k indexre ellendrizni az inko(x,—x;,n)
> 1 feltételt, hanem egyediil csak a j = 2" — 1 sorszamiit, ahol 2" < k < 21 [

8.25. Megjegyzés. Ez négyzetes gyorsitas, hiszen minden £ esetén k— 1 helyett csak egyetlen
Inko szamitast kell elvégezniink. [

8.26. Allitas. Amennyiben az eredeti algoritmus megtaldlta volna n egy valodi osztojat  r =
Inko (v, — xj,, n) > 1 azaz xy, = xj, (mod r) alakban, akkor a gyorsitott algorit-
mus is taldl megfeleld k, j pdrt, sot k < 4k,.

Bizonyitas. 2" < ky < 2" és jy < kgesetén k = 2"+ (kg — jo)—16s j = 21 —1

vélasztassal a . Allitas feltételei teljesiilnek, k < 4kq nyilvanval6. m

8.27. Példa. Bontsuk fel az n = 4087 szdmot az f(x) = x* + x + 1 polinom és az xy = 2
kezd6érték segitségével.

8.28. Megoldas.

=1Lh=0: z;=f(2)= 7, Inko(xy — xo,n)=Inko(7—2,4087) =1,
k=2h=1: xy= f(7) =57, Inko(xe—z1, n)=Inko(57 —7, 4087) = 1,
k=3, h=1: zy= f(57) = 3307,

Inko (x3 — x1, n) = Inko(3307 — 7, 4087) =
k=4,h=2: x,= f(3307) = 2745 (mod 4087),

Inko(xy — x3, n) = Inko(2745 — 3307, 4087) =
k=5h=2: 3= f(2745) = 1343 (mod 4087),

Inko(zs — x3, n) = Inko(1343 — 3307, 4087) =1
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k=5 h=2: xs= f(1343) = 2626 (mod 4087),
Inko(zs — w3, n) = Inko(2626 — 3307, 4087) = 1,
(

k=5h=2: z;= f(2626) = 3734 (mod 4087),
Inko(x7 — x5, n) = Inko(3734 — 3307, 4087) = 61.

Tehat 4087 =61-67. O

8.29. Tétel. Ha n € N pdratlan szdam, r < +/n valédi osztdja, és a (f,xq) pdr kielégiti
a . Allitds feltételeit (S = Z,, g = f és sy = xo vdlasztdssal), akkor a p-médszer az r
osztot nagy valosziniiséggel megtaldlja legfeljebb O (\‘*/ﬁ - log? (n)) lépésben.
Pontosabban: [étezik olyan C € R™ dllands, hogy bdrmely \ > 0 szdm esetén: annak a
valosziniisége, hogy a p-modszer az r osztot nem taldlja meg legfeljebb C V- Vn - log? (n)
lépésben, kisebb mint e=>. [

8.30. Megjegyzés. (i) Az f (z) polinomokrdl csak dltaldban beszéltiink, a . Allitas sem
vilagos: melyik jobb: ¢ nagy vagy kicsi? A polinom persze r-t6l is fiigg, de a tapasztalat azt
mutatja, hogy a népszerd x> + 1 dltaldban megfeleld.

(ii) Példdul a A\ = 9, e™* ~ 10™* értékek esetén egy étlagos (f, ) pdrra n-et majdnem
biztosan fel tudjuk bontani.

(iii) f(z) = ax + b linedris vagy az f (z) = x? tiszta kvadratikus polinomot SOHA sem
szabad hasznalni. [

Végiil egy olyan modositast mutatunk, amely a tapasztalat szerint kicsit még az el6z6nél
is gyorsabb.

8.31. Algoritmus. (Kétszeres sebesség) Alkalmazzuk egyszerre az

Try1 = f(xg) (mod n) és xor, = f(f(x2r—1)) (mod n)

iterdciokat, és minden 1épésben szamitsuk ki 7 := Inko(n, zop — xy) értékét!
Ha r > 1 akkor nyilvdn r egy oszt6ja n-nek, és n Osszetett szdm. [J

8.32. Példa. Adott az n = 246 733 természetes szdm, f(z) = 2> + 1 és g = 2.
k| zp = flan-1) (mod n) o = f (f(w2-1)) (mod n) | Inko(n, xor — )

0 2 2 —
1 5 26 1
2 26 211597 1
3 677 126543 1
4 211597 99653 1
5 133298 225011 1
6 126543 28771 1
7 159150 90806 1
8 99653 86408 1
9 210626 222422 983

Tehat 983 az egyik osztdja n = 246733-nak. Az osztast elvégezve megkapjuk n egy faktori-
zdcidjat: 246733 =983 - 251. O
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8.6. Az AKS algoritmus

Mint a fejezet elején emlitettiik: Agrawal, Kayal és Saxena 2001-ben feltalélt algoritmusa
(,,AKS-teszt”) attorést hozott a primtesztelés problémadra: polinomidlisan gyors, 100% bizton-
sagos, determinisztikus. Magat az Algoritmust nem tudjuk bemutatni, mert tobb matematikai
eldismeretet kovetel mint jelen konyviink, bonyolult. ,,Kis” szdmokra a régebbi (konyviink-
ben ismertetett) algoritmusok j6l hasznélhatok.

Az Algoritmus [AKS]-ben jelent meg el6szor. Most csak vazlatosan ismertetjiik alapgon-
dolatait.

A teszt alapétlete az, hogy szdmok helyett polinomokkal dolgozunk. Ha az n szamrdl sze-
retnénk tudni, hogy prim-e, akkor vizsgéljuk az f (z) = 2" —a, g () = (z—a)" polinomokat!
Ha n (pératlan) prim, akkor a binomidlis tétel és a binomidlis egyiitthatok tulajdonsdgai miatt
a g (z) polinom (z™ — a™)-tdl csak n-nel oszthaté tagokban tér el.

Konkrét x és a értékekre kiszdmolni a polinomok értékét, majd Osszehasonlitani n-es
maradékaikat tovdbbra sem lenne biztos médszer. Biztonsagos, de nagyon idéigényes elja-
ras lenne kiszdmolni a polinomokat és egyiitthaténként (mod n) Gsszevetni egyenlGségiiket.
Koztes, gyors és ugyanakkor biztonsdgos modszer a két polinomnak bizonyos polinomokkal
vett maradékait Osszehasonlitani. Ha ugyanis egyenl6k a polinomok, akkor barmilyen poli-
nommal vett osztasi maradékaik is egyenl6k. Alkalmas (2" — 1) alakd polinomot vélasztani,
mert ezzel nagyon konny( osztani: ilyenkor tigy kell szdmolni, mintha (z” — 1) nulla lenne,
azaz r” helyébe mindenhol 1-et kell helyettesiteni. Kideriilt, hogy megfelel6 olyan r primet
venni, amelynek értéke nagysagrendileg logn, és amelyre r — 1-nek van egy alkalmas tu-
lajdonsagu nagy primosztdja. Ilyen esetben az a szerencse, hogy Osszetett n szdm esetén a
kapott maradék-polinomok rendkiviil kevés a-ra lesznek egyenldk: ha n ~ 10'%, akkor csak
néhéany szdz kivétel lehet. Elég a maradékban a helyébe behelyettesiteni az els6 néhany szaz
értéket, és ellendrizni az f (x)-bdl illetve g (x)-bdl szdrmazo értékek n-es maradékai meg-
egyeznek. Ha mindegyik prébaban egyezés van, akkor kizart, hogy n Osszetett, ha egyszer is
nincs egyezé€s, akkor n biztosan Osszetett.

Az algoritmust feltaldldsa 6ta tobben egyszertsitették, kiilonbozé mddositasait fejlesztet-
ték ki (Lenstra, Pomerance, Crandall, Papadopoulos, stb.)

Néhany tovabbi internet cim:
HTTP://MATHWORLD.WOLFRAM.COM/AKSPRIMALITYTEST.HTML,
HTTP://WWW.ANSWERS.COM/TOPIC/AKS-PRIMALITY-TEST,
HTTP://WWW.AMS.ORG/BULL/2005-42-01/S0273-0979-04-01037-7/HOME.HTML
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http://www.answers.com/topic/aks-primality-test
http://www.ams.org/bull/2005-42-01/S0273-0979-04-01037-7/home.html

9. fejezet

Primkeresés

Mir Bolyai Janos el6tt tobb évszdzaddal majdnem mindegyik matematikus keresett “prim-
képletet”, az 0sszes (vagy legaldbbis nagy) prim megkeresésére.

Tényleg igaz, hogy nagyméretli primszdmokat érdemes valamilyen képlettel keresniink:
specidlis alaku kifejezések primtesztelését joval konnyebb eldonteni, mint csak egy véletlen-
szerlien ,,bepotyogott” tobbezerjegyl szamot (karaktersorozatot)? Igen, de az sem meglepd,
hogy rengeteg elméleti vizsgalat és még tobb szamitégép futdsids kell tobbmillié jegy pri-
mek megtalaldsdhoz!

Baér tobb képlettel is sikerrel probdlkozhatunk (azaz taldlhatunk id6r6l idére nagy pri-
meket), a legsikeresebb Mersenne képlete. Manapsag parezer jegy( primeket taldlni ,,semmi-
ség”, Id.pl.a  HTTP://WWW.MERSENNE.ORG  honlapon. Az els6 6tvenmillié prim listdjat
pl.a HTTP://PRIMES.UTM.EDU/LISTS/SMALL/MILLIONS/  honlapon is megtalaljuk.

9.1. Mersenne-szamok
Marin Mersenne (1588-1648) francia matematikus javasolta a kovetkezd képletet:
9.1. Definicio. Legyen p € P tetszdleges primszdm.
@ A
M, =2 -1

alakd szamokat Mersenne-szamoknak hivjuk (akdr 6sszetett, akar prim).
(ii) Amennyiben M, primszdm, akkor 6t Mersenne-primnek nevezziik. [

9.2. Megjegyzés. Konnyen ldthat6, hogy a 2F — 1 alakd szdmok minden k # 2° dsszetett
szamra Osszetettek a jolismert

a* —b"=(a—0b) (@ " +a" b+ +ab" 2+
azonossag miatt, hiszen ekkor, k =wu-v, uw >3 esetén

@) —1=2" -1 ()" + @)+ +2"+1). O
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Mir p = 11 esetén sem prim M), hiszen M;; = 2! —1 = 23-89. Azonban ez az egyszerd
képlet meglepSen hatékony: manapsag tobbszazmillié jegy (!) primszamokat, tobbek kozott
a ,,prim-rekordokat” is segitségével talaljak meg.

Mely p € P primszamokra lesz M,? A XIX.szédzad 6ta tudjuk a kovetkezd primtesztet:

9.3. Tétel (Lucas—Lehmer teszt). Legyen p > 2 tetszbleges primszdm, M, = 2P — 1 és
legyen (a,) C N  a kovetkezd sorozat:

a; ;=4

i1 = (ay)” =2 (mod M,).
Ekkor: M, pontosan akkor prim ha
ap—1 =0 (mod M,). O .1)

(F. Edouard A. Lucas (1842—-1891) francia Derrick Henry Lehmer (1905-1991) amerikai
matematikusok.)

E. Lucas az 1870-es években mondta ki a fenti sejtését, tobb mas tesztmoddszerrel egyiitt, a
modszerek helyességét D. H. Lehmer és mdsok igazoltdk 1930 kortil. A fenti 9.3. Tétel bizo-
nyitdsa sok helyen megtaldlhat6, pl. komplex szdmok és a Z[i] halmaz (1d. a . Definici6 a
Fiiggelékben) segitségével, vagy pl: Bruce, J. W: A Really Trivial Proof of the Lucas—Lehmer
Test, Amer. Math. Monthly, 1993 April, 370-371.

9.4. Megjegyzés. (i) Adott p primszamra a Lucas-Lehmer teszt exponencialis idejd (az
ay,...,ap—1 sorozatot egyesével végig ki kell szamolnunk) — de csak p szdmjegyeit tekint-
ve, cserébe viszont 2P méretli primszamot kapunk, no persze csak akkor, ha a (9.1) feltétel
teljesiil. Ha nem, kezdjiik az egészet elolr6l, egy mésik p primszdmmal.

(ii) Primszdmot keresni tehdt évekig is eltarthat. Ezért is indult Gtjdra az internetes kol-
lektiv primvaddszat: a szamitégépek kikapcsoldsa (vagy képerny6védd programok) helyett a
szervezOk a halézatba kapcsolt gépek Lucas-teszt futtatdsat javasoljak tobbezer dolldr juta-
lom mellett! Az érdekl6d6knek a ~ HTTP://WWW.MERSENNE.ORG  ésa
HTTP://WWW.UTM.EDU/RESEARCH/PRIMES  cimeket ajanljuk.

Az 1999-ben felfedezett M, Mersenne-prim a 38-adik a sorban:

M (38) = Mg g7a 503 = 2° 9775 — 1 (1999).

Néhany régebbi felfedezés: p = 3.021.377 (1998. januar 27), p = 2.976.221 (1997. augusztus
24.), p = 1.398.269 (1996. november), p = 859.433 (1994. janudr), p = 216.091 (1985).
Mersenne-primek a kovetkezdk is: p = 2, 3,5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127 (1950-ig
Mio7 volt a legnagyobb ismert primszam), 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423,
9689, 9941, 11.213, 19.937, 21.701, 23.209, 44.497, 86.243, 132.049.

A 2008. és 2009. évi csucstartok: p = 37 156 667 és p =43 112 609. U

9.5. Probléma. Mdig is megoldatlan probléma, hogy van-e végtelen sok M, alakii primszdm?
Az is megoldatlan, hogy van-e végtelen sok osszetett kozottiik. [
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(Lasd még a . Példdban M;-t.)
A Mersenne-féle primszamok példaul a tokéletes szdmok vizsgélatdndl bukkannak fel:

9.6. Definicié. Az n € N szamot tokéletes szamnak nevezziik, ha n megegyezik osztéinak
Osszegével. [J

9.7. Tétel (Euklidesz). Ham € N és 2™ — 1 primszdm, akkor 2™~'. (2™ — 1) tokéletes
szam. U

Az érdeklddd Olvasdknak még pl. a [LM], [SzI2], [KN] és [FR] miveket ajanljuk (és
a 3.46. Allitast).

9.2. Fermat-primek

9.8. Definicid. Legyen n € N tetszSleges természetes szam. Az
F, =241

alaku szamokat Fermat-szamoknak nevezziik,
és Fermat-primnek ha F;, € P primszdm. [

9.9. Megjegyzés. Konnyen l4thatd, hogy a 2¢ + 1 alakd szamok minden
k = 20 4 1 pératlan szdmra Osszetettek a jolismert

a2 4 2 = (g - b) (aze B ) bze>
azonossag miatt, hiszen ekkor
22 p1=02+1) (2" -2+ - —2+1). O

A Fermat-primek tehdt négyzetszam melletti primek. Fermat 1650-ben javasolta a képle-
tet primszdmok elballitasdra, de mér Euler igazolta 1732-ben, hogy n = 5 esetén

Fy =22 +1 = 4294 967 297

nem prim (HF). Jelenlegi tuddsunk szerint n < 4 esetén F,, prim, és n > 5 esetén minden
megvizsgdlt F,, szam Osszetettnek bizonyult. Mivel az F), szdmok szédiiletesen nagyok, a
jelenlegi elméleti és szamitastechnikai felszereltséggel reménytelen tjabb Fermat-primeket
taldlni.

9.10. Probléma. Mdig megoldatlan kérdések: van-e végtelen sok Fermat-prim és van-e vég-
telen sok Fermat-Osszetett szam? [

A Fermat-féle primszamok példdul a szabalyos sokszogek szerkesztésénél jatszanak fon-
tos szerepet:

9.11. Tétel (Gauss, 1796). Tetszbleges n € N természetes szdmra a szabdlyos n-oldali

sokszog akkor és csak akkor szerkeszthetd meg korzdvel és vonalzoval, ha n = 2° vagy
n=2°%-q----- qr ahol s € Nés qq, ..., g, kiillonbozd Fermat-primszamok. [

. n 1
9.12. Allitas. /W] Az F, = 22" + 1 Fermat-szdm prim akkor és csak akkor, ha az o

n
szakaszos tizedes tort periédusdnak hossza pontosan 22", [
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10. fejezet

Titkosiras nyilvanos kulccsal

Igen, kedves Olvasénk: olyan titkosirds kovetkezik, amelynek menete (vagyis a kddolds és
annak kulcsa) barki szamara nyilvdnos, mégis a levelet csak a cimzett tudja elovasni (deko-
dolni), még maga a levél irdja sem!

Mi csak a két legegyszer(ibb eljarast mutatjuk be, az elmult két évtizedben rengeteg tijabb
algoritmus latott napvildgot. Az érdeklddéknek példaul [KN] 95-111. oldalait ajanlhatjuk.

10.1. Az RSA-algoritmus

10.1. Algoritmus. Rivest-Shamir-Adleman algoritmusa (RSA, 1977)

Az aldbbiakban nagyon figyeljiink arra, hogy mely adatok nyilvdnosak €s melyeket kell ti-
tokban tartaniuk a résztvevéknek!

Az algoritmus leirdsa -ig tart.

Jeloljiik a résztvevo személyeket A, B, C, ..., S, ..., Z,...-vel.
Az algoritmus leirdsdhoz és elemzéséhez hasznosak lesznek a kovetkezd jelolések:

10.2. Jelolés. Cs () és Dg (z) jelolje az x szoveg S személy éltali kodolasa illetve dekéddo-
lasa utan kapott jelsorozatot. [

A kovetkezd elokésziileteket mindegyik S személy egyediil, titokban végezze:

El6szor mindenki valaszt két-két j6 nagy (kb. 500-1000 jegyt) primszdmot: p4, qa, P,
qs, - - -, majd kiszdmitjdk a szorzatukat: n4 := paqa, "B := PBYB, - - - -

Az n szdmokat mindenki nyilvanossagra hozza ,,modulus” elnevezéssel (€s sajat nevével,
elérhetGségével egyiitt), de a p, ¢ primszdmokat természetesen nem! (Ha a személyt nem
kell feltiintetniink, akkor nevét nem irjuk a szamok indexébe.)

Felhivjuk a figyelmet, hogy Fermat primfelbontasi algoritmusa (1d.a 7.2. ”Fermat algorit-
musa’” alfejezetben) hatékony akkor, ha n két kozeli prim szorzata, tehat titkosirdsnél ilyent
sem szabad véalasztanunk. Azonban p — 1 és ¢ — 1-nek se legyenek kis primosztdi, mert ekkor
Pollard ,,p — 1-algoritmusa” (kdnyviinkben mi nem targyaljuk) az n szdm primfelbontésat is
konnyen megadja.

Ezutdn (még mindig titokban) legyen s := ¢(n) = (p—1)(¢g—1) (vagyis sa,
sp, -..). Keressiink tovabba (egyénileg) olyan e szdmot, amely relativ prim s-hez: mondjuk
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94 10. TITKOSIRAS NYILVANOS KULCCSAL

probalkozzunk e = f—Vel, ha pedig nem relativ prim s-hez, akkor probdlkozzunk tovabb az

S+ 1,5 +2,... szamokkal. (Két szdm relativ prim volta konnyen €s gyorsan eldonthet azt
Euklideszi algoritmussal, Dirichlet . Tétele és a tapasztalat szerint pedig a probédlkozdsok
elég hamar sikerrel jarnak: taldlunk s-hez relativ prim e szdmot.) Az ea,ep, ... szdmokat
nyilvanossagra hozzak ,,nyilvdanos kulcs” elnevezéssel.

Végiil (mindenki kiilon, titokban) megkapja az f titkos ,, megoldokulcsot” az

e-f=1 (mod s) azaz ef —sy=1 (10.1)

Diophantikus egyenletbdl. Ezt a (sajat) megolddkulcsot — az f4, fp, ... szamokat — kell
JOl elrejtenie mindenkinek, a tobbi szdmra (tehat p, g, s-re) mar nem lesz sziikségiink, de a
tobbiek tudomdsara sem juthat (pl. ,,elégetjiik” dket).

A titkosirds menete (a protokoll) a kovetkez6:

Ha a neveket, elérhet6ségeket €s az n, e szdmokat nyilvanossagra hoztuk, akkor barki
irhat barkinek titkositott levelet (amit csak a cimzett tud elovasni, még a levél ir6ja sem) —
még akkor is, ha el6tte nem is hallottak egymésrol!

Mondjuk, B szeretne irni A-nak. Megirt iizenetét kis részekre bontja és egyesével kddolja
Oket, egy rész legyen k < m 4 egész szam. Az ny és e, adatok alapjan a k = k; iizenet C4-
kédja legyen egyszertien

K :=Cs(k) =k (mod ny) (10.2)

a 6.6. ,,Nagy kitevdjii hatvdnyozds” alfejezetben tanult médon. Kés6bb megvizsgaljuk, hogy
a K tizenet f4 nélkiil nem torhet6 fel (hidba ismeri mindenki 7 4 €s e 4 értékét).
fa birtokaban azonban A konnyen elovashatja az iizenetet: legyen

D (K):= K/ (mod nyu). (10.3)

A
Kfa = (kea)d = geata = v = (1°)Y .k = & (mod ny) (10.4)

azonossag szerint elég A-nak K-t az f, hatvanyra emelnie (mod n,):

B:kMN K s K PAR-A

10.3. Osszegzés. RSA-algoritmus vége. [

Nem is olyan bonyolult algoritmus — minddssze csak a (10.2) és a 1ényegében ugyanaz
( ) képleteket hasznaljuk. A [SzI1] Feladatgy(ijtemény 46—48. ill. 112—114. oldalain sok
kidolgozott gyakorl6 feladatot talalunk.

Az RSA algoritmus egy sikeres feltorési kisérletének torténetét a példa kitlizésénél
meséljiik el, a feladat megolddsat -ben ismertetjiik.

Most alaposabban megvizsgéljuk az RSA algoritmust!
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10.4. Allitas. Cg (Ds (x)) = x és Dg (Cs (y)) = y minden .,y € 7y, . szdmra, tehdt a Cg
és Dy fiiggvények egymds inverzei, vagyis Cs és Ds: Z;, . — 7, invertdlhato azaz bijektiv
fiiggvények.

Bizonyitds. A hatvinyozds (2f)° = (2°))  azonossdga és a (10.4) levezetés alapjdn.
|

10.5. Megjegyzés. Kiilonboz6 személyek algoritmusai Cg, Dz, C;, Dg azonban nem kever-
het6ek egymadssal, semmilyen sorrendben sem ossze! [

10.6. Megjegyzés. *** () *** Feltorhetetlenség
Az algoritmus egy nehéz feltorési torténetét a példa kitlizésénél meséljiik el. [

10.7. Megjegyzés. *** 1 *** Elokésziiletek

A -ben irt elokésziiletek minden modern algoritmusnal megszokottak.

Most inkdbb azt emelnénk ki, hogy amikor B szeretne irni A-nak, el6tte e két embernek nem
kell elézetesen semmiben megéllapodniuk, dltaldban nem is ismerik egymdst! (Tudoma-
sunk szerint a biztonsdgi https honlapokkal valé kapcsolat sordn hasonlé informdacidkozlés
torténik.) [

10.8. Megjegyzés. *** 2 *** Gazdasagossag
t résztvevl személy esetén nem kell (;) = t'(tz_ Y kiilén megdllapodas a személyek (parok)
kozott csak ¢ db, sot a titkosirdsok megéllapoddsainak nem kell titkosnak lenniiik, hiszen a

kédolasi kulcsok nyilvanosak. [

10.9. Megjegyzés. *** 3 *** Alairas hitelesitése

Igen, a nyilvanos kulcs ellenére még az alairds (levél) is "hitelesithetd” az algoritmussal.
A fentiek alapjan ugyanis konnyen elképzelhetd, hogy a fenti K kddolt tizenetet £ készitette
és kiildte el A-nak “irta: B” alairassal. Hogy ezt B elkeriilje, leveléhez a kovetkezGt csatolja:

Vilasztania kell B-nek egy teljesen véletlen (eddig és ezutan sem hasznélt), nem tdl rovid
jelsorozatot (pl. neve + ditum masodpercre pontosan + par véletlen karakter), jeloljiik ezt /-
lel. E18szor (-et a szokdsos médon kédolja: L := ¢4 (mod ny4) és elkiilldi A-nak:

Bt s LBy p.4

Hogy B sajat magét igazolja: fp-t azaz Dp-t fogja haszndlni, de természetesen nem mutat-
hatja meg senkinek. Tehét kiszdmolja a kovetkezdket:

A:=Dp(f) =% (mod ng), A:=Cs(\)=X* (mod ny)

és A-t kiildi el A-nak.

A természetesen el tudja olvasni A-t: A = Dy (A) = A4 (mod nay) és (¢ =
Cp(A) = A8 (mod np). Végiil A 6sszehasonlitja a kétféle médon megkapott ¢ iizenetet:
B alairasat akkor tekintheti hitelesnek, ha ez a két {izenet megegyezik:

Bl BB NCa N s ADPANEE A
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Azt kell még elhinniink, hogy A-t csak B tudja kiszdmolni, hiszen ehhez fz ismerete
sziikséges. Matematikusok ezt a kérdést alaposabban megvizsgaltik.

Nem muszdj, hogy a szoveg 1ényegi része €s a fenti (hiteles) alairds egyetlen, szétvilaszt-
hatatlan iizenetben legyenek, hiszen mindkettSt ugyanaz az (n, e) par kddolja, és esetleg az
izenet darabjai valamilyen, a szdmitastechnikdban szokdsos médszerrel hivatkozzanak egy-
masra.

A fenti hitelesités alkalmazhat6 nem csak személyek azonositdsara, hanem targyak, (ban-
ki, szdmitogépes vagy egyéb) kodok igazoldsara is: a targyat / kddot birtokl6 személy igazolni
tudja, hogy a kéd birtokaban van anélkiil, hogy az igazolds sordn bérki (személy vagy szami-
togép) a kdédot megismerhetné vagy ellopnd. A titkos f5 kédot persze B-nek haszndlnia kell
de nem megmutatnia: mivel csak a (10.3) szamitds végeredménye kell, ezért sajat szamolo-
gépén vagy ,.fejben” is szamolhat.

Hasonlé médon tudja barki a sajat kodrendszerét nyilvantartdsba vetetni sajat személyé-
nek igazoldsa utan, vagy kddot cserélni a régi vagy az uj kod begépelése nélkiil (amikoris a
kéd masik gép vagy személy tudomdséra juthatna). [

10.10. Megjegyzés. *** 4 *** Megrendelés bizonyitasa

Tételezziik fel, hogy A-nak kell igazolnia egy harmadik személy (pl. birésag) felé, hogy az
eredetileg ¢ tartalmu levelet valéban B irta (ez 1ényegében az el6z6 pont megforditasa).

A nem haszndlhatja fel sem D 4-t sem Dpg-t. Azonban egyszeriien dtadja a harmadik személy-
nek A-t és \-t (/-et mar felesleges atadnia, ¢, A és )\ az el6z6 pontban leirt kédok).

A harmadik személy (bird) ellendrzi, hogy:

i) A=Cs()), vagyisaz iizenetet valoban A kapta, és

ii) ¢ = Cp(\) vagyis az lizenetet val6ban B irta,

és persze elolvassa az ¢ iizenet tartalmat.

A fentiek segitségével A sikeresen igazolni tudja, hogy az eredetileg ¢ tartalmu levelet valo-

ban B irta. O

10.11. Osszegzés. Vegyiik észre, hogy a fenti - hasznos tulajdonsdgok minden
olyan nyilvanos kulcsu titkosirdsra érvényesek, amelyre a Allitas teljestil.  [J

10.1.1. Példak

Sajnos a kiilonboz6 példak kiilonbozd ABC-ket haszndlnak, ezért alabb ismertetjiik a hasznélt
ABC-ket, valamint minden feladatban megadjuk a példdban hasznalt ABC betliszamat (26,
30 vagy 35).

26-betiis ABC: 01=A, 02=B, 03=C, 04=D, 05=E, 06=F, 07=G, 08=H, 09=I, 10=J, 11=K,
12=L, 13=M, 14=N, 15=0, 16=P, 17=Q, 18=R, 19=S, 20=T, 21=U, 22=V, 23=W, 24=X,
25=Y, 26=Z.

30-betiis ABC: 01=A, 02=A, 03=B, 04=C, 05=D, 06=E, 07=E, 08=F, 09=G, 10
11=I, 12=], 13=K, 14=L, 15=M, 16=N, 17=0, 18=0, 19=P, 20=Q, 21=R, 22=8, 23=T, 24
25=U, 26=V, 27=W, 28=X, 29=Y, 30=Z.

35-betiis ABC: 01=A, 02=A, 03=B, 04=C, 05=D, 06=E, 07=E, 08=F, 09=G, 10=H,
11=I, 12=i, 13=J, 14=K, 15=L, 16=M, 17=N, 18=0, 19=0, 20=0, 21=0, 22=P, 23=Q, 24=R,
25=S, 26=T, 27=U, 28=U, 29=U, 30=U, 31=V, 32=W, 33=X, 34=Y, 35=Z.

2

H
U,
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00 = sz6koz mindig, a rovid iizenetek elejér 0-val toltjiik fel.

10.12. Példa. a) Kodolja a  ,,Wir treffen uns am Samstag” [Taldlkozzunk szombaton)
lizenetet,tha n =055¢é e=27 (26 betlis ABC).

b) Dekddoljaa 24,14, 34,51,05 RSAiizenetet, ha n =055és f =17 (35 betfis
ABC).

¢) Dekédoljaa 10, 62, 64,34, 62,60 RSA iizenetet,tha n=77¢és [ =7 (35 betis
ABC).

10.13. Példa. Adottak a p = 269 és ¢ = 241 primszamok és az e = 53201 nyilvanos
kulcs.

a) Szamoljaki s = ¢(n) értékét,

b) ellendrizze, hogy e és s relativ primek, majd szamolja ki f értékét,

¢) kédoljaaz  x = 48055 iizenetet,

d) dekddolja az elobb kapott titkos iizenetet (azaz ellendrizze a fenti szamitdsokat),

e) kodoljaa ,,HELLO” =0008 0512 1215 iizenetet (26 betlis ABC),

f) dekddoljaa 36376 28210 53334  iizenetet.

10.14. Példa. Tegyiik fel, hogy a mi kédrendszeriink p=23, q=37,n=851, s=792, e=13, f=61,
egy tarsunké p=29, q=31, n=899, s=80, e=29, {=29. Hitelesitsiik aldirdsunkat részére a
»ZSEBSZAMOLOGEP” szoveggel (35 betlis ABC).

10.15. Példa. Legyenek n = 49 891 381, e = 209, mig f, p, q és s titkosak,
hasznéljuk a 30 betiis ABC-t.

a) Kédoljaaz ,,ANNA OROK” = 00000001 16160100 18211813 iizenetet.

b) Kédoljuk az  ,,OLVASD EL” iizenetet (26 betiis ABC).

¢) Ellendrizze az 2 = 2/ = 49691150 (modn)  aldirds hitelességét.

d) Torje fel akédot  (f, p, ¢, s=?), majd dekédolja az

y = x° = 37791786, 01150082, 32137718 (modn) iizenetet.

10.16. Példa. Ha
n =444 113 096 135 661 846 937 =3 719 977 867 * 119 385 951 211
és [ =2039 akkor mennyi e értéke és mennyi az z = 32 kddja?

Ha mar gyakoroltuk a kédolast/dekddolast, akkor probéljuk feltorni az alabbi titkosirast!

10.17. Példa. *****: A Scientific American 1977. augusztusi szamdban Rivest, Shamir és
Adleman tiizték ki az alabbi feladatot és az elsé megfejtének 100$ jutalmat ajanlottak fel
(1994 aprilisaban gazddja akadt a 100$-nak):
Torje fel az alabbi kddrendszert: e = 9007,

n = 11438162 5757888867 6692357799 7614661201 0218296721 2423625625 6184293570
6935245733 8978305971 2356395870 50589890751 4759929002
6879543541 (129 jegy(),

a titkositott tizenet: ' = 9686 9613754622 06147714092 2254355882 90575999112
4574319874 6951209308 16298225145 70835693147 6622883989 6280133919
9055182994 5157815154 (26 betlis angol ABC)
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10.18. Megjegyzés. A torténet Az [MZ] cikk szerint a kovetkezd: n faktorizacidja 1994-ben
(1) azaltal valt lehetségessé, hogy irtak egy programot, amely a szdmitadsokat képes volt sok
szamitogépre sz€tosztani s a részeredményeket a kozpontba elkiildeni, s tobb mint 600-an,
amikor éppen nem volt sziikség szamitdgépiikre, ezt a programot futtattdk. A munka igy 8
hoénapig tartott. A befutott részeredmények egy 569466 x 524338 matrixot alkottak, amelyet
Gauss-féle elimindcidval 188614 x 188160-ra csokkentettek. Ennek alapjan a faktorizacid
16K MasPar P-1-es gépen 45 6rdig tartott- Ez az elsé eset, hogy sikeriilt RSA kédban irt
szoveget feltorni; mint lathatjuk, elég szép munka volt.

A fenti feladat végeredményét -nél ismertetjilk. [

Tovabbi gyakorl6 feladatok és megoldasuk taldlhatok még a szerz6 honlapjan:
HTTP://MATH.UNI-PANNON.HU/~SZALKAI/RSA-FELADATOK.TXT,
amelyekhez hasznéljuk a HATVMODDD.EXE progamot.

10.1.2. Megoldasok

10.19. Megoldas ( . Példa). a) ,,Wir treffen uns am Samstag” {izenet kédolva: = 12
0417 00 15172541412509 00 210924 00 0107 00 240107241501 28.

b) 247 = 2417 = 29 =U (mod 55), ... s.i.t, az iizenet: UGYES.
¢) 10/ =10" =10 =H (mod 77), ... s.i.t,, az lizenet: HELYES. [

10.20. Megoldas ( .Példa). a) n = pg = 64829, s = p(n) = 268 - 204 = 64320,

b)az ef —sy = 1, azaz 53201 - f — 64320 - y = 1 Diophantikus egyenletet kell
megoldanunk: f = 28721,

¢) y=x° (modn) azaz y = 48055°3%°1 = 61606 (mod 64829),
d) 2 =9/ (modn) azaz  z = 616062™! = 48055 (mod 64829),

e) 8%201 = 13745, 51253201 = 57388 és 12157 = 18638 (mod 64829), vagyis a
LHELLO” iizenet kédolva = 0008 0512 1215,

f) 363762572 = 16, 28210%™! = 918, 1519872 = 53334 (mod 64829), vagyis a kédolt
tizenet: 0016 0918 1519 = ,PIROS” [

10.21. Megoldas ( . Példa). a) 00000001%% = 00000001, 16160100%%° = 00022271
(modn), 18211813%% = 47610329 (modn), tehatakdédolt iizenet= 00000001 00022271
47610329  (eml: n = 49 891 381).

b) ,,OLVASD EL” = 15122201 19 04 00 05 12 amit 8 hosszu részekre tordelve
k1 = 1512220, ke = 11904000 és k3 = 512. Ekkor

kS = 15122202 = 11812012 (mod 49, 891, 381),
kS = 119040002%° = 4882790  (mod 49,891, 381),
kS = 512209 = 42839442 (mod 49, 891, 381),
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vagyis a kédolt iizenet: 11812012 4882790 42839442.

) 2° = 496911502 = 19211115 (modn) és 192111 15=,PRIM” értelmes iizenet.
d) n = 49891381 = 6091 - 8191 = p - ¢,

s=(p—1)-(qg—1) = 49877100,

f = 4056989 = 1111011110011110011101 BN

igy  (y1)! = 3779178605698 = 922 30 17 14 =,,SZOL” (mod n),

(2)” = 011500824056989 = 11 05 01 21 =, IDAR” (mod n),

(y3)) = 3213771845699 = 11 23 02 22 =,ITAS” (mod n), azaz a feltort iizenet: ,.SZOLI-
DARITAS”. O

10.22. Megoldas ( . Példa). Ha

n = 444 113 096 135 661 846 937 =3 719 977 867 * 119 385951 211 és [ = 2039,
akkor

e=217 809267294 044099 és x = 32 kbdja

y = x° =316 326 629 379 980 725 998 (mod n). U

10.23. Megoldas ( . Példa).

n = 3490 5295108476 5094914784 9619903898 1334177646 3849338784 3990820577
*x32769 1329932667 0954996198 8190834461 4131776429 6799294253 9798288533.

A titkos” kitevo:

f = 106 69861436857 8024442868 7713289201 54780709906 63393786280 1226224496
63106312591 17744708733 4016859746 23065539685 4451327710 9053606095.

A hatvanyozds utdn az eredeti, rejtjelezett iizenet:
k=20080500130107090300231518041900011805001917210501 130919
08 00 15191909 06 18 01 07 05

=" THE MAGIC WORDS ARE SQUEAMISH OSSIFRAGE”

(A VARAZSSZO A KENYESGYOMRU HALASZSAS”). O

10.2. A hatizsak algoritmus
Az algoritmus ,,lelke” a kovetkez6 (nehéz) probléma:
10.24. Probléma. Altaldnos hdtizsik probléma: Adottak tetszéleges

ma, ..., my és M pozitiv valos szamok (k € N szintén tetszdleges, nagy szdm), és keresendd
az aldbbi egyenlet

k
M=) & -m (10.5)
i=1
dsszes 0 — 1 megolddsa, azaz €; € {0, 1} mindeni =1,2,... k esetén. [
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A (hivatalos) elnevezést az egyik népszert ,,alkalmazas” magyardzza: M teherbirdsu ha-
tizsdkunkba mely targyakat tegyiik / ne tegyiik be, melyek tomegei my, . .., my, €s a zsdkot
teljesen ki kell haszndlnunk.

Gyors (polinomidlis) algoritmus nem ismert az dltalanos kérdés megolddsara, mindegyik
ismert algoritmus lényegében az 0sszes esetet végigprobalgatja, vagyis O (2'“) idejd. Sét, jol
ismert tétel, hogy az altalanos hétizsak probléma NP-teljes (az NP -teljességet az 1. "Algorit-
musok sebessége” fejezetben definidltuk).

Van azonban a fenti problémanak egy nagyon konnyen megoldhaté véltozata (’szuper-
novekvd hdtizsdak probléma’), és a titkosirds ezen a kettGsségen alapul, de elbtte egy segéd
definici6 kell.

10.25. Definici6. Az (mq,ms,...,my) C R sorozatot szupernévekvi-nek nevezziik, ha
minden eleme nagyobb mint az dsszes 6t megel6z6 elem Osszege, azaz barmely i = 2, ... k
esetén

i—1

j=1
10.26. Probléma. szupernovekvé hdtizsdk probléma: Ugyanaz, mint az dltaldnos hdtizsdk
probléma, csak az (mq,ma, ..., my) C R sorozat szupernivekvs. [

10.27. Tétel. A szupernivekvd hdtizsdak probléma linedris idében megoldhato, és a (10.5)
egyenletnek legfeljebb csak egy megolddsa van.

10.28. Algoritmus. és egy Bizonyitds is.

Az m; tomegl ,,csomagokat” csokkend sorrendben probéljuk betenni a hatizsdkba, vagyis az
€k, Ek—1, - - - , €1 1smeretleneket ebben a sorrendben prébaljuk meghatirozni, lehetSleg ¢; = 1
valasztéssal ugy, hogy a ( ) egyenletben egyetlen részosszeg se 1épje tul M-et. Ha a soron
kovetkezd m; belefér még a részosszegbe, vagyis

k
m; + Z €j My <M
j=it1

akkor 6t kotelezd beletenniink, hiszen az utana kovetkezd osszes tobbi m;_1, . .., m; szamok
egyiittesen is kevesebbet adnak m;-nél, tehat m; mell6zése esetén biztosan nem telik meg a
hatizsak.

Végiil tehat vagy megtelik a hitizsék (a problémat megoldottuk), vagy elfogynak a csomagok
anélkiil, hogy tele tudndnk rakni a hatizsdkot (a probléménak nincs megoldasa).

A megoldas egyértelmiisége szintén az (my, ma, . .., my) sorozat szupernévekvd tulajdonsa-
gan alapszik. [J

Elérkeztiink a titkosirds megismeréséhez.

10.29. Algoritmus. Merkle—Hellman titkosiras
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Legyenek az elkiildend? lizenet egységei k-bites szamként dbrdzolva.

1) a felhaszndl6k mindegyike valaszt magéanak egy £ + 1-elemi szuperndvekvd soroza-
tot. Legyen példdul az A felhasznal6 sorozata  (vg, vy, ..., vp_1,v)), méskéntirva o :=
(Vo, V1, -, Ug_1) és M 1=y,

2) ezutan A egyszer( probalgatassal keres egy m-hez relativ prim a szdmot, tehat
Inko(a,m) =1,

3) majd A meghatarozza a multiplikativ inverzét (mod m) (példaul az Euklideszi algo-
ritmussal), jelolje ezt b, azaz  a-b=1 (mod m),

4) Legyen minden ¢ = 0,1,...,k — 1 esetén

w; = a-v; (mod m), (10.6)
természetesen 0 < w; < m. A wy,wy, ..., W,_1 sorozat nem lesz szuperndvekvd, kivéve
néhdny extrém esetet.

A nyilvdnos kulcsa a W := (wo, w1, ..., wx_1) sorozat lesz; mig A titkos meg-

olddkulcsai b és m.

5) Uzenetkiildés: Ha valaki szeretne A szamdra egy iizenetet kiildeni, akkor kikeresi a
nyilvantartasbdl A nyilvanos kulcsat, w -t. Legyen a titkositandé iizenet = (Ek—1,Ek—2,
...,€0) (g; =0vagy e; = 1) amelybdl a nyilvanos kulcs segitségével elkészitjiik a

k—1
F:=) & w (10.7)
=0

kédolt iizenetet, F' < km. (Ez & és U skaldris szorzata, de figyeljlink az indexek forditott
sorrendjére W és 2 -ben, a tovdbbiakban pedig H-nél Z és U -ben!)

Ha a titkos F' lizenet egy illetéktelen birtokdba jutna, akkor az illetéktelennek W isme-
retében az ¢; ( ) egyenletet kellene megoldania, az pedig 4ltaldban egy éltalanos hatizsdk
probléma. Vagyis nem kell attdl félniink, hogy illetéktelenek elolvashatjik leveliinket.

6.) Az iizenet megfejtése (dekodolas): Miutan A megkapja az F' titkos tizenetet, el6szor
b és m ismeretében kiszamitja a

H:=b-F (mod m)

szamot. Mivel

k—1 k—1 k-1
H = Zgi (bw;) = Zei (bav;) = Z&Ui (mod m),
i=0 i=0 =0

ezért A-nak csak a fenti szupernovekvd hatizsdk problémat kell megoldania. Mivel m na-
gyobb, mint az dsszes v; egylitthat6 dsszege, ezért a fenti kongruencia egyetlen gyoke éppen
az eredeti ¢ iizenet.

Hatizsak algoritmus vége. [
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10.30. Példa. Legyen k =
b =18 és (10.6) miatt W =
? = (10110). Ekkor

5 U = (2, 3, 7, 15, 31), m = 61. Legyen a = 17, ekkor
(34, 51, 58, 11, 39) (mod 61). Legyen az elkiildend§ iizenet

F=0-34+1-51+1-584+0-11+1-39 =148

lesz a titkositott iizenet.

Ha a cimzett megkapja F'-et, akkor el6szor H-t szdmolja ki:

H =148 -18 = 41 (mod 61),

k=1
majda H = > e;v; szuperhétizsdk-egyenletet megoldva:
i=0

41=1-314+0-15+1-74+1-34+0-2
megkapja az eredeti iizenetet: = (10110). O

10.31. Példa. Legyen k := 10, U= (1,3,7,14,28,54,110, 219,437,875, 1750) szuperno-
vekvd sorozat, m := 3527 primszdm, tovabbd a = 2222 szam és az Z = 666 titkositand6
szoveg. Szamolja ki b-t, W-t,az @ szoveget irja at kettes szdmrendszerbe majd kodolja. A
kapott kédolt tizenetet dekddolja!

Megoldas: Az Euklideszi algoritmus szerint  [nko (3527,2222) = 1, tehdta = 2222-nek
van inverze. A 2222-b=1 (mod 3527) kongruencia/Diophantoszi egyenlet megolda-
sa: b= 3427 (mod 3527).

A w; =a-v; (mod m) képlet (10.6) alapjan

W = (2222, 3139, 1446, 2892, 2257, 70,1057, 3419, 1089, 873, 1746).

2 = 666 = 0101001 1010(2, €s azért irtunk a kettes szdmrendszerbeli alak elejére egy 0-t,
hogy mind a tizenegy bit fel legyen tiintetve.

(10.7) alapjdn a titkositott iizenet F = Zi:ol g; - w; = 12580.

F dekddoldsa: el6szor H = b- F = 12580 - 3427 = 1139 (mod 3527), majd H-tkell a
szupernovekvd o sorozat elemeinek Osszegeként felirni, és a kapott 0-1 egyiitthatok adjak a
keresett szoveget:

1139 = 875+219+28+1443 = 1-v9+0-vg+1-v74+0-v6+0-v5+1-v4+1-v3+0-v9+1-v1+0-vg

(2

ahonnan & = 01010011010" = 666. O

10.32. Megjegyzés. Shamir 1982-ben megmutatta, hogy bar W nem szuperndvekvd, de az
tizenet feltoréséhez jol ki lehet haszndlni azt a tényt, hogy szuperndvekvd sorozatbdl szér-
mazik. Ezért 4gy teszik biztonsdgosabba a rendszert, hogy az (m, a) par alkalmazésa helyett
dupla titkositast haszndlnak valamely (mq, a;) és (mq, as) parokat felhaszndlva. [J
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11. fejezet

Bizonyitas nulla informéacioval

A gyakorlati életben (mar tobb ezer éve) szamtalanszor felmeriil annak igénye, hogy valamit
,bebizonyitsunk™ anélkiil, hogy a ,,bizonyitékot” dtadnank vagy akdr megmutatnank a masik
félnek, vagy akar el6vennénk féltve 6rzott titkunkat. Nem csak személyazonossdgunkat, ha-
nem titkos kodunkat sem tandcsos masik félnek, még a szamitégépnek sem megmutatnunk,
bebillenytlizniink.

Egy olyan pdrbeszéd-eldirdst (protokollt) mutatunk, amellyel a vdlaszad6 (V) majdnem
100% hitelességgel be tudja bizonyitani a kérdezdnek (K) hogy birtokdban van a titkos kdd-
nak/informéciénak anélkiil, hogy K a kéd egy részletét is megismerné. Tehat V ,,bizonyitdsa”
valdban ,,nulla informdciéval” torténik, angolul zero knowledge proof. S6t, akar K, akar egy
harmadik személy hidba hallotta az elhangzott beszélgetést, legkozelebb nem tudja kiadni
magét V-nek, nem tudja utdnozni! (Angolul a Prover és a Verifier elnevezések hasznélato-
sak.)

A most ismertetendd eljaras titkossdga azon alapul, hogy a ( ) kvadratikus kongruen-
cidk nem oldhat6k meg polinomidlis id6ben, vagyis nagy m modulusok esetén nem tudjuk
belathat6 idon beliil megoldani azokat, amint ezt a 6.8. ,,Magasabbrendii kongruencidk™ al-
fejezetben lattuk.

Az aldbbi algoritmust Csirmaz Ldszlo kedves tanaromtdl hallottam 1992-ben. Csirmaz
Lasz16 honlapjan: Ktip://www.math-inst.hu/~csirmaz sok érdekes anyagot taldlunk.

11.1. Algoritmus. (Feiger—Fiat—Shamir)

V vélaszt egy nagy (tobbszdzjegyli) m Osszetett szimot (mar m = pq két prim szorzata

is elég), és rogzit néhdny (legaldbb par tucat) rq,79,...,7 € Z;, szdmot, mindezeket
titokban tartja és meg6rzi. (Példdul a titkos PIN-kédja az (11,7, . . ., ry) sorozat.)

Nyilvdnossdgra hozza azonban a titkos r; szamok négyzeteit (mod m), jeloljik ezeket az
értékeket sy, s9,...,si-val, azaz

si = (r;)” (mod m). (11.1)
V-nek tehat be kell bizonyitania valakinek vagy valamely gépnek — ez utdbbit jeloljiik K-
val, hogy birtokdban van a titkos (ry, 7o, ..., %) kédnak, anélkiil, hogy eldrulnd ezt a kédot.
Pontosabban: V azt fogja bebizonyitani, hogy a nyilvdnos (si, so, . . ., Sx) sorozathoz tartozé
titkos (7,72, ..., 1) kodot ismeri.
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0) A bizonyitasi eljards elején V vidlaszt egy djabb (minden alkalommal mds és mas)
v € Z;, szamot, amit szintén titokban tart, és a

w:=v*> (mod m) (11.2)

szamot adja it K-nak.

1) K ellen6rz6 kérdése (e, ea,...,6;) alakd ahole; = 0vagye; =lazi=1,...,k
indexekre (lehetdleg az e; szdmoknak koriilbeliil a fele 1).

Vilaszként V (titokban/fejben) kiszamitja a

b:

k
v H (r,)® (mod m) (11.3)

i=1

értéket (vagyis v-t csak azon r; szdmokkal szorozza 6ssze, melyekhez tartozé e; = 1) ¢és
a végeredmény b-t adja at K-nak.
2) K konnyen ellenérzi a

Il

b = w-Hsei (mod m) (11.4)

=1

feltételt, melynek nyilvanval6an teljesiilnie kell — kiilonben V ,,lebukna”.

3) Ha K nagyon biztos akar lenni, akkor a fenti 1)-2) pontokat tobbszor, mondjuk ¢-szer
meg kell ismételnie. Ugyanis tudjuk, hogy minden s € Z;, maradék pontosan két r € 7,
érték négyzete. Tehdt az egyszer lefolytatott teszten egy csalé 0 < ¢ < 1 valdszintiséggel
dtmehet. Azonban ¢ db fiiggetlen teszten mér csak €’ eséllyel csiszhat at, ami gyakorlatilag
t =~ 200 értékkel mar 10715 ald szorithat6. (t ~ 200 a mai gépek gyorsasdgandl észre sem
vehetd, és kevesebb mint 10'° tdrsunk él a Foldon.)

11.2. Osszegzés. Kész a bizonyitds (Feiger—Fiat—Shamir eljaras vége). ]

Miért nem tudja legkdzelebb senki: akdr K, akdr egy harmadik személy ,,szimuldlni”
V-t, hiszen a nyilvdnos kddot és a fenti parbeszédet — azaz ( ), ( ), ( ), ( )-t
mind hallotta — (majdnem) teljes informécidval rendelkezik? Mint tudjuk: nagy m modulusok
esetén a négyzetgyokvondsra nincs gyors algoritmusunk, nem tudjuk (polinomidében) b, w
és (s1, S2, . . ., Sk)-bbl kiszdmolni sem v-t sem (ry, 7o, ..., 7%)-t.

Természetesen rengeteg, nem csak szdmelméleti algoritmus 1étezik a “Bizonyitds nulla
informdcioval” feladatra. P€ldaul a [KRSz] konyv 5.4. fejezetében, vagy Csirmaz Laszl6 hon-
lapjan talalunk sok anyagot: HTTP://WWW.MATH-INST.HU/~CSIRMAZ/KRIPT/MATTAN.HTML,
vagy példaul a [CsL] és [GC] cikkekben.
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12. fejezet
Szamitogépes megvalositasok

A XXI.szdzadban nem meglepd, hogy a szamit6gépiinkon és az Interneten rengeteg segédesz-
koz all rendelkezésiinkre, naponta boviild kindlatban. Primfelbontds és primtesztelés témaban
a kovetkez6ket ajanlhatjuk (messze nem a teljesség igényével):

Elméleti olvasnival6k médszerekrdl és eredményekrdl példaul: [MGy], [JA], [W], [TV]
munkdakban.

Az els6 par millié db primszam listdja példaul a
HTTP://PRIMES.UTM.EDU/LISTS/SMALL/MILLIONS/ cimen megtaldlhato.

A HTTP://WWW.RSASECURITY.COM/RSALABS/NODE.ASP?ID=2093#RSAS576
honlapon versenyt hirdetnek nagy szdmok faktorizdldsa témakorben, tébbezer dollér jutalom-
mal!

A profi és sokoldalud (és méregdraga) Derive (), Maple (C) és Mathematica (C) programo-
kat nem kell bemutatnunk, parszaz jegy( szamokkal valos (,,kivarhat6™) idében boldogulnak
— de modszereikrdl vajmi keveset drulnak el.

Egyetemi hallgatéknak adtam fel hédzi feladatként 8-20 jegyli szdmokat faktorizdldsra
harom hénapra, minden segédeszkozt haszndlhattak. Sajat programjaikkal (és gépeikkel) a
nyolcjegyi szam felbontasa 1 percig tartott. A Maple V (C) program ifactor() parancsa (sajat
gépen) 10mp-nél kevesebb id6 alatt bontott fel hiszjegyli szamokat.

A feladott 129 jegyli szammal is elbantak, a kovetkezd internet cimen taldlhat6 alkalma-
z4s segitségével [W]:
HTTP://WWW.WOLFRAMALPHA.COM/INPUT/?I=FACTOR.
Ez a cim sem drulja el sem az alkalmazott matematikai modszert, sem a m{ikodé hardware
részleteit.

Tivolt Viktor egyetemi hallgaté [TV] TDK munkdjdban (Pannon Egyetem, Veszprém,
2005) a primfelbontds pdrhuzamos megvaldsitasait tanulméanyozta: 2—16 gépre szétosztva
a megoldhat6 feladatok mérete és a sebesség nagymértékben javithato, de pl. kétszer annyi
kliens nem biztos, hogy kétszer akkora sebességet eredményez:
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Futasi sebesség

1000
900
800
700
600 —=—1 Kkliens
E —— 4 kliens
8 500 8 kliens
’-E —12 kliens
400 —— 16 kliens
300
200
100
0 ==

20 25 30 35 40 45 50 55
Decimalis szamjegyek

Futasi id6 a kiillonb6z6 nagysdgu inputokon tobbgépes kornyezetben
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13. fejezet

Fiiggelék

13.1. Boole-Algebrak

13.1. Definicié. A
B=(HV,\7Z,1I,o0)
struktira Boole-algebra (BA), ha H # o tetszbleges halmaz, V, A kétvaltozds miiveletek, *

egyvaltozés mivelet H-n, I, o € H konstans elemek, és az alabbi (BA1)-(BA14) tulajdon-
sdgok (a Boole-algebra axiomai) teljesiilnek:

kommutativitas AVB=BVA (BA1)
ANB=BAA (BA2)

asszociativitas Av(BvV(C)=(AvB)VvC (BA3)
ANBANC)=(ANB)ANC (BA4)

disztributivitas AV (BNC)=(AVB)AN(AVCO) (BAS)
AN(BVC)=(AANB)V(AANC) (BA6)

elnyelési tulajdonsagok AV(AANB)=A (BA7)
AN(AVB)=A (BAS)

0 és I tulajdonsdgai AVA=1 (BA9)
ANA=o0 (BA10)

AVo=A (BAI1)

ANo=o (BA12)

AvI=1I (BA13)

ANT=A (BA14)

AV miiveletet dltaldban konjukciénak, N-t diszjunkcionak, az T miiveletet komplemen-
ternek, mig az I, o elemeket egység- illetve nullelemnek hivjiuk. [J

Nem csak a halmazelmélet és a logika miiveletei alkotnak Boole-algebrdkat: a szimelmé-
leti Inko és lkkt is (1d. . Tétel), az optika ,,szubtraktiv’ €s “additiv”’ szinkeverése is, €s
még sok mds. A [SzI2] kony 1. fejezetében részletesebben olvashatunk a Boole-Algebrakrol.
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13.2. Polinomok, Euklideszi gytirik

Az konyvben targyalt fogalmak €s Osszefiiggések (oszthatdsdg, primek, Inko, Euklideszi al-
goritmus, linedris Diophantoszi egyenletek, kongruencidk és maradékosztdlyok, stb.) nem
csak az egész szamok Z halmazéan, hanem sok mds gyfirliben (6sszeadds €s szorzds mive-
letével ellatott halmazon) is 1éteznek, mint példaul a polinomoknal, a komplex szdmok bizo-
nyos részhalmazain (pl. Euler- €s Gauss egészek), stb. Ezen vizsgdlatok nagy része nem csak
elméleti, hanem gyakorlati problémak megolddsidhoz is segitséget nyujt.

Most csak a legalapvetdbb definicidkat és tételeket emlitjiik meg. Az érdekl6ddk részle-
tesen kidolgozott feladatokat talalnak pl. [SzI1] 49-50., 52. és 56-57 oldalain.

13.2. Definicié. (i) Z[z], R[z] ill. C[z] jeloli rendre az egész-, valds- ill. komplex egyiitthato-
ju (egyismeretlenes) polinomok halmazat.

(ii) Egy p (z) polinom fokszama (grade/degree) az = legmagasabb el6forduld hatvanykite-
vGje, jele gr(p) vagy d(p) .

(iii) az azonosan c értéket felvevs 0 foku konstans polinomot c -al jeloljiik. Minden ¢ kons-
tans polinom fokszdma 0, kivétel a 0 polinom fokszdma:

gr(0) .= —c0. O

13.3. Definicié. (i) Egy a € C szam k-adfoka (£ € N) algebrai szam, ha o gyoke egy
k-adfoki valds egyiitthatds (azaz R[z]-beli) polinomnak,

(ii) « € C algebrai egész, ha o gyoke egy egész egyiitthatds (azaz Z|[x]-beli) polinomnak.
(iii) Legyen v € C egy tetszbleges mdsodfokii algebrai egész szam, mely gyoke egy

& +pa+qg=0 (13.1)
egész egylitthatés polinomnak. Ekkor legyen
Zla):=={a+b-alabeZ}.

(Természetesen Z[a| C C.)
a = /m esetén (ham € N és nem négyzetszam) Z[a] helyett haszndlatos még a H,, jelolés
is:

Példaul:

Zi] elemeit Gauss-egészeknek hivjuk,
Z|p| elemeit Euler-egészeknek hivjuk,
Z[\/2] elemeit H-egészeknek hivjuk,
Z[i \/5] elemeit L-egészeknek hivjuk,
e d

13.4. Allitas. Z[o] zdrt az alapmiiveletekre (Gsszeadds és szorzds) ha o masodfoki algebrai
egész szam.
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Bizonyitas. Az 6sszeadds és kivonds nyilvanvalo.
(a+ba) - (c+da) = (ac — bdq) + (ad + bc — bdp) o a (13.1) egyenlet felhaszndlasaval,
igy Z[a] a szorzdsra is zart. m

Tobb szdmelméleti kérdésre is a Z[a] halmazok segitségével kaptunk vdlaszt, mint pél-
ddul a . Nagy Fermat Tétel n = 3 és n = 4 eseteire (Euler és Fermat), valamint Fermat
. wkardcsonyi” Tételére (Bolyai Janos).

Az aldbbiakban a (R, +,-) struktira helyére gondoljuk legtobbszor a fenti Z[x], R|x],
C|x] vagy Z]«] halmazok valamelyikét.

13.5. Definicié. (i) Legyen a,b € R két tetsz6leges elem. a osztdja b-nek, vagy b oszthat

a-val, jelben
alb,

ha
b=a-c

valamely ¢ € R elemre.

(ii) Az e € R elem egység (#egységelem!), ha

el|l.

(iii) a, b € R asszocialtak (tarsitottak), jelben
a~b

ha
a=b-e

valamely e € R egységre.
(Ekkor szintén b = a - f valamely mdsik f € R egységre.)

(iv) Tetszdleges a € R irreducibilis (felbonthatatlan), ha nincs valédi felbontdsa, azaz
barmely a = b-c (b,c € R) esetén

a=b-¢c = bvagy cegység.

A felbonthat6 elemeket reducibilisnek nevezziik.
(v) a € R primtulajdonsaga vagy roviden prim elem, ha barmely b, ¢ € R esetén

alb-c = albvagyalc.

Az a ~ b jelolés (a és b asszocidltak) sajnos megegyezik a 2.5. Definicioban bevezetett
f (z) ~ g (z) (aszimptotikusan egyenld fiiggvények) jeloléssel, de egészen mast jeldlnek!
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13.6. Példa. Keressiik meg R|x]-ben a fenti tulajdonsagd elemeket:

Egységek a ¢ konstans polinomok (¢ # 0).

Két polinom pontosan akkor asszocidlt, ha egy (nemnulla) konstans szorzéban térnek csak el
egymastol, példdul (222 + 3z — 4) ~ (2 + 1.5z — 2).

Minden els6fokud polinom (nyilvdn) felbonthatatlan, a mdsodfokuiak koziil pedig pontosan
azok, melyek diszkrimindnsa negativ. Az Algebra Alaptétele szerint a legaldbb harmadfoku
polinomok mind reducibilisek.

Az aldbbi (altaldnos) tételekbdl kovetkezik majd, hogy R[z]-ben a felbonthatatlan és a prim-
tulajdonsagu elemek ugyanazok. [

Sok kidolgozott gyakorl6 feladatot taldlunk még [SzI1]-ben.

Térjiink vissza az (R, +, -) struktdrdk dltalanos vizsgélatdhoz. Az aldbbi eredmények csak
integritasi tartomanyokra (kommutativ egységelemes gyiirdk) igazak, de ne ijedjiink meg:
a fenti Z[z], R[x], C[z] és Z[a] halmazok mindegyike integritasi tartomdny.

13.7. Allitas. Tetszbleges (R,+, -) integritdsi tartomdnyban: minden primtulajdonsdgii elem
irreducibilis.

Bizonyitas. Ha p =0bc akkor p|bc, p primtulajdonsdga miatt mondjuk p | b vagyis
b = pd.

Ekkor azonban p = pdc vagyis dc egység és igy cis egységtehdta p = bc felbontds
nem valddi vagyis p irreducibilis. =

13.8. Megjegyzés. A kovetkeztetés visszafelé dltaldban nem igaz, példdul bizonyos Z[a]
strukturdkban. Az aldbbiakban ezt a kérdést probdljuk tisztazni.

13.9. Definicié. Az (R,+,-) struktirdban teljesiil az egyértelmii primfelbontas, roviden
EPF tulajdonsdga, ha barmely a € R felbonthaté irreducibilis elemek szorzatara lényegében
egyértelmiien (sorrendtdl és asszocidltaktol eltekintve). [

A fenti elnevezés nagyon hasznos tulajdonsagot takar: ha minden elemet atomokra (="zo0-
vdbb mdr nem bonthato” elemek, gor.) tudunk bontani, akkor igy konnyebben tudjuk az ele-
mek tulajdonsagait, a miveleteket vizsgalni.

13.10. Megjegyzés. Példaul a paros szamokndl nem egyértelmt a primfelbontas, pl. 60 =
230 = 10 - 6 két kiilonbozd felbontds.
Z[v/10]-ben sem teljesiil az EPF. [

A kovetkezd eredmény igazoldsa mar meghaladja konyviink kereteit:

13.11. Tétel. Egy (R, +, -) integritdsi tartomdnyban pontosan akkor teljesiil az egyértelmii
primfelbontds ha minden irreducibilis elem primtulajdonsdgu. ]

No, és mikor teljesiilnek a fenti Tétel feltételei?
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13.12. Definici6. Legyen (R, +, -) tetszSleges.
(i) (R, +, -)-ben elvégezhets a maradékos osztas, ha 1étezik egy

¢:R—N

fiiggvény a kovetkezd tulajdonsaggal:  tetszGleges a,b € R, ¢ (b) # 0 elemekhez taldlhatok
olyan ¢,r € R elemek, amelyekre

a=bg+r é ¢(r)<e(b).

(¢ a hdnyados, r a maradék).
¢ () helyett néha ||-t vagy ||||-t frnak, és “abszolit érték” -nek vagy “norma” -nak nevezik
(hiszen ¢ az elemek ,,nagysagit” méri ).

(i) Ha (R,+,-) integritdsi tartomdny és benne elvégezheté a maradékos osztds, akkor
(R, +, -)-et Euklideszi gytiriinek nevezziik. [

13.13. Tétel. Minden Euklideszi gyiiriiben minden irreducibilis elem primtulajdonsdgii.
Kovetkezésképpen: Euklideszi gyiiriikben teljesiil az egyértelmii primfelbontds. [

13.14. Kovetkezmény. A fenti Tételbdl, pontosabban a maradékos osztdasbol kovetkezik (vég-
sd soron) a 3.0. Szamelmélet Alaptétele, ill. az Algebra Alaptételének fele:

» Minden egész/valos/komplex egyiitthatds polinom (vagyis Q[z| és R[x] elemei) lényegében
egyértelmiien (sorrendtol és konstans szorzoktol eltekintve) bonthato fel irreducibilis elemek
szorzatdara”. U]

13.15. Megjegyzés. (i) Példaul a Q[z], R[z], Z[i], Z[iv/2].Z]p], Z|\/2], Z]\/3], Z]V/6), Z]V/7),
Z[\/ﬁ] Z[\/1_9] struktdrak Euklideszi gyf(irik, tehét benniik érvényes az EPF.

(ii) A fenti . Tétel kovetkeztetése azonban nem fordithaté meg: vannak olyan gyfrik,
amelyek ugyan nem Euklidesziek, de benniik mégis érvényes az EPF. Ilyenek példdul a Z|x],

Z[v/23], Z[iv/3), Z[iv19)], Z[in/43], Z[in/67], Z]ir/163] struktirdk. [
Maiig megoldatlan tobbek kozott a kovetkez6 probléma ([SzM] 22.0ld.):

13.16. Probléma. (o) Mely m € 7 (nem négyzetszdm) egész szamokra teljesiil ~ Z[\/m]-ben
az egyértelmii primfelbontds?
Az alabbi eredmények ismertek ([SzM]):

(i) Negativ m esetén ismert az dsszes megfelelé m szdam: Z[i], Z[iN/2], Z[iv/3], Z[iNT),
Z[iv/11], Z[iv/19], Z[iv/43], Z[iv/67], Z[i\/163)-ben igaz az EPF (kb. 1970 dta tudjuk bizto-
san, hogy nincs tobb megfelel6 negativ m).
(if) Nem érvényes az EPF Z[\/m]-ben minden olyan pozitiv m € N (nem négyzet-) szdmra,
amelyre

4|1m-—1.

(iii) Ismertek még: 7.[\/2), Z[/3], Z|\V6), Z[V7], Z|V/11], Z]\/19] és Z[\/23]-ben érvényes
az EPF, mig 7.]\/10]-ben nem. [
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13.17. Megjegyzés. A fentiek szerint tehat (majdnem) az egész konyv Definiciéi, Tételei és
Algoritmusai igazak ill. hasznélhatdk azon fenti Z[«] struktirdkban, amelyekben érvényes az
EFP. Ilyenek példaul:

- Inko és 1kkt fogalma és Osszefiiggései,

- Euklidesz algoritmusa Inko keresésére,

- Linedris Diophantikus egyenletek elmélete és gyakorlata,

- Kinai Maradéktétel €s alkalmazasai,

stb. ...

A mellékelt POL10SZ5 . EXE program segitségével gyakorolhatjuk a polinomok maradé-
kos osztéasat, Euklideszi algoritmust, Inko keresését ... a Z[z] gyf(riiben.

A jelen fejezetben leirtak nem csak elméletileg, hanem gyakorlati problémaknal is fon-
tosak és hasznosak. A [Szl1] Feladatgy(ijteményben sok részletesen kidolgozott feladatot
taldlunk polinomokrél és a Z[«/] struktirdkrol.
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13.3. Tablazatok

A 30 000-nél kisebb szamok felbontdsat megtalalhatjuk példaul a [SzI1] Feladatgy(jtemény
Fiiggelékében, az elsd 50 millié db primszam listdjat példdul a HTTP://PRIMES.UTM.EDU/
LISTS/SMALL/MILLIONS/  cimen megtaléljuk.

Alabb csak primitiv gyokok, hatvanyaik €s szdmok indexeinek (diszkrét logaritmus) tab-
lazatat mellékeljiik. A tablazatok és hasznélatuk leirdsat elsdsorban a 6.7. ,,Primitiv gyokok
és diszkrét logaritmus™ alfejezetben talaljuk. Ajanljuk még a . Példat és a . Megjegy-
z€st.

|
N
|
N
|
N
|
N
|
N
=
e

2 1] 113 31| 277 S || 457 13 || 643 11| 839 1
3 20 127 3 | 281 3 || 461 2 || 647 5| 853 2
5 2| 131 2 283 3 463 3 || 653 2 857 3
7 3| 137 3| 293 2 || 467 2 || 659 2| 859 2
11 2 139 2 | 307 51 479 13 || 661 2] 863 5
13 2 149 2| 311 17 || 487 31 673 S5 877 2
17 3 151 6 || 313 10 || 491 2 677 2] 88l 3
19 2| 157 5 317 2 | 499 7| 683 S5 883 2
23 51 163 2 | 331 3 503 5| 691 31 887 5
29 2 || 167 5| 337 10 || 509 2 701 20 907 2
31 3 173 2 || 347 2| 521 3 || 709 20 911 | 17
37 20179 2| 349 2| 523 20719 11| 919 7
41 6 | 181 2| 353 3| 541 2\ 727 5 929 3
43 3 191 19 || 359 7| 547 2 733 6| 937 5
47 5 193 5 367 6 || 557 21 739 31 941 2
53 2| 197 2| 373 2| 563 2| 743 5| 947 2
59 2 199 3 379 2 | 569 3| 751 3| 953 3
61 2| 211 2 383 5 571 3 || 757 20 967 5
67 2 223 3| 389 2| 577 5| 761 6| 971 6
71 7 227 2| 397 5| 587 21 769 11\ 977 3
73 5 229 6 || 401 3 593 31773 2 983 5
79 3 233 3409 21| 599 7| 787 20 991 6
83 2 | 239 7| 419 2 || 601 7 797 20 997 7
&9 3| 241 7 | 421 2 || 607 3 || 809 3| 1009 | 11
97 5| 251 6 || 431 71 613 2 811 3
101 2| 257 3| 433 51 617 31 821 2
103 5| 263 5| 439 15 || 619 2 || 823 3
107 2| 269 2 || 443 2| 631 3| 827 2
109 6 || 271 6 || 449 3 || 641 3| 829 2
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p=3,9=2
Szam |0 |1 |2 Ind. |0 |12
0 211 0 211
p=059=2
Szam | 0 | 1 3.4 Ind. | 0|1|2|3 |4
0 411132 0 214131
b= 7, g = 3
Szam [0 |1 (2|3 /4 |5|6 Ind. |0 |1 (23|45
0 6121453 0 3121614 (5]1
p=11,9g=2
Szam [0 |1 [2|3|4|5|6|7 |89
0 101824973 |6
1 5
Ind. |0 |1 (23|45 |[6|7|8]9
0 214(1815/10(9|7(3|6
1 1
p=13,9g=2
Szam | 0 2/314/5/|6 819
0 1211412951138
1 10 6
Ind. |0 |1(2|3|4|5 819
0 2141813[6|12[11][9/|5
1 10171
p=17,9g=3
Szam | 0 2 13,4 |5 9
0 16 |14 |1 1251511 |10 |2
1 3 13 6
Ind. |0 1|23 |4 |56 8 |9
0 3/9(10(13 5|15 |11 |16 14
1 118|714 1212
p=19,9g=2
Szam [0 |1 |2 |3 |45 7 (819
0 181 |[13|2]16|14|6 |38
1 17112155 |7|11 |4 |[10]9
Ind. | 0 |1 |2 |3 5 (6|7 |8
0 2 (4 |8|16|13 7|14 |9 18
1 17151136 |12|5|10 1
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p=23,9g=5
Szam [0 |1 |2 |3 |4 8 |9
0 2212 (164 |1 |18 19 10
1 319 (2014|2117 12 | 15
2 511311
Ind. |0 |1 |2 |3 |4 |5 (6|7
0 512|104 |20(8 17|16 11
1 22 118 |21 (13193 |15
2 1214 |1

p=29,9g=2
Szam |0 |1 (2 (3 |4 |5 |6 |7 |8
0 281 |5 |2 [22]6 |[12]|3 |10
1 23 1257 [ 1813|274 |21 |11|9
2 24 |17 1261208 | 16|19 | 15| 14
Ind. | O |1 (2|3 |4 (5 |6 [7 (8 |9
0 2 418 |16]3 |6 [12(24]|19
1 9 |18 |7 |14 |28 |27 (25|21 | 13|26
2 23|17 51020 |11 |22 |15]1

p=3l,g=3
Szam |0 |1 (2 |3 (4 |5 |6 |7 |8 |9
0 301241 [18]20]25(28|12|2
1 14123 (191122216 |7 (264
2 8 |29 17|27 13105 |3 |16|9
3 15
Ind. | O |1 |2 |3 (4 |5 |6 (7 |8 |9
0 319 [27]19|26|16 (17|20 |29
1 25|13 |8 [24|10({30|28|22|4 |12
2 S 1514112 |6 (18|23 |7 |21
3 1

p=37,9g=2
Szam [0 |1 |2 (3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
0 36 (1 262 |23]27|32]3 |15
1 24 13028 |11 33|13 (4 |7 |17]35
2 25122 1311152910126 |34 |21
3 1419 |5 208 |19|18
Ind. |1 O |1 |2 |3 (4 |5 |6 (7 |8 |9
0 4 |8 (163227 |17 |34 31
1 2513126153023 |9 |18 |36/ 35
2 33129215 |10]20|3 12 | 24
3 1112217 [ 1428191
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p=41,9g=6
Szam (0 |1 |2 |3 |4 (5 |6 |7 |8 |9
0 40126 | 1512 (221 |39 38|30
1 8 |3 |27 |31|25|37|24|33|161|9
2 34114129136 13|14 | 17|5 |11 |7
3 23 (28 101819212 |32]35]6
4 20
Ind. |0 |1 |2 |3 (4 (5 (6 |7 |8 |9
0 6 [36 |11 |25|27(139|29|10 |19
1 3212814 |24 (21|13 |18 26|33 |34
2 40355 3016|142 |12 |31 |22
3 9 (1337171203823 |15(8 |7
4 1

p=143,9g=3
Szam |0 |1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
0 42 127 | 1 12125128 35|39 |2
1 10 (3013132202624 |38|29]19
2 37136 (15|16 140 |8 |[17]3 |5 |41
3 1113419 (312318147 |4 |33
4 2216 |21
Ind. |0 |1 (2 |3 |4 |5 |6 |7 |8 |9
0 319 [27]38(28 |41 (3725132
1 10304 |12]136]22(23|26|35]|19
2 14142140 (34|16 |5 |15]|2 |6 |18
3 11331313931 |7 |21]120]|17 |8
4 24 129 | 1

p=47,9g=05
Szam (0 |1 (2 |3 |4 (5 |6 |7 |8 |9
0 46 |18 |20 136 |1 |38 (32|8 |40
1 1917 (10114 |21 |26|16| 12|45
2 3716 [25]5 28|12 29|14 |22 35
3 39 (3 4412713413330 |42 |17 | 31
4 9 | 1524|1343 |41 |23
Ind. |0 |1 |2 |3 (4 |5 (6 |7 |8 |9
0 5 2513114123121 |11|8 |40
1 121318 |43 27|41 117|382 |10
2 3 | 151281464222 (16|33|24]26
3 36 139 (7 351342914 206 |30
4 9 45137144 (32|19 |1
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