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Valdszinliségszamitasi példatar informatikusoknak

Klasszikus (kombinatorikus) valosziniség

Feladatok

1) Kétszer elguritunk egy szabalyos kockat. Irja fel az aldbbi eseményeket és adja meg a

valoszintiségiiket!
a) A két guritas azonos.
b) A két guritas kiilonbozo.
c) Az egyik guritas 5, a masik 3.
d) Nincs hatos a guritasok kozt.
e) Van hatos a guritdsok kozt.
f) Egy hatos van a guritasok kozt.
g) Mindkét guritas hatos.
h) Az egyik guritas paros, a masik paratlan.
i) Legalabb az egyik guritas paratlan.
j) A guritasok osszege 10.
k) A guritasok dsszege legalabb 10.
I) A guritasok egymastol valo eltérése 2.
m) A guritasok maximuma legfeljebb 3.
n) A guritdsok minimuma legfeljebb 3.
0) A guritasok Osszege 7, eltérésiik 2.
2) Haromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Irja fel az alabbi eseményeket és adja meg a
valoszintiségiiket!
a) A dobasok mindegyike fej.
b) A dobasok kozt 2 fej van.
c) A dobasok kozt legalabb 2 fej van.
d) A dobasok kozt legfeljebb 2 fej van.
e) A dobasok kozt van fej is meg iras is.
f) EISobb dobunk fejet, mint irast.
g) Tobb a fej, mint az iras.
h) Eggyel kevesebb a fej, mint az iras.

3) Hatszor guritunk egy szabalyos kockat. Mennyi a valdsziniisége az alabbi eseményeknek?

a)
b)
c)
d)
e)
f)

g)
h)
i)

j)

k)
)

m)
n)
0)

Minden guritas kiilonbozo.

Van legalabb két azonos guritas.

Minden guritas azonos.

Nincs hatos guritas.

Két hatos guritas van.

Legalabb két hatos guritas van.

Két kiilonb6z6 szamot guritunk.

A guritasok maximuma legfeljebb 4.

Van paros guritas.

Két hatost, harom harmast és egy kettest guritunk.
A guritasok csokkend sorrendben kovetik egymast.
Minden gurités kiilonb6z6 és nincs hatos.

A guritasok 6sszege legalabb 34.

Péros szamu paros értéket guritunk.

Pératlan szdmu paratlan értéket guritunk.
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Klasszikus (kombinatorikus) valdszinliség 5

4)

Egy urnaban 20 goly6 van, koztiikk 9 piros, 6 fehér és 5 zold. Hogy megkiilonboztessiik az
azonos szintieket is egymastol, a golyokat egyt6l huszig megszamozzuk. Visszatevés nélkiil
kivalasztunk koziiliikk 4 darabot. Mennyi a valdszinlisége az alabbi eseményeknek?

a) A kivalasztottak kdzt nincs piros golyo.

b) A kivalasztottak kozt 2 piros golyd van.

c) A kivalasztottak kozt van piros golyo.

d) Minden kivalasztott golyo piros.

e) Minden kivalasztott golyd azonos szinti.

f) Van mindharom szin( goly¢ a kivalasztottak kozt.

g) Tobb piros golyot valasztunk, mint fehéret és zoldet egyiitt.
h) A kivalasztott piros és fehér golyok szama megegyezik.

Egy sokasdgban N elem van, egyessel, kettessel, ..., N-nel jeloltiik meg oket.

a) Visszatevés nélkiil valasztunk koziiliik » darabot. Mennyi a valoszintlisége, hogy az i jeld
elem a kivalasztottak kozt van?

b) Visszatevéssel valasztunk koziiliik » darabot. Mennyi a valosziniisége, hogy az i-vel jelolt
elem a kivalasztottak kozt van?

c) Legalabb hanyszor vélasszunk, ha azt szeretnénk, hogy legalabb 0.95 valoszintiséggel
legyen a kivalasztottak kozt az i-vel jelolt elem?

Egy tesztet toltenek ki a hallgatok, amelynél a megoldand6 10 feladatot a szamitogép egy 100
feladatot tartalmazd bazisbol valasztja ki véletlenszerlien. A kivalasztas megtorténte utan
aramsziinet miatt elvesznek a feladatok, és a gép ujra kisorsol egy feladatsort. Mennyi a
valdszinlisége, hogy van kozos feladat a két véletlenszerlien kisorsolt feladatsor feladatai
kozott?

Egy ember bemegy egy lépcs6hazba, a 10 postalada koziil 6tot kivalaszt és beletesz
mindegyikbe egy-egy szordlapot. Aztan bemegy egy masik terjesztd és a 10 postalada koziil
kivalaszt 6tot és beletesz egy-egy szorolapot. Mennyi a valdsziniisége, hogy legalabb §
postaladaba jut szordlap?

Valasztunk k szamot visszatevéssel az 1,2,3.4,5,6,7,8,9,10 szamok koziil.

a) Mennyi a valdszinlisége, hogy minden kivalasztott szam kiilonb6z6, ha £~=1,2,3,...,11?

b) Abrazoljuk a kapott valoszintiségeket k& fiiggvényében! Linearis-e a kapott fiiggvény?

4N {0s csoportban a csoport tagjainak fele fif, fele lany. A csoportot két egyforma nagysagu
részre bontjuk véletlenszeriien.

a) Mennyi a valosziniisége, hogy a kialakul6 két csoport mindegyikében ugyannyi lany lesz,
mint fia?
b) Hova tart a fenti valosziniiség, ha N — o« ? Adja meg a konvergencia nagysagrendjét!

10) Fogadjuk el, hogy a szamitogép altal generalt véletlen szamok olyanok, hogy mind 0 ¢és 1

kozotti, és annak a valoszintisége, hogy a kivalasztott szam a [0,1] valamely részhalmazaba
esik, egyenl0 a részhalmaz hosszaval.

crer

a) Irjon szimulacios programot a kockadobés szimulaciéjara!

b) Végezze el 10-szer a kisérletet és irja le az eredményeket!

c) Hasonlitsa Ossze az egyes, kettes, ....., hatos dobasok relativ gyakorisagat 1/6-dal!
Mekkora eltérést tapasztal N=10, N=100, N=1000, N=10000, N=100000, N=1000000
kisérlet esetén?
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6 Valdszinliségszamitasi példatar informatikusoknak

11) Szimulalja le a visszatevés nélkiili mintavételt N elembdl n elemet kivalasztva!
Ha 15 elem van, koztiik 4 selejtes, és visszatevés nélkiil kivalasztunk koziiliik 3-at, szamolja ki
annak a relativ gyakorisagat, hogy egy selejtes van a kivalasztott elemek kozt! Hasonlitsa
Ossze a szimulacié eredményét a pontos valoszintiséggel 100, 1000, 10000, 100000 szimulacid
esetén!

12) Szimulalja le a visszatevéses mintavételt N elemb6l n elemet valasztva!
Ha 15 elem van, koztiik 4 selejtes, és visszatevéssel kivalasztunk koziiliik 3-at, szamolja ki
annak a relativ gyakorisagat, hogy egy selejtes van a kivalasztott elemek kozt! Hasonlitsa
Ossze a szimulacid eredményét a pontos valoészinliséggel 100, 1000, 10000, 1000000
szimulacio esetén!

13) 12-szer feldobva egy szabalyos érmét 4 fejet és 8 irast dobtunk.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy a kialakulé dobassorozatban legalabb két fej kozvetleniil
koveti egymast?

b) Szimulaljuk le a fenti kisérletet és adjuk meg a fenti esemény relativ gyakorisagat
1000000 kisérlet elvégzése esetén!

14) Valasztunk egy szamot a hétjegyli szamok koziil. Mennyi a valdszinlisége, hogy a kivalasztott
szamnak 3 szamjegye paros, 4 pedig paratlan?

15) Egy hallgatoi kodfajta 6 karakterbdl all, minden karakter 26 betii és 10 szamjegy valamelyike.
A gép véletlenszertien general egy kodot minden hallgatohoz.

a) Mennyi a valosziniisége, hogy 10000 hallgatd esetén lesz két azonos a véletlenszerlien
generalt kodok kozt?

b) Hany kodot generalhatunk, ha azt szeretnénk, hogy 0.9 valoszintiséggel kiilonbozzenek
egymastol?

Megoldasok

) Q={G,/):1<i<6, 1<j<6 egészek}, |Q=36.

a) A=a két guritds azonos= {(L1),(2,2),(3,3),(4,4),(5.5),(6,6)}, |4|=6, P(4) = 3—66 .

b) B=akét guritas kiilonb6zo= {(i,j) = j, 1<i<6, 1<;<6 egészek}:Z ,
|B|=6-5 =30,P(B)=%=1—%.

c) C=Azegyik guritds 5, a masik 3=1{(3,5),(5,3)}, |C| =2, P(C) = % .

d) D= Nincs hatos a guritasok kozt=
(D), (1,2),0(15), (2,1),00(2,5)s000s (5,1),(5,2),..(5.5)}, |D| =5-5 =25, P(D) =§,

e) E= Van hatos a guritasok kozt=
{(1,6),(2.6),(3.6),(4.6),(5,6),(6,1),(6,2),(6.3),(6,4),(6,5),(6,6)} ,|[E| = 11, P(E) = % .

f) F= Egy hatos van a guritasok kozt=
{(1,6),(2.6),(3,6),(4,6),(5.6),(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5)},|F| =10, P(F) = % .
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Klasszikus (kombinatorikus) valdsziniiség

2)

g) G=Mindkét gurits hatos={(6,6)},

1
G| =1,P(G) =3
h) H=Az egyik guritas paros, a masik paratlan=
(1,2),(1,4),(1,6),(2.1),(2,3),(2,5),(3,2),(3,4),(3,6),
{(4,1), (4,3),(4,5),(5,2),(5,4),(5,6),(6,1),(6,3),(6,5)
i) [=Legalabb az egyik guritas paratlan,
(1,2),(1,4),(1,6),(2,),(2,3),(2,5),(3,2),(3,4),(3,6),(4.1),(4.3),(4.5), (5,2),
{(5,4), (5,6)(6,1),(6,3),(6.5),(1,1),(1,3),(1,5),(3,1),(3,3),(3,5),(5.1),(5,3), (5,5)} ’
27
|I| =27=36-3-3,P(I)= 6"

j) J= a guritasok osszege 10={(4,6),(6,4),(5,5)},

18
Hl=2-3.-3=1 P(H)=—.
},| =23:3=18, pun=13

=

3
J| =3,P(J)=£.
k) K=a guritasok osszege legalabb 10= {(4,6), (5,5),(6,4),(5,6),(6,5), (6,6)}, |K| =6,

6
P(K)= 36

1) L= a guritasok egymastol valo eltérése 2= {(1,3), (2,4),(3,5),(4,6),(3.,1),(4,2),(5,3), (6,4)},
3
36

|L|=2-4=8,P(L) =

m) M= a guritdsok maximuma legfeljebb 3 = {(1,1),(1,2), (1,3),(2,1),(2,2),(2,3), (3,1),(3,2)(3,3)} s
|M|=3-3=9, P(M) -2
36

n) N=a guritdsok minimuma legfeljebb 3=
LD),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6), (2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,6),(3,1), (3,2),
{(3,3), (3,4),(3,5),(3,6),(4,1),(4,2),(4,3),(5.1),(5,2),(5,3),(6,1),(6,2),(6,3) } ’
IN|=27,P(N) _27
36
0) L=a guritasok dsszege 7, eltérésiik 2. L=, P(L)=0.

Q= {(F,F,F),(F,F.1).(F.1,F),(I,F,F),(F,1,L),(I,F.1),(I.1F),(I,1.D}, |0 = 8.
a) A=a dobasok mindegyike fej= {(F,F,F)} , A| =1, P(A) =é .
b) B=a dobasok kozt 2 fej van={(F, F.,1),(F,1,F),(,F,F)} ,|B| =3, P(B) =§ _

c) C=a dobasok kozt legalabb 2 fej van=
={(F,F,F),(F,F,I),(F,1,F),(I,F,F)},|C|=4,P(C) =§.

d) D=a dobasok kozt legfeljebb 2 fej van=

(F.F,),(F,I,F),(,F,F),(F,1,1,),(I,F,I),(I,1,F),(,1,1)} |D|=7,P(D) =% .
e) £E=a dobasok kozt van fej is, meg irads is=

(F.F.I),(F,1,F),(I,F,F),(F.,1,1,),(I,F,I),(I,1,F)},|[E| =6, P(E) =§ .
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Valdszinliségszamitasi példatar informatikusoknak

f)

2)

h)

3)) Q

a)

b)

©)
d)

e)

g)

h)

={(i, j,k,l,m,n) |1<i, j,k,l,mn<6 egészek,

F=EIl6bb dobunk fejet, mint irast=

3

5

G=TGobb a fej, mint az iras= {(F, F,F),(F,F,I),(F,I,F),(I,F,F)},

={(F,F.D),(F,1,F).(F,1,I)},

F|=3,P(F)=

G|=4,P(G)=

H=Eggyel kevesebb a fej, mint az iras= {(F,I,I), ,1,F),, I,F)} ,

H =3,

P(H)=

0w oo N~

Q[=66:6-6:6-6=6° = 46656.

A=Minden gurités kiilénbozd. |4 =6-5-4-3-2-1=720, P(4) = % =0.015

B=Van legalabb két azonos guritas. B = A , P(B)=1 —% =0.985.

C=Minden guritas azonos. |C|=6-1-1-1-1-1, P(C) = — 8 __9.0001.
46656

D=Nincs hatos guritas. |D| =5-5-5-5-5-5=15625, P(D)=0.335.

E=Két hatos guritas van. {9 féleképpen jeldlhetjiik ki a hatosok helyét, ahol hatos van
ott egyértelmil, ahol nem hatos van, ott 6tféle lehetdség koziil valaszthatunk, tehat

|E| = @-12 -5*=9375, P(E)=0.201.

F=Legalabb két hatos guritas van. Kettd, harom, négy, 6t vagy hat darab hatos lechet.

6 6 6 6
|F|={2J-12 -54+(3J-13-53 +(4J-14-52 +(5J-15 5lal=

9375+2500+375+30+1=12281, P(F)=0.263.

Konnyebben célba ériink, ha azokat szamoljuk meg, amikor nincs hatos, illetve amikor
egy hatos van.

—_ 6 —
‘F‘ =56 4 (1 Jl‘ 55 = 15625+18750=34375,P(‘F‘) =0.737, P(F)=1-0.737=0.263

6
G=K¢ét kiilonb6z6 szamot guritunk. {J féleképpen jelolhetjiik ki azt a két szdmot, amit
guritunk. Ha a két szam a és b , a<b, le vannak rogzitve, akkor egy darab a, 6t darab b
6

lehet (6 lehetéség), vagy két darab a négy darab b lehet ({2] lehetdség), vagy harom

: 6 . , , 6
darab a, harom darab b lehet ( 3 lehetéseég), vagy négy darab a, két darab b lehet ( 4
lehetdség), vagy ot darab a, egy darab b lehet ({SJ lehetéség). Osszesen: 62 elemi

6
esemény van rogzitett a és b érték mellett. |G| = (J -62 =930, P(G)=% =0.020.

40% _ 0.088.

6%

|H | =4° = 4096 (mindegyik guritas legfeljebb 4) . P(H) =
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Klasszikus (kombinatorikus) valdszinliség 9

4)

i) ‘?‘:36 =1729. P(1)=1—%=0.984.

6
j)  J = két hatost, harom harmast ¢s egy kettest guritunk. A hatosok helyét (J , a maradék 4

4 ,
helybdl a harmasok helyét (3} valaszthatjuk ki, a kettes helye ekkor egyértelmil. Igy

6\ 4
Osszesen (J{J -1=60 elemi esemény van J-ben. P(J) = ? =0.001.

= =
K a 1
) |K|=1, P(K)=—5-

I) L=Minden guritas kiilonb3z8 és nincs hatos. [L|=5-4-3-2-1.:0=0, P(L)=0.

m) M=A guritisok osszege legalabb 34. Igy az dsszeg lehet 34, 35 vagy 36. 36 csak tigy lehet
az Osszeg, ha minden guritas hatos (1 elemi esemény), 35 csak ugy, ha 5 darab hatost és 1
darab 6tost guritunk (6 darab elemi esemény). 34 igy lehet az 6sszeg, ha 6t darab hatost és
egy darab négyest (6 darab elemi esemény) vagy négy darab hatost és két darab 6tost

6 N
guritunk ((J =15 darab elemi esemény). Osszesen tehat 28 darab elemi esemény jo, igy

P(M) = g =0.0006.

n) N= Paros szamu paros értéket guritunk. Nullaszor, kétszer, négyszer vagy hatszor
gurithatunk paros szamot. A paros értékek 3-an, a paratlanok megint harman vannak.

6 6 6 6
IN|=| B°-3°+| _[3°-3*+| Pp*-3%+ 3"-30=(1+15+15+1)-36=23328,P(N)=1.
0 2 4 6 2

0) O=Pératlan szamu paratlan értéket guritunk. Egyszer, haromszor vagy 6tszor gurithatunk
paratlan szamot.

6 6 6
0] = (1 J3l 3% 4 @33 3 @35 -3'=32.3°=23328, P(0)=0.5.

20
Ha nem figyeljiik a golyok sorrend;jét: |Q| = (4 J =4845.

6+5
a) A=A kivalasztottak kdzt nincs piros golyo. | 4| = (4 J =330, P(4)=0.068.

9) (11
b) B=A kivalasztottak kdzt 2 piros golyo van. |B| = (J : (2 J =1980, P(B) = % =0.409.

c) P(C)=1-P(4)=0.932.

d) D=minden kivalasztott golyo piros. |D| = (?J =126, P(D)=0.026.

e) FE=Minden kivalasztott golyé azonos szini. Minden golyo6 piros vagy mindegyik fehér
vagy mindegyik zold. |E| = (9J + (6J + (‘SJ =126+15+5=146, P(E)=0.030.

4) 4

f) F=Van mindharom szinii goly6 a kivalasztottak kozt. Valamelyikb6l kettének, a masik
kettébol egynek-egynek kell lennie.
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5)

6)

7)

QLo

g) G=Tobb piros golyot valasztunk, mint egyebet. Megfeleld esetek: 4 piros 0 egyéb, 3 piros
1 egyéb

9) (911
kﬂ:( J+(J{ J:lOﬂLJ%G)zozlm
4) 31

h) H=a kivalasztott piros és fehér golyok szdma megegyezik. 2 piros 2 fehér, 1 piros 1 fehér
2 zold, 0 piros 0 fehér 4 zold lehet, ha a kivéalasztott piros és fehér golyok szama
megegyezik.

P A A A

a) Ne figyeljiik a huzasok sorrendjét! Az i-vel jeldlt elem mellé a maradék N —1 elem koziil

1} féleképpen tehetjik meg. Tehat P(A4) =

n—1-et kell kivalasztanunk. Ezt {
n

iy

N N
n
b) Muszaj figyelni a huzasok sorrendjét! |Q| = N" Amikor az i-vel jel6lt elem nincs a kiva-

lasztottak kozt, akkor minden valasztasnal N —1 darab lehetéségilink van a valasztasra.
fgy (N—1)" kedvezdtlen elemi esemény van. Tehat P(B) =1 —% =1-(1 —%)” .
c) Visszatevés nélkiili valasztasnal n> 0.95N .

Visszatevéses valasztasnal 1—(1 —i)” >0.95,(1 —i)” <0.05, nIn(l —i) <1n0.05,

N N N
S In 0.0f' .
In(1-—
( A)

Az elsére kivalasztott 10 feladat kijelol a 100 feladat koziil egy 10 elemii részhalmazt. Annak a
valdszinlisége, hogy a masodszorra kivalasztott 10 feladat kozott a 10 elemi részhalmaz egyik

90 90
10 10
=1-0.330=0.670.

. Igy a keresett valoszintisége 1——>—%
100y = T
10 10
Az els6 ember kijeldl 5 postaladat. Ha legalabb 8 postaladaban lesz szordlap, akkor a masodik
ember a kijeldlt 5 postaladabol legfeljebb 2-t valaszt ki, amikor elhelyezi a szorolapjait. Ennek

HEEHNEH
o F

eleme sem szerepel

esélye
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Klasszikus (kombinatorikus) valdsziniiség 11

8) Jeldlje P, annak a valdsziniiségét, hogy k szdm valasztasa esetén minden szdm kiilonbozo.

a)

b)

9)

b)

10-9-...10 -k +1)
10"
B=1,P =09, =072, P,=0.504, P, =0.3024, P, =0.1512, P, =0.06048,
P, =0.01814,P, =0.0036, P, =3.6-10*,P, =0.

Nem linearis a fliggvény.

P =

b

Ha ugyanannyi fit van, mint lany a kivalasztottak kozt, akkor mind a fiuk koziil, mind a
2N\ 2N
o)
ANY
o
4

(A K

€ e

(o (e ] o e

e e

lanyok koziil N személyt valasztottunk. Ennek esélye P, =

N
A Stirling formula szerint N!'~ (ﬁj N27N
e

, vagyis

1
P, - 0 — nagysagrendben.

N

10) A programokat Matlab programcsomag segitségével készitettem el, de természetesen barmely
mas programnyelven is megvalosithatok.
Az alabbi egy lehetséges megoldasa a 10) feladatnak.

a)

b)

function kockadobas (szimszam)

gyak=zeros (1l,6);

for i=1:1:szimszam

dobas=floor (rand (1) *6+1)

for j=1:1:6

if dobas==]
gyak(l,J)=gyak(1l,])+1;

end

end

end

relgyak=gyak/szimszam

Az 4ltalam kapott guritas sorozat: 4 3 3 6 1 2 2 5 1 4
Természetesen Ondk szinte biztosan mast fognak kapni.
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12 Valdszinliségszamitasi példatar informatikusoknak

c)
Egyes kettes harmas négyes 0tos Hatos
valdsziniiség | 0.1666667 | 0.1666667 | 0.1666667 | 0.1666667 | 0.1666667 | 0.1666667
N=10 0.2 0.2 0.2 0.2 0.1 0.1
N=100 0.18 0.18 0.17 0.19 0.18 0.10
N=1000 0.166 0.181 0.168 0.143 0.165 0.177

N=10000 0.1638 0.1630 0.1706 0.1723 0.1631 0.1672

N=100000 0.16838 0.16768 0.16720 0.16531 0.16644 0.16499

N=1000000 | 0.166794 | 0.166677 | 0.166502 | 0.166494 | 0.166902 | 0.166631

11) A mintavétel megvalositasa: megjegyezziik, eddig miket valasztottunk, ha olyat valasztunk
ujra, akkor ismétliink.

function mintav3 (N, n)
volt=zeros (1l,N)
v=zeros (1l,n)
for i=1:1:n
a=0;
while a==0
vel=floor (N*rand (1) +1);
if volt (1,vel)==
v(l,1i)=vel;
volt (1,vel)=1;
a=1;
end
end
end
v

A relativ gyakorisdgok szamolésa:
function mintav4 (N,n, szimszam)
format long
jo=0;
if n<4
meddig=n;
else
meddig=4;
end
for k=l:1:szimszam
volt=zeros (1,N)
v=zeros (1,n)
v=zeros (l,n);
for i=1:1:n
a=0;
while a==
vel=floor (N*rand(1l)+1);
if volt(l,vel)==
v(l,i)=vel;
volt(1l,vel)=1;
a=1;
end
end
end
vli=sort (v);
hany=0;
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13

12)

13)

for j=1:1:meddig
if v1(1,3)<5
hany=hany+1;
end
end
if hany==
jo=jo+1l;
end
end
relgyak=jo/szimszam
kul=relgyak-220/(15*14*13/6)

Szimszam | 100 1000 10000

100000

Pontos valosziniiség

Rel. gyak | 0.46 0.504 | 0.47980

0.483228

0.483516

Eltérés 0.0235 | 0.0205 | 0.0037

2.88e-004

A mintavétel megvaldsitasa

function minta (N, n)
for i=1:1:n
vel=floor (N*rand (1) +1);
v(l,i)=vel;
end
v
A relativ gyakorisédgok szamolésa:
function mintavt (N,n, szimszam)
S=4;
gyak=0;
for k=1:1:szimszam
v=zeros (1l,n);
mennyi=0;
for i=1:1:n
vel=floor (N*rand(1l)+1);
v(l,i)=vel;
if vel<S+1
mennyi=mennyi+1;
end
end
A\
mennyi;
if mennyi==
gyak=gyak+1l;
end
end
relgyak=gyak/szimszam

Szimszam | 100 1000 10000

100000

Pontos valosziniiség

Rel. gyak | 0.4 0.451 0.4390

0.429706

0.4302222

Eltérés 0.03022 | 0.02078 | 0.00878

5.16e-004

a) Tekintsiik elemi eseményeknek a dobéssorozatokat. Mivel a dobassorozatban 8§ iras és 4
fej van, és a fejek helyét kijelolve egyértelmilen meghatarozott a dobassorozat, igy

12
Osszesen (4 J: 495 elemi esemény van.

© Mihalykéné Orbén Eva
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b)

Vegyiik észre, hogy az I-re végzodo, két egymas kdvetd F dobast sehol nem tartalmazo
sorozatok eldallithatok oly modon, hogy leirjuk az FI blokkokat egymas utdn, és a
blokkok kdzé beszurjuk az I dobasokat.

Szamoljuk meg eldszor azokat a 12 hosszusagu, két egymas kdvetd F dobast sehol nem
tartalmazé sorozatokat, amik /-re végzddnek. Ekkor 4 darab F7 blokk elemei kozé kell

8
beszarni 4 darab 7 dobast. Ez {4} féleképpen teheto meg.

Szamoljuk meg most azokat a 12 hosszusagu, két egymas kovetd F dobast nem tartalmazo
sorozatokat, amik F-re végzodnek. Ekkor az F’ dobas el6tt biztosan I dobas van, mert két F
nem szerepelhet egymas utan. Az utolso F dobast levalasztva tehat egy 11 hosszusagu, de
I-re végz6dd sorozatot kapunk. Az [ —re végzddd sorozatok viszont eldallithatok oly
modon, hogy az FI blokkokat leirjuk, és a blokkok k6zé beszurjuk az I dobasokat. A 11
hosszusagu, I-re végzddod sorozatban 3 darab FI blokk és 5 darab / dobas van, tehat a

8 . 8 8
beszurasok (SJ féeleképpen végezhetok el. Igy Osszesen {4} + {SJ =126 olyan sorozat

van, amelyben sehol nem koveti egymast két F dobas. Igy a keresett valosziniiség

1- 126 =0.745.
495

function futam(szimszam)
gyak=0;
for k=l:1:szimszam
vektor=zeros (1,12);
volt=zeros (1l,12);
v=zeros (1,4);
for i=1:1:4
a=0;
while a==
vel=floor (l12*rand(1l)+1);
1if volt(l,vel)==
v(l,i)=vel;
volt(1l,vel)=1;
a=1;
end
end
end
for m=1:1:4
vektor (1,v(1l,m))
end
vektor;
van=0;
for j=1:1:11
osszeg=vektor (1, j)+vektor(1,j+1);
if osszeg==

1;

van=1;
end
end
if van==
gyak=gyak+1l;
end
end

relgyak=gyak/szimszam

N =1000000 szimulacio esetén a kapott relativ gyakorisag 0.7459 lett.
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14)

15)

Az elemi események: a hétjegyli szamok. A hétjegyii szamok halmaza 9-10° elembdl all.
Szamoljuk meg a kedvezd elemi eseményeket!

Ha eldl paratlan szam all, akkor eldl 6tfajta szam allhat. A mogotte levé 6 helybdl harmon
paros, harmon paratlan szamjegy all, ezek mindegyike 6tféle szamjegy lehet. Mivel a paratlan

6 6 6
szamjegyek helyének kijelolése {3} féleképpen torténhet, ezért (3}-5-53 50 = (3}-57 olyan
hétjegyli szam van, amelynek 4 pératlan és 3 paros szamjegye van, és emelllett az els6
szamjegye paratlan.

Ha eldl paros szamjegy all, akkor ott csak négyféle szamjegy allhat, mert a 0 nem keriilhet

elére. Ekkor a mogotte levo 6 helybdl ketton paros, €s négyen paratlan szamjegynek kell allni.

6
Mivel a paratlan szamjegyek helyét (4} féleképpen jelolhetjiik ki a hat hely koziil, ezért

6
0sszesen (4} -4.5% olyan hétjegyli szam van, amelynek 3 szamjegye péros, és 4 pedig paratla,
valamint eldl paratlan szam 4ll.

6 6
Ezek alapjan a kedvezd elemi események szdma (3]-57 +(4]-4-56 =2500000, igy a

6
2:510 =0.278.

keresett valosziniiség 05 -

a) Egykod 36° = 2176782336 féle lehet. Ha P, jeldli annak a valoszintiségét, hogy k darab
kod generalasa esetén minden generalt kod kiilonb6z6, akkor

p =200 Z oo

P(van legalabb két azonos kod)=1-P, . 1 - P, =1-0.9773 =0.0227

b) 21418 kod generalasa esetén lesz 0.9 annak a valdsziniisége, hogy minden kod kiilonbozo.
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Geometriai valoszinuség

Feladatok

1

Egy R sugart korre 16viink, amit biztosan eltalalunk. A céltabla sugarat 10 egyenld részre
osztjuk, berajzoljuk a koncentrikus koroket, a legbelsébe talalva 10-es, ..., a legkiilsobe talalva
egyes talalatunk lesz. Tegyiik fel, hogy annak a valosziniisége, hogy a talalati pont a kor
valamely részhalmazaba esik, aranyos a részhalmaz teriiletével.

a) Mennyi a valoszintisége, hogy 10-es talalatunk lesz?

b) Mennyi a valosziniisége, hogy 5-0s talalatunk lesz?

c) Mennyi a valoszintisége, hogy legfeljebb 5-6s talalatunk lesz?
d) Mennyi a valdsziniisége, hogy legalabb 5-0s talalatunk lesz?

Valasztunk egy szamot a [0,1] intervallumrol. Mennyi a valoszintisége, hogy a kivalasztott
szam masodik tizedes jegye harmas?

1 . . .
Valasztunk egy szamot az [—,\/5 ] intervallumrél. Mennyi a valosziniisége, hogy a

NG

kivalasztott szam masodik tizedes jegye egyes?

Valasztunk egy pontot a [0,3]x [0,5] téglalaprol. Mennyi a valoszinlisége, hogy a kivalasztott
pont valamelyik csticshoz kozelebb van egynél?

Valasztunk egy pontot a [0,3]x [0,5] téglalaprol. Mennyi a valoszinlisége, hogy a kivalasztott
pont valamelyik csticshoz kdzelebb van kettonél?

Valasztunk két szamot egymastol fliggetleniil a geometriai valoszinliség szerint a [0,1]
intervallumrol.

a) Mennyi a valosziniisége, hogy valamelyik szam nagyobb 1/4-nél?

b) Mennyi a valoszintisége, hogy mindkét szam 1/3 és 2/3 kozé esik?

c) Mennyi a valdszinlisége, hogy a négyzetosszegiik 1/3 és 2/3 kozé esik?
d) Mennyi a valosziniisége, hogy az eltérésiik kisebb, mint 1/4?

e) Mennyi a valosziniisége, hogy a szorzatuk 1/4 és 1/2 koz¢ esik?

Két szamot valasztok egymastdl fiiggetlenill a geometriai valdsziniiség szerint a [-3,2]
intervallumrol.

a) Mennyi a valosziniisége, hogy a szdmok Osszegének abszolit értéke legalabb 1?
b) Mennyi a valosziniisége, hogy a szamok abszolut értékeinek dsszege legfeljebb 1?

Valasztunk két szamot egymastol fliggetleniil a geometriai valoszinliség szerint a [0,1]
intervallumrol. Mennyi a valdsziniisége, hogy kozelebb vannak egymashoz, mint a
végpontokhoz?

Valasztunk két szamot egymastdl fiiggetleniil a geometriai valdszinliség szerint a [-1,1]
intervallumrol. Mennyi a valdszinlisége, hogy valamelyik szdm kisebb, mint a masik
négyzete?
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10) Vélasztunk egy szamot a [0,1] intervallumrol, amivel két szakaszra osztjuk azt. Ezek utan a
hosszabbikrol véletlenszertien valasztunk még egy szamot. Mennyi a valdszintisége, hogy a
kozépen kialakulo szakasz rovidebb 1/4-nél?

11) Valasztunk két pontot az egység sugaru korvonalrdl egymastol fiiggetleniil a geometriai
valoszinliség szerint. Mennyi a valoszinlisége, hogy az 0sszeko6td szakaszuk hossza rovidebb
1/2-nél?

12) Egy pontot lerdgzitiink az egység sugaru korvonalon és véletlenszeriien valasztunk még egy
pontot a kdrvonalrél. Mennyi a valoszintisége, hogy az 6sszekoto szakaszuk rovidebb 1/2-nél?

13) Generaljon n darab véletlen szdmot a szamitogép véletlenszam generatoraval, és jeloljon ki
egy szakaszt a [0,1] intervallumon. Szamolja ki annak a relativ gyakorisagat, hogy a generalt
szam a kijelolt szakaszra esik, és hasonlitsa Ossze a szakasz hosszaval. Mekkora eltérést
tapasztal, ha a generalt véletlen szamok szama n=100, 10000, 1000000, 100000000?

14) Rogzitsen egy a és egy b szamot a [0,1] intervallumon.Tekintsiik egy kisérletnek azt, hogy
general két véletlen szdmot a [0,1] intervallumon a szamitogép véletlenszam generatoraval.
Legyen A az az esemény, hogy az elsé szam kisebb a-nal, B az az esemény, hogy a masodik
szam kisebb b-nél. Szamitsa ki 4 és B valamint 4 M Brelativ gyakorisadgat, és hasonlitsa 6ssze
a kapott relativ gyakorisdgokat a-val, b-vel és a-bértékével. Mekkora eltéréseket tapasztal
100, 10000, illetve 1000000 kisérlet elvégzése esetén?

15) Tekintsiik azt egy kisérletnek, hogy general két véletlen szamot a [0,1] intervallumon és 4

legyen az az esemény, hogy a masodik szdm kisebb, mint az elsé szam négyzete. Szamolja ki
1

az A esemény relativ gyakorisagat, és hasonlitsa 6ssze a kapott relativ gyakorisagot az I x2dx
0
integral értékével! Mekkora eltérést tapasztal n=100, 10000, 100000 kisérlet elvégzése esetén?

Megoldasok

1) Q azR sugarakorlap. ¢, = R~

R . .
a) A, =10-est loviink. 4,, = 10 sugari korlap, melynek kozéppontja megegyezik €2
RV
kozéppontjaval (a  koncentrikus  korék  kozil a legbelsd). 7, =(—) T,

10
[ )2
10
0.01.

R*7?

P(A1o) =

2 2 2
b) A, =owstloviink. 1, =| R) (28] 2R pay=o1.
T 10 100

2
¢c) t,=Rrmr- SR —075R* % P=0.75.
f” 10

2
d 1, =(?—§) 7, P=0.36.
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2) Q=][0,1],4(Q) =1, A= a kivalasztott szam masodik tizedes jegye harmas.

A=[0.03,0.04) U[0.13,0.14) U ....u[0.93,0,94), h(A4) = 10-%, P(4)=0.1.

1 V2

3) Q= {—,\5 } ,h(Q) = - A= a kivalasztott szam masodik tizedes jegye egyes.

2
7.1 2141

A=[0.71,0,72) U[0.81,0,82) U...U[1.41,+2], P(4)=—100 =0.105.

NG

2

4y a=[03][0,5], z, =15.
A j6 pontok halmaza:

D <
A
T

ty=4122=x. P="-0209.
- 4 15

25|

2|

15

B

05 /
o 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

t; =4m—2(2-2-arccos(1.5/2) ~1.5-42% = 1.57)=10.753.
(A negyedkorok teriiletének 0sszegébdl le kell vonni az atfedések teriiletét. Az atfedés teriilete
a korcikk teriiletének és a haromszog teriiletének kiilonbsége). P=0.717 .

5)

6) Q=[0,1]x[0,1], 7, =1.
a) A=valamelyik szam nagyobb 0.25-nél.
A=

tA)=1— G) , P(4)=0.9375.
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b) B=mindkét szam 1/3 és 2/3 kozé esik.

t(By=|—-| =—,PB)=0.111.
=(1] =L

c) C=anégyzetosszegiik 1/3 és 2/3 kozé esik.

C=
o / 2
2 2
v xT+y ==
174 S
1
L
2 2
XT+y ==
Y73
2 1 1 1
t(O)y=—rm——na=—1,P(C=—x
(©) 373773 © 3
d) D= az eltérésiik kisebb, mint 1/4.
D=
\

5 -

3
t(D)—1—24——l P(D) =0.4375
2167 ' '

e) FE=a szorzatuk 1/4 és 1/2 koz¢ esik.
E=

Xy =

N | =

N/
:: ////

0 . L L . . L L
02 03 04 05 06 07 08 09 1

Xy =

NG
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1/2 1 1 1 1 1 0.5 1 1
t(E)= I (I——)dx + I (——-——")dx= {x ——In x} + {—lnx} =0.25-0.25In 0.5+
ge 4 gy 2X Ax 4 025 L4 0.5
0.25In0.25+0-0.25In0.5=0.25. P(E)=0.25.
7)) Q=[-3,2]x[-3,2]. t(QQ)=5-5=25.

8)

a) A= aszamok Osszegének abszolut értéke legalabb 1.
|x+y|21 azt jelenti, hogy x+ y>1 vagy x+ y<—1.
A=

7

<

2 a5 4 08

55 33 17
H(A)=—"+===17, P(4)=— =0.68
(A =—+— A==z

b) B=a szamok abszolut értékeinek Gsszege legalabb 1.
B=

I

/
1
{(B)=25-4-—=23, P(B)=—-=092.
(B) 5 (B) =23

I

Jelolje x az elsére, y a masodszorra valasztott szamot. Ha x < y, akkor egymastol valo tavol-
saguk y —x, a végpontoktol valod tavolsaguk x illetve 1—y. Ha x és y kozelebb vannak
egymashoz, mint a végpontokhoz, akkor teljesiilnek az y—x<x és az y—x<l-y egyen-

1+
l6tlenségek. Ez azt jelenti, hogy x<y, y<2x, y<Tx. Mindharom egyenlétlenségnek

1+
eleget tevo pontok halmaza az y=x, y=2x, y= al egyenesek altal hatarolt haromszog.

Ha y < x, akkor egymastol valo tavolsaguk x — vy, a végpontoktol valo tavolsaguk y illetve
1 - x . Ha kozelebb vannak egymashoz, mint a végpontokhoz, akkor teljesiilnek a x — y <y és
az x — y<1-x egyenldtlenségek. Ez azt jelenti, hogy y<x, x<2y,2x —1<y. Mindharom
egyenldtlenségnek eleget tevd pontok halmaza az y=x, y=2x, y=2x—-1 egyenesekkel
hatarolt haromszog.

A j6 pontok halmaza egy olyan rombusz, aminek az egyik atloja V2, a masik atloja g Ao

. " 1 . T 1
pontok 0Osszes teriilete tehat 3 vagyis a keresett valosziniiség éppen 3"
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9)

Q=[-LI-1L1]. ¢t,=4. x<y* vagy y<x’. Ha valamelyik koordinata negativ, akkor
valamelyik egyenldtlenség teljesiil. Ha mindkét koordinata nemnegativ, akkor négyzetgyokot
vonhatunk az els6 egyenl6tlenségekbdl, azaz Jx < y vagy y<x’. A kedvezd pontok
halmaza:

y=x

10)

y:

1.5 3

0

1 1 37! Tk
Ly =3+ [+ [(-)dx =3+ = | + x—\/x— e 1 g917,
' 0 0 3] 12

Legyen az elsore valasztott szam x. Ez a [0,1] intervallumot két részre bontja, az egyik rész-

intervallum x hosszisaga, a masik 1— x. Ha a hosszabbik x, akkor x > % , ha a hosszabbik

1-x, akkor x < E Nézziik el6szor az x>5 esetet. Az x hosszlisagl szakasz kettéosztasat

megtehetjiik oly modon, hogy valasztunk egy véletlen szamot [0,1]-r6l x-tdl fiiggetleniil és
ezzel megszorozzuk x-et. Igy [0,1]=[0,xy]U[xy,x]U[x,1], a kozépen kialakulo szakasz

hossza x—xy=x(1-y). A feltétel szerint x(1— y)<%. Mivel az x és y szamoknak
megfeleltethetok a [0,1]x[0,1] pontjai, ezért keressiik a négyzet azon Q(x,y)pontjait,

1 1 . .
amelyekre x>5 és x(1- y)<z. Az utobbi egyenlotlenséget atrendezve kapjuk, hogy

1 1 . Lo .
1—4— <y.Az x< 5 esetben az 1— x hosszisagu szakaszt osztjuk két részre oly modon,
X

hogy szorozzuk a [0,1] intervallum egyik szamaval, y-nal.

Ekkor [0,1]=[0,x]U[x,x+(1—-x)y]U[x+(1—-x)y,1], és a kozépen kialakul6 szakasz hossza

(I1-x)y. A feltétel szerint (1—-x)y <%, amit atrendezve kapjuk, hogy y< M-
- X

kedvez6 pontok halmaza az alabbi:

. \ 1

=]1-—
1 0.2)

4(1-x)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
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0.5

1 0.5 1
b= [ J‘l—(l—i)dxz La-n| +|tmx| =0346. P=0.346.
2o daa-nT ) 4x 4 4

0 0.5

11) A két pont kivalasztasa a korvonalon két pont valasztasat jelenti a [0,2 7] szakaszon. Jeloljitk

x -szel az els6, y -nal a masodik pontot (szdmot). A két pont kdrvonalon vett tdvolsaga |x -y

b

ez éppen a hozzajuk tartozd kozépponti szog nagysaga ha |x - y| <. Legyen tehat elGszor

- X 1
|x - y| <r . Ekkor a két pontot &sszekotd szakasz hosszat /i -val jelolve h = sm% < 7

b

vagyis sin |x— |

1 . , x— ] =y .
< Z . Tekintetbe véve, hogy T >0, ezért T <aresin 0.25 ~ 0.25

vagyis |x— y| <0.5. Amennyiben |x— y|>7r , akkor a két ponthoz tartozd kozépponti szog

—27[ —|x—y|) <l vagyis
2 4’

2r—-0.5< |x - y| . A fenti egyenlétlenségeknek eleget tevo pontok halmaza (Isd. 6.d feladat)

27z—|x—y —27r—|x—y|

, vagyis %zsin( < arcesin0.25 ~0.25. gy

t;=@2n) -2027-05)°/2+2-0.5*/2=6.28, P=0.159.

12) Legyen a lerdgzitett pont O, a véletlenszerlien valasztott pont ettdl a kdrvonalon 0 < x <27z

tavolsagra van. Ha O<x< s, akkor az ivhez tartozO szakasz hosszat /-val jelolve

. . . . .1
= sm% < 7 ami azt jelenti, hogy x< 2arcsmz ~0.5. Ha 7z<x<2rm, akkor

< 7 vagyis

2

21 — 1 - .
g in2* % 2 x<2arcsm%z0.25,azaz 27 —0.5<x<2x . Ha x=0 vagy
x

=2n, akkor a kialakulé szakasz elfajul, hossza 0. Tehat 4=[0,0.5)u(2r—-0.5,27],
1
h(A4)=2-05=1, P(A)=—=0.159
2w

13) Legyen példaul a kijeldlt intervallum [0,3,0.55], ennek hossza 0.25.

function egy(szimszam)

format long

a=0.3

b=0.55

gyakorisag=0

for i=l:1:szimszam
veletlenszam=rand(1l) ;

if a<=veletlenszam & veletlenszam<=b
gyakorisag=gyakorisag+l;

end
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end

relgyak=gyakorisag/szimszam

A kapott relativ gyakorisagok:

N

100

10000

1000000

100000000

Rel. gyak

0.21

0.2459

0.250295

0.25000023

14)

a=0.9, b=0.06 valasztas mellett ab = 0.054

function egyketdim(szimszam)

format long
a=0.9

b=0.06
gyakorisag=0;

gyakorisagelso=0;
gyakorisagmasodik=0;
for i=l:1:szimszam
veletlenszaml=rand (1) ;
if veletlenszaml<a
gyakorisagelso=gyakorisagelso+l;

end

veletlenszam2=rand(1l);
if veletlenszam2<b
gyakorisagmasodik=gyakorisagmasodik+l;

end

if veletlenszaml<a & veletlenszam2<b

gyakorisag=gyakorisag+l;

end
end

relgyak=gyakorisag/szimszam
relgyakl=gyakorisagelso/szimszam

relgyak2=gyakorisagmasodik/szimszam
elteres=abs (relgyak-a*b)
A kapott relativ gyakorisagok ¢és az eltérések:

N 100 10000 | 1000000 | 100000000
rel.gyakl 0.92 10.9027 | 0.900168 | 0.90001934
Eltérés 0.02 | 0.0027 | 0.000168 | 0.00001934
relgyak2 0.03 | 0.0608 | 0.060498 | 0.05998647
Eltérés 0.03 | 0.0008 | 0.000498 | 0.00001353
Rel.gyak szorzat | 0.03 | 0.0550 | 0.054402 | 0.05399238
Eltérés 0.024 | 0.0010 | 0.000402 | 0.00000762

15)

function negyzetes (szimszam)

format long

gyakorisag=0;

for i=1:1:szimszam
veletlenszaml=rand (1) ;
veletlenszam2=rand (1) ;
if veletlenszam2<veletlenszaml”2

gyakorisag=gyakorisag+l;
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24 Valdszinliségszamitasi példatar informatikusoknak

end
end

relgyak=gyakorisag/szimszam

A kapott relativ gyakorisagok ¢és az eltérések:

N 100 | 10000 | 1000000 | 100000000
Rel. gyak. | 0.32 | 0.3348 | 0.332462 | 0.33338707
eltérés 0.013 ] 0.0015 | 0.000871 | 0.00005374
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Osszetett események valosziniisége, események
fuiggetlensége

Feladatok

1) Igazolja, hogy ha 4 és B fliggetlen események, akkor A ¢és B, valamint 4 és B s
fiiggetlenek!

2) Kivalasztunk egy hallgatot a felsGoktatasban tanul6 aktiv féléves hallgatok koziil. Legyen 4 az
az esemény, hogy a hallgat6 allamilag finanszirozott képzésben vesz részt, B az az esemény,
hogy a hallgatd kommunikacié szakos. Tegyiik fel, hogy P(4)=0.6, P(B)=0.05 ¢&s
P(ANB)=0.015. Fejezziikk ki A-val és B-vel az alabbi eseményeket és adjuk meg a
valoszintiségiiket!

a) A hallgaté kommunikacio szakos, de nem allamilag finanszirozott képzésben vesz részt.

b) A hallgatd nem kommunikacié szakos és nem allamilag finanszirozott képzésben vesz
részt.

¢) A hallgaté kommunikacio szakos vagy allamilag finanszirozott képzésben vesz részt.

d) A hallgatdo nem kommunikacio szakos vagy allamilag finanszirozott képzésben vesz részt.

3) Két szerencsejatékot jatszunk. Tegyiik fel, hogy annak a valoszintsége, hogy az elso jatékon
nem nyeriink 0.995, annak a valdszinlisége, hogy a masodikon nem nyeriink 0.99, valamint a
két esemény fiiggetlen. Fejezze ki az alabbi eseményeket az emlitett eseményekkel és adja
meg valoszinliségiiket!

a) Valamelyik jatékon nyeriink.

b) Valamelyik jatékon nem nyeriink.

c) Az elsén nyeriink, a masodikon nem.
d) Az egyiken nyeriink, a masikon nem.
e) Egyiken se nyeriink.

f) Mindegyiken nyeriink.

g) Mindkettén nyeriink vagy egyiken sem.

4) Huzunk egy lapot a magyar kartyabol. Legyen A az az esemény, hogy a valasztott lap hetes, B
az az esemény, hogy a valasztott lap piros. Fejezze ki 4-val és B-vel az alabbi eseményeket €és
adja meg valosziniségiiket!

a) A kivalasztott lap piros és hetes.

b) A kivalasztott lap piros vagy hetes.

c) A kivalasztott lap piros, de nem hetes.

d) A kivalasztott lap nem piros és nem hetes.

e) A kivalasztott lap nem piros vagy nem hetes.
f) A kivalasztott lap piros vagy nem hetes.

g) Fiiggetlen-e 4 és B?

5) Huzunk két lapot visszatevéssel a magyar kartyabol. Legyen A az az esemény, hogy az elsére
valasztott lap hetes, B az az esemény, hogy a masodszorra valasztott lap hetes. Fejezze ki 4-
val és B-vel az alabbi eseményeket és adja meg valoszintségiiket!

a) Valamelyik lap hetes.
b) Valamelyik lap nem hetes.
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c) Egyik hetes, masik nem.
d) Egyik sem hetes.
e) Fiiggetlen-e A4 és B?

Haromszor feldobunk egy szabalyos érmét. Legyen A az az esemény, hogy van fej a dobasok
kozott, B az az esemény, hogy van iras a dobasok kozott. Filiggetlen-e A4 és B?

Az 0Osszes lehetséges szabalyos (3 betli-3 szamjegy alakt) rendszam koziil valasztunk egyet.
Mennyi a valosziniisége, hogy a kivalasztott rendszam

a) minden betiije vagy minden szdmjegye azonos?
b) minden betiije vagy minden szamjegye kiillonb6z6?

Egy urnaban 20 golyé van, koztik 9 piros, 6 fehér és 5 zold, amelyeket szamozassal
megkiilonboztetiink. Koziiliik visszatevés nélkiil valasztunk 4 darabot. Mennyi a valosziniisége
az alabbi eseményeknek?

a) A kivalasztott golyok kozt van piros vagy van z6ld golyo.
b) A kivalasztott golyok kozt van piros, és van zold golyo.

A szamitogéplinkbe behelyeziink egy CD-t, amin 10 szam van egytdl tizig szamozva. A gépet
random iizemmodra allitjuk, ami azt jelenti, hogy véletlen sorrendben jatsszuk le a szamokat,
mindegyiket egyszer. Mennyi a valosziniisége az alabbi eseményeknek?

a) Az els6 szamot az els6 alkalommal jatssza a gép.

b) A hetedik szdmot kés6bb halljuk, mint a hetedik lejatszas.

c) Az els6 szamot az elsé alkalommal jatssza a gép, de az 6todiket nem jatssza az 6todik
alkalommal.

d) Az els6 és az 6todik szam valamelyikét a helyén jatssza a gép.

e) Azelso és az 6todik szam valamelyikét nem jatssza a helyén a gép.

f) Az elso és az 6todik szam egyikét sem jatssza a helyén a gép.

g) Az elso és az 6todik szam egyikét a helyén jatssza a gép, a masikat nem.

h) Az elsé, az 6todik és a tizedik szam valamelyikét helyén jatssza a gép.

1) Valamelyik szamot a helyén jatssza a gép.

j)  Valamelyik szamot nem jatssza a helyén a gép.

k) Egyik szamot se jatssza a helyén a gép.

) Fiiggetlenck-e A = az els6 szamot elsd alkalommal jatssza gép, és az A,= az 6todik

szamot az 6todik alkalommal jatssza a gép események?

10) Egy ember bemegy egy lépcséhazba, a 10 postalada koziil 6tot kivalaszt és beletesz

mindegyikbe egy-egy szorolapot. Mennyi a valdsziniisége az alabbi eseményeknek?

a) Az egyes postaladaba jut szordlap.

b) Az egyes postaladaba jut szorolap, de a hatosba nem.

c) Az egyes vagy a hatos valamelyikébe jut szordlap.

d) Az egyesbe ¢s a hatosba se jut szorodlap.

e) Az egyesbe jut, vagy a hatosba nem.

f) Az egyes illetve a hatos valamelyikébe nem jut.

g) Az egyes és a hatos koziil az egyikbe jut, a masikba nem.

11) Egy ember bemegy egy lépcséhazba, a 10 postalada koziil 6t6t kivalaszt és beletesz

mindegyikbe egy-egy szordlapot. Aztan bemegy egy masik terjesztd és a 10 postalada koziil
kivalaszt 6t postaladat és beletesz egy-egy szordlapot. Mennyi a valoszinlisége az alabbi
eseményeknek?
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a)
b)
©)
d)
e)

Az egyes postaladaba jut szordlap.

Az egyes postaladaba jut szorolap, de a hatosba nem.

Az egyes ¢s a hatos valamelyikébe jut szorolap.

Az egyesbe és a hatosba se jut szordlap.

Az egyes illetve a hatos valamelyikébe nem jut szorolap.

12) Otszor guritunk egy szabalyos kockat.

a)
b)

Mennyi a valoszinlisége, hogy a guritdsok maximuma pontosan 4?
Mennyi a valoszinlisége, hogy van paros és van paratlan guritas is?

13) Két kockaval guritunk. Legyen 4 az az esemény, hogy az elsé guritas egyes, B az az esemény,
hogy a masodik guritas 6-os, C az az esemény, hogy a guritasok osszege 7.

a) Flggetlen-e 4 és B?

b) Fiiggetlen-e A4 és C?

c) Fiiggetlen-e B és C?

d) Fiiggetlen-e AN B és C?

e) Fiiggetlen-e A\ B és C?

f) Flggetlen-e 4, B és C?

14)

a) Egymastol fiiggetleniil kitoltiink » darab lottdszelvényt. Mennyi a valoszinlisége, hogy van
koztiik ottalalatos szelvény n = 10°, n=10", n=4.4-10" szelvény esetén?

b) Hany szelvényt toltsiink ki, ha azt szeretnénk, hogy legalabb p valoszinliséggel legyen
koztiik ottalalatos? Adja meg a sziikséges lottoszelvények szamat, ha p =0.1, p=0.5,
p=09!

(Az otos lotton a jatékos 5 szamot bejeldl a 90 szam koziil, a huzas soran szintén 6tot
sorsolnak ki a 90 szam koziil. A jatékosnak annyi taldlata van, ahany k6zds elem van a
bejelolt és a kisorsolt szamok kozott.)

15)

a) Egymastol fiiggetleniil kitoltiink » darab lottoszelvényt. Mennyi a valdszinlisége, hogy
legalabb az egyik legalabb kéttalalatos?

b) Hany szelvényt toltsiink ki, ha azt szeretnénk, hogy legalabb p valoszinliséggel legyen
koztiik legalabb kéttalalatos? Adja meg a sziikséges lottoszelvények szamat, ha p =0.1,
p=0.5, p=0.9!

Megoldasok

1) Ha 4 és B fuggetlenck, akkor P(AN B)= P(A)- P(B).
P(AN B)=P(B\ 4)=P(B)— P(A B)=P(B)— P(4)- P(B) = P(B)(1- P(4)) = P(A)P(B).
P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(4)— P(B)+ P(An B) =
= (1= P(A))(1- P(B)) = P(4)P(B).

2)
a)
b)
©)

P(ANB)=P(B)-P(4n B)=0.035.
P(ANB)=P(AU B)=1-(P(A)+ P(B)— P(An B))=1—- (0.6 + 0.05 - 0.015) = 0.365 .
P(AU B)=P(A)+ P(B)— P(An B)=0.635.
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d) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0.6+(1-0.05)— (0.6 —0.015)=0.965.

3) A=az elsd jatékon nyertink, P(Z) =0.005, B=a masodik jatékon nyertink, P(l_?) =0.01. A
fiiggetlenség miatt P(4 N B) = P(A)- P(B)=0.00005.

a) P(AUB)=P(ANB)= 1-0.00005 = 0.99995
b) P(4UB)=P(A)+P(B)—P(AnB)= 0.005+0.01-0.00005=0.01495
¢) P(ANB)=P(B)-P(AN B)=P(A)-P(B)=0.00495
d) P(ANBUANB)=P(B)— P(AN B)+ P(A) - P(A N B) = P(B)P(A) + P(A)P(B) = 0.0149
¢) P(AN B)=0.00005
f) P(AnB)=P(4UB)=1-P(4U B)=P(A)P(B)=0.98505
g) P(ANBUANB)=P(ANB)+P(AN B)=09851
8

4 1 1 1
4) P(A)=—=—, P(B)=—=—, P(AN B)=P(piros hetes)=—/ vagyis
) P(4) 328 (B) 324 ( )=P(p ) 3 Vo

P(ANB)=P(A)- P(B)= A és B fiiggetlenek.

1
a) P(ANB)=—.
) B V=3,

11

b) P(4UB)=P(A)+P(B) - P(UNB) = .

c) P(Zr\B)zP(Z)~P(B)=3—72.
d) P(EmZ):P(Z)-P(E):%.
e) P(ZuE)=P(AmB)=1—P(AmB)=%.

- — - 8 28 7 29
P(BUA)=P(B)+P(A)—P(BNA)=—+———=".
U )=P(B)+ P(4) - P( )= 0% 32 3

g) Fiiggetlenek.

4.32 4 324 4 4.4
5) P(A)=——=—, P(B)=—"——=—, P(ANB) =——.
) P 322 32 ®) 322 32 ( )32-32
4 4 4.4

a) P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=—+—————=0.234.
) P )= P(A)+ P(B)— P( )32 32 3232

b) P(ZuE):P(AmB):l—P(AmB):l—%:O.%&L

¢) P(ANB)U(ANB)=P(ANB)+P(AN B) - P(D)=
4 4.4 4 4.4
—P(A)-P(AﬂB)-i-P(B)—P(B(WA)—O—?,—z—ﬁ—s—z—ﬁ—o219
d) P(ANB)=P(AUB)=1-P(4UB)=1-0.234=0.766.
4.4 4 4

e) P(ANnB)=——=—-—=P(A)- P(B), tehat fliggetlen 4 és B.
) P( )32.323232 (4)- P(B) gg
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6)

7)

8)

9)

A =nincs fej, P(A) =%, B =nincs irds, P(B) =%, ANB=@, P(AnB)=0%# P(4)-P(B),

vagyis 4 és B nem fiiggetlenek, de akkor 4 és B sem.

Q=1(by,by,bs iy ,i5) | b, betii, i, szamjegy, j =1,2,3},

0[=26"-10°.

a) A=Minden betli azonos |A| =26-1-1-10-10-10 = 26000,

Pay=—=290__ L _g 0015,
17576000 26

B=Minden szamjegy azonos,

pBy= 17760 _ 1 o)
17576000  10°
Kérdés: P(AU B) = P(4)+P(B)-P(AN B).
|4NB|=26-10, P(ANB) = 2?‘103= 21 —=0.000015,
26°10° 26”10
P(4UB)=0.01+0.0015—0.000015=0.011485.

B|=26-26-26-10=175760,

b) C=mindegyik betli kiilonbozd, C| =26-25-24-10-10-10=15600000, P(C) =0.8875.
D= mindegyik szamjegy kiilonb6zd, D| =26-26-26-10-9-8=12654720, P(D)=0.72.
Kérdés: P(Cu D) = P(C)+P(D)—P(CND).
|CAD|=26-25-24-10-9-8 =11232000, P(C N D)=0.639,
P(CUD)=0.8875+0.72-0.639=0.9685 .

A: nincs piros, B= nincs z0ld,

(1 IJ (ISJ m
4 4 4
P(A)=-—2 =0.068, P(B)=-—2=0.282, P(ANB)=—>—% =0.003 .

o o o

a) P(AUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0.997.
b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=0.653.

A lehetséges lejatszasok megfeleltethetok az 1,2,....,10 szamok egy sorba rendezésének.
|Q| =10=3628800. 4, =az i-edik szamot az i-edik alkalommal jatssza le a gép.

1.9-...-1 1 .
a) P(4,) To 10 ,1=1,2,.., 10.
b) B legyen az az esemény, hogy a 7. szdmot a 7. lejatszasnal késobb jatssza a gép.
P(B):9-8-7-6-5-4-3-3-2-1 03
10!
(Ha B teljesiil, akkor a 7. szamot a 8., 9., 10. helyen jatszhatja a gép.)
1-8:7-6-1-5-4.3.2-1 1 1

10! T10-9 90’

¢) P(d " A;)=P(4)~P(4 O A4;), P(4 O 45)=

P Ay =1L -8 o089,
10 90 90
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d)

g)
h)

)

k)

D

10)

11 1
P(4, U 4As) = P(4)+ P(As)— P(4 N A5) =—+———=0.189.
(A ds) = PLA) + P(As) = P 0 As) = 7o+ 70750

P(A4, U A;)=P(4, N As)=1- P(4, mA5)=1—9—10=0.989.

P(A, N Ag) = P(4, U Ag) =1—P(4, U A) =1-0.189 = 0.811.

P(4, N A U A; N A)) = P(A, N As) + P(A4 mZ)—P(@):O.l—%vLO.l—g—lo=0.178.

P(A4, U A5 U Ay) = P(A)) + P(A45) + P(4,,) -
CP(A A Ag)— P(A; Ay )~ P(4, A A )+ P(4, A A, A,y -

1L 7!

PU 0 A) = g0 1 PO 0 A 0 4) =20 = 0,001,
111

P(A, U A5 U Ayy) =3 ——3-—+—— =0.268.

10 90 720

10 10

POA)=D P(4) =Y P(4; " A,)+

i=1 i=1 i<j

+ D PA A O A+ (D P4 N Ay O Ay O Ayy).

i,<j<,k
—m)!
P4, N4, NN 4, ) =(101—0'm)',
10 —m)! ! —m)!

z P4, N A, NN 4y )=( J(IO mt_ 10 (A0-my_ 1
Ky el " m m! m!((10 —m)! 10! m!

10
P(uAi)=l—i+l—i+l—i+i—l+i—i=0.6321.

st no2r 3 4 5 6 70 8 9 10

10 10 10

— 10 . .
P(L{Ai):P(QAi)ZI_P(i=1Ai)z1’ mivel P(QAi) =10
10 10 10

P(\A)=P(_A4,)=1-P(_y4,)=0.3679.
i= i=1 i=1

1 1
Fliggetlenség esetén P(A4, N As) = P(A4,)P(4;), 9—10 # 10 10’ ezért nem fliggetlenek.

A. =az i-edik postaladaba jut szordlap. P(4,) = % (1. fejezet 5.a)

1

2J(8J
_ 2)\3
P(4, N Ag) = P(4) — P(4, N 45) =0.5-0.222=0.278. (P(4, N A,)= =0.222)

P(A, U Ag) = P(A) + P(A)— P(4, " Ag)=0.5+0.5-0.222 =0.778..
P(4, N Ag) = P(4, U A;) =1-P(4, U 4;) =0.222.

P(4, U Ag)=P(A, N A)=1-P(4, N 4;)=1-0.278=0.722.
P(A, U Ag) = P(4, N A;)=1-P(4, " 4;)=0.778..
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g) P4, NAgUA N A)=P(4 N A)+P(4, N A)—P(D)=2-0.222=0.444.

9 9
o e ) B 2
11) B,: Az i-edik postaladaba jut szorolap. P(B,)=1-——5-—5=1-0.5" =0.75.

a) P(B)=0.75.
b) P(B, " B,)=P(B,)—P(B, " Bg)=0.75—0.549 =0.201.
P(B, M B,)=0.222-0222+2-0.222-0.222+ 4-0.222-0.278+2-0.278" = 0.549.

(Az elsO terjeszto is és a masodik is tehet mindkettobe, vagy az egyik mindkettébe tesz, a
masik egyikbe se, vagy az egyik mindkettbe tesz, a masik csak az egyikbe, vagy az egyik
az csak egyikbe, a masik csak a masikba.)

¢) P(B,UB)=P(B,)+P(B,)—P(B, "By)=0.75+0.75—-0.549 = 0.951 .
d) P(B, N B)=1-P(B, UB,)=1-(0.75+0.75—0.549) = 0.049 .
e) P(B,UB,)=1-P(B, N B,)=0.451.

12) |Q=6".

a) A= guritdsok maximuma 4, C=guritasok maximuma legfeljebb 4, D=guritasok maximuma
: — 4°
legfeljebb 3, 4=CnD, P(A)=P(C)-P(CNnD), CnD=D, PC) ZE =0.132,
35
6
b) B=van paros ¢és van paratlan guritds is, £= minden guritds paros, F=minden guritas
paratlan, B=ENF=EUF ,P(B)=1-P(EUF)=1-(P(E)+P(F)-P(ENF)),

5 5
P(E):Z——0.0?al, P(F):Z——0.0?al, ENF=0,

P(D)=-—=0.031, P(4)=0.132-0.031=0.101.

5 5

P(B)=1-(0.031+0.031-0) = 0.938.

6 1 6 1 6 1

13) P(A)=—=—, P(B)=—=—, P(C)=—=—.

)()366 ()366 ()366

a) |AmB|=1,P(AmB)=3—16=P(A)~P(B),ﬁiggetlenek.
1

b) |[AnC|=1, P(ANC)= 6 P(A)-P(C), fiiggetlenek.

o) [BNnCl=1, PBNC)= % = P(B)- P(C), fiiggetlenek.

d) |[AnBNC|=1, P(ANBNC)= % # P(A)- P(B)- P(C), nem fiiggetlenek
5

©) (A1B)NC=D,P(418)NC)=0,P(41B)=—- P(A\B)NC) % P(A\B)- P(O),

ezért nem fliggetlenek.
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f) |AnBACI=1, P(AmBmC)=3—16,P(AmBmC);tP(A)-P(B)-P(C),tehétbéra

paronkénti fiiggetlenség teljesiil, a hdrom esemény nem fliggetlen.

14) A, : azi-edik szelvény ottalalatos, P(4,) = ‘(910J , P(4;) =1~ (910J '

5 5

a) Plnincs  Gttaldlatos) = P(4, O A, O..v 4,) = (P(4))" = (1- (9—1()J)” -

5

(Mivel az A4, események fiiggetlenek, komplementereik is!)

P(van éttalalatos)=1- (1 — L)” ;n=10° esetén 0.0225, n=10" esetén 0.204,

90
5
n=4.4-10" esetén 0.632.

D) 1—(o—) = p, (=) 1= p, n=AZP) 61 esetén n=4630520, p=0.5

90 90 1
(1= o)
5 5 90
5
esetén 30463322, p=0.9 esetén 101196964.

15) B,:azi-edik szelvény legalabb kéttalalatos,

-] Gl GLY) GLo)
S ) E) )

a tobbi 1épés azonos az el6zo feladatban ismertetettekkel.
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Feltételes valoszinuség, teljes valoszinuség
tétel, Bayes tétel

Feladatok

1

Két kockaval guritunk. Legyen A az az esemény, hogy van hatos, B az az esemény, hogy a
guritasok Osszege legalabb 8. Adja meg az alabbi feltételes valoszintiségeket!

a) Feltéve, hogy van hatos, mennyi a valdsziniisége, hogy a guritasok 0sszege legalabb 8?

b) Feltéve, hogy nincs hatos, mennyi a valdsziniisége, hogy a guritasok Gsszege kevesebb,
mint 87

c) Feltéve, hogy nincs hatos, mennyi a valdszinlisége, hogy a guritasok dsszege legalabb 8?

d) Feltéve, hogy a guritasok Osszege legalabb 8, menyi a valosziniisége, hogy van hatos?

e) Feltéve, hogy a guritasok osszege legalabb 8, mennyi a valosziniisége, hogy nincs hatos?

f) Feltéve, hogy a guritasok Osszege kevesebb, mint 8, mennyi a valdszinlisége, hogy nincs
hatos?

g) Flggetlen-e 4 és B?

Két kockaval guritunk. Legyen 4 az az esemény, hogy az elsd guritas egyes, B az az esemény,
hogy a masodik guritas 6-os, C az az esemény, hogy a guritasok osszege 7.

a) Adjamega P(A|B) , P(A|B) , P(B|A) feltételes valosziniiséget!
b) Adjamega P(4Au B|C) feltételes valoszintiséget!
c) Adjamega P(A4\B|C) feltételes valoszinliséget!

Harom kockaval guritunk.

a) Feltéve, hogy mindharom gurités kiilonb6z6, mennyi a valdszintisége, hogy nincs hatos a
guritasok kozt?

b) Feltéve, hogy nincs hatos a guritdsok kozt, mennyi a valdsziniisége, hogy mindharom
guritas kiilonb6z6?

c) Feltéve, hogy van hatos a guritasok kozt, mennyi a valdsziniisége, hogy van legalabb két
azonos guritas?

d) Feltéve, hogy van legalabb két azonos guritds a guritasok kozt, mennyi a valoszinisége,
hogy van hatos guritas?

Visszatevés nélkiil valasztunk 3 lapot a magyar kartyabdl. Legyen A az az esemény, hogy van
piros lap a kivettek kozt, B az az esemény, hogy van zdld lap a kivettek kozt.

a) Adjamega P(A4]|B) feltételes valosziniiséget!

b) Fiiggetlen-e 4 és B?

c) Adjamega P(ANB| AU B) feltételes valoszintiséget!
d) Fiiggetlen-e AUB és ANB?

Kitoltiink egy otos lottot. Feltéve, hogy legaldbb egy szamot eltaldlunk, mennyi a
valdszinilisége, hogy legalabb kettesiink lesz a lotton?

A jogositvannyal rendelkezé emberek 20%-a 25 év alatti, 80%-a 25 éves vagy annnal idésebb.
A 25 ¢év alattiak 0.1, a 25 év felettiek 0.05 valosziniiséggel érintettek balesetben egy bizonyos
hosszusagu idészakban.
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a) Kivalasztva egy embert, mennyi a valdsziniisége, hogy érintett balesetben az idészakban?

b) Feltéve, hogy a kivalasztott ember érintett balesetben az adott idészakban, mennyi a
valoszinlisége, hogy 25 év alatti?

c) Feltéve, hogy a kivalasztott ember érintett a balesetben az adott idészakban, melyik
korcsoporthoz tartozik nagyobb valoszinliséggel?

d) Feltéve, hogy a kivalasztott ember nem érintett balesetben az adott idészakban, mennyi a
valoszintlisége, hogy 25 év alatti az illet6?

e) Feltéve, hogy a kivalasztott ember nem érintett balesetben az adott iddszakban, mennyi a
valoszinlisége, hogy 25 éves vagy a feletti az illet6?

f) Igaz-e az alabbi allitas: ha a kivalasztott ember 25 év alatti, akkor nagyobb valdsziniiséggel
érintett balesetben a megadott id6szakban, mintha 25 éves vagy afeletti?

g) Igaz-e az alabbi allitas: ha a kivalasztott érintett balesetben a megadott iddszakban, akkor
nagyobb valoszinliséggel 25 év alatti, mint 25 éves vagy afeletti?

h) Melyik allitas tekinthet ,,tapasztalati ténynek” illetve melyik allitas ,,elditéletnek” az f) és
g) —ben megfogalmazott allitasok koziil?

A felnétt kortt munkaképes lakossag 20%-a beszél legalabb egy idegen nyelvet és 80%-a nem
beszél idegen nyelven. A nyelvet beszélok 0.025, a nyelvet nem beszéldk 0.10 valoszintiséggel
munkanélkiiliek egy adott id6pillanatban.

a) Kivalasztva egy embert, mennyi az esélye hogy munkanélkiili az adott iddpillanatban?
b) Ha a kivalasztott ember nem munkanélkiili az adott iddpillanatban, mennyi a
valdszinlisége, hogy nem beszél idegen nyelvet?

Egy alkalommal egy szolgaltatd egység hibas szamlakivonatokat kiild ki az ligyfeleinek. A

tapasztalat azt mutatja, hogy az emberek 65%-a nézi 4t a szamara elkiildott szamlakivonatokat,

35%-uk nem nézi at 6ket. Ha egy ember atnézi a szdmlakivonatot, akkor 0.55 valoszintiséggel

talalja meg a benne rejld hibat, ha nem nézi at, akkor biztosan nem talalja meg a benne rejlo

hibat.

a) Mennyi a valdsziniisége, hogy egy ember megtalalja a szamara kiildott szamlakivonatban a
hibat?

b) Feltéve, hogy az ember nem taldlja meg a hibat a szamlakivonatban, mennyi a
valoszinlisége, hogy nem nézte at a kivonatot?

Két lapot valasztunk visszatevés nélkiil a magyar kartyabol. Legyen 4 az az esemény, hogy az
els6 huzas piros, B az az esemény, hogy a masodik hiizés piros.

a) Mennyi az valoszinlisége, hogy a masodik hiizés piros?

b) Fiiggetlen-e 4 és B?

c) Feltéve, hogy a masodik huzas piros, mennyi a valdsziniisége, hogy az elsé nem piros?

d) Feltéve, hogy a masodik hizds nem piros, mennyi a valdszinlisége, hogy az els6 huzas
piros?

10) Egy tesztkérdésre kell valaszolnia egy hallgatonak, 5 lehetséges valaszbol kell kivalasztania a

helyeset. A hallgaté p valoszinliséggel tudja a valaszt, és ekkor helyesen valaszol. Ha nem
tudja a valaszt, akkor egyforma valosziniiséggel tippel barmelyik lehetséges megoldasra, és 0.2
valoszintiséggel talalja el a helyes valaszt. Kijavitvan a feladatot kidertil, hogy helyes a vélasz.

a) Mennyi a valosziniisége, hogy tippelt a hallgat6?
b) Mely p esetén maximalis a fenti valdszinliség?

11) Egy jatékot jatszunk. Elguritunk egy kockat, ha a dobas 2 vagy 5, akkor mi nyeriink, ha 3,

akkor az ellenfeliink, ha pedig 1, 4 vagy 6, akkor ujra guritunk az el6z6 feltételekkel.
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12)

13)

15)

a) Mennyi a valdszinilisége, hogy mi nyeriink a jaték soran?
b) Feltéve, hogy mi nyeriink, mennyi a valoszinisége, hogy a jaték a harmadik guritds soran
dol el?

A népesség 45%-a A vércsoportl, 40%-a nullas vércsoporta, 12%-a B vércsoportt, és 3%-a
AB vércsoportu.

a) Véletlenszerlien (visszatevéssel) kivalasztunk koziilik két egyedet. Mennyi a
valdszinlisége, hogy azonos vércsoportuak?

b) Ha a kivalasztott emberek azonos vércsoportuak, mennyi a valdszinlisége, hogy mindketten
nullas vércsoportaak?

c) Ha a kivalasztott emberek azonos vércsoportuak, mennyi a valdszintisége, hogy nem igaz,
mindketten nullas vércsoportiiak?

d) Feltéve, hogy a kivalasztott emberek kiilonb6z6 vércsoportiiak, mennyi a valoszinlisége,
hogy egyik sem nullas vércsoporti?

Egy urnaban n darab és m darab fehér golyo van. Kivesziink egy golyot, megnézziik a szinét,
visszarakjuk az urnaba és tovabbi k£ darab ugyanolyan szinli goly6t helyeziink az urnaba. Ezek
utan az igy felduzzasztott urnabol valasztunk egy golyot. (n =1, m =1, k>1 egészek.)

h) Mennyi a valoszinilisége, hogy a masodszorra kivalasztott golyo piros?
i) Feltéve, hogy a masodszorra kivalasztott golyd piros, mennyi a valdsziniisége, hogy
elészorre fehér golyot valasztottunk?

Szindbad elétt elvonul a harem 6sszes holgye, akik kozott szépség szerint egyértelmi sorrend
all fenn. Szindbad célja, hogy kivalassza a legszebbet. Minden elvonulonal Szindbad
nyilatkozhat, hogy az aktualis holgyet valasztja-e vagy nem, de késébb mar nem valaszthatja a
korabban elvonultakat. Szindbad elenged k£ szamu holgyet, és az ezt kovetok koziil azt
valasztja, aki a korabban elvonultak mindegyikénél szebb, ha ilyen nincs, akkor az utolsot (&
stratégia). A holgyek szdmat jeldlje N .

j)  Mennyi a valoszinlisége, hogy sikertil a legszebb holgyet kivalasztania?

k) Szamitsa ki szamitogéppel a kapott valoszintiségeket N=100, k=1,2,...,N-1 esetén &s
abrazolja grafikonon a kapott valoszintiségeket!

1) Ha N holgy esetén k =cN , akkor mely ¢ értékénél lesz a fenti valoszinliség maximalis?

m) Hova tart ez a maximalis valoszintiség, ha N — « ?

n) Szimulalja le a feladatot N=100, £=10, 20, 30, 40, 50 valasztassal, és abrazolja a relativ
gyakorisadgokat k fliggvényében!

Egy jatékos elott 3 ajto, kettd mogott nincs nyeremény, harmadik mogott pedig nagy értéki
nyeremény all. Ha a versenyz6 jol valaszt, akkor 6vé a nyeremény, ha nem jol valaszt, akkor
iires kézzel térhet haza. A jatékos az elsO ajtot valasztja. Ezutan a jatékvezet6 a maradék két
ajto koziil valaszt egy olyat, ami mdgott nincs nyeremény, (ha tobb ilyet is valaszthat, akkor
véletlenszertien boki ki valamelyiket), esetiinkben épp a harmas ajtét. Megmutatja a
jatékosnak, hogy ott nincs a nyeremény, és felajanlja a jatékosnak, hogy ha akar, ujra
valaszthat. Ezen informacié birtokdban mennyi a valosziniisége, hogy az egyes/ kettes ajtd
mogott van a nyeremény? Meggondolja-e magat a jatékos?
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Megoldasok

1 15 9

1) P(A)—l— PB) ==, PANB) =——.

2)

3)

36 36

9
a) P(B|A)=%2)B)=%=%.
L 36
b P(§|Z)=P(AQB)=1—P(AUB)=Q
P(A) 1-P(4) 25
P(BnA) P(BIA) PB)-PBNA) 6
P(4) 1-P(4)  1-P(4) 25
d) P(AB):%:%:O@
P(ANB) P(B\4) P(B)-PBnA) 6
P(B)  P(B) P(B) 15
P(ZGE)ZE
PB) 21
g) Pl: P(B| A4)# P(B),igy nem fliggetlen 4 és B.

=0.76.

¢) P(B|A)= =0.24.

¢) P(A|B)=

=04=1-P(4|B).

f) P(A|B)= =0.905.

P(4)= % = é P(B)=—, P(C) =—, A4 fuggetlen B-tdl, 4 fiiggetlen C-t6l, B fliggetlen C-tol.

a) P(A4|B)=P(4), P(4 |E) = P(4) , P(B| A) = P(B) mivel A fiiggetlen B-t8]
b) P(AUB|C)=P(4|C)+P(B|C)-P(ANB|C) _—+%—%=é

P(4|C)=P(A4), mivel 4 és C fliggetlenck, P(B|C)= P(B) mivel B és C fliggetlenek,
1

P(ANBNC) 1

36
¢) P(A\B|C)=P(4|C)-PANB|C)= ——ézo.

Legyen A4 az az esemény, hogy mindharom guritas kiilonb6zo, B az az esemény, hogy nincs
hatos guritas a guritasok kozott.

6- 5 4 5‘5 5-4-3

=0.556, P(B) = =0.579, P(AnB) = =0.278.

Ekkor P(A) =

a) P(BA)=P(;;1(2)B)=Z:::3=%.
P(ANB)_5-4-3 _12 _ .0
P(B) 555 25

b) P(4]B)=
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4)

5)

6)

- = P(EmZ)ZI—P(AuB):ﬂ

c) P(4[B)= = =0.341.
P(B) 1—P(B) 91

d p@B|A)=LPECA _1-PUVE) _31_ 45
P(4) 1—-P(4) 96

A= van piros, B= van z0ld.

(24} (24} (16}
P(4) = 3 6,408 P(B) I 0.408, P(AU B)=P(AN B) _S ) o113

5] N 5]

=1—(P(4)+ P(B) - P(A B))=1—-(0.592 + 0.592 — P(4 " B)), tehat P(A N B)=0.297 .

2) P(A|B)= P(ANB) _0.297 o,
P(B) 0.592

b) Mivel pl. P(4]|B)# P(A), ezért nem fliggetlenek.

P(ANBYN(AUB)) P(AnB) 0297 0

502.

¢c) P(ANnB|AUB)= 334.
P(AU B) P(A4UB) 0.887
d) Mivel P(ANB| AV B) =w¢P(A N B), ezért nem fliggetlen AU B és ANB.
P(A U B)
A= legalabb egy szamot eltaldlunk, B= legalabb kettesiink lesz a lottobn. B c A, tehat
ANB=18.
85 585
1 ( 5 1)\4 )
-+
[90J [90J
5 5 .02
P(BIA)=P(AmB)=P(B)= Z 0023 _ 001
P(4A)  P(4) [SSJ 0.254
5

(90
5
B, = a jogositvannyal rendelkezé ember 25 év alatti, P(B,)=0.2,
B, = a jogositvannyal rendelkezé ember 25 éves vagy a feletti, P(B,) =0.8,

B, és B, teljes eseményrendszert alkotnak.
A= a kivélasztott ember érintett balesetben; P(4 | B,)=0.1, P(4|B,) =0.05.

a) P(A)=P(A|B,)P(B,)+P(A|B,)P(B,)=0.1-0.2+0.05-0.8=0.06.
P(A|B))P(B;) 0.1-0.2
P(A) ~0.06
c) P(B,|4A)=1-P(B,|4)=0.667,P(B,|A)> P(B,|A), igy a 25 év feletti korosztalyhoz
tartozik a nagyobb valosziniiséggel.
P(A|B)P(B,) (1-0.1)-02
P(4)  1-0.06

b) P(B,|A)= =0.333.

d) P(B,|4)= =0.191.
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7)

8)

9)

P(4|B,)P(B,) _(1-0.05)-0.8
P(A) ~1-0.06
Vagy egyszeriibben: P(B, |Z) =1-P(B, |Z) =1-0.191=0.809.

f) P(A4|B,)=0.01>P(4]|B,) =0.05, igaz az allitas.

g) P(B, |4)=0333<P(B,|A)=0.667, nem igaz az allitas.

h) Tapasztalat: a fiatalabbak nagyobb eséllyel érintettek, eloitélet: ha érintett, akkor nagyobb
eséllyel fiatal. A példaban nem is igaz.

e) P(B,|d)= =0.809,

B, =a kivalasztott ember besz¢l idegen nyelvet, B, =a kivalasztott ember nem besz¢l idegen
nyelvet, 4 = a kivalasztott ember munkanélkiili az adott id6pillanatban.

P(A|B,)=0.025, P(4|B,)=0.1, P(B,)=0.2, P(B,)=0.8.
a) P(A)=P(A|B,)-P(B,)+ P(A|B,)- P(B,)=0.085.

P(A|B,)P(B,) _(1-0.-08

2 =0.787 .
P(4) 1-0.085

b) P(B,|4)=

A =atnézi a szamlakivonatot, 4= nem nézi at a szamlakivonatot , A ¢&s A teljes
eseményrendszert alkotnak, P(A4)=0.65, P(A)=0.35, E= észreveszi a hibat. P(E|A4)=0.55,
P(E|A)=0.

a) P(E)=P(E|A)-P(A)+P(E| A)- P(4)=0.55-0.65+0-0.35=0.3575.
P(E|A)-P(A) _ 1-035

= = =0.545, mivel P(E| A)=1-P(E| A)=1-0.
P(E) 1-0.3575

b) P(A|E)=

A= els6 huzas piros, B= masodik huzas piros, 4 és A teljes eseményrendszert alkotnak,

8§ - 24 7 —_
P(A)=—, P(A) ===, P(B| A)=—, P(B| A)=—.
()32 ()32 (I)31 (I)31
— 7 8 8 24 8-(T+24) 8
P(B) = P(B| A)P(A)+ P(B| A)P(A) = — — 4= . =2 2V FH 0 _ 95,
) PR =PEIDPD+ PEIAPA = 5= 31m 5
87 8 8
b) P(ANB)=P(4)-P(B) fennill-e? P(ANB)=——%—.—=P(4)-P(B),
) P( )=P(4)-P(B) fennall-e ( )32'31 32 32 (4)-P(B), nem
fiiggetlenek.
__ 8 24
o) PA|B)=LBIAPE _31 32 _24_ 45,
P(B) 8 3l
32
_ 24 8
d) P(Alg)zP(BIA_)P(A)Z(I—P(BIA))P(A)Z 31 32 _8
P(B) 1- P(B) 24 3
32

10) A= tudja helyes valaszt, A= tippel, H= helyes a valasz, P(4)=p, P(Z) =l-p, P(H|A4A)=1,

P(H|A)=02.
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_ P(H|A)P(4) _02-(1-p)

a) P(A|H) D D

, P(H)=p+(1-p)-0.2,

p(Z|H)=M.
p+(1-p)-0.2
b) p=0.

11) A4,=a jaték az i-edik guritds soran dol el, 4, i=1,2,3,... teljes eseményrendszert alkotnak,
1 1 1 2
P(A4;)=——+—=—, NY=minyerlink, P(NY |4,)=—.
(,)2,,122, y (NY[4;) =3

) P(NY)=iP(NY|Ai)P(Ai)=i§-(%J %i(ﬂ =§.

i=1 i= i=1

P(NY | 45)P(4;) _3

b) P(4;|NY)= PNT) p

12) A= az el6szor kivalasztott ember A vércsoporti, B=az el6szor kivalasztott ember B
vércsoportl, 'AB’= az el6szor kivalasztott ember *AB’ vércsoporta, O= az eldszor kivalasztott
ember O-as vércsoportu, A,B, ’AB’ ¢és O teljes eseményrendszert alkotnak, P(4)=0.45,
P(B)=0.12, P(’AB*)=0.03, P(O)=0.4, E= azonos vércsoportiak, P(E|4)=0.45, P(E|B)=0.12,
P(E|’AB’)=0.03, P(E|0)=0.4.

a) P(E)=P(E| AP(A)+ P(E | BYP(B) + P(E | AB")P(' AB") + P(E | 0)P(0) =
=045 +0.12% +0.03* +0.4> = 0.3778..
b) P(O|E)= P(E|O)P(O) _0.4-04 04235
P(E) 0.3778
¢) P(O|E)=1-P(O|E)=0.5765.
d) 0" amasodik ember O-as vércsoportu, P(O|E)-P(OnO" |E)=2
P(ONO" "E) P(ONO™) PO)-POO") 024
P(E) P(E) 0.6222 0.6222

P(E|0)- P(O) _,_ 06-04
P(E) 1-0.3778

P(O|E)-P(ONO" |E)=0.614—-0.386=0.228 .

P(ONO" |E)= =0.386,

P(O|E)=1-P(O|E)=1- =1-0.386=0.614.

13) A= eldszorre kivett golyo piros, B= a masodszorra kivett golyo piros.

P(A)=—"—, P(A)=—"" P(B| A)=—""%_ pB|2)=—"
n+m n+m n+m+k n+m+k
2) P(B)=P(B|A)-P(A)+P(B| AP(Ay=—""K _._n . n _m _
n+m+k n+m n+m+k n+m
nn+m+k)y  n

= = . (Sok hith6 semmiért.)
(n+m+k) (n+m) n+m
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n m
P(B) n n+m+k’
n+m

14)
a) B, = ak stratégia mellett Szindbad a legszebb holgyet vélasztja, A, = a legszebb holgy i.-

N
ként érkezik, P(A,):%, P, =Y P(B,|4)P(4,), P(B,|4,)=0, ha i<k (ha azok
i=1
kozott érkezik a legszebb holgy, akiket elenged, akkor biztosan nem a legszebbet fogja
kivalasztani), P(B, | 4;) =.L1 (akkor sikeriilhet a legszebbet valasztania, ha az i-7 koziil
i—

a legszebb az elso k kozott érkezik).

N 1 N k k N—ll
P(B) = D PB | 4)P(A) =D =% k=123, N —1.
i=k

i=k+1 i=k+1 -1 N-,

L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 920 100

N-1 1
b) Legyen c olyan, hogy k =cN egész, % =c, P(B,)= CZ—_ ,

i=cN

N1 N*l1 Nl

cf-ax<pPB<e [ ~dx, [—de=[lnx]} =—Inc,
ch cN—lx ch

N-1

'[ ldx:[lnx]i\f\,:ll =In Nl ~-Inc.

X cN -1

f(c)=—cInc maximuma c =—-ben van, tehat P, akkor maximalis rogzitett N esetén,
e

ha k= {E} vagy k = {E} +1. N=100 esetén k=37-nél van a maximum, és ennek értéke
e e

0.37104.
c) A maximalis érték hatarértéke l(— ]n(l)) = 1 =0.368
e e’ e
d) (10000 szimulaci6 esetén)

k 10 20 30 40 50

Pontos valosziniiség 0.2348 | 0.3259 | 0.3647 | 0.3695 | 0.3491
Szimuléacié eredménye | 0.2346 | 0.3200 | 0.3726 | 0.3733 | 0.3472
Eltérés 0.0002 | 0.0059 | 0.0079 | 0.0038 | 0.0019
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function szindbadszim(k, szimszam)
format long
N=100 % egytdl szazig vannak jeldlve a holgyek és szazzal jeldlijik a
legszebbet!!!
jo=0;
for n=1:1:szimszam %szimulacidszam alkalommal ismételjiik a kivalasztast
vel=zeros (1,N);
for 1i=1:1:N %felsoroljuk a szamokat 1-td8l széazig
vel(1l,1ii)=1ii;
end
for 3=1:1:10000 %$j6l1 megcserélgetjiik a szamokat
veletlenszaml=floor (rand(1l) *N+1) ;
veletlenszam2=floor (rand(1l) *N+1) ;
cl=vel (l,veletlenszaml);
c2=vel (1,veletlenszam?) ;
vel (1,veletlenszaml)=c2;
vel (1,veletlenszam?2)=cl;
end
vel;
a=vel;
for i=k+1:1:N
a(l,i)=0;

end

ki=max (a) ; $kivalasztjuk az elséd k  helyen levd szam kozul a
legnagyobbat

valasztott=0; %eddig még nem valasztottunk

b=vel;

for i=k+1:1:N
if b(l,i)>ki %kivalasztjuk a k. hely utani helyekr6l a ki-nél
nagyobb eldszbrre érkezd szamot, ha van ilyen
valasztott=vel (1,1);
b=zeros (1,N);
end
end
if valasztott>0 %ha sikertilt valasztanunk
if valasztott==N %és ez éppen a legnagyobb szam, ami szerepel a
sorozatban
jo=jo+1l;
end
end
end
p=Jjo/szimszam

15) 4,= egyes ajtd mogott van a nyeremény, A,= kettes ajtdé mogott van a nyeremény,

A,;= harmas ajt6é mogott van a nyeremény, B= a jatékvezetd a harmas ajtot nyittatja ki.

P(4,|B)=7,P(4,|B) =2, P(A4|B)=?
_ P(B| 4)P(4) _ P(B| 4,)P(4,) _
Pl | B) == S P(4, | B) T P(4;|B) =0,

1 1 .
P(A1)=P(A2)=P(A3)=§, P(B|A1)=5’ P(B|A4,)=1 (ha az els6é ajt6 mogott van a

nyeremény, akkor a jatékvezetd a masodik és a harmadik ajtot is kinyittathatja, ha a masodik
ajtd mogott van a nyeremény, akkor csak a harmadik ajté johet szdba nyittatasra).
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P(B)=P(B| 4))P(4))+ P(B| 4,)P(4,)+ P(B| 4;)P(4;) = %

W | —

1
2
1-

1 1
2 3_1 3_2 , L
P(4,|B)= =§ , P(4,|B) =T=§ , P(4,|B)=0,valtson a jatékos!

2

[SSREE

1
2
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Diszkreét eloszlasu valoszinuségi valtozok és
jellemzoik

Feladatok

1

Egy kockaval guritunk. Ha péaros szdmot guritunk, akkor annyi pénzt kapunk, amennyit
guritottunk, ha paratlan szdmot guritunk, akkor annyi pénzt fizetiink, amennyit guritunk.
Legyen & egy jaték soran a nyereményiink értéke!

a) Adjameg & eloszlasat!

b) Rajzolja fel £ eloszlasfiiggvényét!

c) Szamolja ki & varhato értékét és szorasat!

d) Mennyi a valoszintisége, hogy & értéke éppen a varhato értékével egyezik meg?

Két kockéval guritunk. Legyen & a két guritas egymastol valo eltérésének négyzete.

a) Adjameg & eloszlasat!

b) Szamolja ki & varhat6 értékét és szorasat!

c) Adjameg F(0), F(4) , F(5) és F(30) értékeit!
d) Adjameg & moduszat és medianjat!

Két kockéval guritunk. Legyen & a két guritds minimuma, 1 a két guritds maximuma.

a) Adjameg & eloszlasat!

b) Adjameg n eloszlasat!

c) Szamolja ki a valoszinliségi valtozok varhato értékét és szorasat!
d) Adja meg a valoszintiségi valtozok moduszat és medianjat!

e) Fiiggetlen-e & és nn?

f) Igaz-e hogy & <7 ? Indokolja valaszat!

Négyszer feldobunk egy szabalyos érmét. Legyen & a dobott fejek és irasok szamanak
egymastol valo eltérése.

a) Adjameg & eloszlasat!

b) Adjameg & closzlasfliiggvényét!

c) Szamolja ki & varhato értékét és szorasat!
d) Adjameg £ moduszat és medianjat!

Négyszer feldobunk egy szabalyos érmét. Legyen n a dobott fejek és irasok szamanak
négyzetdsszege.

a) Adjameg n eloszlasat!

b) Adjameg n eloszlasfliggvényét!

¢) Szamolja ki n varhat6 értékét és szorasat!
d) Adja meg n moduszat ¢s medianjat!

© Mihalykéné Orbén Eva © www.tankonyvtar.hu




44 Valdszinliségszamitasi példatar informatikusoknak

6) Az elobbi két feladatban szerepld &és n valOszinliségi valtozokra szamolja ki a
P(¢ =2,n =10) valoszintséget! Fliggetlen-e & és n ?

7) Egy érmével dobunk. Ha az eredmény fej, akkor még egyszer dobunk, ha irds, akkor még
kétszer. Legyen & a dobott fejek szama. Az alabbi események koziil melyiknek nagyobb a

valdszinlisége: kevesebb fejet dobunk, mint M (&), vagy tobb fejet dobunk, mint M (&) ?

8) Egy hallgaté egy dokumentumot nyomtat. A nyomtatandé dokumentum 0.3 valdszintiséggel
egyoldalas, 0.4 valdszinliséggel kétoldalas, és 0.1 valoszinliséggel harom-, négy-, illetve
Otoldalas. Legyen & a takarékoskodassal nyert lapok szama, ha egyoldalas helyett

kétoldalasan nyomtat a hallgato.

a) Adjameg & eloszlasat!

b) Szamolja ki & varhato értékét és szorasat!

¢) Szamolja ki annak a valoszintiségét, hogy a megsporolt oldalak szama tobb mint a varhato
értékiik!

9) Négyszer elguritunk egy szabalyos kockat. Legyen & a kiilonb6z6 guritasok szama (azaz az a
szam, ahanyféle szamot guritunk).
d) Adjameg & eloszlasat!
e) Szamolja ki & varhato értékét!
f) Szimulalja le a kisérletet, és nézze meg, hanyszor guritunk egyféle szamot, kétfelét,
haromfélét és négyfélét! Hasonlitsa Ossze a kapott relativ gyakorisagokat a kiszamolt

pontos valoszintiséggel 100, 10000, 1000000 kisérlet esetén!
g) Szamolja ki & értékeinek atlagat és hasonlitsa Ossze a kiszamolt varhato értékkel 100,

10000, 1000000 kisérlet esetén!

10) Az els6 kilencven pozitiv egész szambol visszatevés nélkiil kivalasztunk 6tot. Legyen &
érteke 10 az annyiadik hatvanyon, ahany paratlan szamot valasztunk.

a) Adjameg & eloszlasat!
b) Minek nagyobb a valoszinisége, hogy & legfeljebb akkora, mint a varhato értéke vagy &

legalabb akkora, mint a varhato értéke?
c) Melyik & legvalosziniibb értéke?

11) Az els6 kilencven pozitiv egész szambol visszatevés nélkiil kivalasztunk 6tot. Legyen &
érteke 100 az annyiadik hatvanyon, ahany tizzel oszthat6 szamot valasztunk.

a) Adjameg & eloszlasat!
b) Szamitsa ki £ varhato értékét!
c) Melyik & legvalosziniibb értéke?

12) 10 szambdl, az {1,2,3,4, ..... ,10} halmazbdl visszatevés nélkiil kivalasztunk négyet. Legyen & a
kivalasztott szamok maximuma.

a) Adjameg & eloszlasat!
b) Adjameg & varhato értékét!
c) Melyik & legvalosziniibb értéke?
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d) Szimulalja le a kisérletet, adja meg & lehetséges értékeinek relativ gyakorisagat és a kapott
maximumok atlagat N=100, N=10000, N=1000000 szimulaci6 esetén!

13) A 90 évet megért allampolgarok jubileumi jutalomban részesiilnek. A jubileumi jutalom
Osszege 90 ezer Ft, de csak akkor kapja meg az allampolgar, ha megéri a 90. sziiletésnapjat
kovetd év januarjat.

1 : . . .
A sziiletésnapok T valoszinliséggel esnek mindegyik honapra, valamint a 90 évet megért

allampolgarok hatralevé honapjainak szamanak eloszlasa a tapasztalat szerint olyan
29.4656

25+k)?
Mennyi az egy embernek kifizetend6 jubileumi jutalom varhato értéke? (A feladatban a 100 év

vagy a feletti kor megélésének esélyét elhanyagoltuk, a tapasztalat szerint ez a valdsdgban
roppant kevés.)

valoszinliségi valtozo, amelynek  lehetséges értékei 0,1,2,....,120 és P(E=k) =

14) Egy évre rendelkezésiinkre all egy bizonyos 6sszeg. Ha nem kotjiik le, akkor fix 2% kamatot
kapunk ré. Ha fél évre lekdtjiik, akkor (évi) 5% kamatot kapunk érte, ha nem nytlunk hozza,
¢s 0%-ot, ha hozzanyulunk. Ha egy évre kotjiik le, akkor 7% éves kamatot kapunk ra, ha nem
nyulunk hozza, egyébként pedig 0%-ot. A tapasztalat szerint annak a valoszinlisége, hogy fél
¢év leforgasa alatt sziikségiink lesz ra, 0.1, hogy nem lesz ra sziikségiink, 0.9. A féléves lekotést
megismételhetjiik, ugyanolyan feltételek mellett, ¢s a kiillonbozd félévekben egymastol
fiiggetleniil lesz sziikségilink az Osszegre. Hany szazal¢ka az eredeti 0sszegnek a kamatként
kapott pénz varhato értéke, ha

e) kétszer félévre kotjiik le a pénzt?

f) egyszer félévre kotjiik le a pénzt?

g) nem kotjiik le a pénzt?

h) egy évre katjiik le pénzt?

i) Melyik az optimalis az el6zd stratégiak koziil, ha félévenként p valoszinliséggel van
szlikséglink a pénzre, ahol 0<p<1?

j) Ha k, az éves kamat éves lekotés esetén, k, az éves kamat féléves lekétés esetén, és p
valdszinliséggel van sziikségiink egy-egy félévben a pénzre, akkor mikor lesz maximalis
az éves kamat varhato érteke, ha a) és d) koziil valaszthatunk?

15) A varhato érték tulajdonsagai alapjan bizonyitsa be, hogy ha a & wvaldszinliségi valtozo

minden értéke az [a,b] intervallumba esik, akkor D(&) < b ; 4.

Megoldasok

D Q={23456}, 1) =-1, £(2) =2, £B)=-3, §(@4) =4, §(5) =5, £(6)=6.
a) & eloszlasa: (feliilre irva a lehetséges értékeket, alulra a hozzajuk tartozo
-5 -3 -1 2 4 6
valoszintiségeket) | 1 1 1 1 1 1

6 6 6 6 6 6
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b)

©)

d)

e)

2) Q=

a)

b)

©)

1
M) = ;xpl —5—+( 3) +(DE +2g+4g+6g—0 .

M(E*)=25. —+9 —+1 l+4 l+16 —+36- l=2—15 17.
6 6 6 6 6 6 6

D(E) =A[D*(&) =|M(E>)- M (&) =/1517-025 =3.86.
P(& =0.5)=0. (NEM veszi fel a varhat6 értékét!)

{G,)):1<i<6, 1<j<6 egészek}, £((i, ) = (i~ j)*,

01 4 91625
& eloszlasa: | 6 10 8 6 4 2 | mivel
36 36 36 36 36 36

P(&=0)= P({o: &() = 0f) = P((LD),(2,2),(3.3),(4.4),(5,5),(6,6))) =%

P& =1) = P({o: &(0) =1) = P({(1,2),(2,1), (2,3),(3,2), 3,4), (4,3), (4,5), (5:4),(5,6),(6,5)}) = %

P(&=4) = P({w: &(w) = 4)) = P(1,3), (3,1), (2.4), (4,2),(3,5),(5,3), (4,6), (6,4)}) = —

P(¢é=9)=P(lo:&(0) =9)) = P({(14),(4,]),(2,5),(5,2)(3,6),(6,3)}) = 366
P(E =16) = Plo: £(@) =16}) = P(15).(5.1).(2:6). (6.2)}) = —
P(£=25)= P({w: &(w) =25})) = P({(1,6),(6,)}) = 3—26
M) = 0.0 119,48 9.0 6.2 5.2 5833
36 36 36 36 36 36
M(f )=0- i +1- E +16- i +8&1- i+256 —+625- i=@—805
36 36 36 36 36 36 36

D(E) =D (&) =M (£>) - M>(&) =/80.5—34.02 = 6.82.
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& FO)=PE<0)=0, F4)=PE<4)=PE=0)+ PE=]) =10,

36
FO)=P(E<5)=PE=0)+PE=1)+P( =4)=% , F30)=P(£ <30)=P(Q)=1.
e) & modusza: 1, mivel az 1-hez tartozo valosziniiség a legnagyobb, medianja 4, hiszen

1
F(4)=P(§<4)=£<%’ }:(4+)=P(§=0)+P(§=1)+P(§=4)=%>E

3) & akét dobas minimuma, 1 a két dobas maximuma.

(1 2 3 45 6 }

a) Eeloszlasa |11 9 7 5 3 1 | mivel

36 36 36 36 36 36

H
36
P(¢ =2) = P(lo: £(0) = 2)) = P({(2,2),(2.3),(2,4),(2.5),(2,6),(3,2),(4,2),(5,2),(6,2)}) = 3—96

P =1) = P({o: (@) = 1) = PA(LD, (1,2),(13),(1,4),(1,5), (16),(2,1), (3,1), (4.1), (5,1), (6,D)) =

P(& =3) = P({w: &(@) =3)) = P({(3.3).(3.4).(3.5).(3.6).(4.3).(5.3).(6.3)))) = %

P(& =4) = P({o: £(0) = 4)) = P({(4,4),(4,5),(4,6),(5.4),(6,4)}) = 3—56

P& =5)= P(0:£(@) = 5) = PUGCH.50.65)) =

P& =6) = P({o: £(@) = 6)) = P((6:6)}) = %

1 2 3 456
b) 7 eloszlasa| 1 3 5 7 9 11 | mivel
36 36 36 36 36 36

P(n=1) = P({w:n(@) =1}) = PA1LD} = %
Pl =2)= P n(0)=2) = P(2D.2.02) =
5

P(n =3) = P({o:n(e) =3)) = P({(3,),(3,2),(3,3),(2,3),(13)}) = v

P(n =4) = P({o :n(w) = 4)) = P({(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(3,4),(2,4), (1,4)}) = %

P( =5) = P(lo :n(@) = 5)) = P{(5.1).(5.2).(5.3).(5.4).(5.5),(1.5),(2.5),(3.,5). (4.5)}) = %
P(n = 6) = P(lo : () = 6)) = P({(6.6),(6,5).(6:4),(6,3).(6.2),(6.1).(1.6),(2,6).(3.6). (4.6).(5.6)}) = %
c) M(f):l-ﬂ+2-i+3-l+4-i+5-i+6-i=2=2.528

36 36 36 36 36 36 36
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M(n)=6-£+5-i+4-i+3-i+2-i+l-i=£=4.472
36 36 36 36 36 36 36
M(§2)=1-£+4-i+9-l+16-i+25-i+36-i=ﬂ=8,361
36 36 36 36 36 36 36

D(&)= \/M(gz) ~M?*(£) =4/8.36—-6.40 =1.404
3 1 791

4 l—==21972
36 36 36

D) =M n?) - M (1) =+21.97-19.98 =1.404.
111 20 1

d modusza 1. Medianja 2, mivel F2)=—<—, F2+)=—>—.
) ¢ j (2) 6 <3 (2+) 362

n modusza 6. Medianja 5, mivel F(5)=P(n <5)=

M(n2)=36-£+25-i+16-i+9-i+4
36 36 36 36

E<l, F(5+)=2>l.
36 2 36 2

e) P(&=in=j)=P&=i)P(n=j) egyenléség fennall-e i =1,2,3,4,5,6, j=1,273,4,5,6,

esetén?
P(E=1n=1)=P{1D}= % £ P(E=1)-P(n=1)= % - % , tehat nem fiiggetlenck.
f)  &((,j)) =min(i, j) <max(i, j) =n((i,j)) MINDEN (i, j) € Qesetén! Tehat &<n
teljestil.
4) Q={(F,F,F,F),(F,F,F,I),(F,F,I,D....((I1,1,1,1)}, Q| =16,

E((F,F,F,F))=[4-0]=4, E(F,F,F,1)=3-1|=2, E(F,F,1,1))=[2-2]=0, ....
E(UI1D)=[0-4]=4.

02 4
a) & eloszlasa | 6 8 2 | mivel
16 16 16
P(E=0)=P(lo:&(0) =0} =

PAF, FoLD).(F. 1 F\D).(F 1,1, F), (I, F . F, YL F, F),(I F, I, F)} =

16

4
(4 helyre két F-et (J =6 féleképpen lehet elhelyezni).

F.F.F.D,(F,I,F,F),(F,F,I.F),(,F,F,F),
P(:=2)=P<{w::<w)=2}=P<{( . . »¢ )} 8

(II,1,F),(I,1,F,I),(I,F,1,I),(F.,I1,1,I) 16

P(& :4)=P({a);§(a))=4}=P({(F,F,F,F),(I,I,I,I)}=E

0 ha x<0

ha 0<x<2
b) F(x)=
ha 2<x<4

1
14
1
1

ha x>4
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8 2 6 8 2
c) M 0—+ —+4.-—=15, M 0—+4 —+16-—=4,
) (&)= 16 16 16 (9= 16 16 16

D(E) =[M(E*) = M>(&) =A/4-225 =1.32

d) & moddusza 2, medianja 2.

5) Q={F,F,F,F),(F,F,F,I),(F,F,I,D...(I,I,[,D}, Q| =16,
n(F,F,F,F))=4>+0% =16, n((F,F,F,1))=3"+1> =10, n((F,F,1,1)) =27 +2% =8,
""n((lalalvl))zoz +42 =16.

8 1016
a) n eloszlasa| 6 8 2 |

16 16 16
0 ha x<8

6

1— ha 8<x<10
b F(=1°
1— ha 10<x<l16
1

ha x>16

2 1
©) M(n)=8- i+1o B i6-Zo10.mmn?) =8 L1100 1167 22190 106
16 16 16 16 6" 16 16

D) =+/M(n>) - M>(n) =106 - 100 =2.45.

d) 7 modusza 10, medidnja 10.

F.F.F.D,(F,F,I.F),(F,I,F,.F),I,F,F,F)1I,I,I,F
6) P(:=2,n=1o>=p<{( ) )i ( ) ( X )})_ 3

(L1,F,1),(LF,1,1),(F, 1,1, ) 16
PE=2)= %, P(n=10) =%, P =2,n=10)= P({ =2)- P(n =10) = nem fiiggetlenek!
Olyannyira nem fliggetlenek, hogy fiiggvény-kapcsolat van koztiik!

7 Q={F,F),(F,I),(I,F,F),(I,I,F)1I,F,I),(I,1,1)};& lehetséges értékei  0,1,2;

PE=0=P{L1.D)=+- 1. L1

11 111 111 1

P& =1)=P((F,I),I,I,F),(I,F,])})= IR IR Rt
PE=2=PUE R LEA) =L Ll L 3 Tus £ closslisa |1 4 3
22 222 8 S ’
M(5)=0§+1-§+2-§=% P(E < M(£) = P(§<—) P = 0)+P<§—1>—§

P(f>M(§))=P(§>?)=P(§=2)=§<P(§<M(§))-
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8) Q={,23,4,5}(a nyomtatand6 oldalak szama), £(1)=0, £(2)=1, &B)=1, &(4)=2,
sid)=2.

0 1 2 .
a) ¢ ecloszlasa , mivel
0.3 05 0.2

P(&=0)=P({w:&(w)=0)=P{1})=03,
P& =1)=P({w:&(0)=1) = P({2,3}) = 0.4 +0.1=0.5,
P(=2)=P({w:é(@)=2})=P({4,5})=0.1+0.1=0.2.

b) M(E)=0-03+1-0.5+2-02=09,M(E*)=0%-03+1%-0.5+22-02=1.3,
D(E) =M (E¥) - M>(&) =+13-0.9> =/0.49 = 0.7

¢) PE>ME)=PE>09)=PE=1)+P(E=2)=0.7.

9) S)szLkaISLLkJS6 egam%}f«LUanl,f«&%&b)=4,§«i¢4ﬁ»=3,ﬁb

6* 6* 6* 6

1 2 3 4
a) & eloszlasa | 6 210 720 360 | mivel

P(=1)=P(mind a négy dobas azonos)=P({(1,1,1,1),....,(6,6,6,6)})=6i4

P(& =2)= P(egyikb6/ 3, masikbol egy) + P(kétfajtabo1 kettd — kettd) =

220 GG

= P({(LL13),(L13,),...0) + P({(1,1,2,2),(1,2,1,2),...}) = o o o
P(&£ =3)=P(egyikb6/ 2,a masikbol egy,a harmadikbol egy)=
6
(3} R o
= P({(1,2,3,2),.....1) = R
P(& = 4) = P(mindegyik ~ kiilonboz6) = P({(1,5.3,6),....}) = % = 36@

6 ) 210 720 360

+2- +3. +4. =
1296 1296 1296 1296
¢) function kocka (szimszam)

format long

gyak=zeros(1,4);

osszeg=0;

for i=l:1:szimszam

dobas=zeros(1,4);

dobas (1l,1)=floor

dobas (1, 2)=floor

dobas (1, 3)=floor

dobas (1l,4)=floor

a=unique (dobas) ;

hany=length (a) ;

osszeg=osszegthany;

gyak (l,hany)=gyak(l, hany)+1;

end

relgyak=gyak/szimszam

atlag=osszeg/szimszam

by M(E)=1- 3.106..

o*rand
o*rand
o*rand

(1)+1);
(1)+1);
(1)+1);
6*rand (1) +1);

—~ o~ o~ —~
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PE=1) | P(E=2) | P(E=3) | PE=4) | Atlag

Pontos 0.0046296 | 0.162037 | 0.555555 | 0.277778 | 3.106481
érték
N=100 0 0.2 0.54 0.26 3.060

N=10000 0.0057 0.1608 0.5579 0.2756 3.1034
N=1000000 | 0.0046710 | 0.161865 | 0.555669 | 0.277795 | 3.106588

d) Lasd a tablazat utols6 oszlopa.

10) A 90 szam kozt 45 paros és 45 paratlan szdm van. Legyen 7 a kivalasztott paratlan szamok

darabszama.

45)(45 45)(45 44

(0 J(SJ—00278 P =1 =22 01526, P(y=2)=~22> ) 03196

(9—0J— : , P(n= )_(9—0J_ : , P(n= )—(9—0J— . )
5 5 5

(45}(45} (45}(45} (45}(45}
3 12 4 )1 5 10
P(n=3) Z(T =0.3196, P(n =4)=T=0.1526, P(n=5) = o0\ " 0.0278 .

) 10 100 1000  10* 10°
a) &£=107. & eloszlasa .
0.0278 0.1526 03196 0.3196 0.1526 0.0278

b) M(E)=1-0.0278+10-0.1525+100-0.3196 +1000-0.3196 +10* - 0.1525 +10° - 0.0278 = 4658
PE<SM(E)=P(E=1)+P(£=10)+ P(&E=100) + P(£ =1000)) =0.8196>
P(E>M(E)=0.1804.

c) Modusz: 100 és 1000.

P =0)=

11) A 90 szam kozott 10 darab tizzel oszthatd és 80 darab tizzel nem oszthatd szam van. Legyen
n akivett 10-zel oszthat6é szdmok szdma.

m:o.sw, P(n=1) =m =0.360, P(n=2) =m= 0.084,
) <) 5]

m: 0.009, P(y =4)=m=o.ooo4, P(n=5)=%=6'106~
) ) o

100 4 6 8 10
a) &£=1007, & eloszlasa 10 10 10 10 .
0.547 0.360 0.084 0.009 0.0004 6-10~

b) M(&)=1-0.547+100-0.360 +10* - 0.084 +10° - 0.009 + 10* - 0.0004 + 10" - 6-10° =109877
c) & legvaldsziniibb értéke a 1.

P(n=0)=

P =3)=
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12)
a) & lehetséges értékei 4,5,6,7,8,9,10. & =k akkor, ha a kivalasztott szamok kozott szerepel
a k, és a tobbi harom kivalasztott szam ennél kisebb.
(k—j(jFO—kJ (k—?
3 1 0 3 1
P(E=k)= = , k=4,5,6,7,8,9, 10, P(£ =4)=——=10.0048,
=5 10 10 =4 10
4 4 4
4 5 6
P& =5)= 3 =0.019, P((=6)= 3 =0.0476, P((=7)= 3 =0.0952
S0y T T oy T T T ey T
4 4 4
7 8 9
3 3 3
P& =8)=—%=0.1667, P(§ =9)=—%=0.2667, P({§ =10) = —=0.4000.
10 0 10
4 4 4
; 5 6 7 8 9 10
& eloszlasa )
0.0048 0.019 0.0476 0.0952 0.1667 0.2667 0.4000
b) M(£)=4-0.0048+5-0.019+6-0.0476+7-0.0952+8-0.1667 +9-0.2667 +10-0.4=8.8
c) ¢ legval6szinilibb értéke 10.
d) function maximum (szimszam)

format long

gyak=zeros(1,7);

osszeg=0;

for i=1:1:szimszam

for 3=1:1:10
vel(1,3)=3;

end

for j=1:1:100
veletlenszaml=floor (rand (1) *10+1) ;
veletlenszam2=floor (rand (1) *10+1) ;
cl=vel (1,veletlenszaml) ;
c2=vel (1,veletlenszam?);
vel(l,veletlenszaml)=c2;
vel(l,veletlenszam?2)=cl;

end

vel;

kival=[vel(l,1),vel(1,2),vel(1,3),vel(1,4)]1;

maximum=max (kival) ;

osszeg=o0sszegtmaximum;

for 3=4:1:10
if maximum==7
gyak(l,Jj-3)=gyak(l,]j-3)+1;
end

end

end

relgyak=gyak/szimszam

atlag=osszeg/szimszam
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P(E=4) | P(E=5) | PE=6) | P(E=T) | P(E=8) | P(£=9) | P(E=10)
Pontos 0.0048 0.019 0.0476 0.0952 0.1667 0.2667 0.4000
N=100 0 0.02 0.09 0.07 0.14 0.25 0.43
N=10000 0.0053 0.0214 0.0509 0.0942 0.1704 0.2685 0.3893
N=1000000 | 0.00483 0.018967 | 0.047426 | 0.095105 | 0.166799 | 0.267239 | 0.399634

13) Legyen 4 az az esemény, hogy a 90 évet megélt allampolgar megéri a kovetkez6 januart. &
legyen a kifizetend6 jubileumi jutalom. M (&) =M (90000-1,) =90000- P(A). Jeldlje B, azt
az eseményt, hogy a sziiletésnapja az i-edik honapban van. Legyen 7 az ¢életébdl hatralevo

honapok szama.

P(A)=iP(AB,->P(B,-)=§iP(ABl-); P(4]B)=1-P(n<12-i)=1-

i=1

i=1

12—i
> P =)).

=0
A P(A|B,;) valoszinliségeket i =1,2,3,...,12 esetén az alabbi tablazatban lathatjuk:

2

3 4

5

6

7

8 9

10

11

12

0.6047

0.6275

0.6515

0.6770

0.7041

0.7328

0.7635

0.7962

0.8313

0.8688

0.9093

0.9529

P(4)=0.76, M (&) =90000-0.76 = 68400F7 .
A hatralevé honapokhoz tartozo valosziniiségeket az alabbi abran lathatjuk abrazolva.

0.05
*
0.045
b
0.04
*
0.035 +
*
0.03+ *
*
%
0.025 *
*
e
002 %
0.015

0.01F

0.005 -

L L
20 40

L L
60 80

* h
100 120

14) A, legyen az az esemény, hogy az elsé félévben nincs sziikségiink az Osszegre, A, az az

esemény, hogy a masodik félévben nincs sziikségilink az Gsszegre.

a)

M (&) =0.025P(4,)+0.025P(4,) = 0.025-2-0.9 = 0.045.

b)

M(n)=0.025P(4,)+0.01=0.0325.
c) Jeldlje a az év végén kamatokbol 6sszegylilt pénz aranyat. a =0.02. M (a) =0.02.

d)

Jeldlje B az év végén kamatokbol Ssszegylilt pénz aranyat. f# = 0.07-1, ., ,

M(B)=0.07-P(4 " A) =007 P(4) P(4,) = 0.07-0.9-0.9 = 0.0567 .
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Jelolje & az ¢v végén kamatokbol dsszegylilt pénz aranyat. £=0.025-1, +0.025-1, .

Jelolje n az év végén kamatokbol Osszegyllt pénz aranyat. 7 = 0.025-1, +0.01.
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&) M(E)=2-0.025-(1-p), M(n)=0.025(1— p)+0.01, M () =0.02,

M(p)=0.07(1-p)-(I1-p).
Az egyes varhato értékeket a p fiiggvényében abrazolva lathatjuk az alabbi abran: (piros:
&, kék: n, fekete: o, zold: S .)

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03 N

0.02

0.01} S

Az abrardl leolvashatd, hogy a kis p értékek esetén az éves lekotés, kdzepes p értékek
esetén a kétszer féléves, nagy p értékek esetén a le nem kotés mellett maximalis a kamat
varhato értéke.

Szamszer(isitve: ha p < 0.2857, akkor az éves lekotés optimalis. Ha 0.2857 < p<0.6,

akkor a kétszer féléves lekotés, ha p >0.6, akkor a lekotés nélkiili valtozat optimalis.

H MB)=k(1-p)*® M) =k(1-p), M(df)SM(ﬂ)ﬂbi—le—p-

1

15) Elészor lassuk be, hogy M ((E —M(&))*) <M ((¢ —x)?) minden valds x esetén.
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M((E-x)*)=M(E?) = 2xM (&) + x* (M (£))*, ami x-nek masodfoku fiiggvénye.

Ez akkor minimalis, ha x=M(&).

Most mar ezt felhasznélva kapjuk, hogy
D*(§)=M((E-M(©)*)<M(&~x)°)<(a—x)’ P& <x)+(b—x)’ P(§ 2 x) =
=(a-x) —(a=x)*PE=2x)+(b-x)*P(El=2x)=(a-x)>* +(b-a)b+a—-2x)P(E>x).

2
=2 b helyettesitéssel b +a —2x=0, (a —x)* =(b ; a) .
p— 2 p—
Kaptuk, hogy D? (&)< G 4a) ,azaz D(&) < b > 2,
Az egyenldtlenség nem javithatd, mert ha P(& =a)=P( =b)=0.5, akkor D(&) = b ; a
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Nevezetes diszkrét eloszlasu valoszinuségi
valtozok

Feladatok

1

Szabalyos kockékkal guritunk. Minek nagyobb a valdsziniisége: hat kockaval guritva legalabb
az egyik guritas hatos, vagy 12 kockaval guritva legalabb két guritas hatos, vagy 18 guritas
esetén legalabb 3 guritds hatos?

Egy termékbemutatora meghivott hazasparok szama 15, mindegyik par a tobbitdl fiiggetleniil
0.65 valoszintiséggel jelenik meg a bemutaton.

a) Adja meg a bemutaton megjelend parok szamanak eloszlasat!

b) Mennyi a valoszinlisége, hogy 12-nél tobb par jelenik meg a bemutaton?

c) Mennyi a valdszinlisége, hogy kevesebb par jelenik meg a bemutaton, mint a varhato
értékiik fele?

d) Hany par jelenik meg a bemutaton a legnagyobb eséllyel, és mennyi ez a valdsziniliség?

Egy jeltovabbiton jeleket tovabbitanak. Minden jel a tobbitdl fiiggetleniil 0.05 valoszintiséggel
torzul. 19 jel tovabbitasa esetén

a) mennyi a valoszintisége, hogy legfeljebb 2 jel torzul?

b) mennyi a valészinlisége, hogy legalabb 4 jel torzul?

c) hany jel torzul a legnagyobb valoszinliséggel és mennyi ez a valoszinliség?

d) minek nagyobb a valoszintisége: a varhato értéknél tobb vagy kevesebb jel torzul?

Egy gép sok miiveletet végez. A miiveletek elvégzésénél 1/1000 valoszintiséggel vét hibat és
999/1000 valosziniiséggel hiba nélkiil végzi a miiveletet a korabbiaktol fliggetleniil.

a) Mennyi a valdszinlisége, hogy 2000 miivelet sordn legfeljebb 4 hibat vét a gép?
b) Legfeljebb hany hibat vét a gép 2000 miivelet elvégzése esetén 0.99 valdsziniiséggel?
¢) Hany miivelet elvégzése soran vét legalabb egy hibat a gép 0.99 valosziniiséggel?

Egy bolha ugral a szamegyenesen. A 0 pontbdl indul, és minden Iépése p valdsziniiséggel
balra és 1— p valoszinliséggel jobbra torténik arrél a helyrdl, ahol éppen all, és minden
lépésben egységnyit ugrik. Legyen &, az n. 1épés utani helye a szamegyenesen.

a) Adjuk meg & -eloszlasat!

b) Mennyi a valdszinlisége, hogy n lépés megtétele utan a bolha nulla pontba keriil? Hova
tart ez a valosziniiség, ha n — oo, és milyen a konvergencia nagysagrendje?

Egy mivelet eredményére vagyunk kivancsiak. A miiveletet 3 géppel végeztetjik el
parhuzamosan. Mindegyik gép a tobbitdl fiiggetleniil 1/1000 valdszintiséggel vét hibat és
999/1000 valoszintiséggel nem vét hibat. Ha a gépek hibat vétenek, akkor a vétett hibak
egymastol kiillonbozok.

Egy mivelet elvégzése utan Osszehasonlitjuk a kapott eredményeket. Ha mindharom gép
eredménye azonos, akkor természetesen jo az eredmény, ha két gép eredménye azonos, akkor
ezt tekintjik a miivelet eredményének, ha mindharom gép eredménye kiilonboz6, akkor
hibasnak tekintjiik az eredményt (nem talalgatunk).
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a) Mennyi a valdsziniisége, hogy 1 miivelet elvégzése utan hibasnak tekintett eredményt
kapunk?

b) Mennyi a valosziniisége, hogy 100000 miivelet elvégzése esetén lesz hibasnak tekintett
eredmény?

c) Mennyi a hibasnak tekintett eredmények szamanak varhato értéke 100000 miivelet esetén?

d) Hény mivelet elvégzése soran lesz legalabb 1 hibasnak tekintett eredmény 0.99
valoszintiséggel?

7) Egy postahivatalban barmely iddszakban cimzés nélkiil feladott levelek szama Poisson
eloszlast valoszinliségi valtozonak tekinthetd. Egy nap alatt feladott cimzés nélkiili levelek
varhato értéke 2.5.

a) Mennyi a valoszinilisége, hogy egy nap alatt legfeljebb 3 cimzés nélkiili levelet adnak fel a
postahivatalban?

b) Hany cimzés nélkiili levelet adnak fel 4 nap alatt a legnagyobb eséllyel?

c) Hany nap alatt adnak fel legalabb egy cimzés nélkiili levelet 0.99 valoszintiséggel?

8) Egy szamitogépre valamely iddszakban érkezé virusos file-ok szama Poisson eloszlasu
valdszinliségi valtozo. 40 perc leforgasa alatt 0.1 valoszinliséggel érkezik legalabb egy virusos
file a gépre.

a) Hany virusos file érkezik 24 ora leforgasa alatt a legnagyobb eséllyel? Mekkora ez az
esély?

b) Mennyi T értéke, ha a 7 id6 alatt érkezd virusos file-ok szamanak modusza 3. (Esetleg tobb
modusz is van, de koztiik van a harom is.)

c) Ha két ilyen géplink van, és rajuk érkezd virusos file-ok szama egymastol fiiggetlen, akkor
mennyi a valosziniisége, hogy a két gépre egy oOra alatt Osszesen legfeljebb 3 virusos file
érkezik?

9) Két kockaval addig guritunk, amig eldszor dupla hatost nem kapunk. Legyen & a sziikséges
guritasok szama.

a) Adjameg & eloszlasat!

b) Mennyi a valosziniisége, hogy legfeljebb 15-szor kell guritanunk?

¢) Mennyi a valdszinlisége, hogy tobb guritas sziikséges, mint a £ varhato értékének duplaja?
d) Legfeljebb hany guritas kell a sikerhez 0.9 valoszintiséggel?

10) Egy szigorlatra addig jarnak a hallgatok szigorlatozni, amig az elsé 3 tétel valamelyikét nem
huzzék (10 tétel van, egytdl tizig szamozzuk dket).

a) Mennyi a valoszinlisége, hogy egy vizsgaidGszakon beliil (3 probalkozas) ,,sikerrel”
jarnak?

b) Mennyi a valosziniisége, hogy 3 vizsgaidészak (9 alkalom) sem elég a ,,sikerhez”?

c) Mennyi a befizetendd dij varhato értéke, ha az elsé két probalkozas ingyenes, tobbiért
pedig 1000 Ft iv dijat kell fizetni?

11) Két jatékos felvaltva gurit egy kockat. Az nyer, aki el6bb hatost gurit, és ekkor abbahagyjak a
J gurit egy y
jatékot. Mennyi a valoszinlisége, hogy a kezdo jatékos nyer?

12) Egy szerencsejatékot jatszunk. Szabéalyos érmét dobunk fel és a nyereményiink értéke (Ft-ban)
10-nek annyiadik hatvanya, ahanyadik dobasra sikeriil eldszor fejet dobnunk. Nyereménytinket
egy banktol kapjuk meg.

a) Mennyi (lenne) a nyereménylink varhato értéke, ha a bank barmekkora nyereményt ki
tud(na) fizetni?
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b) Mennyi (lenne) a nyeremény varhato értéke, ha a bank gy modositja a szabalyokat, hogy
maximum 10 millidrd Ft értéki nyereményt fizet ki, ha tobb lenne a nyeremény értéke,
akkor is ezt az Osszeget fizeti csupan?

13) Egy urnaban 6 piros és 4 fehér golyo van. Addig hizunk koziiliik visszatevés nélkiil, amig
eldszor piros golyot huzunk. Legyen & a sziikséges huzasok szama.

a) Adjuk meg & eloszlasat!

b) Szamoljuk ki & varhato értékét, szorasat és moduszat!
c) Hasonlitsuk 6ssze a kapott eredmények azzal, amit visszatevéses valasztas esetén kapnank!

14) Két urnank van, amelyekbe lépésenként véletlenszeriien helyeziink el golyokat. Az elsd
Iépésben mindkét urnaba 1-1 golyot rakunk. A masodik lépésben egy golyot helyeziink
valamelyik urnaba, 0.5 valoszintiséggel az elsdbe, 0.5 valosziniséggel a masodikba. A
kovetkezd 1épésben egy golyot helyeziink valamelyik urnaba oly modon, hogy annak a
valdszinlisége, hogy a goly6 az els6é urnaba keriil, aranyos az els6 urnaban levo golyok

szamaval, s ugyanez igaz a masodik urnara. Legyen &, a harmadik 1épés utan az elsé urnaban
lev golyok szama.

a) Bizonyitsa be, hogy &, egyenletes eloszlast valoszinliségi valtozo!

b) Ha & az n. 1épés utan az elsé urnaban levd golyok szama, teljes indukcioval bizonyitsa

be, hogy &, egyenletes eloszlast valosziniiségi valtozo!

15) Egy szolgaltatas révén biztositott bevétel maximalizaldsdban érdekelt egy cég. A kiszolgalo
kapacitasa (azaz kiszolgalhatd igények maximuma) k. Amennyiben egy igényt kiszolgalnak,
azon 10 egység haszon van. Ha egy kiszolgaloegység kihasznalatlanul marad, akkor 1 egység
fenntartasi koltség terheli, azaz 1 egység kar keletkezik minden egyes kihasznalatlan egységen.
Mekkora legyen k& értéke, hogy a haszon varhato értéke maximalis legyen, ha a kiszolgalando
igények szama Poisson eloszlasu valoszintiségi valtozé A =100 varhato értékkel?

Megoldasok

1) Legyen &, a dobott hatosok szdma, ha 6 kockdval dobunk, &, a dobott hatosok szdma, ha 12
kockaval dobunk, és &, a dobott hatosok szama, ha 18 kockaval dobunk. &, binomialis

eloszlasu valosziniiségi valtozé n, =6 p e &, binomidlis eloszlasu valdsziniiségi valtozo

n, =12, P=g> &,y binomidlis eloszlast valoszinliségi valtozd n, =18, p=- par-

méterekkel.

P 21)=1-P(&, =0)=1- 6 [1J0[§J6:0665
6~ 6 ol\6) 6 R

12 1 0 5 12 12 1 1 5 12-1
P(§12>zz>=1—<P<§u=0>+P<§12=1>>=1—<[0 J@ [EJ {1 J@ [gj )= 0619.

P(£)23)=1-(P(&g =0)+ P(Eg =)+ P(Eg =3) =

LI LR CLE) mve-aon

Annak a legnagyobb a valosziniisége, hogy hat kockaval dobva legalabb 1 hatost dobunk.
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2)

3)

4)

Jelolje & a megjelend hazasparok szamat. 15-szor ismétlem azt a kisérletet, hogy
leellenérzom, hogy a meghivott hazaspar megjelenik-e a bemutatéon. & az az szam, ahanyszor
az A="a par megjelent’ esemény bekovetkezik a 15 fliggetlen kisérlet soran.

a) ¢ binomidlis eloszlast valosziniiségi valtozo n=15, p=0.65 paraméterrel, azaz &
15
lehetséges értékei 0,1,2,...,15 és P(E =k) = {k J0.65" (1-0.65)"7*.
b) P(E>12)=P(E=13)+P(£=14)+P(£=15)=

= (15}0'6513 0357 + (15J0.65‘4 035" + (15J0.65‘5 -0.35° =0.062.
13 14 15
) M(E)=np=15-0.65= 9.75,@ =4.875.
P(E<4875)=P(E=0)+P(E=1)+P(E=2)+P(E=3)+P((=4) =G)5 Jo.aso .0.35" +

15 15 15 15
+(1 J0.651 .0.35" +(2 J0.652 .0.35% +(3 Jo.653 -0.35"% 4+ (4 J0.654 -0.35" =0.003.

15
d) & legvalosziniibb értéke [(n+1)- p]=[10.4]=10, P& =10) = (10J0.65‘° -0.35° =0.212.

& legyen a torzult jelek szama. £ binomidlis eloszlast valoszintiségi valtozé »=19, p=0.05
paraméterrel. (19-szer ismételjiik azt a kisérletet, hogy tovabbitjuk a jelet, minden kisérletnél
azt figyeljik, hogy az 4="a jel torzult” esemény bekovetkezik-e. & az a szam, ahanyszor az 4
esemény bekovetkezik a 19 kisérlet sordn.) Ez azt jelenti, hogy ¢ Iehetséges értékei
0,1,2,...,19 és

P& =k)= Cﬂo.os" (1-0.05)"7*.

a) P(E<2)=P(E=0)+PE=1)+P(E=2)= (ﬁo.os" (1-0.05)" + 69J0.05‘(1 -0.05)" +

19
+ {2 Jo.osz(l -0.05)""7% =0.933.

b) PE(24)=1-(P(E=0)+P(E=D)+P(&=2)+P(=3)=0.013.

c) ¢ legvaloszinilibb értékének megkeresése: (n+1)- p =20-0.05=1, ez egész szam, ezért
két modusz is van, (n+1)p=1¢és (n+)p—-1=0. P(( =0)=0.377=P(E =1).

d) M@E)=n-p=0.95, P(£>095=1-P(E=0)=0.623,
P(£<0.95=P&=0)=0377.
Annak a valosziniisége a nagyobb, hogy a torzult jegyek szdma tobb, mint a varhato
értekiik.

& a gép altal vétett hibak szama 2000 mivelet elvégzése esetén. & binomidlis eloszlast

valdsziniiségi valtoz6 n=2000, p=0.001 paraméterrel. Ez azt jelenti, hogy & lehetséges értékei

0,1,...,2000 és P(& =k)= (iOOOJ(O.OO 1) (1-0.001)**
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a) PE<AH)=PEl=0)+PCE=D)+PE=2)+P(=3)+P(E=4)=0.947.

b) m=? P(§<m)=0.99, m=5 mégnem elég, mert P(&<5)=0.983<0.99.
P(£ £6)=0.995>0.99. Tehat a keresett m értéke 6.

c) &, n mivelet elvégzése esetén a vétett hibak szdma. & binomialis eloszlasti az
ismeretlen n és p=0.001 paraméterekkel.
P&, 2)=1-P(,=0)=099, P&, =0)=0.01,

In 0.01
{ZJ-O.OOIO -0.999" =0.01, 0.999" =0.01, n= n0.9 =4602.29,

" 1n0.999

1-0.999%% =1-0.009998 > 0.99,1—0.999%% =1-0.0100080 < 0.99 .
A keresett szam 4603.

5)
a) 1, legyen n 1épés soran a jobbra torténd ugrasok szdma. 1, binomialis eloszlast n és 1-p

. n k nk _| "1 ko n—k
paraméterrel. P(n, =k) = (IJ(I -p)ad-1-p)"" = (kJ(l -p) -p", k=012,..,n.

Ekkor a balra torténd ugrasok szdma n —n, , igy a bolha helye
gn :nn _(n_nn)zz'nn —n.
fgy & lehetséges értékei —n,—n +2,...,n —2,n, amelyek mind parosak, ha n paros és

+n ) k+n
1 ,ezértha & =k, akkor n, = ,

mind paratlanok, ha » paratlan. Mivel n, = d

2
vagyis
k+ "
n n+ n—
P(é_!:n =k)=P(77n = )=|n+k (l—p)( kH2 'p( k)/z, k=-n—n+2,....n-2,n.
2
b) Ha n pératlan, akkor P(&, =0) =0, ha n paros, akkor
n al
P&, =0)=| n |1-p)"-p" 2 P&, =0)=~<—~(1-p)"* p"? ~
a gg
2)\2

e

BRI

2e 2e

=

(1 _p)n/an/Z

V2 21
:211 1_ n/2 _nl/2 — 41_ nl/2 = .
I-p)" p _\/E 41 -p)p) ﬂ—\/;

Amennyiben p=—, akkor az utébbi formula \/z % -re egyszeriisodik, tehat a
T \n

N | —

1
valoszinliség — nagysagrendben tart nullahoz.

Jn

1
Amennyiben 0< p<]1, p;t%, akkor O<(l—p)p<z miatt  4(1-p)p <1,

(4(1-p)p)"* >0,
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n/2 21 cr1: .
41-p)p) — — — 0 exponencialis nagysagrendben.
7 In
6) H legyen az az esemény, hogy egy miivelet elvégzése esetén hibasnak tekintett eredményt kapunk.

7)

8)

Jelolje & az egy miivelet elvégzése esetén a hibazo gépek szamat. £ binomialis eloszlast n=3,

3
p=0.001 paraméterrel, vagyis & értéke lehet 0,1,2,3 és P(E =k) = (J -0.00140.999%°* .

a) P(H)=P(é>2)=P(E=2)+ P(&=3)=0.000002998 =2.998 -107° .

b) 100000 @ SZazezer miivelet elvégzése esetén hibasnak tekintett eredmények szama. 77,0000
binomialis eloszlasu valoszinliségi valtozo n=100000, p=P(H) paraméterrel.
P(M100000 21 =1~ P(M100000 =0)=1—(1-2.998-107°)"%% =(.259.

¢)  M(,0000 ) = 100000-2.998-107° = 0.2998 =0.3.

d) 7, n miivelet elvégzése utan a hibasnak tekinthet6 eredmények szama.
P(n,>21)=1-P(n, =0)=1-(1-2.998-10"°)" =0.99,

In0.01

n= —=1.536-10°.
In(1-2.998-107°)

Jelolje &, az egy nap alatt feladott cimzés nélkiili levelek szamat.

a) P(& <3)=P(& =0)+P(& =1)+ P(& =2)+ P(§, =3) =

0 1 2 3
_ 205' 8725 n 21? e—ZAS + 225' 8725 + 235' 372‘5 =0.758.

b) &, a négy nap alatt cimzés nélkiil feladott levelek szdma. &, Poisson eloszlast

Ay =4-2.5=10 paraméterrel. Mivel 1, egész, ezért &,-nek két modusza van, a 4, =10
és a A, —1=9 érték.

c) A T nap alatt cimzés nélkiil feladott levelek szdmat jelolje &,. Ekkor &, Poisson
eloszlasu  valoszinliségi  valtoz6 A, =2.57  paraméterrel.  P(n, 21)=0.99.
Py 21)=1-P(n; =0) =

0
=1 —%62” =0.99, P(n, =0)=e>" =0.01, 2.5T =-1n0.01,

~ —1n0.01

T =1.842.

&, 40 perc alatt a gépre érkezd virusos file-ok szdma. &,, Poisson eloszlasu valosziniiségi
valtozd A (egyel6ére ismeretlen) paraméterrel. P(E,, >1)=0.1, 1-P(&,, =0)=0.1,

2,0
P(&y =0)=0.9, Fe* =0.9. 2=-1n0.9=0.105.
a) Ny 24 ora alatt érkezd virusos file-ok szdma. n,,, Poisson -eloszlast

1440
Aagy =——-0.105=3.78.
1440 40

Mivel A,,,, nem egész szam, ezért egy modusz van, [ll 440 ] = [3.78] =3.
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e>78=0.205.

3.78°
P(§1440 = 3) = T

. . T
b) &, a T id6 alatt érkezd virusos file-ok szdma. 7, Poisson eloszlast 4, =4—0(—1n 0.9)
paraméterrel.

&, modusza [/IT]z[Arlo(—ln 0.9)} ,ha A, nem egész, és A, valamint A, -1, ha A,

egész. Ahhoz, hogy a 3 modusz legyen, az kell, hogy 3<A4,<4.3< 410(—1n 0.9)<4,

3.40 440
<T< . 1138.9(perc) < T <1518.6( perc) .
1009 “1n0.9 (perc) (perc)

c) &, az elsd gépre 60 perc alatt érkezd virusos file-ok szdma, &2 a masodik gépre 60 perc

alatt érkezd virusos file-ok szdma, &}, és &5 egyméstdl fliggetlenek, a két gépre

Osszesen  érkezé  virusos  file-ok szama &} + &2 is  Poisson  eloszlast

60

Aper =2 gy = 2-4—0 -0.105=0.315 paraméterrel.

085Sz

P(§610+§620£3):P(§610+§620 20)+P(§610 +§620 =1)+P(§610 +§620 22)+P(§610 +§620 =3)

0315° o515, 0315' omis, 03157 _omis, 03157 0515 _ (99063

0! 1! 2! 3!

9)

a) & geometriai eloszlasu valdszinliségi valtozo ng paraméterrel, azaz & lehetséges

k-1
értekei 1,2,3,...,k,... és P(& =k)=3—16-(§—2) . (Addig ismételjiik az ,,elguritunk két
kockat” kisérletet, amig az A=" dupla hatos sikeriilt’ esemény be nem kovetkezik. Az
egyes kisérletek kimenetelei egymastol fliggetlenek. )

35)15
14 o -
b)  P(E<15)=P(E=1)+P(E=2)+..+ P(E =15)=i+i-3—5+....+i-(3—5) _L(%_:

36 36 36 36 (36) 36 35,
36
15
=1—[§j =1-0.655=0.345.
36
1 35 72 35 72
) M(E)=—=36. P(E>72)=1-P(E<T2)=1-(1-| | )=|=| =0.132.
p 36 36
35Y)" 35" 35"
d P < :09 :?, P < :1— — 5 — | == — ‘9’ - 201’
) PE<n) n & <) (SJ (36j (SJ
~In0.1 .
n="—" =81.7, P(§S81)=1—3—5 =0.898<0.9, n=81 még nem elég,
35 36
InC3 )

82
P(§S82)=1—(§j =0.9007 > 0.9, n=82 mar elég. Tehat a legkisebb olyan dobas-

szam, ami mar elég, a 82.
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10)

11)

12)

13)

Legyen & a probalkozasok szama. & geometriai eloszlas valosziniiségi valtozo p :E

paraméterrel. (Addig ismételjiik az ’elmegylink szigorlatozni® kisérletet, amig az 4="no végre,
az els6 harom tétel valamelyikét hiiztam’ esemény be nem kovetkezik. Az egyes kisérletek
kimenetelei fliggetlennek tekinthetok.)

a) P(E<3)=PE=1)+P(E=2)+PE=3)=03+03-0.7+0.3-0.7* = 0.657.

b) P(§>9)=1-P(§£9)=(]—70

c) Jeldlje n abefizetend6 dij varhato értekét!

9
) =0.040 .

M(n)=M(1000-&)—-(1000-0.3+1000-0.3-0.7) = 1000-l—510=1000-0—13—510= 2823
P .

Legyen & a kockaguritdsok szdma mindaddig, amig el nem dol a jaték. & geometriai eloszla-
su valoszintiségi valtozo p = © paraméterrel. Akkor nyer a kezd6 jatékos, ha & értéke parat-
i o0

= R N 1&(25) 11
lan. P(a kezdé nyer)=» p(l-p)* =— ((l—p) ) =— (—J =—-———=0.545.
; 6; 6; 36 6 l—é

36

n annyi, ahdnyadik dobdsra eldszor fejet dobunk. 7 geometriai eloszlast valdszinliségi

1 ) 1
valtoz6  p =5 paraméterrel, lehetséges értékei 1,2,....k,..., P(n=k)= Z_k E=107,

P(@:lO"):zik.

a) M(g):ilo" -%k:kz_;s" = o0

k=1

b) & =10", ha n<9, & =107, ha n=>10, P(nZlO)zZ%zL, &, eloszlasa

i 9
i=10 2

10 100 1000 10° 10"

11 1 .. 1 1 ,

2 4 8 20 2
il 1 S

M(E)=210" 24107 5= 375" 457 10=21972656.
i=l i=1

a) ¢ lehetséges értékei 1,2,3,4,5 (az 6todik huzasra legkésébb piros lesz, mert addigra
elfogynak a fehérek)

6
PE=1)=—,
c=D=7
P(E=2)= % g =0.267 (kétszer huzok, els6 golyd nem piros, a masodik piros)
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14)

b)

b)

4
P& =3)= 10 %g = 0.1 (haromszor huzok, az els6 ketté golyd nem piros, a harmadik
piros)
4 326 4 3216
PE=4=—.2.22 =0.029, P =5) = —.>.2.2.2 = 0.005
(5)10987 (5)109876

M(E)=1-0.6+2-0.267+3-0.1+4-0.029 +5-0.005=1.575,
M(E?)=1-0.6+4-0.267+9-0.1+16-0.029 + 25-0.005 =3.157 ,
D(&) =\/M(§2) ~M2(E) =43.157-1.575% = 0.822 . Mbdusz: 1.

n -val jel6lve a sziikséges probalkozasok szdmat visszatevéses hiizas esetén 77 geometriai

eloszlasu valosziniiségi valtozéo p = 0.6 paraméterrel.
P =1)=0.6,P(n=2)=0.6-04=024<P(E=2),P(=3)=0.6-0.4> =0.096 < P(& = 3),
P(n=4)=0.6-0.4>=0.0384> P(£ =4),P(n =5)=0.6-0.4" = 0.006 > P(£ =5),

10 JI-p o4

1
Pm=#0 i=6,7,., M =—=—=1.667, D = =——=1.054,
(=1 i (m) 066 (m , 06

modusz: 1.

Legyen &, a mésodik Iépés utan az elsé urnaban levd golyok szama. &, lehetséges értékei

L2, P&, =1)=P(, =2)= % . Jelolje A, azt az eseményt, hogy a harmadik lépés soran

- 21 1
az urnaba rakott goly6 az els6é urnaba kertil. P(&; =1)=P(43 &, =1)P(&, =1) ZEE =§,
— 11 11 1
P& =2)=P(4; |8, =D)P(S, =)+ P(43 [ &, =2)P(S, =2)=— -~ + -~ ==,
32 32 3
71 1 1 2 3
P(E,=3)=P(A4; | &, =2)P(E, =2)==-—=—. & eloszlasa |1 1 1|, diszkrét
3203 333

egyenletes eloszlas.
A, legyen az az esemény, hogy az n. 1épés soran elhelyezett golyo az 1. urnaba keriil. Az

indukcios feltevés értelmében &, | lehetséges értékei 1,2,...,n-1 és P(§,_, =1i) =ﬁ.

Ekkor & lehetséges értékei 1,2,...,n

e & akkor1,ha &, =1 ésutoljara a golyd nem az els6 urnaba keriil,

e & akkori ha &, =i—1 és utoljara a golyo az elsé urndba keriil vagy &, | =i ¢és
utoljara a golyd nem az els6 urnaba keril i=2,3,...,n-1.

e & akkornm ha &, | =n—1 és utoljara a golyé az elsd urnaba kertiil.

PE, =1 =P(A_n | &, =DP&, =D = ! =l (a masodik urndban n-1 darab

n—1
n n-1 n
golyd van az Gsszes n-bol)

1 1 n—i

P, =)= PU4, | &, = =DPE,, =D+ P(4, | £, =DPE, =)=t

_i-1+n-i _ n-1
n(n—1) n(n—1)

=l.(2SiSn—l)
n
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(ha &, , =i—1, akkor az els6 urnaban i —1darab golyo van az n-bdl, ha &, _, =i, akkor a
masodik urnaban n-i goly6 van az n-bol)
-1 1 1
PE,=n=P4,|5,,=n-DP&,,=n-1)= . 1 =—. (az els60 urnaban n-/
n n-1 n

[ —=

darab golyd van az n-bdl). igy &, closzlasa (l }, ami szintén diszkrét

S
S

egyenletes eloszlas.

15) Legyen & akiszolgalandd igények szama. & kiszolgald egység esetén a haszon

10k ha £k
T Noe—(k-¢) ha E<k

M =10k -1y +(1E K)oy . M, =M () =

© k-1
=Z10k-P(§ :i)+2(11i—k)P(§ =i,
i=k

i=0

0 k=2
M, =Y 10(k=1)-P(E=i)+ > (1li—k+DP(E=i).
~

i 1 i=0

© k-2 k-2
M,-M,, :1021)(5 =i)—11P(& :k—l)—ZP(af =i) =10-(1- Y P(£=i))~11P(& =k -1)
i=0

i=k—1 i=0
k-2 k-1
=Y P(E=i)=10-11> P& =i).

k-1 k-1
0<M,-M,,,ha Zp(gzi)s%, és M, - M, <0, ha %<ZP(§=;’).

i=0 i=0
k-1

Tehat a haszon varhat6 értéke azon k értékig nd, amig ZP@ =1i) s% teljesiil, ennél
i=0

nagyobb k értékekre mar csokken. Mivel ZP@ =i)=1, ezért 1étezik az a legnagyobb
i=0
I~ 10 o :
k érték, amire Z P& =i)< o’ s ezen k-ra maximalis a haszon varhato értéke. Poisson
i=0
eloszlast & esetén A =100 mellett £ =112.
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Folytonos eloszlasu valoszinusegi valtozok

Feladatok

1

Legyen egy & valoszinliségi valtozo strliségfiiggvénye

1
, ha e< x<4

f®= {x
0 kilonben

a) Mekkora A4 érteke?

b) Adjuk meg a & valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényét!

c) Mennyi a valoészinlisége, hogy & értéke kisebb 5-nél?

d) Mennyi a valosziniisége, hogy & értéke nagyobb 3-nal?

e) Mennyi a valoszinlisége, hogy & értéke az [5,6] intervallumba esik?
f) Mennyia valosziniisége, hogy & értéke az [4-1, 4] intervallumba esik?
g) Mennyi a valdsziniisége, hogy & értéke a [7,8] intervallumba esik?

h) Mely értéknél kisebb & értéke 0.9 valoszinliséggel?

1) Mely értéknél nagyobb & értéke 0.9 valoszinliséggel?

j)  Adjunk olyan intervallumot, amibe  értéke 0.9 valoszintiséggel esik!
k) Szamoljuk ki & varhato értékét!

1) Szamoljuk ki & szorasat!

Egy rendeldben varakozunk a bekeriilésre. A varakozasi id6 legalabb 10 perc, legfeljebb 2 ora,
ezen beliil véletlentdl fliggd mennyiség. A megérkezés és a bekeriilés kozti id6 egy olyan
valdsziniliségi valtozd, amelynek siiriségfiiggvénye

c

foo= {Jx
0 kiilonben

ha leS2
6

a) Mekkora c értéke?

b) Adjuk meg a varakozasi id6 eloszlasfiiggvényét!

¢) Mennyi a valosziniisége, 20 percnél kevesebbet kell varnunk?

d) Mennyi a valdszinlisége, hogy 1 oranal tobbet kell varnunk?

e) Mennyi a valoszinlisége, hogy a varakozasi id6 negyed ora és fél ora kozé esik?
f) Mennyi idénél kell tobbet varnunk 0.75 valoszintiséggel?

g) Mennyi id6nél kell kevesebbet varnunk 0.75 valoszinliséggel?

h) Mennyi a varakozasi id6 varhato értéke?

1)  Mennyi az esélye, hogy tobbet kell varnunk a varakozasi id6 varhato értékénél?
j)  Mennyi a varakozasi id6 medianja?

k) Mennyi a varakozasi id6 szorasa?

Meéréseket végziink a laborban. A mérések hibaja (azaz a mért és a valos értek kozti
A+

kiilonbség) egy olyan & valoszinliségi valtozo, amelynek slriiségfiiggvénye f(x)=0.5¢
barmely x esetén!
a) Igazoljuk, hogy f(x)stiriségfiiggvény!

b) Adjuk meg a mérési hiba eloszlasfiiggvényét!
¢) Szamoljuk ki annak a valdszinliségét, hogy a mérési hiba abszolut értéke nagyobb 2-nél!
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d) Adjunk olyan intervallumokat, amibe a mérési hiba 0.9 valoszintiséggel beleesik!
e) Szamoljuk ki a mérési hiba varhat6 értékét!
-1
, - , al , ha 1=Zx
4) Egy valoszinliségi valtozo eloszlasfiiggvénye F(x)=<x+2
0 kiilonben

a) Igazolja, hogy F(x) eloszlasfiiggvény!

b) Mennyi az esélye, hogy a valdszintiségi valtozo értéke 2 és 3 kozé esik?

c) Mennyi az esélye, hogy a valosziniiségi valtozo értéke nagyobb, mint 10?

d) Mely értéknél nagyobb a valoszinliségi valtozo értéke 0.95 valdszinliséggel?
e) Szamitsa ki a valosziniiségi valtozo stiriségfiiggvényét!

f) Adja meg a valoszinliségi valtozo medianjat!

Valasztunk két szamot egymastol fiiggetleniil a [0,1] intervallumon a geometriai valdszinliség
szerint. Legyen & a két szam Osszege.

a) Adjameg & eloszlasfiiggvényét!

b) Adjameg & siirtiségfiiggvényét!

c) Szamolja ki & varhato értékét!

d) Szamolja ki & moduszat és medianjat!

Valasztunk két szamot egymastol fiiggetleniil a [0,1] intervallumon a geometriai valdszinliség
szerint. Legyen & a két szam egymastol valo eltérése.

a) Adjameg & eloszlasfiggvényét!
b) Adjameg & siirtiségfiiggvényét!
c) Szamolja ki & varhato értékét!
d) Szadmolja ki £ medianjat!

Valasztunk egy szamot a [0,1] intervallumon a geometriai valosziniiség szerint, és képezziik a
szamnal eggyel nagyobb érték reciprokat. Jeldlje n az igy kapott véletlen szamot.

a) Adjameg n eloszlasfiiggvényét és stirliségfiiggvényét!

b) Szamolja ki n varhato értékét!

c) Generaljon egy véletlen szamot a szamitogéppel, végezze el az adott miiveletet és az igy
kapott szamoknak képezze az atlagat. Hasonlitsa Ossze az igy kapott atlagot az el6zdleg

kiszamolt varhato értékkel! Mekkora eltérést tapasztal 100, 10000, 1000000 és 108
szimulacio esetén?

Valasztunk egy pontot a [0,1]x[0,1] négyzetrdl a geometriai valosziniiség szerint. Legyen & a
valasztott pont origotol valo tavolsaga

a) Adjameg & eloszlasfiggvényét és stirliségfiiggvényét!

b) Rajzolja fel az eloszlasfiiggvényt ¢s ,,kozelitse” az értékeit a {f <x} események relativ

gyakorisagaval! Mekkora eltérést tapasztal 10° szimulacié esetén?

Valasztunk egy pontot a [0,1]x[0,1] négyzetrdl a geometriai valdsziniiség szerint. Legyen & a
valasztott pont origotol valo tavolsaga, n pedig a kivalasztott ponthoz vezetdé vektor x
tengellyel bezart szoge.

© www.tankonyvtar.hu © Mihélykéné Orban Eva




Folytonos eloszlasu valdszinliségi valtozok 67

a) Adjameg n eloszlasfiiggvényét és stirliségfiiggvényét!
b) Fiiggetlen-e az el6z6 feladatban megadott & és 1 ?

10) Egy valoszintiségi valtozo strliségfiiggvénye
1
)= 1x"
0 kiilonben

, ha x>1

a) Mekkora n értéke?

b) Mennyi az esélye, hogy a valoszintségi valtozo értéke kisebb 3-nal?
c) Mennyinél kisebb a valoszinliségi valtozo értéke 0.9 valdszintiséggel?
d) Mennyi a valosziniiségi valtozo varhato értéke?

11) Egy valoszintiségi valtozo strliségfiiggvénye
c

_ ha x>1
fix)=x“

0 kiilénben
(hatvanyeloszlas)

a) Mekkora c értéke?

b) Mely ,,a” értékek esetén lesz a valoszinliségi valtozo varhatod értéke véges, de szorasa
nem?

c) Mely o cértékek esetén lesz a valdsziniiségi valtozd véges szordsa nagyobb, mint a
varhato értéke?

12) Egy izz6 élettartama olyan valoszintiségi valtozd, amelynek eloszlasfiiggvénye

P
Fx) = l-e Jha x>0
0 kiilonben
(A >0, B >0 paraméterek —Weibull eloszlas)

Annak a valoszinlisége, hogy az izz6 500 o6ran beliil tonkremegy 0.3, annak a valdsziniisége,
hogy 1200 orén beliil sem megy tonkre 0.1. Mennyi idon belill megy tonkre az izz6 0.5
valoszinliséggel?

13) Legyen 0< F(x)<1 olyan szigortian monoton ndvo folytonos fiiggvény egy intervallumon,

amelynek értékkészlete [0,1] (esetleg valamely végpont kivételével). Véalasszon egy szamot a
[0,1] intervallumrdl a geometriai valoszinliség szerint. Képezze F inverz fiiggvényét és
helyettesitse be ebbe a valasztott véletlen szdmot. Adja meg a behelyettesités utan kapott
valdszinliségi valtozo eloszlasfliggvényét!

14) Egy részecske sebessége olyan valosziniiségi valtozd, amelynek eloszlasfiiggvénye
Flx)= tanh” ax”, ha x=0
0 kiilonben

a) Milyen értékeket vehetnek fel az egyes paraméterek, ha F(x) eloszlasfiiggvény?

b) Rajzolja fel az eloszlasfiiggvényt és a stiriiségfiiggvényt a=1, m=1, n=1; a=1; m=2, n=1;
a=1, n=2, m=1; a=1, m=0.5, n=0.5 paraméterértékek esetén!

¢) Szamolja ki a varhato értéket a=1, m=2, n=1 paraméterértékek esetén!

d) Szamolja ki a ,kozelitdleg” a varhato értéket oly modon, hogy general ilyen eloszlasu
valoszinliségi valtozo értékeket és atlagolja oket!
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e) Szamolja ki a ,,kozelitdleg” a varhato értéket a=1 m = 0.5, n=0.5 paraméterek esetén oly
modon, hogy general ilyen eloszlasu valosziniiségi valtozo értékeket és atlagolja oket!

15) Egy szolgaltatd egység nyereményjatékot szervez. Az ligyfél bizonyos 0sszeg csekken térténd
befizetése esetén részt vehet egy nyereményjatékon, €s ha szerencsés, akkor visszanyerheti a
szolgaltatd egység szamara altala befizetett pénzosszeget, maximum 100 ezer Ft-ot. A
befizetett dij olyan valdszinliségi valtozo, amelynek strlségfiiggvénye (10 ezer Ft-ban
megadva)

f(x)=025-xe™™ +0.75x* ¢ /24 (x>0 esetén).
a) Mennyi egy nyertes csekkre visszafizetett 6sszeg varhato értéke?
b) Mennyi egy jatékban részvevo csekkre visszafizetett 0sszeg varhatd értéke, amennyiben
minden ezredik befizetés nyer?
c) Ha csak akkor vesznek részt az emberek a jatékban, ha 100 ezer Ft vagy annal nagyobb a

befizetett 0sszeg, mennyi az egy csekken visszanyert 6sszeg varhatd értéke, amennyiben
minden ezredik csekk nyer?

Megoldasok

1)
a) f(x)=0 teljesiil, I f(x)dx =1 -nek kell még fennallnia.

zf(x)dxzide+fidx+I0dx=f§dx=[lnx]f —lnd-lne=ln4-1=1, InA4=2,

e e

A=e.
. 0, ha x<e
b) F(x)='|.f(t)dt= Inx—1, ha e<x<e’,

— I, ha e*<x

mivel F(x)= j F(t)dt = j 0dt=0, hax<e ;

F(x)= jf(t)dt: det+j%dt=0+[lnt]§=1nx—1ne=1nx—1, hae<x<e’;
I%dt+'[0dt=0+[lnt]zz+0=0+lnez—lne+0=1, ha e*<x

e

F(x)= J' f(t)dt = det +

¢) P(E<5)=F(5)=In5-1=0.609.

d) P(E>3)=PE>3)=1-F3)=1-(n3-1)=2-In3=0.901.

) P(B<E<SE)=P(B<E<6)=F(6)-F(5)=In6-1-(In5-1)=0.182.

f) P(A-1<E<A)=P*-1<&E<e’)=F(e*)-F(e* —=1)=In(e?)—1—(In(e* —=1) 1) = 0.145

g) P(1<E<8)=F@®)-F(7)=1-(In7-1)=0.054.

h) x=2, P(E <x)=0.9, F(x)=09,Inx-1=09, Inx=1.9, x=¢" =6.686.

i) x=2 P(>x)=0.9,1-F(x)=09,F(x)=0.1, Inx—1=0.1,Inx=1.1,x ="' =3.004.

i) [e,6.686], [3.004,e”], Tovabbi ilyen intervallum pl: [a,b], amennyiben P(£ < a) = 0.05,
P(£ >b)=0.05. Ekkora = ¢"® =2.858, b=¢"" =7.029.
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00 Gz

K M@= [ @dx=[x Ly ejldx =[x] = —e=4671.
—0 e X e

2_002 _ezzl _e2 _x_zez_
) ME )—_[x f(x)dx—_[x xdx_!xdx{z} = 23.605,

—o e e

D(&) = \/M(iz) — M2(&) =/23.605-4.6712 =1.336.

2) Jeldlje & a varakozasi idot.

a) f(x)=20,hac>0.

P Jx 1 1
1J6de=cT =c-2-(N2 - g)=20[x/5—\/%}

1 1
c=5~—1
2 — =
\/_ \/;

1= j f(x)dx =
) 5 1/6
=0.497 ~ 0.5.

0 ,ha x<l
6
b) A ¢=0.5 kerekitett értékkel szamolva: F(x)= \/;—\/% , ha %st2
1 ,ha 2<x
1 1. 1 1
P(E<=)=F()=,|-—.|==0.17.
c) P 3) (3) \E \/;
d) P(§>1)=1—F(1)=1—(ﬁ—\/%)=\/%=0.41.
1 1 1 1. [t i 1 1
P(—<E<—)=F(=) = F(=)=4|= —.|= = (/= —.]=)=0.21.
) mceclerirdomfi- (b
1
f) x=2, P(¢ >x)=0.75, |- F(x)=0.75, Jx —\E =0.25, x=0.43.
g) P(E<x)=075, \/;—\/%=0.75,x=1.34.
2
) 2 2 3
hy M(&)= jxf(x)dx= Ix-O.Sdezo.SI\/;dxzo.S- I =0.92.
Jx 3
—o0 1/6 1/6 —
2 1/6

i) P(E>092)=1-F(0.92)=1 —(\/@—\E) =0.45%0.5.
i) F(x)=0.5, J}—\E = 0.5, x=0.82.
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k)

3)

b)

d)

4)

b)

d)

()
~

f)

2

0 2 5
ME) = [ =[x Lm0
e X

1/6 \/_

=1.13,

2 1/6
D(E) =[M(E>) - M>(&) =+/1.13-0.927 =0.53.

f(x)=0,

1 1 (x)dx = O.S(iexdx ¥ Iexdx) = 0.5(1im ]+ lim Fesby=050- fim ¢+ (~lime™ +1)=1

05-¢° ,ha x<0

1-05¢™ ,ha x>0
P(¢[>2)=1-P(-2<£<2)=1-(F(2)-F(-2))=1-(1-05-¢7 - 05-¢)=¢"".
(—o0,x) alakd intervallum esetén F(x)=0.9, 1-0.5-¢* =09, ¢ =0.2, x=-In0.2.
(x,00) alaka intervallum esetén 1-F(x)=09,F(x)=0.1 0.5-¢"=0.1, ¢*=0.2,

x=1In0.2.
[a,b] alakl intervallum esetén P(& < a)=0.05, P(¢ > b)=0.05 tulajdonsaggal:

F(a)=0.05, 0.5-¢“=0.05, ¢* =0.1, a=1n0.1,
1-F(b)=0.05, F(b)=0.95,1-0.5¢" =095, ¢ " =0.1, b=—In0.1.

['e]

M) = Ix- f(x)dx=0. Az improprius integral konvergens, f(x) péaros, ezért az

F(x)= j f(t)dtz{

—00

integral 0.

F(x) >0 (mind a szamlald, mind a nevez6 nemnegativ,

f(x)=F'(x)= ((x+2)—(x—1)): 3 >0, igy F(x) monoton nd,

(x+2)° (x+2)°
1
lim F(x) = lim )2C =1, lim F(x)= lim 0=0, F(x) folytonos minden pontban.
X—>00 X—00 1 + “ X—>—00 X—>—00
X

3-1 2-1
PQ<E<3)=F(3)-F(2)==——-=—=0.067.
(2<&<3)=F(3) ()3+2 )
P(§>10)—1—F(10)—1—M—025

10+2

x—1

x=? P(E>x)=095,1-F(x)=0.95, F(x)=
x+2

=0.05, x-1=0.05x+0.1, x=1.16.

3
f()=F'(x)=1(x+2)*"
0, ha x<I1
F(x)=0.5, x=4.

I<x
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5)
a) Jeloljiik u-val az elsore, v-vel a masodszorra valasztott szamot. £ =u +v. Mivel 0<u <1,

0<v<1,igy 0<£<2.Legyen 0<x<2.

! ut+tv=x2x1
o

0o o1 02/04 05 06 07 08 09 1

u+v=x<l

2
Ekkor az 4bra alapjan lathato, hogy P(é <x)=Pu+v<x)= %, ha x<I1.

Amennyiben 1<x, akkor az u +v=x egyenes a v=x—1 -nél metszi az u =1 egyenest,
igy a fels0 (be nem satirozott) haromszdg oldala 1—(x—1)=2—x, tehat a haromszog

teriilete (2—x)*. Vagyis P(u+v<x)=1-(2-x)>/2 . Osszefoglalva

0, ha x<0
2
x_’ ha 0<x<l1
F(x)=3 2 .
1-(2-x)*/2, ha 1<x<2
, ha 2<x
0, ha x<0

b f() F'( ) x, ha ha 0<x<l1
X)= X)=
2—x, ha 1<x<2

0, ha 2<x
o 0 1 2 o e 1 372
c) M= jxf(x)dxzjx-de+jx-xdx+.[x~(2—x)dx+.[x~0dx={—} +{x2 ——} =1
3
—0 —o0 0 1 2 0
. . 1,
d) A strtségfiiggvény lokalis maximuma x=1-ben van, ezért a moédusz 1. F(x) = 5 éppen
x=1-nél, ezért x=1 a median is.
6) Jelolje u és v a két valasztott szamot, & = |u - v| . Mivel u ¢és vegyarant 0 és 1 kozott
helyezkedik el, ezért a két szam egymastol valo eltérése legalabb nulla és legfeljebb egy.

2
a) Legyen O0<x<l1. F(x)=P(£<x)= P(|u - v| <x)=1- % . (Vesd 0ssze Geometriai

valosziniiség fejezet 6) d) !)
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0, ha x<0
Tehat F(x)={1-(1-x)*, ha 0<x<I.
1, ha 1l<x
0, ha x<0
b) f(x)=F (x)=42-2x, ha 0<x<l1.
0, ha l<x

¢ M= Tx-f(x)dx=jx-(2—2x)dx=[xz]lo {E} =1_§=%,

0

d) F(x)=%, 1-(1-x)* =0.5, x=0.293.

7)) Q=[0,], legyen & a valasztott szam. n = ﬁ Mivel 0 <& <1, ezért 0.5<n<1.
+

A

1
a) Legyen 0.5<x<1,F, (x)=P(n <x) =P(%—1<§) =+=2—;.
0, ha x<0.5
Azaz az eloszlas-fliggvény F, (x)=12 - l, ha 0.5<x<I1,
X
1, ha 1<x
0, ha x<0.5
1
és a strliségfiiggvény f, (x)=1—, ha 05<x<I.
X
0, ha 1l<x
0 1 1 1 1
by M(E)= jxf(x)dxz jx-—zdxz j—cbcz[lnx];5 =0.693.
T os X 05%
c)
N= 100 10000 1000000 100000000
atlag | 0.67914631 0.693257656 0.693168932 0.69314016174
eltérés | 0.0140 0.00011 0.00002 7.10°°
8)
a)
&
\ \
\

ut+vi=x>1

2 2
u +v =x<l1
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Ennek teriilete két derékszogli haromszog és egy korcikk teriiletébol adodik Ossze. A
2

derékszogli haromszogek teriilete egyenként , a korcikk kozépponti szoge

%—2arctg(\/x2—1), az Osszes terillet x? —1+x*(w/4—arctg\/x* —=1). Ez azt

jelenti, hogy

, ha 0<x<l1

Vx? -1 +x2(%—arctg\/x2 -1), ha l<x<+2

1, ha \/E<x

F(x)=P(E <x)=

0, ha x<0

ﬂ, ha O0<x<l

f@=F =1 " |
x? =1

0, ha \/E<x

1
+2x(%—arctg\/x2—1)+x2(—1 : ), ha l1<x<+/2
+

S N

b)
function eloszfv(szimszam)
format long
z=0:0.1:1
v=z.*z*pi/4;
x=1.1:0.1:1.4;
y=sqrt (x.*x-1)+(pi/4-atan(sqrt (x.*x-1))) .* (x.*x);
x=[z,x];
y=[v,vyl]
figure (1)
hold on
plot(x,y,'z")
jo=zeros(1l,15);
for 3=1:1:15
for i=1l:1:szimszam
vli=rand(1l);
v2=rand (1) ;
if v1* v1+v2*v2<x () *x(7)
jo(1,3)=Jo(1,3)+1;
end
end
end
relgyak=jo/szimszam
figure (1)
hold on
plot (x,relgyak, '*")
kul=abs (relgyak-y)
m=max (kul)
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/'V//

Az eloszlasfiiggvény és kozelitése relativ gyakorisagokkal 100000 szimuldcid esetén
(maximalis eltérés: 6.8-107").

9
T T T
a) 0<np<—. x
2 n<y>—
T
Y 777<ySZ
0 0‘2 0[4 [ Tos Wl/u
0, ha y<0
gy

F,(y)=

1, ha

f,(0)=F,(y)=

© www.tankonyvtar.hu

20082(%—)/)

T
22 ha 0<y<—
2 Ty

T T T -
l—te(=—-y)/2, ha =<y<=
g(2 ») PR

T
0, ha —<
2y

T
2

z<
> Y
0, ha y<0
1
————, ha 0<y<£
2cos”(y) 4
! , ha £<y<—'
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0)

10)

b)

11)

b)

A fliggetlenség akkor teljesiilne,
ha minden x, y esetén P(& < x,n < y)=P(§ <x)P(n <y) fennallna .

. Z
Legyen 0<y<%, x=+/tg’y +1. Erre az x,y parra P(§<x,n<y)=%¢

# P(E <x)-P(n<y), de persze sok mas part is lehet talalni, amire nem all fenn az
egyenl6ség. Tehat nem fiiggetlen & és .

71 P N 1 1 .
'[—dxz = lim - =0- =1, vagyis n=2.
1 oo—p+l —n+l -n+l1

3 3 1 1 3 )
P(E<3)= If(x)dxzjx—zdxz{——} =3

|

0, ha x<I1
F(x)= 1 , PE<x)=F(x)=09, x=10.

1-—, ha 1<x

X

T T 1 - . R

M) = Ixf(x)dxzjx._zdxzj—dxz[lnx]l =oo. Nem véges a varhato érték.
X 1 *

-0 1

Iidle, c=a-1, l<a
lxa

v [a-1
x‘”z} a—, ha 2<a
|

5 =qo—2
—at o, ha l<a<2

M(&)= Tx - f(x)dx = (a — I)Tx‘“ldx =(a - 1){

Tl o . T
a=2 esetén M (&)= I—dx = [In x]l =oo. Tehat ha o <2, akkor a varhato érték nem
X
1

véges.
% 2 —a+3 % a—1
—, ha 3
M(§2)=jx2‘f<x)dx=<a—1)jx“*2dx=<a—1){" 3} =ia-3 M7
—o ! AT o, ha 1<a<3

Ha o =3, M(£*)= Ildx = [ln x];” =o0.Tehat 2 < @ <3 esetén a varhato értek véges, de
X
1

a szOoras nem.

T e LN R R =]

3<a<2+\/§.
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12) Jeldlje & az izzd élettartamat.

P(E <500)=F(500)=1—e " =03, P(&>1200)=1- F(1200) = *"2*" =0.1,

A=

lrl(an.l)
B
2-500% =—n0.7,  A-1200° =—1n0.1, (1200 _In01 s 0753,
500 In0.7 ln@
500
6.36-107 F(x)=0.5, x =In0.5/(=A), x=4n0.5/(-1) , x=683.

0, ha x<0
13) 0<F(x)<1, F7':[0,]] > R. Jelolje & a véalasztott szamot. P(E <x)=4x, ha 0<x<l1

1, ha 1<x

14)

© www.tankonyvtar.hu

P(F'(&)<x)=P(E < F(x))=F(x). Azaz F~'(£) eloszlasfiiggvénye F(x).

a)

b)

0.9-

0.8-

0.7-

0.6+

0.54

0.4

0.3-

0.2r

0.1r/

A tanh x fliggvény negativ argumentum esetén negativ, tehat 0 < a, tovabba a tanhx
fliggvény nd, ha argentuma pozitiv.Tehat ha ax" né, ugy az m kitevnek pozitivnak,
ellenkezd esetben negativnak kell lennie. ax” né, ha 0<a és
n <0, ekkor tehat m < 0.

0<n,é ax" fogy, ha

De a tanhx figgvény értékei 0 és 1 kozott helyezkednek el pozitiv argumentum esetén,
ha ezt negativ hatvanyra emeljiik, akkor a kapott fiiggvényértékek 1-nél nagyobbak
lesznek, vagyis m <0 esetén F(x) nem eloszlasfiiggvény. Ha 0 <a,0<nés 0 <m is
teljesiil, akkor a fiiggvény 0-ban is folytonos, valamint a hatarértéke oco-ben 1, vagyis
ekkor eloszlasfiiggvénnyel allunk szemben.

0, ha x<O0

:F' =
f(x) (x) m.n-a‘(tanhmAaxn)‘Z;‘an’ ha O0<x
ch™(ax")

|
,’/ g
”/
/
//‘/
/
//
/
/
/
/
/
0 0.‘5 1 1.’5 2 2t5 I‘i 3.’5 4‘1 4t5 —
eloszlasfiiggvények stirtiségfiiggvények

piros: a=1,m=1,n=1, kék: a=1, m=0.5, n=0.5, zold: a=1, m=2, n=1, fekete: a=1,m=1,n=2.
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c) Mivel nemnegativ értékili valoszinliségi valtozorol van szo,

M(&)= T (1 - F(x))dx =T (1-tanh? (x))dx = [tanh x[ =1.
0 0

d)

N=

100

10000

1000000

100000000

atlag

1.073939

0.995656

0.9994698

0.999860395

m=0.5, n=0.5, a=1 esetén F (x)= (arrecltanhx2 )2 , 0<x.

F'(x)=area tanh(\/; ), ha O0<x. Ebbe behelyettesitve a szamitogép altal generalt
véletlen szamokat, a kapott értékek atlaga a kovetkezo lett:

Ebbe behelyettesitve a szamitogép altal generalt véletlen szamokat, a kapott értékek atlaga
a kovetkez0 lett:

N=

100

10000

1000000

100000000

atlag

0.46956

0.4561835

0.45960969

0.4588740

Ez alapjan a varhat6 érték 0.45 és 0.46 kozott helyezkedhet el.

15) & abefizetett dij. n a nyereménykeént kifizetett dij. n =& -1, +10-1.,.

10
a) M@n)= jxf(x)dx +10- P(& >10) =
0

+10 j 0.25-xe ™™ +0.75x"e™ / 24dx =4.215 (10000)=42150Ft.

10

b) Legyen v egy csekkre visszanyert dij. v ={

10

0

n,

0, ha nem nyer
ha nyer
esemény, hogy a befizetett csekk nyer. n és 1, fliggetlenek.

j x(0.25- xe ™ +0.75x e ™ / 24)dx +

=n-1,, ahol 4 az az

M©)=M®@)-M(1,)=M(@) P(4)=42150-0.001=42.15Ft .

©)

6 a 100000 Ft-os vagy annal nagyobb befizetéssel visszanyert dij. € =10-1,. Ennek

1
varhato érteke M (0)=10-P(A4)=10- 1000 =0.01 (10000)Ft=100 Ft.
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Nevezetes folytonos eloszlasu valoszinuségi
valtozok

Feladatok

1) Valasztunk egy szamot a [-10,20] intervallumroél az egyenletes eloszlas szerint.

a)
b)
©)
d)
e)
f)

Mennyi az esélye, hogy a valasztott szam kisebb 8-nal?

Mennyi az esélye, hogy a valasztott szam 5 és 15 k6z¢ esik?

Mennyi az esélye, hogy a valasztott szam nagyobb 12-nél?

Mennyi az esélye, hogy a valasztott szam abszolut értéke kisebb 6-nal?

Mennyi az esélye, hogy a valasztott szam abszolut értéke nagyobb 8-nal?

Adjunk legalabb 3 darab olyan intervallumot, amibe a véalasztott szam 0.9 valoszintiséggel
beleesik!

2) Egy uton az elsé tutfelbontds helye egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozd. Az els6
utfelbontas 0 és 150 (egység) kdzott barhol lehet.

a)
b)

©)

Mennyi az esélye, hogy az els6 utfelbontas a varhat6 értékén tal talalhat6?

Feltéve, hogy 70 egységen beliil nincs utfelbontas, mennyi az esélye, hogy az elsd
utfelbontas 100 egységen beliil van?

Feltéve, hogy 100 egységen beliil nincs utfelbontas, mennyi az esélye, hogy 130 egységen
beliil sincs?

3) Egy izz6 élettartama exponencialis eloszlasu valdszinliségi valtozo. Az izzd élettartamanak
varhato értéke 5000 ora.

a)
b)
©)
d)
e)
f)

g)
h)

Mennyi az esélye, hogy az izz6 2000 oran beliil kiég?

Mennyi az esélye, hogy az izz6 5000 oran beliil kiég?

Mennyi az esélye, hogy az izz6 élettartama 5000 és 8000 ora kozé esik?

Mennyi az esélye, hogy az izz6 10000 oran tal is vilagit?

Mennyi id6n beliil ég ki az izz6 0.9 valoszinliséggel?

Feltéve, hogy az izz6 5000 oran beliil nem ég ki, mennyi az esélye, hogy 8000 d6ran beliil
kiég?

Feltéve, hogy az izz6 5000 oran beliil nem ég ki, mennyi az esélye, hogy 12000 o6ran tul is
vilagit?

Feltéve, hogy az izz6 5000 oran beliil kiég, mennyi az esélye, hogy 1000 oran beliil kiég?

4) Egy adott tipusu radioaktiv atom élettartama exponencialis eloszlast valosziniiségi valtozo. Az
atom 32 év leforgasa alatt 0.5 valosziniséggel bomlik el.

a)
b)
©)
d)

Mennyi az esélye, hogy az atom 24 év alatt se bomlik el?

Mennyi id6n beliil bomlik el az atom 0.95 valoszintiséggel?

Mennyi az atom élettartamanak varhato értéke?

Ha N darab ilyen tipusi atom van, akkor mennyi a 24 év leforgésa alatt lebomlé atomok
szamanak varhato értéke?

5) Egy sorban a varakozasi id6 exponencialis eloszlasu valosziniliségi valtozo. Annak az esélye,
hogy 2 perc és 4 perc kdzott van a varakozasi id6 0.2. Mennyi id6n beliil keriiliink sorra 0.95
valoszintiséggel?
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6) Legyen &~ N(0,1). Mennyi a valosziniisége, hogy

a)
b)
©)
d)
e)
f)

& értéke kisebb 1.5-nél?

& értéke nagyobb 2.58-nal?

& értéke kisebb -0.72-nél?

& értéke nagyobb -1.37-nél?

& értéke -1.5 és 2.5 kozé esik?

& abszolut értéke kisebb 1.95-nél?

7) Legyen &~ N(0,1).

a)
b)
©)
d)

Mely értéknél kisebb & értéke 0.7580 valosziniiséggel?

Mely értéknél kisebb & értéke 0.2 valosziniliséggel?

Mely értéknél nagyobb & értéke 0.9 valoszinliséggel?

Adjunk olyan O-ra szimmetrikus intervallumot, amibe ¢& értéke 0.8 valoszinliséggel
beleesik!

8) Legyen &~ N(3,5). Mennyi a valosziniisége, hogy

a)
b)
©)
d)
e)
f)

& értéke kisebb 7-nél?

& értéke nagyobb 10-nél?

& értéke kisebb 1-nél?

& értéke nagyobb 0-nal?

& értéke -2 és 8 kozé esik?

& abszolut értéke kisebb 10-nél?

9) Legyen &~ N(-1,0.2).

a) Mely értéknél kisebb & értéke 0.85 valosziniiséggel?
b) Mely értéknél nagyobb & értéke 0.99 valoszinliséggel?
¢) Adjunk olyan -1-re szimmetrikus intervallumot, amibe & értéke 0.99 valoszinliséggel

beleesik!

10) Egy adagologép cukorkakat adagol. A beadagolt cukorka mennyisége normalis eloszlasu
valoszintli-ségi valtozé 100 gramm varhato értékkel és 1.5 gramm szorassal.

a)
b)
©)

d)
e)

f)

g)
h)

Mennyi az esélye, hogy egy zacskoba beadagolt cukorka mennyisége kevesebb 102 grammnal?
Mennyi az esélye, hogy egy zacskoba beadagolt cukorka mennyisége tobb 97 grammnal?
Mennyi az esélye, hogy egy zacskoba beadagolt cukorka mennyisége 98 és 103 gramm
koz¢é esik?

Héany grammnal tobb a beadagolt cukorka mennyisége 0.98 valosziniiséggel?

Adjunk olyan 100 grammra szimmetrikus intervallumot, amibe a beadagolt cukorka
mennyisége 0.95 valoszintiséggel beleesik!

Adjunk olyan 2500 grammra szimmetrikus intervallumot, amibe 25 zacskoba beadagolt
cukorka 6sszes tomege 0.95 valdsziniiséggel beleesik!

Adjunk olyan 100 grammra szimmetrikus intervallumot, amibe 25 zacskdba beadagolt
cukorka tomegének atlaga 0.95 valdszintiséggel beleesik!

Hany zacsko tomegét mérjiilk meg és atlagoljuk, ha azt szeretnénk, hogy a mérések atlaga
a betoltott cukorka mennyiségének varhat6 értékétol legfeljebb 0.5 grammra térjen el 0.95
valoszintiséggel?

(Az egyes zacskokba beadagolt cukorka mennyiségét egymastol fiiggetlennek tekintjiik.)
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11) A felndtt emberek magassaga normalis eloszlast valoszintiségi valtozé 177 cm varhatod
értékkel és 8 cm szordssal.

a) Mennyi az esélye, hogy egy véletlenszertien kivalasztott ember magassaga 160 cm és 180
cm kozé esik?

b) Mely érteknél lesz kisebb egy véletlenszertien kivalasztott ember magassaga 0.9
valészintiséggel?

c) Mely értéknél lesz nagyobb egy véletlenszertien kivalasztott ember magassaga 0.995
valoszintiséggel?

d) 10 embert véletlenszeriien kivalasztva és megvizsgalva Oket, mennyi az esélye, hogy
koziiliik 6 magassaga esik 160 cm és 180 cm kozé, ha megvizsgalt emberek magassagat
fiiggetlen valoszintliségi valtozoknak tekintjiik?

12) Legyen & normalis eloszlasu valosziniiségi valtozd, amelynek varhato értéke 0.7 . Mennyi &
szorasa, ha & értéke kisebb 1-nél 0.85 valdsziniiséggel ?

13) Egy mérés hibdja normalis eloszlasu valosziniiségi valtozo 0 varhato értékkel. A mérés hibaja -
1 és 1 kozé esik 0.95 valdszintiséggel. Mely 0-ra szimmetrikus intervallumba esik 100
fiiggetlen mérés hibajanak atlaga 0.95 valoszinliséggel?

14) Egy liftet szeretnének 6 emberre méretezni. Mennyi legyen a lift teherbiré képessége, ha a
beszalld emberek tomegét egymastol fiiggetlen normalis eloszlasu valoszintliségi valtozoknak
tekintjik 75 kg varhato értékkel és 10 kg szordssal, és azt szeretnénk, hogy 0.98
valoszinliséggel ne gyulladjon ki a talterhelést jelz6 lampa?

15) Egy bef6ttesiivegbe gylimdlcsot és szirupot toltenek. A betdltendd gyiimdles tomege normalis
eloszlast valoszintiségi valtoz6 300 gramm varhat6 értékkel és 15 gramm szoréassal, a szirup
tomege normalis eloszlasu valosziniiségi valtozéo 400 gramm varhato értékkel és 10 gramm
szorassal, és az liveg tdmege normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozdo 100 gramm varhatod
értékkel és 7 gramm szorassal. Legalabb mennyi egy megtoltott iiveg teljes tomege 0.96
valdszinliséggel, ha a betoltendd gylimolcs, szirup és az iiveg tomege fliggetlen?

Megoldasok

0, ha x<-10
N Py X2CE0 _xH 0 o<x<20.
20-(-10) 30
1, ha x<?20
18
a) P(E<8)=F(8)=—=0.6.
30
25 15
b) P(5<E&<15)=F(5)—-F(5)===-—=0.333,
) PG<E<I5=F15)-FE) =7 -77
2 8
P(E>12)=1-F(12)=1-"2="=0.267.
c) P(>12) (12) 30" 30
d) P(|§|<6=P(—6<§<6)=F(6)—F(—6)=E—i= 4.
30 30

e) P(&[>8)=P(>8U&<-8)=P(>8)+P(é <-8)=1-F(8)+F(-8) =0.467.
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2)

3)

) PE<x)=09=x=17, intervallum: [-10,17] PE>x)=09=x=-7,
intervallum:  [-7,20], P(E<y)=0.05 és P >2)=005=y=-85 z=185,
intervallum: [-8.5;18.5].

0, ha x<0

Jelslje & az elsé ttfelbontas helyét. F(x)= % ha 0<x<150.

1, ha 150<x
a+b
a) M(§)="_-=75. P(§>M(§)=1-F(75)=1-05=05.
30
> _
by P(&<100]&>70)= L& <100n¢ 270) _ F(100)= F(70) _ 150 _ 375
P(£ >170) 1— F(70) 30
150
20
> _
¢ PE>130|&2100)= LE=130) _1=F030) 150
P(E>100) 1-F(100) 50
150
Jelolje & az izz6 élettartamat. F(x) 0. ha x=0
€l10}j¢e az 1Z2z0o clcttartamat. X)= .
! l-e™, ha O<x
M(E) =+ =5000= 1 = ——
A 5000
a) P(£<2000)=F(2000)=1—¢ 0% =0.330.
b) P(E<5000)= F(5000)=1—e 0% =0.632.
8000 5000

¢)  P(5000< & <8000) = F(8000)— F(5000) =1—e 5990 —(]—¢ 5900) = (.166.
d) P(¢>10000)=1-F(10000) =1—(1—e ) =0.135.
e) x=?P¢<x)=09,1-¢""=09, x=-5000In0.1=11513 éra.
8
P(5000 < & <8000) _ F(8000)— F(5000) 1-¢ 5 —(1—e™)

f) P(&<8000|& >5000) = P(E > 5000) I_F(5000) (e

8
a0 s 3000

=1-e 500 = F(3000) = P(& <3000) (6rokfja tulajdonsag).

7
g) P(£>12000]& >5000) = P(E >7000)=1-F(7000)=e 5 =0.247
(6rokfja tulajdonsag).

1
P(£ <1000) _ F(1000) _1-e* _ ..
P(E <5000) F(5000) 1-¢'

h)  P(E<1000|& < 5000) =
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4)

5)

6)

7)

8)

o 0, ha x<0
& jeldlje az atom élettartamat. F(x) = , .
l—-e™" ha 0<x

In0.5

P(E<32)=F32)=1-¢"* =05, A=— o =0.021667 ~0.022.

a) P(E224)=1-F(24)=e"* =0.595.
b) x=2? P(£<x)=0.95, F(x)=1-¢** =0.95, x =138.3 (a szamitogépbe valo beiitésnél a
nem kerekitett értéket hasznaltam)

o) M) :% =46.2.

d n a 24 év alatt lebomlo atomok szdma. 7 binomidlis eloszlasu N, p =0.405
paraméterekkel. M () = Np = N-0.405.

Legyen& a varakozasi ido, és x a keresett szam.

PR<E<4)=F@A) -FQ)=l-e ™ —(l-e*)=e? —e* =02. e =4,

+ _
A+ A=02, 4, = EVI08 “208 4 =0276= ¢ = 4 =0276 _ 6 oun.
w=An005 65
—0.644
A, =0T24 = = = 0T28 4y 0005 ey
—2 ~0.161

a)  P( <1.5)=¢(1.5)=0.9332 (tablazat!).

b) P(£>2.58)=1-¢(2.58)=1-0.9951=0.0049.

c) P(E<—0.72) = ¢(—0.72) = 1-$(0.72) =1-0.7642 = 0.2358 .

d) P(E>-137)=1-¢(-1.37)=1-(1-¢(1.37)) =$(1.37)=0.9147 .

e) P(-15<&<2.5)=¢(2.5)—¢(~1.5)=0.9938 — (1-0.9332) = 0.9270 .

f) P& <1.95)=P(-1.95< & <1.95) = (1.95) - $(-1.95) = 2- $(1.95) - 1 =
2-0.977 -1=0.9488.

a) x=? P({<x)=0.7580. ¢(x)=0.7580,¢(0.70) = 0.7580, tehat x=0.7.

b) P(E<x)=02.¢(x)=02<05=x<0.Legyen x=-a.
p(x) =¢(-a)=1-¢(a) =02 = ¢(a)=0.8, a =0.84, x =-0.84.

c) x=?PE>x)=09,1-¢(x)=09, #(x)=0.1<05=x<0.Legyen x=-a.
p(x) =¢(-a)=1-¢(a)=0.1=¢(a)=0.9, a =128, x =-1.28.

d) x=?P(x<&<x)=0.8, ¢(x)—¢(—x)=0.8, ¢(x)—(1-¢(x))=0.8, 2¢(x)-1=0.8,
#(x)=0.9, x=1.28, az intervallum: (-1.28;1.28).

a) PE<T)=F()= ¢(%) = $(0.8) = 0.7881 .

b) P(£>10)=1-F(10) :1—¢(%) =1-¢(1.4)=1-0.9192 = 0.0808.
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©)

d)

9)

PE<)=F()= ¢(¥) = $(~0.4) = 1 — $(0.4) =1-0.6554 = 0.3446 .

PE>0)=1-F(0)=1- ¢(%) =1-(1-$(0.6)) = $(0.6) = 0.7257 .

P(-2<&<8)=F(8)~ F(-2) =¢<8;3>—¢<‘25‘3)=¢(1)—¢<—1) —24(1)-1=

=2-0.8413-1=0.6826.
P& <10)=P(-10< £ <10) =F(1o)_F(_10)=¢(10;3)_¢(—195—3) _

$(1.4) — p(~2.6) = 0.9192 — (1 - 0.9953) =0.9145 .

x=7?, P(E<x)=085. F(x)=0.85, ¢)()i)—+21)=0.85, "0—+21=1.04, x=02-1.04—1

=-0.792.

1
x=?, P(E>x)=099, 1-F(x)=0.99, F(x)=0.01, ¢("0—+21):0.01, %:—2.32,

x=0.2-232-1=-0.536.

Ha & ~ N(m,o0),akkor Pim—k-c <é<m+k-0)=2¢(k)—1. m=-1. 2¢(k)-1=0.99,
#(k)=0.995, k =2.58. A keresett intervallum:

(-1-2.58-0.2; -1+2.58-0.2) = (—1.516; — 0.484) .

10) & legyen egy zacskoba beadagolt cukorka mennyisége. & ~ N(100, 1.5).

a)

b)

©)

d)

2)

P(E <102) = F(102) = ¢(w) = ¢(1.33) = 0.9082..

1.5
P(98 < £ <103) = F(103) — F(98) = ¢(1031_5100) - ¢(981_5100) =$(2)—p(~1.33) =

0.9772 -(1-0.9082) = 0.8854 .

P(S>97) =1-¢(

- 1 1
x11500)=0.98, 6190 002, x1500=—2.06,

x=2P(E>x) =098, 1—¢(

x=9691.

Pm-k-oc<é<m+k-o)=2¢(k)-1. m=100, 2¢(k)—1=0.95, ¢(k)=0.975,
k=1.96,

A keresett intervallum (100 —1.96-1.5; 100 -1.96-1.5) = (97.06, 102.94) .

&, azi-edik zacskoba adagolt cukorka mennyisége (i=1,2,...,25).
25

D& ~N(100-25,1.5-4/25).

i=1

A keresett intervallum: (2500-1.96-7.5; 2500+1.96-7.5) = (2485, 2515) .

25
;é ~ N(100,22)
25 Va5

A keresett intervallum: (100 -1.96-0.3;100-1.96-0.3) = (99.412,100.588).
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n n

24 1.5 1.5 z;

1.5
hy S~ Nm—-2). Pm—k—2<2 <m—k-2)=2-¢(k)-1=0.95= k=196
n n Jnooon Jn
L9615 (5, 19015 s egc [y, 345<n. n legalbb 35.
n 0.5

11) & egy feln6tt ember magassaga. & ~ N(177,8).
180177 160-177

a) P(160 < & <180) = F(180) — F(170) = ¢( ) —o( )=
$(0.375) — p(—2.125) = 0.6480 — (1 — 0.9830) = 0.6310.

b) x=2? PE<x)=09, ¢(> 177) 0.9, X177 128, x2177+1.28 -8 =187,

¢) x=2P(&>x)=0.995, (> 177) 0.995, _177=—2.58,x=156.

d) Tizszer ismétlek egy kisérletet, mind a tizszer azt figyelem, hogy a kivalasztott ember
magassaga 160 cm és 180 cm kozé esik-e. A keresett valoszinliség annak az eseménynek a
valoszinlisége, hogy a figyelt esemény a tiz kisérlet soran hatszor kovetkezik be. Ez

10
(6 J0.6310" (1-0.6310)* =0.246 .

12) &~N(0.7,5). P(E <1)=0.85. ¢(—) 0.85, -7 _104. 5 =0288.
O

13) E~N(0,0). P(-1<E<1)=0.95. P(0—ko <& <0+ko)=2¢(k)—1=0.95= k=1.96.

100 100
I

1.96- 6 =120=—-=0.51, =L —~NO,—).
1.96 100 ( «/100) 100

tehat 100 fliggetlen mérés atlaga (-0.1,0.1)-be esik ugyanolyan valoszinliséggel. (Mivel az
atlag szorasa tizede az eredeti valdszintliségi valtozo szordsanak, ezért ez tizede olyan hosszi
intervallum, mint az eredeti.)

~ N(0,0.051). £-0.051=0.1,

6
14) & abeszallok tomege i=1,2,3,4,5.,6. & ~ N(75,10), > & ~ N(750,10-v/6).

i=1

i 750) 098, *=7% 506, x=800.
24.5

x=2 P(Z: <x)=0.98, ¢

15) &, a betoltétt gyiimoles tomege &, ~N(300, 15), &, a betoltdtt szirup tomege
£, ~ N(400, 10), &, aziiveg tomege, & ~ N(100, 7). x=2 P(&, +&, +& > x)=0.96.

Ekkor mivel &, i =12,3 fiiggetlenek, & +&, +&; ~ N(800, ¥15% +10% +7%).

1= F, 0, (x)=0.96, ¢)(’C 800) 0.04, %0 _ 175 «_766.

19.34
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Kapcsolatok az eloszlasok kozott

Feladatok

1

Van 2n golyonk és n dobozunk. A golydkat véletlenszerlien behelyezziik a dobozokba oly
moédon, hogy minden golyé minden dobozba ugyanolyan eséllyel keriil a tobbi golyotol
fiiggetleniil. Legyen &, az els6 dobozba keriilé golyok szdma!

a) Adjuk meg &, eloszlasat!

b) Mennyi az els6 dobozba keriild golyok szamanak véarhato értéke?

c) Mennyi az esélye, hogy az els0 dobozba egy golyd sem keriil? Szamolja ki a
valoszintiséget n =10, n =100, n=1000, n=10000 esetén!

d) Mennyi az esélye, hogy az els6 dobozba 1 golyd keriil? Szamolja ki a valdszinliséget
n=10, n=100, n=1000, n=10000 esetén!

e) Mennyi az esélye, hogy az els6 dobozba 2 golyd keriil? Szamolja ki a valdszinliséget
n=10, n=100, n=1000, n=10000 esetén!

f) Hova tartanak a fenti valosziniségek ha #n—>o? Hasonlitsa &ssze a fenti
valdszinliségeket a hatarértékiikkel!

Két telefonkdzpontba érkeznek hivasok. Az elsdbe egységnyi id6 alatt érkezd hivasok szdma
Poisson eloszlasu valoszinfiségi valtozé A, =2 paraméterrel, a masodikba egységnyi i1d6 alatt
érkez6 hivasok szdma szintén Poisson eloszlasu valosziniiségi valtozo A, =0.5 paraméterrel.
A két kozpontba érkezo hivasok szamat megadd valdsziniiségi valtozok egymastol
fiiggetlenek.

a) Feltéve, hogy a két kdzpontba Gsszesen 3 hivas érkezik egységnyi id6 alatt, mennyi az
esélye, hogy az els6 kozpontba egy hivas sem érkezik?

b) Feltéve, hogy Osszesen 3 hivas érkezik egységnyi id6 alatt, adjuk meg az elsé kdzpontba
érkez0 hivasok szamanak eloszlasat!

Legyen &, &, fliggetlen A, illetve A, paraméterli Poisson eloszlasu valoszintliségi valtozok.

Adjuk meg &, eloszlasat, ha tudjuk, hogy & +&, =n (n>1 egész szam).

Van N golyonk, koztik S piros és N-S fehér. Visszatevés nélkiil kivalasztunk koziiliik n=4

darabot. Legyen A4, az az esemény, hogy a kivett golyok kozt i darab piros golyd van

(7=0,1,2,3.,4).

a) Szamitsa ki a P(4,) valoszinliségeket, ha S=4, N=10; $=40, N=100; $=400, N=1000;
$=4000, N=10000.

b) Hova tartanak a P(4,), i=0,1,2,3,4 valosziniiségek, amennyiben N — o0, és % =0.47?

Hasonlitsa dssze a kiszamolt valoszintiségeket a hatarértékiikkel!

Kati és Juli kockat gurit. Kati 12-szer, Juli 8-szor guritja el a kockat.

a) Mennyi a valoszinlisége, hogy Osszesen 4 darab hatost guritanak?

b) Feltéve, hogy Osszesen 4 hatost guritanak, mennyi az esélye, hogy Kati harom hatost
gurit?

c) Adja meg Kati hatos guritasainak eloszlasat, ha tudjuk, hogy 0sszesen 4 hatost guritanak?
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d) Hany hatost gurit Kati a legnagyobb eséllyel, ha 6sszesen 4 hatost guritanak?

6) Legyenek & és &, fiiggetlen n,, p; és n,, p paraméteri binomialis eloszlast valosziniiségi
valtozok. Bizonyitsa be, hogy &, + &, szintén binomidlis eloszlas!

7) Legyenek &, és &, fiiggetlen n, p; és n,, p paraméterli binomidlis eloszlast valosziniiségi
valtozok. Adja meg a P(&, =k | & +&, =n) feltételes valoszinliségeket! (0 <k <n<n, +n,).
Melyik eloszlashoz tartozo valoszintiségekkel all szemben?

8) Egy urmnédban 100 golyd van, koztik 20 piros, 30 fehér és 50 zold. Visszatevés nélkiil
kivalasztunk 10 golyot. Jeldlje &, a kivett piros, &, a kivett fehér, &, a kivett zold golydk
szamat. Adjamega P(&, =k | &, +&, =5) feltételes valoszinliségeket!

9) Egy urnaban 100 goly6 van, koztiik 20 piros, 30 fehér és 50 zold. Visszatevéssel kivalasztunk
10 golyot. Jeldolje &, a kivett piros, &, a kivett fehér, &, a kivett zold golyok szdmat. Adja
meg a P(& =k|& +&, =5) feltételes valoszinliségeket! Réismer-e valamelyik nevezetes
eloszlasra?

10) Egy urnaban 30 goly6 van 15 piros, 10 fehér és 5 zold. Visszatevés nélkiil kivesziink koziilitk
4 darabot. Legyen & a kivett piros golyok szama, n a kivett fehér golyok szama.

a) Adjameg &, n, valamint & + 7 eloszlasat, varhato értékét!
b) Filiggetlen-e & és 1 ?

11) Egy urnaban 30 goly6 van 15 piros, 10 fehér és 5 zold. Visszatevéssel kivesziink koziiliik 4
darabot. Legyen & a kivett piros golyok szama, n a kivett fehér golyok szama.

a) Adjameg &, n, valamint & + 7 eloszlasat!
b) Filiggetlen-e & és n ?

12) Egy cég nyereményjatékot szervez. Termékei csomagolasanak belsejében egy-egy figura képe
van behelyezve. 5-féle figura (Mézga Géza, Paula, Maris, Aladar és Kriszta) képe egyforma
eséllyel keriil minden egyes termék belsejébe. Ossze kell gytijteni minden figurarol egy képet,
¢s bekiildeni a cégnek, s ekkor a gyiijt6 ajandékot kap.

a) Ha egy csalad elhatarozza, hogy addig vasarol a termékbdl, amig mind az ot figura
Osszegytlik, akkor mennyi a megveendd termékek szamanak varhato értéke?

b) Szimulalja a feladatot és szamolja ki a sziikséges vasarlasok szamanak atlagat
N =100, 10000, 100000 szimulaci6 esetén!

13) Egy gyarban egy géphez egy bizonyos alkatrészt alkalmaznak. Az alkatrész élettartama
exponencialis eloszlasu valoszinliségi valtozo 300 ora varhato értékkel. Ha az alkatrész
tonkremegy, akkor rogton kicserélik egy ugyanolyan tipusu alkatrészre, amelynek élettartama
fiiggetlen az el6z0 alkatrészek é€lettartamatol.

a) Mennyi az esélye, hogy 200 ora alatt egy alkatrész sem hibasodik meg?

b) Mennyi az esélye, hogy négyszer kell alkatrészt cserélni 600 ora alatt?

¢) Mennyi az alkatrészcserék szamanak varhato értéke 650 ora alatt?

d) Hany tartalék alkatrész legyen a raktaron, hogy 0.995 valoszintiséggel elegend6 legyen 600
orara?
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14) Egy keresztezodésben egy napon torténd balesetek szama Poisson eloszlasu valdszintiségi
valtozo A =0.5 paraméterrel. Az egyes napokon torténd balesetek szama egymastol fliggetlen.

a)
b)

©)
d)

Mennyi a valoszintisége, hogy hétfon legalabb 1 baleset torténik?

Mennyi a valosziniisége, hogy a hét 5 napjan nem torténik, két napjan pedig torténik
baleset?

Mennyi a valosziniisége, hogy egy hét alatt legalabb 2 baleset torténik?

Mennyi a valdszintisége, hogy ha egy hét alatt 2 baleset torténik, hétfon és kedden egy-egy
baleset torténik?

15) Legyen & exponencialis eloszlasi valoszinliségi valtozo A >0 paraméterrel. Bizonyitsa be,

hogy n = [§]+1 geometriai eloszlast valoszinliségi valtozo!

Megoldasok

1)
a)

b)

d)

&, binomidlis eloszlasti valdszinliségi valtozd 2n, p=— paraméterekkel. (2n-szer
n

ismételjiik azt a kisérletet, hogy elhelyeziink egy golyot az n darab doboz valamelyikében.
&, az a szam, ahanyszor az elsé dobozba helyezziik a golydt a 2n kisérlet soran.)

M(E)=2n-2=2.
n

e [P L(-)

n 10 100 1000 10000 | hatarérték
Valosziniiség | 0.1216 | 0.1339 | 0.1352 | 0.13532 | 0.13533

P, =1) =[12"JGJ [1—%} "

n 10 100 1000 10000 hatarérték
Valosziniiség | 0.2702 | 0.27066 | 0.2706705 | 0.2706705 | 0.2706706

a4

n 10 100 1000 10000 hatarérték
valoszinliség | 0.2852 | 0.27203 | 0.270806 | 0.270684 | 0.2706706

k rogzitett, 2n —> o0, 2n-p=1=2,

R ) BRI I
. k n n k! k! '

A hatarérték ennek az értéke k£ =0,1,2 esetén.

2) &, az els6 kozpontba érkez6 hivasok szama, &, a méasodik kdzpontba érkez6 hivasok szama

egységnyi id0 alatt. Mivel & és &, fliggetlen Poisson eloszlasu valoszinfiségi valtozok, ezért

& +&, is Poisson eloszlast A = A4, + 4, = 2.5 paraméterrel.
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P =0n¢ +&, =3) _ P =0n¢, =3) _
P(& +&, =3) P(& +&, =3)
2° 5 05 ;s
_PG=0P&=3)_of 3 f —(ﬁf
L PG+E=) 25 o (25)
3!
b) Ha & +&,=3, akkor ¢, értéke 0,1,2,3 lehet csupan, és k=023 esetén
P =kné +8,=3) P =kn&,=3-k)
P(gl_k|§l+§2_3)_ P(§1+§2=3) - P(§1+§2=3) -
Zefz. 0.5* e 05
P& =k)-P(&,=3-k) K (3 -k)! _m(iﬂgyk
PG +E=3) 28 L khas)l2s) o
3!

a) P& =0[¢ +¢5,=3)=

(Binomialis eloszlas n=3, p = 2—25 = 0.8 paraméterekkel.)
3) Hatudjuk, hogy &, + &, =n, akkor &, értéke 0,1,2,...,n lehet csupan.
Ezen lehetséges értekekhez tartozo feltételes valoszintiségek

P& =k|¢, +§2=n):P(§1=kﬁ§1+§2:n):

P(E, +&, =n)
/111{ -4 /lgfk —*
CPE kA& =n-k) PE=k)-PE=n-k K -kt
P, +&, =n) P&, +&, =n) CEEA e
n!

k n—k
n\_ 4 2 (binomialis eloszlas).
k ﬂ‘l + ﬂ«z 2‘1 + ﬂ‘2

Sy (N-S

)

Q) P(d) =
<)

N 10 100 1000 10000 hatarérték
P(4,) 0.0714 | 0.1244 | 0.1291 | 0.12955 | 0.1296
P(4,) 0.3809 | 0.3491 | 0.3459 | 0.34563 | 0.3456
P(4,) 0.4286 | 0.3521 | 0.3662 | 0.34566 | 0.3456
P(4,) 0.1143 | 0.1512 | 0.1534 | 0.15357 | 0.1536

P(4,) | 0.0048 | 0.0233 | 0.0254 | 0.02557 | 0.0256

4)
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b)

5)

b)

d)

Ha &, jeloli a kivett piros golyok szamat, i rogzitett, N — oo, % =0.4 = éallando, akkor

P@:»:M» A2 <(* oy 0o
GVJ U(NN NJ U

&, Kati, &, Juli hatos guritdsainak szdma, ketten egyiitt & + &, hatost guritanak. &, + &,

binomialis eloszlasu valoszinliségi valtozdo n=20, p =% paraméterekkel (felfoghatjuk

ugy, hogy 20 guritas torténik, azt szamoljuk, mennyi koztiik a hatos guritasok szama).

20 1 4 5 16
PG+&=9=|, ||| 2] =0202.

P =36 +6, =ty DE =306 46 =8 PG =3) PG =)
1 1 2 P(§1 +§2 =4) P(fg’1 +fg’2 :4)

CIECEE G,
LG

- 20
4
Ha & + &, =4, akkor &, lehetséges értékei 0,1,2,3,4

P& =k|& 45 =)= TETEOG +E =4ok) PG =) P& =4k
1 176 P +&,=4) P(E +E, =4)

BRI LS (L)
OB i

(Hipergeometrikus eloszlast valoszintiségi valtozé N=20, S=12, n=4 paraméterekkel.)

12 8
k 4-k) , , , ,
-~~~ ‘¢rtéke k=0 esetén 0.015, k=1esetén 0.139, k =2 esetén 0.381, k=3

20
4
esetén 0.363, k=4 esetén 0.102. k=2 esetén a legnagyobb az el6z0 valdsziniiség,

vagyis két hatost gurit a legnagyobb eséllyel Kati, ha egyiitt 6sszesen 4 hatost guritanak.

n

6) &, a 0,1,2,..n, értekekeket veszi fel, P(&, =i)={_ in (A=-p)",
i

n,

&, a 0,1,2,..n, értékekeket veszi fel, P(&, =j)=[ ) J L(1-p),
J

Tegyiik fel, hogy n, <n,, ellenkezd esetben felcseréljiik az indexeket.
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7)

8)

&, ¢és &, fiiggetlensége miatt P(&, =iné, =j)=P(& =i)-P(&, =J).
& + &, értéke lehet 0,1,2,3,...,n, + n,, valamint szamoljuk ki a P(&, + &, = k)

valoszintiségeket!

Ha k<n,,akkor P(§, + &, =k)= Y P(& =k~ jné, =)= Y P& =k ))-P(&, = j)=

Jj=0

=0

:pk .(l_p)nﬁrnz—k .[”1 +”2J '
k

Ha n, <k <n,, akkor

P +& =k =Y P& =k—j A& = j)=p*

Jj=0

+
=pt-(-pmt -["1 . "2J :

Ha n, <k akkor

P +E =k = Y P& =k— A& =)=

J=k=n,

ok gk S [ J‘(%J:k.l
p'-(-p) Z(k_j PN

J=k=n,

k (n . (r_ i n ; no—j ny+n,—
ZZ(kl—jJPk" (1= p) (JJP (A=) =pt e py Y

Jj=0

(e )

k
i=0

e ”l“’fk.nz " J(an:
(- p) ;(k_j ;

_p)n1+n2—k i nl + n2
k

P& =kné +¢, =n):P(§1=kﬁ§2=n—k):

P =k|&+&, =n)= P(E +&, = n)

P&, +&,=n)

Mo ke om—k | 2 m—k ;1 \ny=(m—k) n na
:P<§1=k)P<§2=n—k):(ka =» (n—ka =» _(kJ(n—kJ

P& +&,=n)

n,+n e —n
(ln ZJpn(l_p) 1+,

no+n,)
n

Hipergeometrikus eloszlashoz tartozo valoszintiségek.

& +&, a kivett nem z0ld (egyéb) szinli golydk szdma. & +&, hipergeometrikus eloszlasu

valdsziniiségi valtozdé N=100, S=50, n=10 paraméterckkel.

P(§1=kﬁ§1+§2=5)=

P =kné +&, =5)=

P(§1=k|§1+§2=5)= P& +&, =5)
2030 50 20 30
ke Ns-k\s )k \5-k

R

P& +&,=5)

(Ha 0sszesen 5 az egyéb szinii, akkor 5 darab zoldet kellett kivalasztani a 10 goly6 valasztasa

soran.)

Mivel 0<k <35 egész, ezért hipergeometrikus eloszlashoz taroz6 valdsziniiségekkel allunk

megint szemben.
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P(& =knE +E, =95) :P(§1=kﬁ§2=5—k):
P& +&,=5) P& +&,=5)

el .
R

(Ha o6t egyéb szinii lett, akkor 5 zoldet kellett valasztani a 10 goly6 valasztasa soran.)

9) P(§1 =k|§1 +§2 =35)=

Ezek a binomialis eloszlashoz tartozo valoszintiségek n=5 és p:% paraméterek mellett.

10)
a) & hipergeometrikus eloszlasu valdszinliségi valtozé N=30, S=15, n=4 paraméterekkel,

(15}(15 J

MY 01234 1
30
<)

hipergeometrikus eloszlasu valoszintiségi valtozd6 N=30, S=10, n=4 paraméterekkel,

(10}(20 J

i—4_i, i=0,12,3,4. E+n
30
)

hipergeometrikus eloszlasti valoszinliségi valtozd N=30, S$=25, n=4 paraméterekkel,

(%J(S J
i 4—1i
———=,i=0,1,2,3,4.
30
4

b) Ha fiiggetleneck lennének, akkor a P(&=i,n=j)=P(E=i)P(n=j) egyenldség

vagyis & lehetséges értékei 0,1,2,3,4 és P(E=i)=
vagyis & lehetséges értékei 0,1,2,3,4 és P(n=i)=

vagyis & +n lehetséges értékei 0,1,2,3,4 és P(E+n=i)=

fennallna minden 0<i<4 i egész, és 0< <4, egész esetén. De i =4, j=4 esetén
Pl=4n=4)=0, mg P=4)=0, P(n=4)=0, igy az egyenl6ség ekkor biztosan
nem all fenn.

11)

e . 1 .
a) & binomialis eloszlast valosziniiségi valtozdé n=4, p =3—;5) paraméterekkel, vagyis &
, ey , . 15 15 4 . - .
lehetséges értékei 0,1,2,3,4 és P(&E=1i)= ( - ) . n binomialis eloszlasu
i
valoszinliségi valtoz6 n=4, p = % paraméterekkel, vagyis n lehetséges értékei 0,1,2,3,4

4 1 :
¢s P(n=i)= [ J( J (1- 0)4 ", £ +nbinomialis eloszlasu valosziniiségi valtozd n=4,
i
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12)

b)

b)

2 ) .
p= 3—3 paraméterrel,  vagyis E+n lehetséges értékei  0,1,2,3,4  és

4 ; :
Py =i)= [i J[%J -2y,

Ha fiiggetlenek lennének, akkor az P({=i,n=j)=P=0)P(n=j) egyenloség
fennallna minden 0<i<4, i egész, é¢s 0< j<4 j egész esetén. De i =4, j=4 esetén
Pl=4n=4)=0, mig P(=4)=0, P(n=4)=0, igy az egyenl6ség ekkor biztosan
nem all fenn.

Legyen n a sziikséges vasarlasok szama. Bontsuk fel a sziikséges vasarlasok szdmat
aszerint, hogy hany kiilonb6z6 figurara sikeriilt mar ratalalnunk a vasarlasok soran.
Legyen &, az elsé figura megtalalasaig sziikséges vasarlasok szama, & =1. &, legyen a
kovetkezd (elsotol kiilonbozo) figura megtalalasaig sziikséges vasarlasok szama az els6

megtaladlasa utdn. &, geometriai eloszlasu valoszinliségi valtoz6 p, =§ paraméterrel. &,

legyen a masodik megtalalasatol a harmadik kiillonb6z6 figura megtalalasaig torténd
vasarlasok szama, &, legyen a harmadik megtaldlasatol a negyedik kiilonbozo figura

megtalalasaig torténd vasarlasok szama, és &, legyen a negyedik megtalalasatol az 6todik
kiilonboz6 figura megtalalasaig torténd vasarlasok szama. &, , &,, és &, is geometriai

- i e 3 2 1 ,
eloszlasu  valoszinliségi  valtoz6 py;=—, p,=—, P;s =3 paraméterekkel.

5 5
n=& +&, +& +&, +¢s, tehat
MmM) =1+ ME)+ME)+ME)+ME)+M(Es) = 1+§+§+§+? =11.4167
A figurakat megfeleltettem az 1,2,3,4,5 szamoknak.

function mezga (szimszam)
osszesen=0;
for i=1l:1:szimszam
hany=1;
vel=floor (rand(1l) *5+1);
talal=[vel];
while length(talal)<5
ujra=1;
while ujra==1
vel=floor (rand(1l) *5+1);
hany=hany+1;
volt=0;
for j=1l:1:1length(talal)
if vel==talal (j)
volt=volt+1;

end
end
if volt==
ujra=0;
talal=[talal,vell;
end
end
end

Osszesen= osszesen+thany;
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end
atlag=osszesen/szimszam

Varhato érték
11.4167

10000
11.4427

1000000
11.4222

N
atlag

100
11.5400

13) &, azi-edik alkatrész élettartama, &, i=1,2,...fliggetlen exponencialis eloszlasu valosziniiségi

valtozok, 7, a T ideig torténd alkatrészcserék szama.
0 ha T<¢
1 ha & <T<¢& +6,

77T = <...
n n+1
n ha ZQ ST<Z§1‘
i=1 i=1
n, Poisson eloszlast A" = A-T paraméterrel.
2]
) _200 _200
a) A =3%8, P00 =0)=%e W = P&, >200)=1- F(200)=e¢  =0.513.

* 1 24 -2
b) A _5600_2’ P(’?eoo —4)—7!8 =0.090.
1
c) M =——:650=2.167.
) (M6s0) 300

d) k=7, Py, <k)=095. k=7.

14) ¢, jelolje az i-edik napon torténé balesetek szamat.

0
a) P& =21)=1- 0‘05' e =1-0.607=0.393.
b) n legyen azon napok szama a héten, amikor nem torténik baleset. 77 binomidlis eloszlasu
valoszinliségi valtozd n =7, p =0.607 paraméterekkel.
7
P(n=5)= @0.6075 -0.393% =0.267.
c) p(ig >2)=1- P(ig —0)+P(Z7:§ =1) —1—(3'50 e’ +£e*3-5)—
A =l = 0! I
1-0.136 =0.864.
7 7
, P& =1nE =1nD§=2) P =1nE=1nDE =0)
d) P& =1¢& =1]) &=2)= - i=1 _ : i=3 _
P()_&=2) P(Y & =2)
i=1 i1
7 1 1 0
P& =DP(E, =DP(Y & =0) 0.5" 05 05 05 257 s 05\
- g = - 31;2 0: =2-[3—'§J =0.041.
_ . -35 .
P(zgi =2) ol €

i=1
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15) 0<¢&, n lehet 1,2,3,....
P(E]+1=k)=P(¢]=k-1)=Plk-1<E<k)=F, (k) - F.(k-D)=(1-e™)-(1-e"* )=

MDA ety = (1= )
A

Geometriai eloszlast valdsziniliségi valtozo, paramétere p =1—-e .
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Valoszinuségi valtozok fiiggvényének az
eloszlasa

Feladatok

1

Legyen & egyenletes eloszlast valoszintségi valtozo a [-1,2] intervallumon. Adja meg |§|
eloszlasfiiggvényét, stirliségfiiggvényét, varhato értékét és szorasat!

Legyen & egyenletes eloszlast valosziniiségi valtozo az [a,b] intervallumon (a,b egészek).
Igazolja, hogy [f] diszkrét egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozo!

Legyen & egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozo a [-1,5] intervallumon, és legyen
A=1{>1}.

a) Adja meg neloszlasfiiggvényét, ha n =&-1 !
b) Adjamega P(& < x| A) (feltételes) eloszlasfiiggvényt!

Legyen & ~ N(0,1). Adja meg |§| eloszlasfiiggvényét, stirliségfiiggvényét, varhatod értékét és

szorasat!

Legyen & ~ N(0,1). Adja meg &2 eloszlasfiiggvényét, stiriiségfiiggvényét, varhato értékét és
szorasat!

Legyen & egyenletes eloszlast valoszintiségi valtozo a [-1,3] intervallumon. Adja meg &2
eloszlasfiiggvényét, stirliségfiiggvényét, varhato értékét és szorasat!

a) Legyen &~ N(01). Adja meg e° eloszlasfiiggvényét, striiségfiiggvényét, varhato
értekét!

b) Legyen &~ N(m,0). Adja meg e
értekét!

¢ eloszlasfiiggvényét, siiriségfiiggvényét, varhato

Tegylik fel hogy egy telefonhivas hossza egységnyi varhato értékii exponencialis eloszlasu
valoszinliségi valtozo (percben mérjiik az id6t). A tarsasag percdija 10 Ft.

a) Mennyivel lesz tobb egy hivas dijanak varhato értéke, ha a telefontarsasag perc alapon
szamlaz, mint ha folytonosan mérné az idot és ugy szamlazna?

b) Mennyi a kiilonbség a perc alapu illetve a masodperc alapu szdmlazas dijanak varhato
értéke kozt?

Tegylik fel hogy egy telefonhivas hossza egységnyi varhato értékii egyenletes eloszlasu
valdszintliségi valtozo. A tarsasag percdija 10 Ft.

a) Mennyivel lesz tobb egy hivas dijanak varhato értéke, ha a telefontarsasag perc alapon
szamlaz, mint ha folytonosan mérné az idot és ugy szamlazna?

b) Mennyi a kiilonbség a perc alapt illetve a masodperc alapu szamlazas dijanak varhato
értéke kozt?
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10) Legyen & egyenletes eloszlasti valoszintiségi valtozd a [0,10] intervallumon, és legyen

n= . Adja meg n eloszlasfliggvényét, stiriségfliggvényét és varhato értékét!

741

11) Legyen & exponencialis eloszlasi valoszintiségi valtoz6 A paraméterrel. Adja meg e °

eloszlasfiiggvényét, stirliségfiiggvényét, varhato értékét!

12) Legyenek ¢, &, fliggetlen valoszinliségi valtozok. Szamolja ki &, + &, slirliségfliggvényét, ha

a) ¢, &, egyenletes eloszlastiak [0,1]-en;

b) &, &, exponencidlis eloszlastiak A >0 paraméterrel,

c) &, &, exponencialis eloszlastiak A, és A, paraméterrel A, # 4, ;
d) & ~N@OI), & ~N(OD.

13) Legyenek ¢&,, &,,..,&, fliggetlen A paraméterli exponencialis eloszlasti valdszinliségi

valtozok. Szamolja ki Zfl. stirliségfiiggvényét! (gamma eloszlas)
i=1
14) Legyenek &, &,standard normalis eloszlast fliggetlen valoszinliségi valtozok. Szamolja ki
EX+ &) stirtiségfliggvényét és varhato értékét és szordsat! (2 szabadsagi foku khi-négyzet
eloszlas)
15) Egy hipermarket kedvezményes akcidt szervez. Ha a fizetend6 Osszeg eléri az 5000 Ft-ot,

akkor 500 Ft kedvezményt ad. Mennyi a kedvezmény szazalékos értékének varhato értéke, ha
az egy vasarlas soran fizetett 0sszeg olyan valoszinliségi valtozo, amelynek stiriiségfiiggvénye

(ezer Ft-ban) f(x)=x%¢™/2,ha x>07?

Megoldasok

1) 0<[é[. Legyen 0<x, ekkor F, (x)=P(&| <x)=P(—x <& <x)=F,(x) - F; (-x).

0, ha x<-1
. x+1 ,
Mivel F,(x)= 3 ha —-1<x<2,ezért
l, ha 2<x
xrl Zxrl I, 0<xs<d
3 3 3
x+1

F.(x)-F:(—x)= 3 ha 1<x<2

, ha 2<x

Tehat
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0, ha x<0 0, ha x<0
E, ha 0<x<lI % ha 0<x<l
F =1 és fl(x)=F. =
H x+1 H HE
, ha 1<x<2 3 ha 1<x<2
I, ha 2<x 0, ha 2<x
R . 1 A —x? ’ x? ’ 5
M(|§|=J;JXIf(X)dFj‘l(—x)gdx+j;x§dx={ ; 1{?}0:5:0.833.
5 © 2 1 x3 2
Mg’ =M(E>) = szf(x)dxzsz'-—dx={—} =1,
J 23 9,
2
5
D) = M) - M () = 1—&} =40306 =0.553 .
1
2) Legyen a<k<b egész. P([&]zk):P(ksg<k+1)=F(k+1)—F(k):—b . P(E=b)=0.
—da
3)

© Mihalykéné Orbén Eva

0, ha ¢&<1 . .
a = . Ezazt jelenti, ho >0.
) n {5’ ha £ J gy n

1-H_2

5-(-1) 6

0<x<1 esetén P(n<x)=P(n=0)=P(E<)=F,(1)=
Legyen 1< x.
F,(x)=P<x)=P( 1 <x)=Pn=0)+ PA<E<x)=P(E <D+ P(1<E<x)=

:F§(1)+F§(x)—F§(1)=F§(x)=’5‘:2:3 ZXTH’ ha x<5.

0, ha x<0

2, ha 0<x<l1
Tehat F, (x)=

x+1’ ha 1<x<5
1, ha 5<x
b) Ha A teljesiil, akkor £ >1. Legyen 1< x.
x+1_2
< - _
P(§<X|A)=P(1_§<x)=F(x) F(1)= 6 6_X 1’ ha x<5
P(>1) 1-F(@) 4 4
6
0, ha x<1
x—1

Tehit P(§ <x| A)=1= =, ha 1<x<5

1, ha 5<x
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([1,5] intervallumon egyenletes eloszlasu valdsziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye.)

4) |£>0.Ha 0<x,akkor F,(x)=P(&| < x) = P(~x <& < x) = 2¢(x) 1.

0, ha x<O0
0, ha x<0

Tehat Fn(x)z{z(p(x)_l’ IR ACETNCOE oL

? O R Y R 2
M) =M (&) = de=2[x- 2av=|=Zl-e 2| ==
(=M () [Jxlfam {x Wi \/; [ e ]

D(n) =\/M(|§|2)—M2(|§|) =1 —% =0.603.

5) £220. Legyen 0< x. Ekkor F, (x)=P(&? <x) = P(—/x <& </x) =2¢(x)~1.

0, ha x<O0
0, ha x<0 £ F'()

. X)= X)= 1 _x 1
20(Wx) -1, ha 0<x " " 2 2

e

——=, ha 0
m 2\/} a <Xx
M) =ME)=D*&)=1. Mn")=M(E" = [¥*f;(0)dx =3,Dm) =3 -1=+2.

—00

Tehat F, (x)= {

6) 0<E2<9.Legyen 0<x<9.Ekkor
F,(0)=P(E* <x)=P(~x <& <Ix) = F,(¥x) = F, (+/x).

0, ha x<-1
Mivel F;(x)= x_(_l), ha -1<x<3, ezért Fé(\/})zM ha 0<x<9, és
3-(-1) 3—(-1)
1, ha 3<x
—Vx - (D)

F(~x)={ 3-(1 ° ha 0<x<l
0, ha 1<x<9

Tehat

0, ha x<0

Vr—(h)_ —Ax-¢ _x
3-(-)  3-(-h) 2

F,(x)= ’

, ha 1<x<9
3—-(-D

1, ha 9<x

, ha 0<x<l1
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7)

8)

(=}

, x<0
L ha 0O<x<l
Jx'

1
— 0 h
24/x

0, ha 9<x

S () =(F, (x))'=

a l<x<9

© 3 3
M) =ME) =[x [, (x)dx= | xZ%dx{%} ~2333.
-1

-0 -1

© 3 5 3
M(U2)=M(§4)=jx“fé(x)dx:jx“ldx:{;—o} =122,
o -1

-1

D) =AM @n>) - (M1))* =+122-2333> =2.6.

a) 1n20.Legyen 0<x,ekkor F,(x)=P(n<x)= P(ef < x)=P(& <Inx)=¢(Inx). (e*

szigorian monoton no).

0, ha x<0
0, ha x<0 , 5

Tehat F (x)=< "’ fo(x)=F 5(x)= _(nx) )

") {(ﬁ(lnx), ha 0<x Ja ) °(®) ;-l-e 2 ha O<x

2r X

® .
M@m)=|e*- e 2 =+e.

'[O N27

c Inx—m ) . .,
b) F,(x)=Pn<x)=Ple” <x)=P( <Inx)=¢( ) (mivel e"szigorGan monoton
no).
0, ha x<0

Tehat F (x)= - .

o (%) ¢(lnx m)’ ha 0<x

c
0, ha x<O0
Sy () =F 5 (x)= et :
! ! —e 2 ha 0O<x
o2 X

© 1 7(x—m)2 m+l
M(@m)=|e"- e 2 =e

'[ o227

—00

(Lognormalis eloszlasu valoszinliségi valtozo.)

a) Legyen & a telefonhivas hossza, 1 legyen a szamlazott percek értéke. n = [f ]+ 1. n geo-

* =1-¢”' paraméterrel. Ha @ , a fizetendd

dij perc alapon szamlazva, akkor © ,=10-7. M(®p)=10-M(n)=10-1%=15.82.
—e

metriai eloszlasu valdszinliségi valtozo 1—e”

Ha ©, a folytonosan mért id6 aranyaban szamlazatott dij, akkor M(® ,)=10, vagyis
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9)

10)

5.82 Ft kiilonbség van a perc alapu illetve a folytonos mérés esetén fizetendd dij varhato
éréke kozott.

b) Ha masodperc alapon szamlaznak, akkor M(©,,,) = (%} -M([60]+1). Ha & exponen-

cialis eloszlasu valosziniiségi valtozo, akkor 60& is exponencialis eloszlasu valosziniiségi

« 1 .
valtozo A =% paraméterrel, mivel

x A

P(60& <x)=P(E < %) =F, (6—2) —l-e O =] pozitiv x esetén, egyébként pedig

1

60" paraméterrel,

0. Tehat [60&] +1 is geometriai eloszlast valoszinliségi valtozdé p=1-e¢
10

azaz M ([60E] +1) = =60.5 varhat értékkel. fgy M(®,,)= (%J -60.5=10.08,

1

l—ei5

ami csak kb 1%-kal t6bb, mint a folytonos alapon térténd szamlazasi dij varhato értéke.

Legyen & a hivas hossza percben mérve. Ekkor a perc alapon szamlazott dij esetén az

elszamolt percek szama n=[§]+1. Ha & egyenletes eloszlasu [0,2]-n, akkor 7 = [§]+1

diszkrét egyenletes eloszlasi valdszinliségi valtozod, lehetséges értékei 1 ¢és 2,

Pn=1)=Pn=2)=05, M(n) =15, M(®,)=10-1.5=15. M(©®,)=10.

Masodperc alapon szamlazva a dijat a kiszamlazott masodpercek 7,,, = [605] +1, ami szintén
1

diszkrét egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozo P([60§] +1=i)= E , 1=1,2,...,120,
1
M([60&]+1) = %1 =60.5. Tehat M(®,,,) =6—g -60.5=10.08.

1
0<E<10, 1<E* +1<101, I—(I)ISUSI.Legyenl—Ol<x<l.Ekkor

F,(x)=P(n <x)=P( <x)=P(l<§2 +1)=P(l—1<§2)=P( l—1<§)=
X X X

141
1 \)1_1
“1-F.(|--1)=1-+*
& x ) 10
1
0, ha x<—
101
L 1
Tehat F,(x)=11--"—, ha ——<x<l,és
10 101
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1
— ha —<x<1

: 10 1 x2’ 101
fn(x):Fn(x): 2. ;_1
0, kiilonben

) 10

M= | /(s = j

1 1 1 10
-—dx =— |arctgx|, =0.147.
X +1 10 1 lareteds

11) n=e*,0<n<1.
Legyen0 < x<1.
_ _ = _ _ _ _
F (x)=P(n<x)=P(e* <x)=P(-£ <Inx)=P(-Inx<&)=1-P( <-Inx) =
1= F(-Inx)=1-(1-e*C")=x"
0, ha x<0
Tehat F, (x)=4x*, ha 0<x<l,ésf,(x)=F,(x)=

1, ha 1l<x

A-x* ha 0<x<l
0, kiilonben '

M(U)=J‘ef’%-eihdxzjllef(“l)xdxz 4 .
o 0 A+1

12)

a) 0S&+&52, £, ()= [, =1, 0)dv.

70 ) I, ha 0<z-y<1 O I, ha 0<y<1
z—y)= , = .
a0, kiilonben Y70, kilonben

I, ha 0<z-y<l, 0<y<lI

Jaz=7) 15 ()= {o, kiilénben

Ha 0<z<I,akkor f. . ()= Ifgl(z—y)fgz(y)dyzjldyzz.
—0 0

© 1
Ha l<z<2,akkor £, ()= [ f, =0/, 0dv= [1dy=[v]. =2-=.

-1
z, ha 0<z<I1
Tehat f. .. (z)=42-z, ha 1<z<2.
0 egyebkent
b) 0<é, +&,.Legyen 0<z.

fore @)= [ o G=2)f, 0y

AeE ha 0<z-—
Je(z-y)= . Y
0 egyebkent
A-e™, ha 0<
fo ()= SRR
0 egyebkent
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13)

14)

© www.tankonyvtar.hu

e, ha O0<y<z
Z —_— = .
Ja @0 0) {o eayébként

z

e @= [ G0 Oy = [ 22e Fdy =2 [ldy =A™ -z haO <z,
—o0 0 0
egyébként pedig 0.
c) 0<¢& +&,.Legyen 0<z.
K A e M g 0<z—y
&i+&, = & - & S - = r1 7 s :
fore @)= [ fo =D Wy £ (=) ="
i 0 egyéebkent
A e ™. ha 0<
fa={72"" - v
0 egyébkent
A ohy e e pg 0<y<z

Ja(z=N1e )= {o egyébként

) i, . o T
fé*fz(z): jffl(z_y)ffz(y)dy:lllz -e A 'je 42 Z-l))’dy:/ll -/12 .e A |:

0

(ﬂvz _)“1) _)“2 _)“1

—(l=A)y T
-4 =4) 0

1= e 2tz 1 - )
A Ay ‘el‘z{ ° =12 (e —e™*) ha 0<z,egyébként pedig 0.

[arcsin v]l,l =

ol —x2/2 1 —(z-x)*/2 1 -z2/4
d) fi..(2)=|—==e —e dx=..=——=e
R '[O\/27r N2 Vo A2
£ (x):( A 1)‘x”’le’}“", ha x>0. (n=2-re belattuk az el6z6 feladatban, 2 <n esetén teljes
n—1)!
indukcioval bizonyithato.)
0 ha x<0
fao()=f.(x)=<5 1 2 1 (Isd ezen fejezet 5) feladata).
d e e? . — ha O<x
27 x/;
Ha 0 <z, akkor
z x (z—x) z z
1 = 1 1 — 1 - 1 1 1
[ 2(2)= e? —- e 2 - dx=e ? —|—=-——=dx=
sier '([\/27r N z—X 27?'([\/; z—X
z z z z z 1 z
- 1 1 1 = 1 1 - 1 1 = 1
e? —|—=——dx=e? - — dx=e¢ ? — | ——=dv=e 2 - —
2%0\/; z—x 27r0 22 z 5 T2 1= 2 21
-Gy
4 2
_z T T z
=¢e?—(=——)=05-¢?
2 (2 2)

Ha z<0, akkor f§z+§z (z)=0.

M(EF+E)=M(ED) + M(E])=1+1=2 (Isd. ezen fejezet 5) feladata)
D*(EX+E)=D*(E)+ D*(£})=2+2=4, (Isd. ezen fejezet 5) feladata)
D(§12 + 512) Z\/ZZ 2.
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Misik lehetdség: vegyiik észre, hogy a &7 +&; 0.5 paraméterii exponencidlis eloszlésa

valdszinliségi valtozo, ezért varhato értéke és szordsa egyarant a paraméterének reciproka, azaz
éppen 2.

15) n legyen a kedvezmény szazalékos értéke.
0, ha ¢&<5

= %-100, ha 5<&°

Ez azt jelenti, hogy 7 =% 10015 .

X

M(f7)=TO—)'C5

100 (x)dx = 1ooT dy = 257x e fdy =25 xe ™ —e [ =1.01%.
5 5
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Csebisev egyenlotlenség, szimulaciok

Feladatok

1

Legyen & exponencialis eloszlasu valoszintiségi valtozo. Mennyi a valdszinilisége, hogy &
értéke a varhato értékének

a) szoras,

b) két szoras,

c) harom szoras sugara kornyezetébe esik?

d) Milyen becslést ad a fenti valdszintiségekre a Csebisev egyenlotlenség?

Legyen & exponencidlis eloszlast valdsziniiségi valtozo. A varhatd érték hany szoéras sugara
kornyezetébe esik & értéke 0.9 valosziniiséggel?

Legyen & egyenletes eloszlasu valdszinliségi valtozd az [a,b] intervallumon. Mennyi a
valoszinlisége, hogy & értéke a varhato értékének

a) szoras,

b) két szoras,

c) harom szoras sugart kornyezetén kiviil esik?

d) Milyen becslést ad a fenti valosziniiségekre a Csebisev egyenlétlenség?

Legyen & geometriai eloszlasu valosziniiségi valtozé6 p =0.8 paraméterrel. Mennyi a
valdszinlisége, hogy & értéke a varhat6 értékének
a) szoras,

b) két szoras,
c) harom szoras sugart kornyezetébe esik?

Legyen & geometriai eloszlasti valdsziniiségi valtozo p=0.8 paraméterrel. A varhatd
értekének hany szoras sugaru kdrnyezetén beliil veszi fel & értékeit 0.99 valosziniiséggel?

Legyen & Poisson eloszlast valoszinliségi valtoz6 A =5 paraméterrel. Mennyi a
valosziniisége, hogy & értéke a varhato értékének
a) szoras,

b) két szoras,
c) harom szoras sugart kornyezetén kiviil esik?

Egy & valosziniiségi valtozd varhato értéke 10, szorasa 1.2. A Csebisev egyenl6tlenség

segitségével adjon olyan intervallumot, amibe & értéke legalabb 0.95 valdszinliséggel
beleesik!

Generaljon egyenletes eloszlasu valoszintliségi valtozot a [0,10] intervallumon, és képezze a

n, szamok atlagat. Mennyivel tér el a kapott atlag a kiszamolt varhato értéktol 100,

- & iz +1
10000, 1000000 véletlen szam generalasa esetén? A Csebisev egyenldtlenséget alkalmazva mit
tud mondani a maximalis hibarol 0.95 valésziniliséggel?

© www.tankonyvtar.hu © Mihélykéné Orban Eva




Csebisev egyenlbtienség, szimulaciok 105

9) A Folytonos eloszlasu valosziniségi valtozok 13) feladatat felhasznalva generaljon
1

EX 41

i

exponencialis eloszlast valoszinliségi valtozot A =2 paraméterrel és képezze az n, =
szamokat.

a) Szamolja meg, hany lesz koziiliikk kisebb 0.5-nél, vegye a relativ gyakorisagot és a kapott

relativ gyakorisagot hasonlitsa dssze eloszlasfiiggvényének értékével a 0.5 helyen.

741

Mekkora eltérést tapasztal 100, 10*, 10° és 10° véletlen szdm generalasa esetén? A
Csebisev egyenldtlenséget alkalmazva mit tud mondani a maximalis eltérésrol 0.95
valdszintiséggel?

b) Szamolja ki a kapott szdmok atlagat! Mekkora hibaval kozeliti ez az érték a valoszintiségi

valtozd véarhato értékét 100, 10*, 10° és 10°véletlen szam generalasa esetén 0.95
valoszintiséggel?

10) 10-szer elguritunk egy szabalyos kockat. Legyen & az a szam, ahanyféle szamot guritunk.
Adja meg ezredpontossdggal & eloszlasat, szdzadpontossaggal varhato értékét. Hanyféle
szamot guritunk a legnagyobb eséllyel?

11) Valasztunk egy pontot a [0,1]x[0,1] négyzetrdl a geometriai valdsziniliség szerint. Legyen & a
valasztott pont orig6tol valo tavolsdga. Rajzolja fel az & eloszlasfiiggvényét és ,.kozelitse” az

értekeit a {f < x} esemény relativ gyakorisagaval! Mekkora eltérést tapasztal 100, 10*, 10° és
10® szimulaci6 esetén? Mekkora a kozelitések maximalis hibaja 0.95 valosziniiséggel?
2 1

pontossaggal az J e © dx integral értékét!
1

1
12) Szamolja ki
12) 5 1000

2 1
13) Szamolja ki az J e © dx integral értékét kozelitdleg oly modon, hogy a fenti integral értékét
1
varhato értéknek fogja fel!

14) Szamolja ki szimulaciés modszerrel pontossaggal a 7 értékét 0.95 valoszinliséggel
(megbizhatosaggal) !

15) Szamolja ki ¢(2) értékét 0.01 pontossaggal 0.95 megbizhatosag mellett! Adja meg ¢(1) ¢és
#(3) értekét is, és hasonlitsa Gssze a normalis eloszlas tablazatabol kapott értékekkel !

Megoldasok

l—e™™*, ha 0<x

b M= % =Dle), F(x)= {o kiilénben
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a) P(0<§<%):F(%)—F(0):1—e2 —0=0.865.

b) P(—% <& <%) = F(%)—F(—%) =1-¢2 -0=0.950.

c) P(—%<§ <%) =F(%) —F(—%):l—e“ ~0=0.982.

d)  P(E-M (&) <kD() =1 —kiz alapjan k=1 esetén az also becslés 0, k=2 esetén 0.75, k=3

esetén 0.889. Lathatjuk, hogy a pontos értékek joval meghaladjak az als6 becslést.

2) P(I;bk <é< lzk) = F(1 Zk)—F(1 ;k) =0.9. Mivel egy szoras sugara kdrnyezetén beliil a

. . 1-k .
valoszinliségi valtozo értéke csak 0.865 valosziniiséggel van, ezért & >1, 1gyT< 0, tehat

(—) 0. F(M) 09=k=-In0.1-1=1.302

) M@=, D)=
2) P(a;—b_li/;_;<§<a§b li/_a)_ (a;b+li/;_261)_F(av2Lb li/_a j_
P(E ¢ (‘”b li/rz“,“gbﬁi/l_z“) 1—%:0.423
b) P(a+b \/_ <E< a+b \/_ a+b li/z—za)
—F(a+b 2-11/;_;)=1—0, ugyanis aT-'_b—2-li/I_2a<a és b<a—;b+2-li/z_2a.
foy PG (20 2-31_2“,“21’%3;_"):0.
o) PEe(t0-3 %",";b J—)) <PEe(-2 Zi/%’,“;b+2-li/g))=o

2

d) P(|§ —M(§)| > kD(¢)) Ski alakbol £=1 esetén a felso becslés 1, k=2 esetén 0.25, k=3

esetén 0.111.

=0.559.

ﬁﬁ
he]

4 E=123.. 6 P(£=k)=08-02% M(&) = =125, D)=
p
a) P(1.25-0.559 <& <125+0.559) = P(E =1) = 0.8.
b) P(.25-2-0.550< & <1.25+2-0.559) = P(0.132 < & < 2.368) = P(£ = 1)+ P(£ = 2) = 0.96
¢) P(1.25-3-0.559 <& <125+3-0.559) = P(~0.427 < & < 2.927) = P(£ = 1)+ P(¢ = 2) = 0.96

5) P(1.25-k-0.559<&<1.25+k-0.559)=0.99. k =? Mivel k=2 esetén a valoszinliség csak
0.96, ezért 2 < k , vagyis az intervallum also hatara 1-nél kisebb.
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6)

7)

8)

© Mihalykéné Orbén Eva

J
P(£<1.25+k-0.559)=0.99, Z 0.8-027"'=1-027=0.99,1-0.2"=0.99,
i=1
~In0.01
In 0.2

=2.86, j=3,3=125+k-0.559, k=3.13= k=4.

P(é =k) J?k'e‘, k=0,12,.. M(@E)=5, D(&)=5=2.236.

a) P(5-+5<E&<5+4/5)=P(2.764 < £ <7.236) =
P(E=3)+P(E=4)+P(E=5)+P(E=6)+P(E=T)=0.742,

P(E2(5-+/5,5++/5)=0.258.

b) P(5-2-4/5 <& <5+245)=P(0.528 <& <9.472)=29:P(§ =i)=0.961,

i=1

P(E ¢ (5-245,5+245)=0.039.

c) P(5—3-\/§<§<5+3-\/§)=P(0£§<11.7)=iP(§=i)=0.995,

i=0

P(¢ & (5-3v5,5+345) = 0.005 .

1
P((e -M©)) < kD(E) 21 — 7 =095 = k=4472,
a keresett intervallum: (10 —1.2-4.472,10+1.2-4.472) = (4.634,15.366)

function atlag2(szimszam)

format long

osszeg=0;

szamolt=atan (10) /10

for i=1:1:szimszam
vel=10*rand (1) ;
y=1/(vel”2+1);

osszeg=0sszeg+ty;

end

atlag=osszeg/szimszam

elteres=abs(szamolt-atlagqg)

N 100 10000 1000000 100000000
Atlag 0.1797 | 0.14754 0.147317 0.1471362
Elteres 0.03261 | 4.3124-.10* | 2.04735-10* | 2.346499.107
Elméleti hiba | 0.474 | 0.0474 0.00474 0.000474

Az elméleti hiba szadmolasa 0.95 megbizhatosag esetén:

0<

1 IR - 1 1
< <1 miatt D <1, P(In-M@)<e)2l-——5=095=¢g=,|—— .
2] (52”) (In—-M@m)<e) Ve C0SN

(Megjegyezziik, hogy a Diszkrét eloszlasti valoszinliségi valtozok 15) feladata alapjan

1

2
b (§2+1

) S% is teljesiil, tehat az elméleti hibat a felirtakhoz képest megfelezhetjiik.)
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9
a) function elofvl (szimszam, la)

format long

Jjo=0;

f=exp (-la* (sqrt(1/0.5-1)))

for i=l:1:szimszam
vel=rand (1) ;
velexp=log(l-vel)/ (-1la);
y=1/ (velexp”2+1) ;
if y<0.5

jo=jo+1;

end

end

relgyak=jo/szimszam

kul=abs (relgyak-1f)

A pontos valdsziniisé¢g:0.13533528-

A szimulacioval kapott eredmények:
N 100 10000 1000000 10000000
Rel.gyak. 0.1300 | 0.13500 0.1352204 0.13531015
Eltérés 0.0053 | 0.0003352832 | 0.000114883 | 0.00002513
Elméleti hiba | 0.223 | 0.0223 0.00223 0.000223

k 1 1 1
P —-p|>e) < = ¢ = = .
( " pl=z¢) ine? a,ezért ¢ Tara 2dna
b) function atlagl (szimszam, la)

format long

osszeg=0;

for i=1:1:szimszam
vel=rand (1) ;
velexp=log(l-vel)/ (-1la);
y=1/(velexp"2+1) ;
Oosszeg=o0sszegty;
end

atlag=osszeg/szimszam

Mivel [n|<1, ezért D?(n)<1, tehit P(n-ml<e)>1

1 . i
-—5=1-a teljesil. Igy
né

&= .
Jna
N 100 10000 1000000 | 100000000
Atlag 0.8113 | 0.79404 | 0.79827 | 0.79806096
Elméleti hiba | 0.447 | 0.0447 | 0.00447 | 0.000447

10) & lehetséges értékei 1,2,3,4,5,6. P(§=1)=i()=1079, de

valoszinliség szamolasa nem ilyen egyszeri. Mivel P(‘—— P
n

61
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a tobbi értékhez tartozo

6

> 1y pl-p _10°

1000 I 2 4n
ne( )

1000
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11)
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ezért n=5-10°
meghatarozhatok. Elvégezve a szimulaciokat az alabbi értékeket kaptuk:

szimulacioval a P(& =i) valoszinliségek 0.001-nél kisebb hibaval

1 2 3 4 5 6
0.0000004 | 0.0002644 | 0.018476 | 0.2031872 | 0.5063696 | 0.2717024

i
P =0

Igy ezred pontossaggal a valészintiségek rendre 0, 0, 0.018, 0.203, 0.506, 0.272.
A varhato értéket az atlaggal becsiilve azt kapjuk, hogy 5.0307684. Mivel 1<& <6, igy
2 D? .
D*(&)< 75 , P(|§ - m| >2¢g)< ﬁ miatt &<5-107. Igy szdzad pontossiggal a varhato
ne
érték 5.03. Leggyakrabban 5 féle szamot guritunk.

function eloszfv(szimszam)
format long
z=0:0.1:1
v=z.*z*pi/4;
x=1.1:0.1:1.4;
y=sqgrt (x.*x-1)+(pi/4-atan(sgrt(x.*x-1))) .* (x.*x);
x=[z,x];
y=[v,y]
figure (1)
hold on
plot (x,y,'rc")
jo=zeros (1,15);
for j=1:1:15
for i=l:1:szimszam
vli=rand (1) ;
v2=rand (1) ;
1if v1i*v1+v2*v2<x (F) *x(7)
jo(1l,3)=jo(1,3)+1;
end
end
end
relgyak=jo/szimszam
figure (1)
hold on
plot (x,relgyak, "*")
kul=abs (relgyak-y)
m=max (kul)
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.3 P
02— ///,(//
Az eloszlasfiiggvény és kozelitése relativ gyakorisagokkal 100000 szimulacio esetén
(maximalis eltérés: 6.8-107*).
N=100 N=10000 N=1000000 N=100000000
Max eltérés 0.07515 0.006245 9.7¢-004 6.6e-005
Elméleti hiba 0.223 0.0223 0.00223 0.000223
12)

function integralszim(szimszam)

format long

Jjo=0;

for i=1:1:szimszam

vell=rand(1l)+1;
vel2=rand (1) ;

if vel2<exp(-1/vell”2)

jo=jo+1;

end
end

int=jo/szimszam

50000 szimulacié mellett legfeljebb 0.01 hibat, 5000000 szimulacié mellett 0.001 hibat,
500000000 szimulacio mellett 0.0001 hibat kapunk legfeljebb 0.95 valdsziniiséggel.

N

50000 | 5000000

500000000

Rel. gyak

0.6187 | 0.6187366

0.618635684

Igy ezred pontossaggal az integral értéke 0.619.

13) Ha & egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozo [1,2], akkor M (e & )=
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A nagy szamok torvénye szerint, ha vesziink N fliggetlen egyenletes eloszlasu valoszinliségi
1

valtozo az e ©  fiiggvénybe behelyettesitve, akkor a kapott értékek atlaga
1
=

1 1 1
2 T2 2

_ 2
M(e &)= j e ¥ -1dx koril ingadozik. e’ <e ¢ <, igy D%*(e £)<0.042, igy
1

— - D? . . .
P(‘n—M(n)‘<g)2l——(?) miatt 0.001 -nél kisebb hiba érhetd el N =840000
ne

szimulacioval.

function intszim(szimszam)
format long
osszeg=0;
for i=1:1:szimszam
vel=rand(1l)+1;
y=exp (-1/vel”"2);
Oosszeg=o0sszegty;
end
int=osszeg/szimszam

840000 szimulaciot futtatva az eredmény 0.618703528320126, ezredpontossaggal 0.619.
Megszazszorozva a szimulaciok szamat a hiba nagysagrendje eggyel javul. Ekkor a kapott
eredmény: 0.618627847683454, 4 tizedes jeggyel 0.6186.

14) 7 érteke az egység sugaru kor teriilete. Generaljunk [-1,1]-en két véletlen szamot és nézziik
meg, hogy a nekik megfeleltetett pont a koron beliil vagy kiviil helyezkedik el.

function kor (szimszam)

format long

Jjo=0;

for i=l:1:szimszam
vell=2*rand(1l)-1;
vel2=2*rand(1l)-1;
if vell”2+vel2”2<1

jo=jo+1;

end

end
relgyak=jo/szimszam
pi=4*relgyak

N =10% szimulacié mellett a kapott eredmény 3.1417688 (ezred pontossag biztositott).

2 x? 2 x? 2 x?
1 -5 1 -5 1 =5 1
15) ¢(2)= |—=—¢ 2dx=05+|—e 2dx=0.5+2|——e 2 -—dx. Ez utobbi integralt egy
'[O\/ 2r ‘([ N2 0 2 2
[0,2] intervallumon egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozo transzformaltja varhato
1 (1= —1/4

értékének felfogva D? £4~2— 2 <0.008, igy a Csebisev egyenldtlenség szerint
T

N =160000 szimulacioval 1/1000 pontossag biztosithato.
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function fi(szimszam, x)

format long

osszeg=0;

for i=1l:1:szimszam
vel=x*rand(1l) ;
y=x*sqrt (1/ (2*pi)) *exp (-vel*vel/2);
0sszeg=0sszeg+y;

end

atlag=osszeg/szimszam;

fi=0.5+atlag

A kapott értékek:

x=1 x=2 X=3

Szimulaciods értékek | 0.841295451718926 | 0.976724523097888 | 0.998818154378280
N=160000 esetén
Szimulaciods értékek | 0.841334113630384 | 0.977391390506006 | 0.998593869942944
N=16000000 esetén
Tablazatbeli értékek | 0.8413 0.9772 0.9987
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Centralis hatareloszlas tétel

Feladatok

1

Legyenek &,,...,¢&, fliggetlen [0,1] egyenletes eloszlasu valoszinliségi valtozok, és képezziik

n

& —n-05
1

az n,= = valoszinliségi valtozokat. Szimulaciéval hatarozza meg 7,

eloszlasfiiggvényének értékét a -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 pontokban n=2, 3, 4, 10, 20, 30 esetén.
Hasonlitsa 6ssze a kapott értékeket a ¢(-3), ....,¢(3) értékekkel N =10000 szimulacio esetén!

Legyenek & ,...,&, fliggetlen A=1 paraméterli exponencidlis eloszlastu valdsziniiségi
g —n-l
1

Vn

meg 17, eloszlasfiiggvényének értékét a -3,-2,-1,0,1,2,3 pontokban n=2,3,4,10,20,30 esetén.
Hasonlitsa 6ssze a kapott értékeket a ¢(-3), ....,¢(3) értékekkel N =10000 szimulacio esetén!

n

valtozok, és képezziik az n, == valoszinliségi valtozokat. Szimulacioval hatdrozza

100-szor elguritunk egy szabalyos kockat.

a) Adja meg kozelitleg annak az esélyét, hogy a guritdsok Osszege legalabb 330, de
kevesebb, mint 365!

b) Legalabb mennyi a dobasok dsszege 0.99 valoszinliséggel?

c) Mekkora értéket kap, ha az a) pontbeli valoszintiséget szimulacidval szamolja ki?

A szamlak végosszegét fizetéskor O-ra vagy 5-re kerekitik. Egy fizetésnél a kerekités
hibajaként a pénztarban kialakuld tobblet olyan valdsziniiségi valtozd, amelynek értékei -2,-
1,0,1,2, és minden érték egyforma valoszintiséggel fordul eld. Egy napon 500 fizetés tortént
egy kasszaban. Az egyes szamlak végzidései egymastol fliggetlen valoszintiségi valtozok.

a) Adjunk olyan intervallumot, amibe a felhalmozodott tobblet 0.99 valoszintiséggel
beleesik!
b) Mennyi az esélye, hogy a kialakul6 hidny nagysaga tobb 100 Ft-nal?

1000-szer feldobunk egy szabalyos érmét.

a) Mennyi a valdszinlisége, hogy a dobott fejek szama 450 és 550 kozé esik?

b) Adjunk olyan 500-ra szimmetrikus intervallumot, amibe a dobott fejek szdma 0.9
valdszintiséggel beleesik!

c) Hatarozza meg kozelitéleg a P(& = 500) valoszintiséget!

Egy rendel6ben iddpontot adnak a vizsgalatra. Egy napon 120 ember kap iddpontot. Minden
idéponttal rendelkezd6 ember 0.8 valoszinliséggel jelenik meg a rendelésen, és 0.2
valoszinliséggel marad tavol a tobbi embertdl fiiggetlendil.

a) Legfeljebb hany ember jelenik meg a rendelésen 0.95 valoszintiséggel?
b) Hany embernek adhatnak idépontot, ha azt szeretnék, hogy a megjelendk szama 0.95
valoszintiséggel legfeljebb 120 legyen?
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7) Egy iizletben a zsemlékhez zacskokat raknak ki. Egy zacskoba 1,2,3,4,5 zsemle keriilhet,
annak a valosziniisége, hogy egy darab kertil 0.25, hogy 2 darab keriil 0.2, hogy 3 darab kertil
0.2, hogy 4 darab kertiil 0.1 és hogy 5 darab kertil 0.25.

a) Mennyi az esélye, hogy a 400 zacskoba Gsszesen 1100-nal kevesebb zsemle kertil?
b) Hany zacskot helyezzenek ki, ha azt szeretnék, hogy 1200 zsemle szamara 0.99
valdszinliséggel elegendo legyen?

8) Egy szinhazban két oldalon van ruhatdr. Mindegyiket a vendégek 0.5 valoszinliséggel
valasztjak a tobbi vendégtdl fiiggetlentiil. A szinhaz 500 férdhelyes.

a) Hany fogas legyen mindkét oldalon, hogy 0.99 valosziniiséggel elég legyen, vagyis el
tudjak helyezni a vendégek a kabatjukat azon az oldalon, amelyiket valasztottak?

b) Hany fogas legyen mindkét oldalon, ha a ruhatarba kettesével viszik a kabatokat a
vendégek?

9) Egy idbészakban a miszaki okok miatti leallasok szama Poisson eloszlasu valdsziniiségi
valtozd A =500 paraméterrel. Legfeljebb hany ledllas lesz az iddszakban 0.98 valo-
szinliséggel?

10) Egy izz6 élettartama exponencialis eloszlasu valdsziniiségi valtozo 1000 ora varhato értékkel.

a) Adjunk olyan, a varhato értékre szimmetrikus intervallumot, amibe egy izz6 élettartama
0.75 valoszintiséggel beleesik!

b) Adjunk olyan, 1000 o6rara szimmetrikus intervallumot, amibe 100 izz6 élettartamanak
atlaga 0.75 valosziniiséggel beleesik!

11) 1000-szer elguritunk egy szabalyos kockat.

a) Mennyi a valoszinlisége, hogy a hatos guritasok relativ gyakorisaga a hatos valoszinliségét
0.02-nél kisebb hibaval kozeliti?

b) Legfeljebb mekkora hibaval kozeliti a hatos guritasok relativ gyakorisaga a hatos guritas
valdszinliségét 0.95 valosziniiséggel?

c) Hanyszor guritsuk el a szabalyos kockat, hogy a hatos guritdsok relativ gyakorisaga a
hatos guritas valosziniiségét 0.01-nél kisebb hibaval kozelitse 0.99 valoszintiséggel?

12) A jatékelméletben gyakran felmeriilo feladat a kovetkezd. Csoportjatékot jatszanak, mindenki
donthet, hogy 1 vagy 10 Ft-ra palyazik-e. Amennyiben a 10 Ft-ra palyazok aranya eléri vagy
meghaladja a csoportlétszam 20%-at, akkor senki nem kap semmit, amennyiben 20% alatt
marad, akkor mindenki megkapja az altala megpalyazott 6sszeget. A csoport tagjai egymastol
fiiggetleniil dontenek, méghozzad oly modon, hogy véletlenre bizzdk magukat. Egymastol
fiiggetleniil p valoszinliséggel palyazik mindenki 10 Ft-ra és 1— p valdsziniiséggel 1 Ft-ra.
Mekkora legyen p értéke, ha azt szeretnék, hogy 0.99 valdszintiséggel mindenki megkapja az

altala palyazott osszeget és a csoport létszama 10000 f6? ( Minden egyes ember érdeke az,
hogy 6 10 Ft-ra palyazzon, de kozos érdek az, hogy ne legyen tul sok 10 Ft-ra palyazo egyén,
mert akkor senki nem kap semmit.)

13) Egy 4 esemény ismeretlen valosziniiségét szeretnénk kozeliteni a relativ gyakorisaggal.
Legalabb hanyszor végezziik el a kisérletet, hogy a relativ gyakorisag 0.01-nél kisebb hibaval

kozelitse az ismeretlen valoszintiséget 0.95 valdsziniliséggel?

14) Szamolja Gjra a valoszinliségekre vonatkoz6 hibabecsléseket az el6z6 fejezet feladatainal a
centralis hatareloszlas tétel segitségével!
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15) Szamolja Gjra a varhat6 értékekre vonatkozo hibabecsléseket az el6z6 fejezet feladatainal a
centralis hatareloszlas tétel segitségével!

Megoldasok
1)

function cht (n,szimszam)

format long

gyakorisag=zeros(1l,7)

for k=1:1:7

for i=1l:1:szimszam
osszeg=0;
for j=1:1:n
veletlenszam=rand (1) ;
osszeg=osszegt+veletlenszam;
end
centralt=(osszeg-n*0.5) /sqgrt (n/12);
if centralt<k-4

gyakorisag(l, k)=gyakorisag(l,k)+1;

end

end

end

relgyak=gyakorisag/szimszam

A kapott relativ gyakorisagok:

2)

© Mihalykéné Orbén Eva

x=-3 x=-2 x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3

n=2 |0 0.0163 0.1694 0.5024 0.8238 0.9818 1

n=3 0 0.0202 0.1684 0.5025 0.8373 0.9800 1

n=4 | 0.0002 0.0209 0.1685 0.4978 0.8349 0.9759 0.9998
n=10 | 0.0009 0.0203 0.1598 0.5044 0.8421 0.9793 0.9991
n=20 | 0.0016 0.0254 0.1639 0.5039 0.8416 0.9763 0.9991
n=30 | 0.0010 0.0212 0.1599 0.5060 0.8344 0.9767 0.9990
#(x) | 0.0013 0.0228 0.1577 0.5 0.8413 0.9772 0.9987

function chtexp(n,szimszam)
format long
gyakorisag=zeros(1l,7)
for k=1:1:7
for i=1l:1:szimszam
osszeg=0;
for j=1:1:n
veletlenszam=-log(l-rand(l));
osszeg=osszegtveletlenszam;
end
centralt=(osszeg-n) /sqrt(n);
if centralt<k-4
gyakorisag(l, k)=gyakorisag(l,k)+1;
end
end
end
relgyak=gyakorisag/szimszam

© www.tankonyvtar.hu




116

Valdszinliségszamitas példatar mérnék informatikus szakos hallgatoknak

A kapott relativ gyakorisagok:

x=-3 x=-2 x=-1 x=0 x=1 x=2 x=3

n=2 |0 0 0.1160 0.5935 0.8591 0.9551 0.9879
n=3 0 0 0.1367 0.5797 0.8536 0.9546 0.9886
n=4 |0 0.0202 0.1684 0.5025 0.8373 0.9800 1

n=101| 0 0.0051 0.1502 0.5442 0.8452 0.9630 0.9939
n=20 1|0 0.0110 0.1544 0.5240 0.8435 0.9675 0.9958
n=30 | 0.0004 0.0116 0.1537 0.5237 0.8440 0.9703 0.9968
#(x) | 0.0013 0.0228 0.1577 0.5 0.8413 0.9772 0.9987

3)
a) Jelolje &, az i-edik dobast (i=1,2,3,...,100). £, minden i esetén ugyanolyan (diszkrét
egyenletes) eloszlasti valosziniiségi valtozé M(&,)=3.5=m varhatd értékkel és
D(&,)=1.708 =0 szorassal.

100 100

A szaz dobas 6sszege n = .. P(330< . <365)=F, (365)—F, (330).
gen =Y & . P(330<) & <365) %( ) ié( )

%
z S; —nm
. = —-100-3.5
Mivel P(-2——— rT I
on J100-1.708
eloszlasfiiggvényét normalis eloszlasfiiggvénnyel kozelitjiik és a normalis eloszlas varhato
érteke pont az Osszeg varhatod értéke, azaz 350, szordsa pedig az Osszeg szérasa, azaz

i=1 i=1 i=1

<x) > ¢9(x), ezért Fm({§ (x) = ¢( ), vagyis az 0Osszeg
Y¢

+/100-1.708 =17.08. Tehat
100
365-350 330-350
P(330< .<365)=F, (365)—F, (330)~ - =
( 25 )= Py, G65) = Fg, G300 ~$(T 70~ 70
#(0.88)—¢(—1.17) =0.8106 -1+ 0.8790 = 0.6896 =~ 0.69 .
&, x—350 x—350
b =7, P ,2x)=0.95,1-F x)=0.95,1- =0.95, =0.05
) x (gs ) 5 () #(og ) P og)
x—350 . , , . .
703 =-1.645, x=321.9, mivel egész szamot keresiink, ezért x = 322.

function osszeg(szimszam)
Jjo=0;
for i=1:1:szimszam
osszeg=0;
for 3=1:1:100
vel=rand (1) ;
dobas=floor (6*vel+l);
osszeg=osszegtdobas;
end
if osszeg<365&o0sszeg>=330
jo=jo+1;
end
end
relgyak=jo/szimszam

N =10° szimulacié eredményeként 0.6866 értéket kaptam.
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4)

5)

a)

b)

b)

&, azi-edik fizetésnél a kasszaban kialakulo tobblet.

1 1 1 1 1 4+1+0+1+4
MEH)=—2-—-1=+0-=+1-—=+2-—=0, D(&,)=,[———=~2.
(E)==2 5 —Lg+0 41420020, D(E) = = v

500
Az 500 fizetésnél kialakul6 tobblet Z &, . A centralis hatareloszlas tétel értelmében ez jo
i=1
kozelitéssel normalis eloszlast valoszintiségi valtozo 500-0 =0 varhato értékkel és
V500 -4/2 =4/1000 széréssal. A ko szabaly értelmében egy normalis eloszlasu
valdszinliségi valtozo a varhato értékének ko sugaru kdrnyezetébe esik 2¢(k) —1
valoszinliséggel. 2¢(k) —1=0.99 = k =2.58, tehat

(—2.58-4/1000,2.58 - 4/1000) = (—81.58,81.58) = (—82,82) a keresett intervallum.

ey ~100-0
P> & <—100) = Fyy (~100) = p(———) =1— ¢(/10) =1-0.9992 = 0.0008
zl Y, 1000

i=1

& jeldlje a dobott fejek szamat! & binomialis eloszlast valosziniiségi valtozo n=1000,
p =0.5 paraméterekkel. Mivel & 1000 darab fliggetlen karakterisztikus eloszlast
valosziniiségi valtozo Osszege, ezért az eloszlasa jo kozelitéssel normalis eloszlas

1000-0.5 =500 varhato értékkel, és 1/1000-%-% =15.81 szorassal.

P(450 < & < 550) = F(550)— F(450) ~ ¢(5 5105_851 00) - ¢(45105_851 00) =2¢(3.16)—1=

=0.9984~ 0.998 .

(500-1.645-15.81,500 +1.645-15.81) = (474, 526).

P(E =500) = P(500 < & < 501) = ¢(%) — $(0) = ¢(0.06) — 0.5 =

=0.5239-0.5=0.0239~0.024

Masik at: P(& =500) = P(500 < & < 501) = F(501) — F(500) = F (a)(501-500) = f(a)
ahol

"a" egy kozbiilsé hely az (500,501) intervallumban. Ha « =505, akkor

_(500.5-500)°

1 >
£(500.5) =me 15817 =0.0252209 ~ 0.025. A pontos valoszintiség (Matlab
rr-15.
1000 1000
program-csomaggal szamolva) éppen [500 J[EJ =0.025225018, ami ot tizedes

jegyig egyezik a stirliségfiiggvény segitségével szamolt kozelito értékkel.

6) Jelolje & azon idéponttal rendelkezd paciensek szamat, akik megjelennek a rendelésen. &

binomialis eloszlasu valoszinliségi valtozo n=120, p=0.8 paraméterekkel.

a)

FoPREED=0 R ¢(1/n)lc?;1n—pp)) ) ¢(x4_3986) :
P(E<x)= F,(x+&) ~ gy = 0.95, x_986 =1.645, x=103.2,x =103

4.38
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7)

8)

9) & aleallasok szama, F(x) = ¢(—=), x=7?, P(£ <x)=0.98, ¢(

b)

b)

b)

X =

&, jelolje a megjelendk szamat n darab idéponttal rendelkez6 ember esetén. &,
binomialis eloszlasu valosziniiségi valtozé n-0.8 varhato értékkel és

Jn-08-02 =0.4-yn szorassal.

120-0.8-n 120-0.8-n

P&, <120)=0.95, ¢( )=095, 2" 1645, n=140.
0.4-/n 0.4-/n

2 3 4 5
025 02 02 0.1 025)

&, azi-edik zacskoba keriil6 zsemlék szama. &, eloszlasa (

400
M(£)=29, D()=1514. M(D &£)=400-2.9=1160,
i=1
400

D()_&)=+/400-1.514=30.28.
i=1

el 11001160
P - <1100) = Fp, (1100) » p(————) = ¢(~1.98) =1-0.9761=0.024 .
(IZ::,& ) EF'( ) = ¢( 3008 ) =¢( )

n=? P() & 21200)=0.99
i=1

1-F, . (x)=0.99, 1—¢(

osszeg

1200 1-2. —n-2.
1200=1-29)_ g9 1200129 _ ;55 Ji =2095. n
1.514/n 1.514n

=439.1, n=440.

¢ legyen a jobb oldali ruhatarat valasztok szama. £ binomialis eloszlasu valosziniségi
valtozd n =500 és p=0.5 paraméterekkel. A centralis hatareloszlas-tétel értelmében &
jo kozelitéssel normalis eloszlast valdszintiségi valtozd m =mnp =250 varhato értékkel és
o =4np(1—- p) =11.18 szorassal. Akkor van gond a kabatok elhelyezésével, ha & értéke

tal nagy vagy tul kicsi (ez utdbbi esetben a bal oldali ruhatarban nem lesz elég hely).
Mivel egy N(250,11.18)closzlast  valosziniségi valtozd6 a (221.15,278.84)

intervallumbol veszi fel értékeit 0.99 valoszintiséggel, ezért ha mindkét oldalon 279 fogas
van, akkor 0.99 valoszintiséggel elegendo lesz a nézok szabad ruhatar-valasztasahoz.

&, legyen a jobb oldali ruhatérat valasztok szdma. &, binomialis eloszlast valdsziniiségi
valtozd6 n=250 és p=0.5 paraméterekkel. A centralis hatareloszlas tétel értelmében &
j6 kozelitéssel normalis eloszlast valdszintiségi valtozdo m =np =125 varhato értékkel €s
o =4np(1-p) =7.905 szoérassal. &, tehat (104,61,14539) intervallumbol veszi fel

értekeit 0.99, valdsziniliséggel, tehat 2-145=290 hely biztositdsa mindkét oldalon 0.99
valdsziniséggel elegendo.

x—A x—500
N J500

500+2.06-4/500 =546.06, P(&<546). (Szamitogéppel kiszamolva a pontos

)=0.98,

valoszinliségeket P(€ < 546) =0.9801, P(¢ < 547) = 0.9821.)
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Centralis hatareloszlas tétel 119

10)
a) Legyen & azizzo élettartama.

PA000—x <& <1000+ x)=0.75, F1000 + x)— F(1000 — x)=0.75,

 — @ 00I10004x) _ (1 _ p=00011000-) _ () 75 o1 (,0000x _ o00Lxy _ g 75 0001 _ o)

y —l =2.039,y, =2.447, x=895, y, <0, ami nem lehet. Tehat a keresett intervallum
y

(105,1895).

b) E a 100 db izzo élettartamanak atlaga. E j6 kozelitéssel normalis eloszlastt m =1000,
o= % =100  paraméterekkel. =~ Tehat  P(1000 - £100 < E <1000 + £100) =0.75

amennyiben k =1.15. gy a keresett intervallum (1000 —115,1000 +115) = (885,1115) .

11) Legyen & a guritott hatosok szama. £ binomidlis eloszlasu valoszintiségi valtozé n=1000,

1 . . : -
p =g paraméterekkel. A hatosok relativ gyakorisaga 1 d j6 kozelitéssel normalis eloszlasu

15
e G e
valoszintliségi valtozo m="E — p=l varhato értékkel és o = np(= p) =180 —o0012
n 6 n 1000
szorassal.
& 1 0.02
a) P(=-—<0.02)~2¢(——)—-1=2¢(1.67)—-1=0.90.
) (n P ) ¢(0'012) ¢(1.67)
& 1 £ £
b) P(=-—<e)=2 -1=0.95, =196, £ =0.0235.
) (‘n 6 ) ¢(0.012) 0.012

c) &, nguritas esetén a dobott hatosok szdma. &, binomidlis eloszlast valosziniliségi valtozo

nés p =g paraméterekkel, igy == jo kozelitéssel normalis eloszlast valoszinliségi val-
n

tozd m=l és o= p=p) _0.373 paraméterekkel.
6 n Jn
p(i_l‘<o.ol)zz¢ OO |y 2099, 2058, Vi =9623, n=9261.
no 6 (o.m} (0.373J
Jn Jn

12) £ a 10 Ft-ra palyazok szama. & binomialis eloszlasi n»=10000, és az ismeretlen p
paraméterekkel. A centralis hatareloszlas tétel értelmében & jo kozelitéssel normalis eloszlasu

valészintiségi valtozd m=10000p és & =4,/10000p(1 - p) =100/ p(1 - p) paraméterekkel.
p=2?, P(£<2000)=0.99 .

F,(2000)=0.99, Fy (x) ~ (120000 10000p 52000~ 10000p

, )=0.99,
100/ p(1 - p) 100\ p(1 - p)

2000-10000p

=232,
1004/ p(1 - p)
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120 Valdszinliségszamitas példatar mérnék informatikus szakos hallgatoknak

2021907 _ 5 35, 20-100p = 2.32p(i=p), p=0.191.

Np(l=p)

n

13) &, az 4 esemény gyakorisdga n kisérlet esetén, 5—” pedig a relativ gyakorisdga. — jo
n n

1—
kozelitéssel normalis eloszlasu valdszinliségi valtozd m =P p=P(A) é o= r=p)
n n
1
paraméterekkel. o< , ezért P(g—” —-pl<e)= 2¢(£) -1 2¢(28\/;) -1.
2\n n o
P(g—”—p <0.01)>0.95, 2¢(2-0.01/n)—1=0.95, 2-0.01Wn =1.96, 1n=9600.
n

<€) >2¢(2e/n) —1 formulét ismeretlen p valészintisége esetére!

14) Alkalmazza a P(‘E - p
n

sxln
D(S)
D(&) ismeretlen, akkor helyette annak felsd becslését hasznalja!

)—1 kozelité formulat! Abban az esetben, ha

15) Alkalmazza a P(‘E - M(f)‘ <&)~26(
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