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Bevezet6 kérdések

@ Egy osztalykirandulason bizonyos lanyok ki nem allhatjak
egymast. Hany elegendden nagy szobaban lehet 8ket Ggy
elhelyezni, hogy haragosok ne keriiljenek egy szobaba?
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Bevezet6 kérdések

@ Egy osztalykirandulason bizonyos lanyok ki nem allhatjak
egymast. Hany elegendden nagy szobaban lehet 8ket Ggy
elhelyezni, hogy haragosok ne keriiljenek egy szobaba?

@ Noénak hany 6riasi barkara volt sziksége, ha nem akarta,
hogy valamelyik allat felfaljon egy masikat?
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Bevezet6 kérdések

@ Egy osztalykirandulason bizonyos lanyok ki nem allhatjak
egymast. Hany elegendden nagy szobaban lehet 8ket Ggy
elhelyezni, hogy haragosok ne keriiljenek egy szobaba?

@ Noénak hany 6riasi barkara volt sziksége, ha nem akarta,
hogy valamelyik allat felfaljon egy masikat?

@ Arendezd véaros az olimpia minden eseményét kdzvetiti a
vilag televizids tarsasagai felé. Hany vonalat kell kiépiteni, ha
egyik eseményrdl sem maradhat le?
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Bevezet6 kérdések

@ Az egyetemi kurzusok jellemzéi pl. az id6tartam, az oktaté
személye valamint az, hogy mely szakoknak sz6l. A hallgatok
latogatasa kivanatos, ezért minden hallgato6 részt szeretne
venni minden érgjan. Ha mindegyik kurzus 1 éras, valamint
egy teremben egy napon 12 6ra tarthaté, akkor
megtervezhetb-e az 6rarend 4 napra, 6 teremben?
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Bevezet6 kérdések

Az els6 harom feladat k6z6s modelljét kapjuk, ha az objektumok -
lanyok, megmentendd allatok, sportesemények - parjait rendre
0sszekotjik, ha - haragban vannak, egyik veszélyes a masikra,
iddintervallumaik metszék - egyébként pedig nem kotjiik dket
Ossze.

A modell a graf, az objektumokat cstcsoknak vagy pontoknak, az
Ossszekotéseket éleknek nevezzik.

A feladatokban kdzds, hogy a cslcsokat néhany olyan részre
kellene particionalnunk, mely részekbe esd csucsok kézott nem
megy él.
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Bevezet6 kérdések

A negyedik feladatban ha grafot vezetiink be, vajon mik legyenek a
csucsok?

Az 6rarendben elhelyezett kurzusok? Hogyan definialjuk az
éleket?

Jelentsen az él konfliktust, Utkdzést ugy, mint a tdbbi feladatnal!
Egy terembe, egy adott érdban nem rakunk két kurzust, erre nem
kell vigyazni! Az jelent konfliktust, ha vagy az oktaténak, vagy a
hallgaténak egyidében lenne két kurzusa! Késsiik 6ssze minden
oktatéra a kurzusainak périjait!

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Bevezet6 kérdések

A negyedik feladatban ha grafot vezetiink be, vajon mik legyenek a
csucsok?

Az 6rarendben elhelyezett kurzusok? Hogyan definialjuk az
éleket?

Jelentsen az él konfliktust, Utkdzést ugy, mint a tdbbi feladatnal!
Egy terembe, egy adott érdban nem rakunk két kurzust, erre nem
kell vigyazni! Az jelent konfliktust, ha vagy az oktaténak, vagy a
hallgaténak egyidében lenne két kurzusa! Kdsslik 6ssze minden
oktatéra a kurzusainak périjait!

Kdssik 6ssze minden szaknak (tanuldcsoportnak) szé1é kurzusok
parjait!

Vajon a kurzusok beoszthaték-e a 48 éras munkahét éraiba
Utkdzésmentesen ugy, hogy minden egyes 6raban legfeljebb 6
kurzus lehet?
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Alapvetd fogalmak SHES

Grafok

Definicio

G = (V, E) egy graf, melyben V = V(G) a csticsok halmaza,

E = E(G) az élek halmaza.

Egy élt a V két eleme hatdaroz meg, Oket kéti 6ssze.

Ha minden e = {u, v} € E esetén az u és a v kiilbnb6zik egymastal,
akkor hurokeélt nem tartalmaz a G gréaf.

Ha egyetlen {u, v} él van, akkor t6bbszdrés vagy parhuzamos éleket
sem tartalmaz G.

Ha egyik sem fordul el6 a G egy egyszer(, iranyitatlan graf.

Graf alatt - ha mast nem mondunk - egyszer(i grafot értiink.
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Alapvetd fogalmak SHES

Grafok

Definicié

G = (V, E) egy graf, melyben V = V(G) a csticsok halmaza,

E = E(G) az élek halmaza.

Egy élt a V két eleme hatdaroz meg, Oket kéti 6ssze.

Ha minden e = {u, v} € E esetén az u és a v kiilbnb6zik egymastal,
akkor hurokélt nem tartalmaz a G graf.

Ha egyetlen {u, v} él van, akkor t6bbszdrés vagy parhuzamos éleket
sem tartalmaz G.

Ha egyik sem fordul el6 a G egy egyszer(, iranyitatlan graf.

Graf alatt - ha mast nem mondunk - egyszeri grafot értlink.

A D = (V,A) gréf iranyitott, ha az A elemei a V bizonyos rendezett
parjaibdl allnak.
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Alapvetd fogalmak SHES

Grafok

Definicié

G = (V, E) egy graf, melyben V = V(G) a csticsok halmaza,

E = E(G) az élek halmaza.

Egy élt a V két eleme hatdaroz meg, Oket kéti 6ssze.

Ha minden e = {u, v} € E esetén az u és a v kiilbnb6zik egymastal,
akkor hurokélt nem tartalmaz a G graf.

Ha egyetlen {u, v} él van, akkor t6bbszdrés vagy parhuzamos éleket
sem tartalmaz G.

Ha egyik sem fordul el6 a G egy egyszer(, iranyitatlan graf.

Graf alatt - ha mast nem mondunk - egyszeri grafot értlink.

A D = (V,A) gréf iranyitott, ha az A elemei a V bizonyos rendezett
parjaibdl allnak.

Bizonyos megmentett vadon é16 allatok k6zott a taplalkozasi lanc
természetes iranyitast ad.
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Alapvetd fogalmak el

Részgrafok

Definici6
AG = (V',E") gréfa G = (V, E) gréf részgréfja, ha V' C V,
E’ C E és az E’ minden elemének mindkét végpontja V’-beli.
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Alapvetd fogalmak SHES

Részgrafok

Definicio

AG = (V',E") graf a G = (V, E) gréaf részgrafja, ha V' C V,
E’ C E és az E’ minden elemének mindkét végpontja V'-beli.
AG = (V',E") grafa G = (V, E) gréf feszitett részgréfja, ha
V/CVésE CE,valamintu',v' e V',e ={Uu’,V'} € E esetén
e € E’ is teljestil.
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Alapvetd fogalmak SHES

Részgrafok

Definicio

AG = (V',E") graf a G = (V, E) gréaf részgrafja, ha V' C V,
E’ C E és az E’ minden elemének mindkét végpontja V'-beli.
AG = (V',E") grafa G = (V, E) gréf feszitett részgréfja, ha
V/CVésE CE,valamintu',v' e V',e ={Uu’,V'} € E esetén
e € E’ is teljestil.

Egy grafbdl egy részgrafjat megkaphatjuk csucsok - és a hozzajuk
illeszkedd élek -, valamint esetleg tovabbi élek térlésével.
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Alapvetd fogalmak SHES

Részgrafok

Definicio

AG = (V',E") graf a G = (V, E) gréaf részgrafja, ha V' C V,
E’ C E és az E’ minden elemének mindkét végpontja V'-beli.
AG = (V',E") grafa G = (V, E) gréf feszitett részgréfja, ha
V/CVésE CE,valamintu',v' e V',e ={Uu’,V'} € E esetén
e € E’ is teljestil.

Egy grafbdl egy részgrafjat megkaphatjuk csucsok - és a hozzajuk
illeszkedd élek -, valamint esetleg tovabbi élek térlésével.
Egy feszitett részgrafot el6 tudunk allitani csak cslcsok térlésével.
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Alapvetd fogalmak SHES

Részgrafok

Definicio

AG = (V',E") graf a G = (V, E) gréaf részgrafja, ha V' C V,
E’ C E és az E’ minden elemének mindkét végpontja V'-beli.
AG = (V',E") grafa G = (V, E) gréf feszitett részgréfja, ha
V/CVésE CE,valamintu',v' e V',e ={Uu’,V'} € E esetén
e € E’ is teljestil.

Egy grafbdl egy részgrafjat megkaphatjuk csucsok - és a hozzajuk
illeszkedd élek -, valamint esetleg tovabbi élek térlésével.

Egy feszitett részgrafot el6 tudunk allitani csak cslcsok térlésével.
Ha a grafbdl csak éleket torlink, akkor minden csucs megmarad,
az ilyen médon kapott részgrafokat néha megkuiilénbéztetjik
(spanning graph).
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Alapvetd fogalmak SHES

Flggetlen ponthalmazok, klikkek

AG komplementer grafban {u, v} pontosan akkor él, ha {u, v} a
G-ben nem él.
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Alapvetd fogalmak SHES

Flggetlen ponthalmazok, klikkek

Definicié

AG komplementer grafban {u, v} pontosan akkor él, ha {u, v} a
G-ben nem él.

A G graf G’ feszitett részgréfja teljes részgraf a G-ben, ha G’-ben
barmely két cstcs dssze van kétve.
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Alapvetd fogalmak SHES

Flggetlen ponthalmazok, klikkek

Definicié

AG komplementer grafban {u, v} pontosan akkor él, ha {u, v} a
G-ben nem él.

A G graf G’ feszitett részgréfja teljes részgraf a G-ben, ha G’-ben
barmely két cstcs dssze van kétve.

A G graf G’ részgrafja fliggetlen, stabil vagy Ures részgraf a G-ben,
ha G’-ben nem megy él.
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Alapvetd fogalmak SHES

Flggetlen ponthalmazok, klikkek

Definicié

AG komplementer grafban {u, v} pontosan akkor él, ha {u, v} a
G-ben nem él.

A G graf G’ feszitett részgréfja teljes részgraf a G-ben, ha G’-ben
barmely két cstcs dssze van kétve.

A G graf G’ részgrafja fliggetlen, stabil vagy Ures részgraf a G-ben,
ha G’-ben nem megy él.

A G graf k-részes, ha létezik a cstucsoknak k részre térténé
particioja oly médon, hogy mindegyik rész a G (res részgrafja.
Specialisan a kétrészes grafokat paros kordljarastuaknak
(parosnak) is hivjuk.
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Alapvetd fogalmak SHES

k-szinezés

A G csUcsainak szinezése egy hozzarendelés, minden csucs kap
egy szint (pl. szokas pozitiv egészekkel is szinezni).
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

k-szinezés

A G csUcsainak szinezése egy hozzarendelés, minden csucs kap
egy szint (pl. szokas pozitiv egészekkel is szinezni).

Definici6

G csucsainak egy szinezése j6, ha mindegyik él két végpontja
mas-mas szint kapott.

G csucsai jol k-szinezhetbk, ha G k-részes, minden rész (ires, igy
1 szinnel szinezheté.

Ha mast nem mondunk altaldban szinezés alatt j6 szinezést
ertink.
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

k-szinezés

A G csUcsainak szinezése egy hozzarendelés, minden csucs kap
egy szint (pl. szokas pozitiv egészekkel is szinezni).

Definici6

G csucsainak egy szinezése j6, ha mindegyik él két végpontja
mas-mas szint kapott.

G csucsai jol k-szinezhetbk, ha G k-részes, minden rész (ires, igy
1 szinnel szinezheté.

Ha mast nem mondunk altaldban szinezés alatt j6 szinezést
ertink.
Egy j6 k-szinezés szinosztalyai stabil részgrafok.
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

k-szinezés

A G csUcsainak szinezése egy hozzarendelés, minden csucs kap
egy szint (pl. szokas pozitiv egészekkel is szinezni).

Definici6

G csucsainak egy szinezése j6, ha mindegyik él két végpontja
mas-mas szint kapott.

G csucsai jol k-szinezhetbk, ha G k-részes, minden rész (ires, igy
1 szinnel szinezheté.

Ha mast nem mondunk altaldban szinezés alatt j6 szinezést
ertink.

Egy j6 k-szinezés szinosztalyai stabil részgrafok.

Egy k-szinezhetd graf I-szinezhetd is, ha | > k.
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

k-szinezés

A G csUcsainak szinezése egy hozzarendelés, minden csucs kap
egy szint (pl. szokas pozitiv egészekkel is szinezni).

Definici6

G csucsainak egy szinezése j6, ha mindegyik él két végpontja
mas-mas szint kapott.

G csucsai jol k-szinezhetbk, ha G k-részes, minden rész (ires, igy
1 szinnel szinezheté.

Ha mast nem mondunk altaldban szinezés alatt j6 szinezést
ertink.

Egy j6 k-szinezés szinosztalyai stabil részgrafok.

Egy k-szinezhetd graf I-szinezhetd is, ha | > k.

Egy k-szinezés nem feltétlentl egyértelmii, még akkor sem, ha a
szinek permutaciéjatol eltekintlnk.
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

Grafparaméterek

Tekintslink - ha mast nem mondunk - véges grafokat, legyen
n=1|V(G)|

Definicié

A G graf G’ részgrafja maximalis teljes részgraf (klikk), ha teljes és
tovabbi cstccsal nem tudjuk bviteni, hogy teljes maradjon.

Egy G’ részgraf maximdlis fliiggetlen, ha nem vehetiink hozza
Ujabb csucsot, amellyel egyiitt is lires lenne.
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Alapvetd fogalmak SHES

Grafparaméterek

Tekintslink - ha mast nem mondunk - véges grafokat, legyen
n=|V(G)I.

Definicié

A G graf G’ részgrafja maximalis teljes részgraf (klikk), ha teljes és
tovabbi cstccsal nem tudjuk bviteni, hogy teljes maradjon.

Egy G’ részgraf maximalis fliggetlen, ha nem vehetiink hozza
Ujabb csucsot, amellyel egyiitt is lires lenne.

Jelélje w(G) a legnagyobb teljes részgraf csticsainak szamat.
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Alapvetd fogalmak SHES

Grafparaméterek

Tekintslink - ha mast nem mondunk - véges grafokat, legyen
n=|V(G)I.

Definicié

A G graf G’ részgrafja maximalis teljes részgraf (klikk), ha teljes és
tovabbi cstccsal nem tudjuk bviteni, hogy teljes maradjon.

Egy G’ részgraf maximdlis fliiggetlen, ha nem vehetiink hozza
Ujabb csucsot, amellyel egyiitt is lires lenne.

Jelélje w(G) a legnagyobb teljes részgraf csticsainak szamat.
Jelélje a(G) a legnagyobb (ires részgraf csticsainak szamat.
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Alapvetd fogalmak SHES

Grafparaméterek

Tekintslink - ha mast nem mondunk - véges grafokat, legyen
n=|V(G)I.

Definicié

A G graf G’ részgrafja maximalis teljes részgraf (klikk), ha teljes és
tovabbi cstccsal nem tudjuk bviteni, hogy teljes maradjon.

Egy G’ részgraf maximdlis fliiggetlen, ha nem vehetiink hozza
Ujabb csucsot, amellyel egyiitt is lires lenne.

Jelélje w(G) a legnagyobb teljes részgraf csticsainak szamat.
Jelélje a(G) a legnagyobb (ires részgraf csticsainak szamat.

Ha G k-részes, akkor w(G) < k < n, valamint ¢ < a(G) teljesiil.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.

x(G') < x(G) ha G a G részgréfja.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.

x(G') < x(G) ha G a G részgréfja.
A G gréfra w(G) < x(G) < n, valamint —= <X(G) teljesdl.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.

x(G') < x(G) ha G a G részgréfja.
A G grafra w(G) < x(G) < n, valamint = < x(G) teljesil.
Ha G-nek van éle y(G) legalabb 2.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.

x(G') < x(G) ha G a G részgréfja.

A G grafra w(G) < x(G) < n, valamint = < x(G) teljesil.
Ha G-nek van éle y(G) legalabb 2.

x(G) = 2 pontosan a paros gréafokra teljesul.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.

x(G') < x(G) ha G a G részgréfja.

A G grafra w(G) < x(G) < n, valamint = < x(G) teljesil.
Ha G-nek van éle y(G) legalabb 2.

x(G) = 2 pontosan a paros gréafokra teljesul.

Kn, az n csucsu teljes graf kromatikus szama n.
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Alapvetd fogalmak SHES

Kromatikus szam

Definicié

Jelélje x(G) azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik a G
csucsainak jo k-szinezése.

Nem létezik tehat j6 (x(G) -1)-szinezése.

x(G) a G gréaf kromatikus szama.

x(G') < x(G) ha G a G részgréfja.

A G grafra w(G) < x(G) < n, valamint = < x(G) teljesil.
Ha G-nek van éle y(G) legalabb 2.

x(G) = 2 pontosan a paros gréafokra teljesul.

Kn, az n csucsu teljes graf kromatikus szama n.

Ha G nem teljes, x(G) kisebb, mint n.
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Alapvetd fogalmak SHES

A kérdések ujra

A haragban 1évé lanyok nem kerliinek egy szobaba, ha létezik a
haragossag grafnak k-szinezése és van legalabb k szoba.
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Alapvetd fogalmak SHES

A kérdések ujra

A haragban 1év6 lanyok nem kerlinek egy szobaba, ha létezik a
haragossag grafnak k-szinezése és van legalabb k szoba.

Ha Noé rendelkezik a vadallatok graf kromatikus szama sok ériasi
barkaval, akkor meg lehet szervezni a mentést ugy, hogy egyik
barkaban se legyen aldozat.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Alapvetd fogalmak SHES

A kérdések ujra

A haragban 1év6 lanyok nem kerlinek egy szobaba, ha létezik a
haragossag grafnak k-szinezése és van legalabb k szoba.

Ha Noé rendelkezik a vadallatok graf kromatikus szama sok ériasi
barkaval, akkor meg lehet szervezni a mentést ugy, hogy egyik
barkaban se legyen aldozat.

Ha az olimpiai események iddintervallumainak metszet grafja
kromatikus szamanal nem kevesebb csatorna mikddik, akkor
minden esemény lathaté lesz valahol.
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Alapvetd fogalmak SHES

A kérdések ujra

A haragban 1év6 lanyok nem kerlinek egy szobaba, ha létezik a
haragossag grafnak k-szinezése és van legalabb k szoba.

Ha Noé rendelkezik a vadallatok graf kromatikus szama sok ériasi
barkaval, akkor meg lehet szervezni a mentést ugy, hogy egyik
barkaban se legyen aldozat.

Ha az olimpiai események iddintervallumainak metszet grafja
kromatikus szamanal nem kevesebb csatorna mikddik, akkor
minden esemény lathaté lesz valahol.

Jegyezzik meg: Ha valahonnan tudjuk, hogy a G graf kromatikus
szama y(G) , akkor még nem all rendelkezésiinkre feltétlendl egy
j6 x(G) szinnel torténd szinezése G-nek!
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Alapvetd fogalmak SHES

A kérdések ujra

A haragban 1év6 lanyok nem kerlinek egy szobaba, ha létezik a
haragossag grafnak k-szinezése és van legalabb k szoba.

Ha Noé rendelkezik a vadallatok graf kromatikus szama sok ériasi
barkaval, akkor meg lehet szervezni a mentést ugy, hogy egyik
barkaban se legyen aldozat.

Ha az olimpiai események iddintervallumainak metszet grafja
kromatikus szamanal nem kevesebb csatorna mikddik, akkor
minden esemény lathaté lesz valahol.

Jegyezzik meg: Ha valahonnan tudjuk, hogy a G graf kromatikus
szama y(G) , akkor még nem all rendelkezésiinkre feltétlendl egy
j6 x(G) szinnel torténd szinezése G-nek!

Megforditva: Ha nem sikerult még talélni k szinnel jé szinezést,
nem biztos, hogy nincs is!
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Alapvetd fogalmak SHES

Nem szinezési kérdés

Az 6rarend készitése nehéz!
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Alapvetd fogalmak SHES

Nem szinezési kérdés

Az 6rarend készitése nehéz!

A negyedik kérdésben adott egy bemenet - a kurzuslista, az
adatokkal - és konkrét, szigoru feltételeket varunk el!

Ha az Utk6zés grafrél tudnank, hogy a kromatikus szama nagyobb
mint 48, akkor nemleges véalaszt kapnank.
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Alapvetd fogalmak SHES

Nem szinezési kérdés

Az 6rarend készitése nehéz!

A negyedik kérdésben adott egy bemenet - a kurzuslista, az
adatokkal - és konkrét, szigoru feltételeket varunk el!

Ha az Utk6zés grafrél tudnank, hogy a kromatikus szama nagyobb
mint 48, akkor nemleges véalaszt kapnank.

Ha azonban a grafot ki lehet szinezni 48, vagy annal kevesebb
szinnel, akkor még figyelembe kell venni azt a plusz kévetelményt
is, hogy egy éréban csak legfeljebb 6 kurzus lehet, mivel csak
ennyi terem van!

Tehét ez a kérdés ebben a formaban nem egyszerl szinezési
feladat.
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Alapvetd fogalmak SHES

Peldak

Feltehetd a kromatikus szam vizsgalata esetén, hogy a graf
Osszefliggo.

Tébb komponensi graf kromatikus szama megegyik a legnagyobb
kromatikus szadmu komponensével, hiszen a kiilénbdz6
komponensek szinezése egymastdl figgetlendl térténhet.
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Alapvetd fogalmak SHES

Peldak

Feltehetd a kromatikus szam vizsgalata esetén, hogy a graf
Osszefliggo.

Tébb komponensi graf kromatikus szama megegyik a legnagyobb
kromatikus szadmu komponensével, hiszen a kiilénbdz6
komponensek szinezése egymastdl figgetlendl térténhet.

A fa grafok kétrészesek, ezért kétszinezhetdek.
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Alapvetd fogalmak SHES

Peldak

Feltehetd a kromatikus szam vizsgalata esetén, hogy a graf
Osszefliggo.

Tébb komponensi graf kromatikus szama megegyik a legnagyobb
kromatikus szadmu komponensével, hiszen a kiilénbdz6
komponensek szinezése egymastdl figgetlendl térténhet.

A fa grafok kétrészesek, ezért kétszinezhetdek.

Egy szinezési mod:
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Alapvetd fogalmak SHES

Peldak

Feltehetd a kromatikus szam vizsgalata esetén, hogy a graf
Osszefliggo.

Tébb komponensi graf kromatikus szama megegyik a legnagyobb
kromatikus szadmu komponensével, hiszen a kiilénbdz6
komponensek szinezése egymastdl figgetlendl térténhet.

A fa grafok kétrészesek, ezért kétszinezhetdek.

Egy szinezési mod:

Vegylk a fa egy tetszdleges v csucsat! Tudjuk, hogy faban
barmely két csucsot 6sszekét pontosan egy ut. A pontok tavolsaga
éppen ennek az egyértelm{ Utnak a hossza (most az éleinek
szama). Szinezzlik a v-t8l paros tavolsagra lévé csucsokat (tehat
v-t is) pirosra, a paratlan tavolsagra esdket kékre. igy minden
csucsot egyértelmiien kiszineztiink. Ez a szinezés egyben meg is
ad egy két részre bontast!
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

Péaros grafok

x(Cp) kettd, ha n paros, harom, ha n pératlan.

Kévetkezmény:

A kétrészes grafok és a paros korliljarasu (tehat paratlan hosszt
kért nem tartalmazd) grafok ugyanazok.
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

Péaros grafok

x(Cp) kettd, ha n paros, harom, ha n pératlan.

Kévetkezmény:

A kétrészes grafok és a paros korliljarasu (tehat paratlan hosszt
kért nem tartalmazd) grafok ugyanazok.

Egyrészt egy paratlan kér nem szinezheté két szinnel, tehat nem
lehet egy kétrészes graf részgrafja.
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Alapvetd fogalmak SHES

Péaros grafok

Masrészt tegyik fel, hogy G dsszefliggd és nincs benne paratlan
kor.
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Alapvetd fogalmak SHES

Péaros grafok

Masrészt tegyik fel, hogy G dsszefliggd és nincs benne paratlan
kor.

Ekkor alkalmazhatjuk a fékra alkalmazott szinezési eljaréast!
A tavolsag altalaban a két pontot 6sszekotd legrévidebb Ut hossza.
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Alapvetd fogalmak SHES

Péaros grafok

Masrészt tegyik fel, hogy G dsszefliggd és nincs benne paratlan
kor.

Ekkor alkalmazhatjuk a fékra alkalmazott szinezési eljaréast!

A tavolsag altalaban a két pontot 6sszekotd legrévidebb Ut hossza.
A tavolsag paritdsa alapjan j6 szinezni, ugyanis ha

d(v,a) = d(v,b) mod(2) és az {a, b} € E(G) lenne, akkor ha v-bdl
a-ba, onnan b-be majd vissza v-be sétalunk az utak és az {a, b} él
mentén, akkor valahol egy paratlan kér bezarédna.
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

1.2} {1,3} {2.3}
vi v2 v3

1,2} Q1,3 2,3}
v4 v5 v6
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Alapvetd fogalmak SHES

Szinezési feladatok

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam &sszege
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport sziikséges?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Alapvetd fogalmak SHES

Szinezési feladatok

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam &sszege
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport sziikséges?

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam szorzata
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport szlikséges?
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Alapvetd fogalmak SHES

Szinezési feladatok

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam 6sszege
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport sziikséges?

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam szorzata
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport szlikséges?

@ Az ({1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam ésszege
legfeljebb k legyen. Mely k-ra elegendd 9 csoport?
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Alapvetd fogalmak SHES

Szinezési feladatok

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam &sszege
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport sziikséges?

@ Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam szorzata
legfeljebb 13 legyen. Legaldbb hany csoport szlikséges?

@ Az ({1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam ésszege
legfeljebb k legyen. Mely k-ra elegendd 9 csoport?

e Az {1,2,---,12} szamokat olyan csoportokba szeretnénk

osztani, hogy egy csoportban barmely két szam szorzata
legfeljebb k legyen. Mely k-ra elegendd 9 csoport?
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Alapvetd fogalmak SHES

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Legalabb hany csoport szikséges?
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Alapvetd fogalmak SHES

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Legalabb hany csoport szikséges?

@ Az {1,2,---,n} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Jeldlje rp(n) azt a legkisebb k szamot ahany csoport
elegendd. Igaz-e, hogy az rp(n) monoton fliggvény?
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Alapvetd fogalmak SHES

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Legalabb hany csoport szikséges?

@ Az {1,2,---,n} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Jeldlje rp(n) azt a legkisebb k szamot ahany csoport
elegendd. Igaz-e, hogy az rp(n) monoton fliggvény?

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam kdzott
oszthat6sagi relacié all fenn. Legalabb hany csoport
szikséges?
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Alapvetd fogalmak SHES

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Legalabb hany csoport szikséges?

@ Az {1,2,---,n} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam relativ prim
legyen. Jeldlje rp(n) azt a legkisebb k szamot ahany csoport
elegendd. Igaz-e, hogy az rp(n) monoton fliggvény?

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam kdzott
oszthat6sagi relacié all fenn. Legalabb hany csoport
szikséges?

@ Az {1,2,---,20} szamokat olyan csoportokba szeretnénk
osztani, hogy egy csoportban barmely két szam ésszege
oszthaté legyen 3-mal. Legalabb hany csoport sziikséges?
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

@ Egy konvex n-széget egymast nem metszd atlok behuzasaval
haromszogekre bontottunk. Rendeljink a keletkezett
haromszbdgekhez szineket ugy, hogy kdzds hatarszakasszal
rendelkez6 haromszdgek nem lehetnek azonos szinliek.
Legalabb hany szinre van szilkség?
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Alapvetd fogalmak SHES

@ Egy konvex n-szdget egymast nem metsz6 atlék behizasaval
haromszégekre bontottunk. Rendeljiink a keletkezett
haromszbdgekhez szineket ugy, hogy kdzds hatarszakasszal
rendelkez6 haromszdgek nem lehetnek azonos szinliek.
Legaldbb hany szinre van szilkség?

@ Egy konvex n-szdget egymast nem metsz6 atlék behizasaval
haromszogekre bontottunk. Rendeljiink az n-szég csucsaihoz
szineket Ugy, hogy olyan két cslcs ne lehessen azonos szin(,
amelyekhez van olyan kis haromsz6g aminek 6k csucsai.
Legalabb hany szinre van szikségink?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Alapvetd fogalmak SHES

@ Egy konvex n-szdget egymast nem metsz6 atlék behizasaval
haromszogekre bontottunk. Rendeljink a keletkezett
haromszbdgekhez szineket ugy, hogy kdzds hatarszakasszal
rendelkez6 haromszdgek nem lehetnek azonos szinliek.
Legalabb hany szinre van szilkség?

@ Egy konvex n-szdget egymast nem metsz6 atlék behizasaval
haromszogekre bontottunk. Rendeljiink az n-szég csucsaihoz
szineket Ugy, hogy olyan két csucs ne lehessen azonos szind,
amelyekhez van olyan kis haromsz6g aminek 6k csucsai.
Legalabb hany szinre van szlkséglink?

@ Adjunk meg 8 pontot a sikon Ugy, hogy egy szabalyos 8-sz6g
csucsaiban helyezkedjenek el. Vegylk azt a 28 szakaszt,
amelyeket a pontparok meghataroznak. Osszuk a
szakaszokat minél kevesebb csoportba ugy, hogy ne keriljén
két szakasz egy csoportba akkor, ha belsd pontban metszik
egymast!
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

@ Néhany egyenest gy vettink fel a sikon, hogy barmely két
egyenes metszi egymast, de semelyik 3 egyenesnek nincs
k6zds pontja. Hany szin elegendd az egyenesek altal
meghatarozott tartomanyok kiszinezéséhez akkor, ha
szomszédos szakasszal rendelkezé tartomanyok nem
lehetnek azonos szin(ik?
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

@ Néhany egyenest gy vettink fel a sikon, hogy barmely két
egyenes metszi egymast, de semelyik 3 egyenesnek nincs
k6zds pontja. Hany szin elegendd az egyenesek altal
meghatarozott tartomanyok kiszinezéséhez akkor, ha
szomszédos szakasszal rendelkezé tartomanyok nem
lehetnek azonos szin(ik?

@ Hany szinnel szinezhet® az n dimenziés hiperkocka
csucshalmaza, ha egy él két végpontja nem lehet azonos
szin(?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Szinezés

Alapvetd fogalmak

@ Néhany egyenest gy vettink fel a sikon, hogy barmely két
egyenes metszi egymast, de semelyik 3 egyenesnek nincs
k6zds pontja. Hany szin elegendd az egyenesek altal
meghatarozott tartomanyok kiszinezéséhez akkor, ha
szomszédos szakasszal rendelkezé tartomanyok nem
lehetnek azonos szin(ik?

@ Hany szinnel szinezhet® az n dimenziés hiperkocka
csucshalmaza, ha egy él két végpontja nem lehet azonos
szin(?

@ A focilabda 5- és 6-sz&gekbdl all, ilyenek vannak az élek
mentén 6sszevarrva.

Hany szint kell hasznalni az elemekhez, ha ebben a
kilénleges labdaban nem lehetnek egyszin( élszomszédos
sokszbgek?
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Szinezés

Alapvetd fogalmak

Blazsik Zoltan



Tartalomjegyzék:

© A kromatikus szam vizsgalata, becslése
Q@ sikgrafok szinezése

© Moho szinezés
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Fokszam feltételek

Definici6

Av e V(G) csucs d(v) foka a hozz4 illeszkedd élek szama.

A(G) jeldli a G csucsainak maximaélis fokszamat, mig 5(G) a minimalis
fokszamot.
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Fokszam feltételek

Definici6

Av e V(G) csucs d(v) foka a hozz4 illeszkedd élek szama.

A(G) jeldli a G csucsainak maximaélis fokszamat, mig 5(G) a minimalis
fokszamot.

x(G) < A(G) + 1
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Fokszam feltételek

Definici6

Av e V(G) csucs d(v) foka a hozz4 illeszkedd élek szama.

A(G) jeldli a G csucsainak maximaélis fokszamat, mig 5(G) a minimalis
fokszamot.

x(G) < A(G) + 1

Az dllitas nyilvanval6, A(G) + 1 szinnel G kiszinezhet6.
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Fokszam feltételek

Definici6

Av e V(G) csucs d(v) foka a hozz4 illeszkedd élek szama.

A(G) jeldli a G csucsainak maximaélis fokszamat, mig 5(G) a minimalis
fokszamot.

x(G) < A(G) + 1

Az dllitas nyilvanval6, A(G) + 1 szinnel G kiszinezhet6.

Amikor a tetszbleges u csucsot ki akarjuk szinezni, akkor az esetleg
mar kiszinezett szomszédai szinei k6z6tt nem lehet tébb kilonbdzd,
mint A(G). Van tehat Uj szin u-hoz!
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Fokszam feltételek

Definici6
Av e V(G) csucs d(v) foka a hozz4 illeszkedd élek szama.

A(G) jeldli a G csucsainak maximaélis fokszamat, mig 5(G) a minimalis
fokszamot.

x(G) < A(G) + 1

Az dllitas nyilvanval6, A(G) + 1 szinnel G kiszinezhet6.

Amikor a tetszbleges u csucsot ki akarjuk szinezni, akkor az esetleg
mar kiszinezett szomszédai szinei k6z6tt nem lehet tébb kilonbdzd,
mint A(G). Van tehat Uj szin u-hoz!

Az allités éles:
x(Kp)=n,A(K,) =n-1
x(Coit1) =3, A(Caiq1) =2
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Vajon ki lehet-e a kdvetkezd P graf cslcsait szinezni kevesebb
szinnel, mint A(G) + 17
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Vajon ki lehet-e a kdvetkezd P graf cslcsait szinezni kevesebb
szinnel, mint A(G) + 17

Mint lattuk, A(G) + 1 szin akkor is elegendd, ha valaki mar
hozzafogott a szinezéshez, nem nézett elére, csak a j6 szinezésre
agyelt!

Ha eddig még nem hasznalt fel tdbb szint, mint A(G) + 1-et, akkor
a szinezés be is fejezhetd A(G) + 1 szin felhasznalasaval.
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése

Vajon ki lehet-e a kdvetkezd P graf cslcsait szinezni kevesebb
szinnel, mint A(G) + 17

Mint lattuk, A(G) + 1 szin akkor is elegendd, ha valaki mar
hozzafogott a szinezéshez, nem nézett elére, csak a j6 szinezésre
agyelt!

Ha eddig még nem hasznalt fel tdbb szint, mint A(G) + 1-et, akkor
a szinezés be is fejezhetd A(G) + 1 szin felhasznalasaval.

Adjunk meg - ha lehetséges - olyan elészinezést legfeljebb A(G)
szint felhasznélva, hogy a befejezéshez rdkényszerljlink

A(G) + 1 szin hasznélatara!
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A kromatikus szam vizsgélata, becslése
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Sikgrafok szinezése

Definicié

Ha G pontjai a sik bizonyos pontjai, élei pedig a sikban lerajzolt
Jordan-gérbék, amelyek nem metszik egymast belsé pontban,
akkor G-t sikgrdfnak mondjuk. Valamint minden olyan H grafot
sikba rajzolhaté grafnak (réviden sikgrafnak) neveziink, amelynek
lehetséges a fent leirt beagyazasa.

llyen gréaf pl. a K4, azonban Ks nem sikgraf! Az el6bbit csak le kell
rajzolni!
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Sikgrafok szinezése

Definicié

Ha G pontjai a sik bizonyos pontjai, élei pedig a sikban lerajzolt
Jordan-gérbék, amelyek nem metszik egymast belsé pontban,
akkor G-t sikgrdfnak mondjuk. Valamint minden olyan H grafot
sikba rajzolhaté grafnak (réviden sikgrafnak) neveziink, amelynek
lehetséges a fent leirt beagyazasa.

llyen gréaf pl. a K4, azonban Ks nem sikgraf! Az el6bbit csak le kell
rajzolni!

Az utdbbit nem lehet, mert véve egy 5 hosszu kérét és annak
sikbarajzolasat a belsejébe is és a kilsejébe is be kéne huzni
atlékat. Azonban kivil is és belll is legfeljebb 2 atl6 huzhat6 be
metszés nélkul.
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Sikgrafok szinezése
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Sikgrafok szinezése

Euler-formula

Ha egy G grafot bedgyazunk egy X felliletre, akkor a csucsok a
felllet kiildnb6zd pontjai lesznek, az élek pedig egymast belsd
pontban nem metszd egyszerii goérbék lesznek a végpontjaiknak
megfeleld pontok kdzott.
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Sikgrafok szinezése

Euler-formula

Ha egy G grafot bedgyazunk egy X felliletre, akkor a csucsok a
felllet kiildnb6zd pontjai lesznek, az élek pedig egymast belsd
pontban nem metszd egyszerii goérbék lesznek a végpontjaiknak
megfeleld pontok kdzott.

A goérbék egyltt kdrilhatarolhatnak bizonyos felllet részeket.
Ezeket nevezzlk orszagoknak. Ha a felllet a sik, akkor sikgrafot
tudunk beagyazni, de egyéb fellletbe is beagyazhatunk grafot,
akkor az arra a fellletre rajzolhatoé.
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Sikgrafok szinezése

Legyen G egy a sikra rajzolt graf, csucsainak, éleinek és a
beagyazaskor keletkezd orszagoknak a szama rendre: c, e, I.
G komponenseinek szama k.

Kdzottik kapcsolatot teremt az Euler-formula:

ct+l-e=1+k
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Sikgrafok szinezése

G élszamara vonatkozo indukcidval.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

G élszamara vonatkozé indukciéval.

Ha G-nek nincs éle, akkor minden cstics egy komponens és egy
orszag van. Tegylik fel, hogy G sikgraf és minden nalanal
kevesebb éli sikgrafra teljesil a formula.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

G élszamara vonatkozé indukciéval.

Ha G-nek nincs éle, akkor minden cstics egy komponens és egy
orszag van. Tegylik fel, hogy G sikgraf és minden nalanal
kevesebb éli sikgrafra teljesil a formula.

Legyen e a G egy éle.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

G élszamara vonatkoz6 indukcioval.

Ha G-nek nincs éle, akkor minden cstics egy komponens és egy
orszag van. Tegylik fel, hogy G sikgraf és minden nalanal
kevesebb éli sikgrafra teljesil a formula.

Legyen e a G egy éle.

Tegylik fel elészér, hogy az e egy hid, vagyis G \ e eggyel tébb
komponenssel rendelkezik mint G, Ekkor az e él mindkét oldalon
ugyanazzal az orszaggal érintkezik.

Elhagyasaval tehat csak az élek szama csdkken eggyel és a
komponensek szama n6 eggyel. Mivel az igy kapott gréafra a
formula érvényes, igy érvényben marad G-re is.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Masodszor tegylik fel, hogy az e nem hid. Ekkora G \ e
graf ugyanannyi komponens( marad, most azonban az orszagok
szama lesz kevesebb eggyel, hiszen az a két orszag, amelyet e
valasztott el egybe olvad.

A formula érvényessége igy is 6réklédik G-re.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Sikgrafok szinezése

Kdévetkezmény

Minden 6sszefiiggd sikgrafra e < 3c — 6 teljestil.
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Sikgrafok szinezése

Kdvetkezmény

Minden 6sszefiiggd sikgrafra e < 3c — 6 teljestil.

Bizonyitas

A graf sikbeli beagyazasakor mindegyik orszagot legalabb 3 él
hatarol.
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Sikgrafok szinezése

Kdvetkezmény

Minden 6sszefiiggd sikgrafra e < 3c — 6 teljestil.

Bizonyitas

A graf sikbeli beagyazasakor mindegyik orszagot legalabb 3 él
hatarol.

Barmely él legfeljebb két orszagot valaszt el. Ha 6sszevetjik az
illeszkedb él-orszag parokat, akkor 2e > 31 adddik. Az
Euler-formulaba a becslést beirva

C + %e > e + 2, tehat 3c — 6 > e adddik.
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Sikgrafok szinezése

Tétel (Kenneth Appel és Wolfgang Haken)

Négyszintétel:
Minden sikgraf 4-szinezheté.

Az els6 olyan matematikai tétel, amelynek az elsd bizonyitasahoz
a szamitogép segitségét is igénybe vették. A programozasi
munkat John Koch végezte.
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Sikgrafok szinezése

Tétel (Alfred Kempe - Percy John Heawood)

Otszintétel:
Minden sikgraf 5-szinezheté.
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Sikgrafok szinezése

Tétel (Alfred Kempe - Percy John Heawood)

Otszintétel:
Minden sikgraf 5-szinezheté.

Bizonyitas

Legyen G egy sikgraf amelynek n > 6 cstcsa és m éle van.
Nyilvan a kevesebb, mint 6 csticsu sikgraf 5-szinezhet6.
Indukciéval bizonyitunk.

Feltehetjik, hogy minden n-nél kevesebb csutcsu sikgrafra igaz az
allitas.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) A fokszamatlag kisebb, mint 6
2m 2(3n-6)

n n

mivel az élszamot sikgrafokra az Euler-féle poliédertétel
kévetkezménye segitségével igy becsdlhetjlik.

<6

IA

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Sikgrafok szinezése

Bizonyitas
(folyt.) A fokszamatlag kisebb, mint 6

2m - 2(3n-16)

ST
mivel az élszamot sikgrafokra az Euler-féle poliédertétel
kévetkezménye segitségével igy becsdlhetjlik.
Legyen v € G egy olyan csucs, amelynek a foka legfeljebb 5. Az
indukcios feltételbbl a G = G \ v grafnak létezik egy 5-szinezése.
Ha v-nek kevesebb, mint 5 kiilénbéz6 szinli szomszédja van, akkor
ki tudjuk v-t is szinezni.

<6
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Sikgrafok szinezése

(folyt.) Feltehet6, hogy v szomszédai pl. pozitiv forgasiranyban
V1, Vo, V3, V4, V5, az indexek a szineiket mutatjak.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Feltehet6, hogy v szomszédai pl. pozitiv forgasiranyban
V1, Vo, V3, V4, V5, az indexek a szineiket mutatjak.

Jelélie Giz a G’ azon részgrafjat, amelyet az 1 és 3 szinekkel
szinezett csucsok és a k6zottiik haladé élek hatdaroznak meg.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Feltehet6, hogy v szomszédai pl. pozitiv forgasiranyban
V1, Vo, V3, V4, V5, az indexek a szineiket mutatjak.

Jelélie Giz a G’ azon részgrafjat, amelyet az 1 és 3 szinekkel
szinezett csucsok és a k6zottiik haladé élek hatdaroznak meg.
A Go4 hasonléan definialt.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Feltehetd, hogy v szomszédai pl. pozitiv forgasiranyban
V1, Vo, V3, V4, V5, az indexek a szineiket mutatjak.

Jelélie Giz a G’ azon részgrafjat, amelyet az 1 és 3 szinekkel
szinezett csucsok és a k6zottiik haladé élek hatdaroznak meg.

A Go4 hasonléan definialt.

Ha a v1 és v3 a Gi3 nem azonos komponensében vannak, akkor
az egyik komponensben felcserélhetbk a szinek, igy a v
szinezhet6 lesz pl. 1-gyel.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Ha azonos komponensben vannak, akkor 6sszekéti 6ket
egy ut, amelyben csak 1-gyel vagy 3-mal szinezett csticsok
vannak.

Hasonléan gondolkodva a Go4 -ben kell lennie egy a v» és vy
pontokat 6sszekoétd, 2 és 4 szinekkel szinezett Utnak.
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Sikgrafok szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Ha azonos komponensben vannak, akkor 6sszekéti 6ket
egy ut, amelyben csak 1-gyel vagy 3-mal szinezett csticsok
vannak.

Hasonléan gondolkodva a Go4 -ben kell lennie egy a v» és vy
pontokat 6sszekoétd, 2 és 4 szinekkel szinezett Utnak.

De akkor metszené egymast a két ut, ami ellentmond az indukciés
feltételnek!
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Moh¢ szinezés

Moho szinezés

A G grafot szeretnénk kiszinezni a ¢y, - - - , ¢k szinek
felhasznalasaval.
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Moh¢ szinezés

Moho szinezés

A G grafot szeretnénk kiszinezni a ¢y, - - - , ¢k szinek
felhasznalasaval.
Rendezzik a G graf cslcsait, legyen a rendezés: vy, -, Vj.
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Moh¢ szinezés

Moho szinezés

A G grafot szeretnénk kiszinezni a ¢y, - - - , ¢k szinek
felhasznéldséaval.

Rendezzik a G graf cslcsait, legyen a rendezés: vy, -, Vj.
Mohon szinezlink, ha vi megkapja az els6 szint, ¢1-et, majd
altalaban, ha mar a vq, - - -, v; cscsokat jol kiszineztiik, akkor a
vj+1 kapja azt a legkisebb index{ szint amit kaphat.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

Moho szinezés

A G grafot szeretnénk kiszinezni a ¢y, - - - , ¢k szinek
felhasznéldséaval.

Rendezzik a G graf cslcsait, legyen a rendezés: vy, -, Vj.
Mohon szinezlink, ha vi megkapja az els6 szint, ¢1-et, majd
altalaban, ha mar a vq, - - -, v; cscsokat jol kiszineztiik, akkor a
vj+1 kapja azt a legkisebb index{ szint amit kaphat.

A ci-t,hacy,---, ¢i—q szinl szomszédjai mar vannak vj, 1-nak.
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Moh¢ szinezés

Moho szinezés

A G grafot szeretnénk kiszinezni a ¢y, - - - , ¢k szinek
felhasznéldséaval.

Rendezzik a G graf cslcsait, legyen a rendezés: vy, -, Vj.
Mohon szinezlink, ha vi megkapja az els6 szint, ¢1-et, majd
altalaban, ha mar a vq, - - -, v; cscsokat jol kiszineztiik, akkor a
vj+1 kapja azt a legkisebb index{ szint amit kaphat.

A ci-t,hacy,---, ¢i—q szinl szomszédjai mar vannak vj, 1-nak.

A szinezés eredménye a csucsok sorrendjétdl flgg.
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Moh¢ szinezés

G csucsainak van olyan sorrendje, amelyre a moh6 szinezés x(G)
szint hasznal fel.
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Moh¢ szinezés

G csucsainak van olyan sorrendje, amelyre a moh6 szinezés x(G)
szint hasznal fel.

Létezik a G-nek y(G) szinezése. Egy ilyen szinezés ismeretében
rendezziik a csucsokat igy: Eloszér a ¢y szinliek, majd a ¢
szinliek j6nnek és igy tovabb. Ekkor a mohé szinezés nem
kényszerll arra, hogy a sorrendben valamikor nagyobb index(
szint haszndljon fel, mint a kiindulé y(G) szinezés.
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Moh¢ szinezés

G csucsainak van olyan sorrendje, amelyre a moh6 szinezés x(G)
szint hasznal fel.

Létezik a G-nek y(G) szinezése. Egy ilyen szinezés ismeretében
rendezziik a csucsokat igy: Eloszér a ¢y szinliek, majd a ¢
szinliek j6nnek és igy tovabb. Ekkor a mohé szinezés nem
kényszerll arra, hogy a sorrendben valamikor nagyobb index(
szint haszndljon fel, mint a kiindulé y(G) szinezés.

Az nem igaz, hogy mindig éppen a kiindulé szinezést adja vissza.
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Moh¢ szinezés

G csucsainak van olyan sorrendje, amelyre a moh6 szinezés x(G)
szint hasznal fel.

Létezik a G-nek y(G) szinezése. Egy ilyen szinezés ismeretében
rendezziik a csucsokat igy: Eloszér a ¢y szinliek, majd a ¢
szinliek j6nnek és igy tovabb. Ekkor a mohé szinezés nem
kényszerll arra, hogy a sorrendben valamikor nagyobb index(
szint haszndljon fel, mint a kiindulé y(G) szinezés.

Az nem igaz, hogy mindig éppen a kiindulé szinezést adja vissza.
Vajon mennyire lehet rossz a mohé szinezés?
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Moh¢ szinezés

G csucsainak van olyan sorrendje, amelyre a moh6 szinezés x(G)
szint hasznal fel.

Létezik a G-nek y(G) szinezése. Egy ilyen szinezés ismeretében
rendezziik a csucsokat igy: Eloszér a ¢y szinliek, majd a ¢
szinliek j6nnek és igy tovabb. Ekkor a mohé szinezés nem
kényszerll arra, hogy a sorrendben valamikor nagyobb index(
szint haszndljon fel, mint a kiindulé y(G) szinezés.

Az nem igaz, hogy mindig éppen a kiindulé szinezést adja vissza.
Vajon mennyire lehet rossz a mohé szinezés?

Nem hasznal (A(G) + 1)-nél tébb szint!
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Moh¢ szinezés

Lehet nagyon rossz is!

Vegylk a (Kn, \ M)-t, a teljes paros grafbdl kitoroltiik egy teljes
parositas éleit.
A kétrészes graf 2-szinezheto.
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Moh¢ szinezés

Lehet nagyon rossz is!

Vegylk a (Kn, \ M)-t, a teljes paros grafbdl kitoroltiik egy teljes
parositas éleit.

A kétrészes graf 2-szinezheto.

Ha azonban azt a szerencsétlen sorrendet adjuk meg, hogy rendre
a parositas éleinek két végpontjat soroljuk egymas utan, akkor a
moho algoritmus az elsd két cslcsot ¢1-gyel szinezi, a masodik két
csucsot co-vel, és igy tovabb, az utolsd két csucsnal mar a c,-t
hasznalja fel.
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Moh¢ szinezés

Szines sakktabla

Definicié

Bevezetjiik a sakktabla figura grafjait.
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Moh¢ szinezés

Szines sakktabla

Definicio

Bevezetjiik a sakktabla figura grafjait.

Ha tudjuk, hogyan lép egy babu, akkor azt az (ires sakktabla egy
mezdjére helyezve meg tudjuk adni, mely mezbkre Iéphet.

Az F figura grafja F(V,E), ahol a V a sakktabla ésszes mezdbje,

E = {{(i,)), (k, )} : (i,j) & (k. 1)} pedig azon mezbpéarokat
tartalmazza, melyek kézétt az F figura Iépni tud.
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Moh¢ szinezés

Szines sakktabla

Definicio

Bevezetjiik a sakktabla figura grafjait.

Ha tudjuk, hogyan lép egy babu, akkor azt az (ires sakktabla egy
mezdjére helyezve meg tudjuk adni, mely mezbkre Iéphet.

Az F figura grafja F(V,E), ahol a V a sakktabla ésszes mezdbje,

E = {{(i,)), (k, )} : (i,j) & (k. 1)} pedig azon mezbpéarokat
tartalmazza, melyek kézétt az F figura Iépni tud.

Csak a tiszteket tekintsiik, a gyalog menetmddja nem
szimmetrikus, s6t specialis szabalyok vonatkoznak ra.
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Moh¢ szinezés

@ Hatarozzuk meg a bastya, a kiraly, a futé graf kromatikus
szamat!
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Moh¢ szinezés

@ Hatarozzuk meg a bastya, a kiraly, a futé graf kromatikus
szamat!

@ Mit mondhatunk altalanositott, n x n-es sakktabla esetén?
Mennyire lehet rossz a moh¢ algoritmus?
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Moh¢ szinezés

@ Hatarozzuk meg a bastya, a kiraly, a futé graf kromatikus
szamat!

@ Mit mondhatunk altalanositott, n x n-es sakktabla esetén?
Mennyire lehet rossz a moh¢ algoritmus?

@ Mennyi a huszar és vezér graf kromatikus szama?
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Moh¢ szinezés

@ Hatarozzuk meg a bastya, a kiraly, a futé graf kromatikus
szamat!

@ Mit mondhatunk altalanositott, n x n-es sakktabla esetén?
Mennyire lehet rossz a moh¢ algoritmus?

@ Mennyi a huszar és vezér graf kromatikus szama?

@ Adjunk also6 és felsd becsléseket a huszar és a vezér graf
kromatikus szamara az altalanositott, n x n-es sakktabla
esetén!
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Moh¢ szinezés

Tartomanyok, csucsok, élek szinezése

@ Néhany egyenes a sikon ugy helyezkedik el, hogy barmely
ketté metszd, de barmely metszésponton legfeljebb két
egyenes halad at.
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Moh¢ szinezés

Tartomanyok, csucsok, élek szinezése

@ Néhany egyenes a sikon ugy helyezkedik el, hogy barmely
ketté metszd, de barmely metszésponton legfeljebb két
egyenes halad at.

Hany szin kell a tartomanyok kiszinezéséhez, ha k6z6s
szakasz vagy félegyenes esetén a szinek nem lehetnek
azonosak?
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Moh¢ szinezés

Tartomanyok, csucsok, élek szinezése

@ Néhany egyenes a sikon ugy helyezkedik el, hogy barmely
ketté metszd, de barmely metszésponton legfeljebb két
egyenes halad at.

Hany szin kell a tartomanyok kiszinezéséhez, ha k6z6s
szakasz vagy félegyenes esetén a szinek nem lehetnek
azonosak?

@ Hany szin kell a metszéspontok kiszinezéséhez, ha két pont
nem lehet egyszini, ha valamelyik egyenesen kdzvetlenl
egymast kdvetd metszéspontok?
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Moh¢ szinezés

Tartomanyok, csucsok, élek szinezése

@ Néhany egyenes a sikon ugy helyezkedik el, hogy barmely
ketté metszd, de barmely metszésponton legfeljebb két
egyenes halad at.

Hany szin kell a tartomanyok kiszinezéséhez, ha k6z6s
szakasz vagy félegyenes esetén a szinek nem lehetnek
azonosak?

@ Hany szin kell a metszéspontok kiszinezéséhez, ha két pont
nem lehet egyszini, ha valamelyik egyenesen kdzvetlenl
egymast kdvetd metszéspontok?

@ Legyenek a G graf csucsai azon "kis” szakaszok, amelyek
valamely egyenesen egymast kdvetd metszéspontokat kétnek
Ossze. G-ben két kis szakaszt él kbt dssze, ha valamelyik
végpontjuk egybeesik. Hany szinnel szinezhetd G?
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Moh¢ szinezés

Fels6 korlat fokszamokbol

Definicié
Legyen col(G) := maxgcg 6(G’) + 1 ahol G’ a G 8sszes feszitett
részgrafjan fut végig.
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Moh¢ szinezés

Fels6 korlat fokszamokbol

Definicié
Legyen col(G) := maxgcg 6(G’) + 1 ahol G’ a G 8sszes feszitett
részgrafjan fut végig.

A moho szinezés egy valtozataval G kiszinezhet6 col(G) szinnel.
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Moh¢ szinezés

Fels6 korlat fokszamokbol

Definicié
Legyen col(G) := maxgcg 6(G’) + 1 ahol G’ a G 8sszes feszitett
részgrafjan fut végig.

A moho szinezés egy valtozataval G kiszinezhet6 col(G) szinnel.

Tétel (Szekeres—Wilf-tétel)
x(G) < col(G)

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

Egy Ugyes rendezés a moho szinezéshez!

Rendezziik a csticsokat a kévetkezbképpen:
Vn;
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Moh¢ szinezés

Egy Ugyes rendezés a moho szinezéshez!

Bizonyitas
Rendezziik a csticsokat a kévetkezbképpen:

Vn;

Vn-1 legyen a G \ v, graf egyik legkisebb foku cstcsa,- - -,

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

Egy Ugyes rendezés a moho szinezéshez!

Bizonyitas
Rendezziik a csticsokat a kévetkezbképpen:

Vn;
Vn-1 legyen a G \ v, graf egyik legkisebb foku cstcsa,- - -,
via G\ {vp,---,Vi11} graf egyik legkisebb foku csucsa, - - -
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Moh¢ szinezés

Egy Ugyes rendezés a moho szinezéshez!

Bizonyitas
Rendezziik a csticsokat a kévetkezbképpen:

Vn;
Vn-1 legyen a G \ v, graf egyik legkisebb foku cstcsa,- - -,
via G\ {vp,---,Vi11} graf egyik legkisebb foku csucsa, - - -

Ha ilyen rendezéssel alkalmazzuk a moho szinezést, akkor a v;

csucs szinezéséhez elegendd az elsé 6(G \ {Vn, -+, Vip1}) + 1
szin, amibél tudunk valasztani, hiszen col(G) ezen értékek
maximuma.
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Moh¢ szinezés

Legyen G dsszefiiggd graf.
A(G) = col(G) — 1 pontosan akkor all fenn, ha G regularis.
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Moh¢ szinezés

Legyen G dsszefiiggd graf.
A(G) = col(G) — 1 pontosan akkor all fenn, ha G regularis.

Bizonyitas

Egyrészt ha G regularis, akkor barmely cstcsot hagyjuk is
utolsénak, neki éppen A(G) szomszédja lesz.
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Moh¢ szinezés

Legyen G dsszefiiggd graf.
A(G) = col(G) — 1 pontosan akkor all fenn, ha G regularis.

Bizonyitas

Egyrészt ha G regularis, akkor barmely cstcsot hagyjuk is
utolsénak, neki éppen A(G) szomszédja lesz.

Masrészt ha pl. a vy cstcs foka kisebb mint A(G), akkor 6t
hagyjuk utoljara, valamint vigyazzunk arra, hogy mindegyik
csucsnak legyen szomszédja, amely még utana lesz a
rendezésben.
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Moh¢ szinezés

Legyen G dsszefiiggd graf.
A(G) = col(G) — 1 pontosan akkor all fenn, ha G regularis.

Bizonyitas

Egyrészt ha G regularis, akkor barmely cstcsot hagyjuk is
utolsénak, neki éppen A(G) szomszédja lesz.

Masrészt ha pl. a vy cstcs foka kisebb mint A(G), akkor 6t
hagyjuk utoljara, valamint vigyazzunk arra, hogy mindegyik
csucsnak legyen szomszédja, amely még utana lesz a
rendezésben.

Mivel a graf 6sszefliggé, igy pl. egy feszitb fa alapjan vegyiik
el6bbre a v,-tél tavolabbi csucsokat. Ekkor A(G) > col(G) — 1.
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Moh¢ szinezés

A regularis grafokra nehezebb mohdn szinezni.

Kdvetkezmény

Ha G 6sszefliggb és nem reguléris, akkor x(G) < A(G).
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Moh¢ szinezés

A regularis grafokra nehezebb mohdn szinezni.

Kdvetkezmény
Ha G 6sszefliggb és nem reguléris, akkor x(G) < A(G).

A teljes grafokra és a paratlan kérdkre y(G) = A(G) + 1 all fenn.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

Brooks tétele

Tétel (Brooks tétele)

Legyen G dsszefliggb. Ha nem teljes graf és nem paratlan kor,
akkor x(G) < A(G) teljesdil.
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Moh¢ szinezés

Brooks tétele

Tétel (Brooks tétele)

Legyen G dsszefliggb. Ha nem teljes graf és nem paratlan kor,
akkor x(G) < A(G) teljesdil.

Lemma

Legyen G dsszefliggb, de nem teljes graf. Ekkor létezik harom
cstics, melyek kéz6tt pontosan két él megy G-ben.

| A

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

Mivel G nem teljes, pl. u és v nincs 6sszekdtve.
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Moh¢ szinezés

Bizonyitas

Mivel G nem teljes, pl. u és v nincs 6sszekdtve.

Mivel ésszefiiggé, létezik egy u-bél v-be vezetd legrévidebb it
G-ben.
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Moh¢ szinezés

Bizonyitas

Mivel G nem teljes, pl. u és v nincs 6sszekdtve.

Mivel ésszefiiggé, létezik egy u-bél v-be vezetd legrévidebb it
G-ben.

Az u utani elsé (x) és masodik (w) cstics az tton (ez utébbi lehet v
is) és u éppen megfelelé harmas, hiszen x mindkettének
szomszédja, viszont u és w nem szomszédos.
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Moh¢ szinezés

G kétszeresen 6sszefliggd

Legyen G kétszeresen 6sszefliggl, legalabb 3 minimalis foku graf.
Ha G nem teljes, akkor léteznek x,y,z csucsok, melyekre
{x,y}{x,z} € E(G) és {y,z} ¢ E(G), valamint G \ {y, z}
Osszefliggd.
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Moh¢ szinezés

Ha G 3-szorosan Gsszefligg0, akkor az éllitas egyszeriien

kovetkezik az el6z6 lemmabdl.
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Moh¢ szinezés

Bizonyitas

Ha G 3-szorosan ésszefiiggd, akkor az allitas egyszeriien
kévetkezik az el6z6 lemmabdl.

Ha G nem 3-szorosan 6sszefliggd, akkor pl. {x, y} egy kételemdi
elvagé halmaz. Mivel G kétszeresen ésszefiiggb, G \ x

Osszefliggod.
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Moh¢ szinezés

Bizonyitas

Ha G 3-szorosan ésszefiiggd, akkor az allitas egyszeriien
kévetkezik az el6z6 lemmabdl.

Ha G nem 3-szorosan 6sszefliggd, akkor pl. {x, y} egy kételemdi
elvagé halmaz. Mivel G kétszeresen ésszefiiggb, G \ x
Osszefliggod.

A G \ x grafnak az y elvago csucsa, igy az y illeszkedik legalabb
két, By, B> blokkra (6sszefliggb részgrafia G \ x-nek).
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Moh¢ szinezés

(folyt.)

Bizonyitas

Mivel a G kétszeresen 6sszefliggl, igy i=1 és 2-re a B; -beli y;
elvago pont nem elvagd pont G-ben, igy az x cstics szomszédos
valamely v; € B; \ {y;} ponttal. fgy a G \ {x, vy, o} Gsszefliggo.
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Moh¢ szinezés

(folyt.)

Bizonyitas

Mivel a G kétszeresen 6sszefliggl, igy i=1 és 2-re a B; -beli y;
elvago pont nem elvagd pont G-ben, igy az x cstics szomszédos
valamely v; € B; \ {y;} ponttal. fgy a G \ {x, vy, o} Gsszefliggo.
De az x foka legalabb 3 a G-ben, igy van szomszédja

G\ {V1 5 v2}-ben.
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Moh¢ szinezés

(folyt.)

Bizonyitas

Mivel a G kétszeresen 6sszefliggl, igy i=1 és 2-re a B; -beli y;
elvago pont nem elvagd pont G-ben, igy az x cstics szomszédos
valamely v; € B; \ {y;} ponttal. fgy a G \ {x, vy, o} Gsszefliggo.
De az x foka legalabb 3 a G-ben, igy van szomszédja

G\ {V1 5 v2}-ben.

Tehat G \ {v1, vo} 6sszefliggo.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Bizonyitas

Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.

Feltehetijiik, hogy G reguléris és A(G) > 3.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Bizonyitas
Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.

Feltehetijiik, hogy G reguléris és A(G) > 3.
A A(G) = 2 esetben G kér. Megadunk egy megfelel6 sorbarendezést
a csucsokon, melyre a moho szinezés ol teljesit!
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Bizonyitas

Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.

Feltehetijiik, hogy G reguléris és A(G) > 3.

A A(G) = 2 esetben G kér. Megadunk egy megfelel6 sorbarendezést
a csucsokon, melyre a mohé szinezés jol teljesit!

Ha a G-nek az x egy elvagd pontja, legyenek a G \ x komponensei
G, Gi.

Tovébba jelélie G; a G] és az x éltal feszitett grafot (i = 1,--- ,s).

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Bizonyitas

Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.

Feltehetijiik, hogy G reguléris és A(G) > 3.

A A(G) = 2 esetben G kér. Megadunk egy megfelel6 sorbarendezést
a csucsokon, melyre a mohé szinezés jol teljesit!

Ha a G-nek az x egy elvagd pontja, legyenek a G \ x komponensei
G, Gi.

Tovébba jelélie G; a G] és az x éltal feszitett grafot (i = 1,--- ,s).

Gj nem regularis, mert az x foka kisebb. fgy alkalmazva a
kévetkezményt tjra mindegyik Gj-nek létezik A(G) szinezése.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Bizonyitas
Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.

Feltehetijiik, hogy G reguléris és A(G) > 3.

A A(G) = 2 esetben G kér. Megadunk egy megfelel6 sorbarendezést
a csucsokon, melyre a mohé szinezés jol teljesit!

Ha a G-nek az x egy elvagd pontja, legyenek a G \ x komponensei
G, Gi.

Tovébba jelélie G; a G] és az x éltal feszitett grafot (i = 1,--- ,s).

Gj nem regularis, mert az x foka kisebb. fgy alkalmazva a
kévetkezményt tjra mindegyik Gj-nek létezik A(G) szinezése.

Mivel a szineket lehet cserélgetni, elérhetd, hogy a minden Gj-ben
azonos legyen az x szine.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa, Lovasz Laszl6, 1975

Bizonyitas
Ha G nem regularis, akkor az el6z6 kévetkezménybdl kbvetkezik az
allitas.

Feltehetijiik, hogy G reguléris és A(G) > 3.

A A(G) = 2 esetben G kér. Megadunk egy megfelel6 sorbarendezést
a csucsokon, melyre a mohé szinezés jol teljesit!

Ha a G-nek az x egy elvagd pontja, legyenek a G \ x komponensei
G, Gi.

Tovébba jelélie G; a G] és az x éltal feszitett grafot (i = 1,--- ,s).
Gj nem regularis, mert az x foka kisebb. fgy alkalmazva a
kévetkezményt tjra mindegyik Gj-nek létezik A(G) szinezése.
Mivel a szineket lehet cserélgetni, elérhetd, hogy a minden Gj-ben
azonos legyen az x szine.

Egyesitve a szinezéseket a G egy jo A(G) szinezését kapjuk.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa

(folyt.)

Tegylik fel, hogy G kétszeresen 6sszefliggb!
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa

(folyt.)

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy G kétszeresen 6sszefliggb!
Az el6z6 lemma szerint van egy vy, csucs, melynek vy, vo
szomszédai és G \ {v, vo} dsszefliggé.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa

(folyt.)

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy G kétszeresen 6sszefliggb!

Az el6z6 lemma szerint van egy v, csucs, melynek vy, vo
szomszédai és G \ {v, vo} dsszefliggé.

Szamozzuk a tovabbi csucsokat egy vy, gydkeri feszitd fa szerint.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa

(folyt.)

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy G kétszeresen 6sszefliggb!

Az el6z6 lemma szerint van egy v, csucs, melynek vy, vo
szomszédai és G \ {v, vo} dsszefliggé.

Szamozzuk a tovabbi csucsokat egy vy, gydkeri feszitd fa szerint.
Igy biztositjuk, hogy a v, - - - v,_1 csticsoknak is legyen nagyobb
indexl szomszédja.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa

(folyt.)

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy G kétszeresen 6sszefliggb!

Az el6z6 lemma szerint van egy vy, csucs, melynek vy, vo
szomszédai és G \ {v, vo} dsszefliggé.

Szamozzuk a tovabbi csucsokat egy vy, gydkeri feszitd fa szerint.
Igy biztositjuk, hogy a v, - - - v,_1 csticsoknak is legyen nagyobb
indexl szomszédja.

A mohd algoritmus a vy, v» csticsoknak adja az elsé szint. Igy
amikor a vp-t kell kiszinezni, akkor biztos nem lesz neki tébb, mint
A(G) — 1 klilénbdzé szinli szomszédja.
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Moh¢ szinezés

A Brooks-tétel bizonyitasa

(folyt.)

Bizonyitas

Tegylik fel, hogy G kétszeresen 6sszefliggb!

Az el6z6 lemma szerint van egy vy, csucs, melynek vy, vo
szomszédai és G \ {v, vo} dsszefliggé.

Szamozzuk a tovabbi csucsokat egy vy, gydkeri feszitd fa szerint.
Igy biztositjuk, hogy a v, - - - v,_1 csticsoknak is legyen nagyobb
indexl szomszédja.

A mohd algoritmus a vy, v» csticsoknak adja az elsé szint. Igy
amikor a vp-t kell kiszinezni, akkor biztos nem lesz neki tébb, mint
A(G) — 1 klilénbdzé szinli szomszédja.

Tehat A(G) szinnel kiszineztiik G-t!
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Tartalomjegyzék:

Q Kromatikus kritikus grafok

e Kis kérok nélkll is nagy lehet a kromatikus szam
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Kromatikus kritikus grafok

Mitdl nagy a kromatikus szam?

Ha x(G) = k , akkor minden G’ C G részgrafra y(G’) < k.
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Kromatikus kritikus grafok

Mit6l nagy a kromatikus szam?

Ha x(G) = k , akkor minden G’ C G részgréafra x(G’) < k.
igy ha G-bdl elhagyunk egy élt, akkor a kromatikus szam vagy
megmarad vagy 1-gyel csokken.
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Kromatikus kritikus grafok

Mit6l nagy a kromatikus szam?

Ha x(G) = k , akkor minden G’ C G részgréafra x(G’) < k.
igy ha G-bdl elhagyunk egy élt, akkor a kromatikus szam vagy
megmarad vagy 1-gyel csokken.

Ha G-bdl elhagyunk egy csucsot, akkor ugyanez igaz.

Definicié

A G gréf y - élkritikus, ha barmely e € E(G) élre x(G \ €) < x(G)
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Kromatikus kritikus grafok

Mit6l nagy a kromatikus szam?

Ha x(G) = k , akkor minden G’ C G részgréafra x(G’) < k.
igy ha G-bdl elhagyunk egy élt, akkor a kromatikus szam vagy
megmarad vagy 1-gyel csokken.

Ha G-bdl elhagyunk egy csucsot, akkor ugyanez igaz.

Definicié

A G gréf y - élkritikus, ha barmely e € E(G) élre x(G \ €) < x(G)

Definici6

A G gréf x - pontkritikus, ha barmely v € V(G) csucsra
x(G\v) <x(G)
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Kromatikus kritikus grafok

Blazsik Zoltan



Kromatikus kritikus grafok

Ha G-bdl igyeksziink agy elhagyni pl. éleket egyesével, hogy ne
csokkenjen a kromatikus szam, akkor egyszer azt tapasztaljuk,
hogy mar egyik él sem hagyhaté el.

igy kaptunk egy y - élkritikus részgrafjat G-nek.
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Kromatikus kritikus grafok

Ha G-bdl igyeksziink agy elhagyni pl. éleket egyesével, hogy ne
csokkenjen a kromatikus szam, akkor egyszer azt tapasztaljuk,
hogy mar egyik él sem hagyhaté el.

igy kaptunk egy y - élkritikus részgrafjat G-nek.

Ha G-bdl cslcsokat hagyunk el, akkor ugyanez igaz.
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Kromatikus kritikus grafok

Ha G-bdl igyeksziink agy elhagyni pl. éleket egyesével, hogy ne
csokkenjen a kromatikus szam, akkor egyszer azt tapasztaljuk,
hogy mar egyik él sem hagyhaté el.

igy kaptunk egy y - élkritikus részgrafjat G-nek.

Ha G-bdl cslcsokat hagyunk el, akkor ugyanez igaz.
Természetesen élek vagy cslcsok torlési folyamata végén nem
egyértelmi a kapott kritikus graf.

Ha G y - pontkritikus, akkor G blokk (kétszeresen 6sszefliggo).
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Kromatikus kritikus grafok

Ha G-bdl igyeksziink agy elhagyni pl. éleket egyesével, hogy ne
csokkenjen a kromatikus szam, akkor egyszer azt tapasztaljuk,
hogy mar egyik él sem hagyhato el.

igy kaptunk egy y - élkritikus részgrafjat G-nek.

Ha G-bdl cslcsokat hagyunk el, akkor ugyanez igaz.
Természetesen élek vagy cslcsok torlési folyamata végén nem
egyértelmi a kapott kritikus graf.

Ha G y - pontkritikus, akkor G blokk (kétszeresen 6sszefliggo).

Bizonyitas

Ha G nem 6sszefligg, akkor minden komponense kiszinezheté
kevesebb, mint y(G) szinnel (hiszen ha egy masik komponensbél
térliink egy csucsot, akkor a tekintett komponens megmarad és
kiszinezhet6 kevesebb mint x(G) szinnel).
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) De akkor G is kiszinezhet6 lenne kevesebb, mint y(G)
szinnel!
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) De akkor G is kiszinezhet6 lenne kevesebb, mint y(G)
szinnel!

Ha G csak egyszeresen ésszefiliggd lenne, akkor van egy u elvago
pont, V \ u felbomlik V4, - - -, Vs diszjunkt részekre.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) De akkor G is kiszinezhet6 lenne kevesebb, mint y(G)
szinnel!

Ha G csak egyszeresen ésszefiliggd lenne, akkor van egy u elvago
pont, V \ u felbomlik V4, - - -, Vs diszjunkt részekre.

Legyenek Gj-k a V; U {u} csucshalmazok altal feszitett részgrafok.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) De akkor G is kiszinezhet6 lenne kevesebb, mint y(G)

szinnel!
Ha G csak egyszeresen ésszefiliggd lenne, akkor van egy u elvago
pont, V \ u felbomlik V4, - - -, Vs diszjunkt részekre.

Legyenek Gj-k a V; U {u} csucshalmazok altal feszitett részgrafok.
Mindegyik G; kiszinezhet6 x(G) — 1 szinnel.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) De akkor G is kiszinezhet6 lenne kevesebb, mint y(G)

szinnel!
Ha G csak egyszeresen ésszefiliggd lenne, akkor van egy u elvago
pont, V \ u felbomlik V4, - - -, Vs diszjunkt részekre.

Legyenek Gj-k a V; U {u} csucshalmazok altal feszitett részgrafok.
Mindegyik G; kiszinezhet6 x(G) — 1 szinnel.

Mivel csak az u csucs kézds a Gj-kben, igy kaphat olyan szint,
hogy a G is x(G) — 1 szinezhet6 legyen.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) De akkor G is kiszinezhet6 lenne kevesebb, mint y(G)

szinnel!
Ha G csak egyszeresen ésszefiliggd lenne, akkor van egy u elvago
pont, V \ u felbomlik V4, - - -, Vs diszjunkt részekre.

Legyenek Gj-k a V; U {u} csucshalmazok altal feszitett részgrafok.
Mindegyik G; kiszinezhet6 x(G) — 1 szinnel.

Mivel csak az u csucs kézds a Gj-kben, igy kaphat olyan szint,
hogy a G is x(G) — 1 szinezhet6 legyen.

Tehat G egy blokk.
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Kromatikus kritikus grafok

Ha G y - pontkritikus, x(G) = k, akkor 6(G) > (k — 1)
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Kromatikus kritikus grafok

Ha G y - pontkritikus, x(G) = k, akkor 6(G) > (k — 1)

Bizonyitas

Ha lenne (k-1)-nél is kisebb foku v cstcs, akkor 6t térélve a
maradék graf a kritikussag miatt kiszinezheté (k-1) szinnel.
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Kromatikus kritikus grafok

Ha G y - pontkritikus, x(G) = k, akkor 6(G) > (k — 1)

Bizonyitas

Ha lenne (k-1)-nél is kisebb foku v cstcs, akkor 6t térélve a
maradék graf a kritikussag miatt kiszinezheté (k-1) szinnel.

Mivel v-nek nincs annyi szomszédja, mint ahany szinosztaly, igy az
egyik szinét megkaphatja, vagyis G is (k-1) - szinezhet6 lenne.
Tehat5(G) > (k —1).
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Kromatikus kritikus grafok

Ha x(G) = k, akkor van G-nek legaldbb k olyan csticsa, amely
legalabb (k-1) fokd.
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Kromatikus kritikus grafok

Ha x(G) = k, akkor van G-nek legaldbb k olyan csticsa, amely
legalabb (k-1) foku.

Hagyjunk el addig cstcsokat, amig nem kapunk egy G’ k-kritikus
részgrafot. Az el6z6 allitas szerint minden megmaradt cstcs foka
legalabb (k-1). Mivel k-szin kell a G’ kiszinezéséhez, igy van
legalabb k csticsa.
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Kromatikus kritikus grafok

A Szekeres—Wilf-tétel egy masik bizonyitasa

Bizonyitas

Legyen G’ a G egy x(G) = k - kromatikus kritikus részgrafja.
Ekkor x(G) = x(G’) <6(G’) + 1 < maxgrca 6(G”) + 1, ahol a
maximumot - mint a tételben - a G dsszes feszitett G” részgrafjaira
is vehetjik.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

x(G) > k, valamint adott G-nek egy [X,Y] cstcsparticidja tgy, hogy
mind a G(X), mind a G(Y) feszitett részgrafok (k-1) szinezhetbek.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

x(G) > k, valamint adott G-nek egy [X,Y] cstcsparticidja tgy, hogy
mind a G(X), mind a G(Y) feszitett részgrafok (k-1) szinezhetbek.
Ekkor az X és Y kézétt mend vagasbeli élek szama legalabb (k-1).

Legyenek G(X) és G(Y) szinosztalyai rendre

Xi, ooy Xi—1: Yi, 000, Yt

Vezesslik be a H kétrészes grafot, amelynek az egyik részében az
Xi-knek, a masik részében az Y;-knek felel meg egy-egy pont.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

x(G) > k, valamint adott G-nek egy [X,Y] cstcsparticidja tgy, hogy
mind a G(X), mind a G(Y) feszitett részgrafok (k-1) szinezhetbek.
Ekkor az X és Y kézétt mend vagasbeli élek szama legalabb (k-1).

Legyenek G(X) és G(Y) szinosztalyai rendre

Xty Xk—1: Y1, 000, Yk

Vezesslik be a H kétrészes grafot, amelynek az egyik részében az
Xi-knek, a masik részében az Y;-knek felel meg egy-egy pont.
Pontosan akkor kétiink dssze két pontot, ha kiilénbdzé oldalon
vannak és a nekik megfelelé X; és Y; részek kézétt G-ben nem
megy él.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

x(G) > k, valamint adott G-nek egy [X,Y] cstcsparticidja tgy, hogy
mind a G(X), mind a G(Y) feszitett részgrafok (k-1) szinezhetbek.
Ekkor az X és Y kézétt mend vagasbeli élek szama legalabb (k-1).

Legyenek G(X) és G(Y) szinosztalyai rendre

Xty Xk—1: Y1, 000, Yk

Vezesslik be a H kétrészes grafot, amelynek az egyik részében az
Xi-knek, a masik részében az Y;-knek felel meg egy-egy pont.
Pontosan akkor kétiink dssze két pontot, ha kiilénbdzé oldalon
vannak és a nekik megfelelé X; és Y; részek kézétt G-ben nem
megy él.

Tegylik fel, hogy kevesebb, mint (k-1) él lenne az [X,Y] vagasban.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Ekkor a H-nak tébb, mint (k-1)(k-2) éle van. (k-2) csuccsal
lehetetlen lefogni tébb, mint (k-2)(k-1) élt, tehat a lefogd pontok
minimalis szama legalabb (k-1).
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Ekkor a H-nak tébb, mint (k-1)(k-2) éle van. (k-2) csuccsal
lehetetlen lefogni tébb, mint (k-2)(k-1) élt, tehat a lefogd pontok
minimalis szama legalabb (k-1).

Koénig tétele szerint ekkor a H-ban van (k-1) elemii parositas,
vagyis teljes parositas.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Ekkor a H-nak tébb, mint (k-1)(k-2) éle van. (k-2) csuccsal
lehetetlen lefogni tébb, mint (k-2)(k-1) élt, tehat a lefogd pontok
minimalis szama legalabb (k-1).

Koénig tétele szerint ekkor a H-ban van (k-1) elemii parositas,
vagyis teljes parositas.

Emiatt, ha a parba allitott szinosztalyokat azonos szinliekre
szinezzlik, akkor ez a szinezés a G egy (k-1)-szinezése.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Ekkor a H-nak tébb, mint (k-1)(k-2) éle van. (k-2) csuccsal
lehetetlen lefogni tébb, mint (k-2)(k-1) élt, tehat a lefogd pontok
minimalis szama legalabb (k-1).

Koénig tétele szerint ekkor a H-ban van (k-1) elemii parositas,
vagyis teljes parositas.

Emiatt, ha a parba allitott szinosztalyokat azonos szinliekre
szinezzlik, akkor ez a szinezés a G egy (k-1)-szinezése.

Tehat a vagasban valéban lennie kell legalabb (k-1) élnek.
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Kromatikus kritikus grafok

Kdévetkezmény

Ha G k - pontkritikus graf, akkor (k-1)-szeresen élésszefiiggé.
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Kromatikus kritikus grafok

Kdvetkezmény

Ha G k - pontkritikus graf, akkor (k-1)-szeresen éldsszefliggé.

Bizonyitas

Ha k = 1, akkor G = K>, amely élésszefiiggé.
Ha k = 2, akkor G egy paratlan kér, amely 2-élésszefliggd.
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Kromatikus kritikus grafok

Kdvetkezmény

Ha G k - pontkritikus graf, akkor (k-1)-szeresen éldsszefliggé.

Bizonyitas

Ha k = 1, akkor G = K>, amely élésszefiiggé.

Ha k = 2, akkor G egy paratlan kér, amely 2-él6sszefiiggé.
Ha k > 4, akkor tegylik fel, hogy G nem (k-1) élésszefliggo.
Ekkor létezik olyan [X,Y] cstcsparticioja, hogy a részek k6zott
kevesebb, mint (k-1) él megy.
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Kromatikus kritikus grafok

Kdvetkezmény
Ha G k - pontkritikus graf, akkor (k-1)-szeresen éldsszefliggé.

Bizonyitas

Ha k = 1, akkor G = K>, amely élésszefiiggé.

Ha k = 2, akkor G egy paratlan kér, amely 2-él6sszefiiggé.
Ha k > 4, akkor tegylik fel, hogy G nem (k-1) élésszefliggo.
Ekkor létezik olyan [X,Y] cstcsparticioja, hogy a részek k6zott
kevesebb, mint (k-1) él megy.

A G(X) és G(Y) (k-1)- szinezhetbk a kritikussag miatt.
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Kromatikus kritikus grafok

Kdvetkezmény
Ha G k - pontkritikus graf, akkor (k-1)-szeresen éldsszefliggé.

Bizonyitas

Ha k = 1, akkor G = K>, amely élésszefiiggé.

Ha k = 2, akkor G egy paratlan kér, amely 2-él6sszefiiggé.
Ha k > 4, akkor tegylik fel, hogy G nem (k-1) élésszefliggo.
Ekkor létezik olyan [X,Y] cstcsparticioja, hogy a részek k6zott
kevesebb, mint (k-1) él megy.

A G(X) és G(Y) (k-1)- szinezhetbk a kritikussag miatt.

Az elbz6 tétel miatt ellentmondasra jutottunk.
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Kromatikus kritikus grafok

G k-pontkritikus, W C V(G) egy elvagé csucshalmaz. Ekkor G(W) nem
teljes gratf.
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Kromatikus kritikus grafok

Allitas
G k-pontkritikus, W C V(G) egy elvagé csucshalmaz. Ekkor G(W) nem
teljes gratf.

Legyenek a G \ W komponenseinek csucshalmazai: Vs, - - -, Vs.
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Kromatikus kritikus grafok

Allitas
G k-pontkritikus, W C V(G) egy elvagé csucshalmaz. Ekkor G(W) nem
teljes gratf.

Legyenek a G \ W komponenseinek csucshalmazai: Vs, - - -, Vs.
Legyen G; a V; U W altal feszitett részgraf (W-komponens). Mindegyik G;
(k-1)-szinezheté.
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Kromatikus kritikus grafok

Allitas
G k-pontkritikus, W C V(G) egy elvagé csucshalmaz. Ekkor G(W) nem
teljes gratf.

Legyenek a G \ W komponenseinek csucshalmazai: Vs, - - -, Vs.
Legyen G; a V; U W altal feszitett részgraf (W-komponens). Mindegyik G;
(k-1)-szinezheté.

Tegyiik fel, hogy mindegyik Gj-ben kiilénb6z6 szineket kaptak a W
pontjai.

Gi-ben a W ugyanugy legyen szinezve. Ekkor mindegyik G; maradék
részét kiszinezve, a G egy jo (k-1)- szinezését kapjuk.
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Kromatikus kritikus grafok

Allitas
G k-pontkritikus, W C V(G) egy elvagé csucshalmaz. Ekkor G(W) nem
teljes gratf.

Legyenek a G \ W komponenseinek csucshalmazai: Vs, - - -, Vs.
Legyen G; a V; U W altal feszitett részgraf (W-komponens). Mindegyik G;
(k-1)-szinezheté.

Tegyiik fel, hogy mindegyik Gj-ben kiilénb6z6 szineket kaptak a W
pontjai.

Gi-ben a W ugyanugy legyen szinezve. Ekkor mindegyik G; maradék
részét kiszinezve, a G egy jo (k-1)- szinezését kapjuk.

Ha a W teljes grafot feszitene, akkor ellentmondasra jutnank.

Megjegyzés: Specidlisan ha egy k-pontkritikus graf elvagé halmaza
kételem, akkor a két csucs kdzétt nincs él.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)
Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor pontosan
két W-komponens keletkezik és a G az unidjuk.

Az el6z6 megjegyzés azt is mondja, hogy u és v nincs 6sszekétve G-ben.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor pontosan
két W-komponens keletkezik és a G az unidjuk.

Az el6z6 megjegyzés azt is mondja, hogy u és v nincs 6sszekétve G-ben.
Mindegyik W-komponens (k-1)-szinezhet6. Ha lennének a
W-komponenseknek olyan (k-1) szinezései, hogy az u és v mindegyikben
ugyanugy lenne szinezve (lényegében elég lenne az, hogy vagy
egyszindre, vagy kiilénb6zé szinlire), akkor G is (k-1) szinezheté lenne.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor pontosan
két W-komponens keletkezik és a G az unidjuk.

Az el6z6 megjegyzés azt is mondja, hogy u és v nincs 6sszekétve G-ben.
Mindegyik W-komponens (k-1)-szinezhet6. Ha lennének a
W-komponenseknek olyan (k-1) szinezései, hogy az u és v mindegyikben
ugyanugy lenne szinezve (lényegében elég lenne az, hogy vagy
egyszindre, vagy kiilénb6zé szinlire), akkor G is (k-1) szinezheté lenne.
Emiatt kell, hogy legyen olyan Gy W-komponens, amelynek minden (k-1)
szinezésében u és v azonos szint kap és lennie kell olyan Gy
W-komponensnek is, amely minden (k-1) szinezésében az u és a v
mas-mas szint kap. Ekkor ezen két komponens unidja kiadja a G-t,
hiszen k-kritikus, tovabbi W-komponense nem lehet.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.
Allitds:
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.

Allitds:

Ha Gi-ben az u-t és v-t 6sszekdtjik, akkor k-élkritikus grafot kapunk.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.

Allitas:

Ha Gi-ben az u-t és v-t 6sszekdtjik, akkor k-élkritikus grafot kapunk.
Ha Gq-ben az u-t és v-t azonositjuk, akkor k-élkritikus gréafot kapunk.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.

Allitas:

Ha Gi-ben az u-t és v-t 6sszekdtjik, akkor k-élkritikus grafot kapunk.
Ha Go-ben az u-t és v-t azonositjuk, akkor k-élkritikus grafot kapunk.

A Gy -ben minden szinezésnél u és v mas szint kap, vagyis
G} = G1 U {u, v} k-kromatikus.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.

Allitas:

Ha Gi-ben az u-t és v-t 6sszekdtjik, akkor k-élkritikus grafot kapunk.
Ha Go-ben az u-t és v-t azonositjuk, akkor k-élkritikus grafot kapunk.

A Gy -ben minden szinezésnél u és v mas szint kap, vagyis
G} = G1 U {u, v} k-kromatikus.
G k-élkritikus is, mivel G \ f tetszéleges f élre (k-1)-kromatikus.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.

Allitas:

Ha Gi-ben az u-t és v-t 6sszekdtjik, akkor k-élkritikus grafot kapunk.
Ha Go-ben az u-t és v-t azonositjuk, akkor k-élkritikus grafot kapunk.

A Gy -ben minden szinezésnél u és v mas szint kap, vagyis

G} = G1 U {u, v} k-kromatikus.

G k-élkritikus is, mivel G \ f tetszéleges f élre (k-1)-kromatikus.
Ha f = e az nyilvanvalo.
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Kromatikus kritikus grafok

Tétel (Dirac tétele)

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvagé cstcshalmaz, akkor létezik
a G fenti felbontasa a Gy és Go unidjara.

Allitas:

Ha Gi-ben az u-t és v-t 6sszekdtjik, akkor k-élkritikus grafot kapunk.
Ha Go-ben az u-t és v-t azonositjuk, akkor k-élkritikus grafot kapunk.

A Gy -ben minden szinezésnél u és v mas szint kap, vagyis

G} = G1 U {u, v} k-kromatikus.

G k-élkritikus is, mivel G \ f tetszéleges f élre (k-1)-kromatikus.
Ha f = e az nyilvanvalo.

Mas f élre a G k-kritikussaga miatt Go kikényszeriti, hogy u és v
mas-mas szinl legyen, ezzel a feltétellel azonban mar van (k-1)
szinezése a G \ f grafnak.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas
(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.

Tétel
Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor
d(u) +d(v) > (3k - 5).
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor
d(u) +d(v) > (3k — 5).

Tudjuk, hogy G1 U {u, v} egy k-élkritikus graf.
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor
d(u) +d(v) > (3k — 5).

Tudjuk, hogy G1 U {u, v} egy k-élkritikus graf.
Tudjuk, hogy csak Gi U {u, v}-ben mind u-nak, mind v-nek legalabb (k-1)
szomszédja van.
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor
d(u) +d(v) > (3k — 5).

Tudjuk, hogy G1 U {u, v} egy k-élkritikus graf.

Tudjuk, hogy csak Gi U {u, v}-ben mind u-nak, mind v-nek legalabb (k-1)
szomszédja van.

Igy 6sszesen u és v-nek van legalabb (2k-4) Gy - beli szomszédja.
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor
d(u) +d(v) > (3k — 5).

Tudjuk, hogy G1 U {u, v} egy k-élkritikus graf.

Tudjuk, hogy csak Gi U {u, v}-ben mind u-nak, mind v-nek legalabb (k-1)
szomszédja van.

Igy 6sszesen u és v-nek van legalabb (2k-4) Gy - beli szomszédja.
Hasonléan a G} graf is k-élkritikus, igy az ésszeforrasztott u-v csucsnak
egydtt van legalabb (k-1) szomszédja.
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) Ha Go-ben dsszeragasztjuk u-t és v-t, akkor épplgy megmarad a
k-kromatikussaga, valamint k-élkritikussaga is.

Ha G k-élkritikus és W = {u, v} egy elvago csucshalmaz, akkor
d(u) +d(v) > (3k — 5).

Tudjuk, hogy G1 U {u, v} egy k-élkritikus graf.

Tudjuk, hogy csak Gi U {u, v}-ben mind u-nak, mind v-nek legalabb (k-1)
szomszédja van.

Igy 6sszesen u és v-nek van legalabb (2k-4) Gy - beli szomszédja.
Hasonléan a G} graf is k-élkritikus, igy az ésszeforrasztott u-v csucsnak
egydtt van legalabb (k-1) szomszédja.

lgy d(u) + d(v) > (3k - 5) teljestil G-ben.
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Kromatikus kritikus grafok

Maximalis fokszam, klikkszam, fels® becslés.

@ (A Brooks-tétel ekvivalens megfogalmazasa )
Ha G k-pontkritikus, (k-1) reguléaris graf, akkor G vagy a Kk,
vagy egy paratlan kor (k=2).
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Kromatikus kritikus grafok

Maximalis fokszam, klikkszam, fels® becslés.

@ (A Brooks-tétel ekvivalens megfogalmazasa )
Ha G k-pontkritikus, (k-1) reguléaris graf, akkor G vagy a Kk,
vagy egy paratlan kor (k=2).

o A(G) > 2, x(G) = A(G) + 1 pontosan akkor teljesil, ha G
tartalmaz egy A(G) + 1 méret( klikket.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus kritikus grafok

Maximalis fokszam, klikkszam, fels® becslés.

@ (A Brooks-tétel ekvivalens megfogalmazasa )
Ha G k-pontkritikus, (k-1) reguléaris graf, akkor G vagy a Kk,
vagy egy paratlan kor (k=2).

o A(G) > 2, x(G) = A(G) + 1 pontosan akkor teljesil, ha G
tartalmaz egy A(G) + 1 méret( klikket.

@ Igaz-e, hogy ¥(G) > A(G) + 1 — k maga utan vonja, hogy G
tartalmaz egy A(G) + 1 — k klikket?
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Kromatikus kritikus grafok

Maximalis fokszam, klikkszam, fels® becslés.

@ (A Brooks-tétel ekvivalens megfogalmazasa )
Ha G k-pontkritikus, (k-1) reguléaris graf, akkor G vagy a Kk,
vagy egy paratlan kor (k=2).

o A(G) > 2, x(G) = A(G) + 1 pontosan akkor teljesil, ha G
tartalmaz egy A(G) + 1 méret( klikket.

@ Igaz-e, hogy ¥(G) > A(G) + 1 — k maga utan vonja, hogy G
tartalmaz egy A(G) + 1 — k klikket?

Sejtés (Reed sejtése, 1998)

x(G) = A(G) + 1 -k esetén w(G) > A(G) + 1 — 2k vagy
x(G) < [w] a szimmetrikusabb formdja.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus kritikus grafok

A kromatikus szam becslése extra feltétel esetén.

Legyen G haromszégmentes graf. Ekkor x(G) < 3|-A(G +1]
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Kromatikus kritikus grafok

A kromatikus szam becslése extra feltétel esetén.

Allitas

Legyen G haromszégmentes graf. Ekkor x(G) < 3|-A(G +1]

Bizonyitas

|
N

Legyen k =[2G v/(G)-t particionaljuk fel a Vs, - , Vi

részekre ugy, hogy a részeken bellil haladé élek szama a lehet6
legkisebb legyen.
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Kromatikus kritikus grafok

A kromatikus szam becslése extra feltétel esetén.

Allitas

Legyen G haromszégmentes graf. Ekkor x(G) < 3|-A(G +1]

|
N

Bizonyitas

Legyen k =[2G v/(G)-t particionaljuk fel a Vs, - , Vi

részekre ugy, hogy a részeken bellil haladé élek szama a lehet6
legkisebb legyen.

AV, altal feszitett G; graf maximalis foka legfeljebb 3!
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Kromatikus kritikus grafok

A kromatikus szam becslése extra feltétel esetén.

Allitas

Legyen G haromszégmentes graf. Ekkor x(G) < 3|-A(G +1]

|
N

Bizonyitas

Legyen k =[2G v/(G)-t particionaljuk fel a Vs, - , Vi

részekre ugy, hogy a részeken bellil haladé élek szama a lehet6
legkisebb legyen.

AV, altal feszitett G; graf maximalis foka legfeljebb 3!

Valéban, hiszen tegylk fel, hogy valamelyik x € V; csucs belsé
foka nagyobb haromnal. Ekkor van egy olyan rész pl. Vs,
amelyben az x-nek legfelijebb 3 szomszédja van, klilénben az
x-nek legalabb 4k > A(G) + 1 szomszédja lenne, ami nem lehet.
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Kromatikus kritikus grafok

(folyt.) Igy ha az x-et attessziik V-be, kevesebb lesz a belsé él,
ami ellentmond annak, hogy a felosztas a legjobb volt.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Igy ha az x-et attessziik V-be, kevesebb lesz a belsé él,
ami ellentmond annak, hogy a felosztas a legjobb volt.

Tehat A(G;) < 3 és w(Gj) < 2, mert a G-ben sincs haromszdg. A
Brooks tétel szerint tehat x(G;j) < 3.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Igy ha az x-et attessziik V-be, kevesebb lesz a belsé él,
ami ellentmond annak, hogy a felosztas a legjobb volt.

Tehat A(G;) < 3 és w(Gj) < 2, mert a G-ben sincs haromszdg. A
Brooks tétel szerint tehat x(G;j) < 3.

lgy kiszinezziik egymés utan mindegyik G;-t, mindig 3 szint
hasznalunk, a G egy 3k szinezését kapjuk.
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Kromatikus kritikus grafok

Bizonyitas

(folyt.) Igy ha az x-et attessziik V-be, kevesebb lesz a belsé él,
ami ellentmond annak, hogy a felosztas a legjobb volt.

Tehat A(G;) < 3 és w(Gj) < 2, mert a G-ben sincs haromszdg. A
Brooks tétel szerint tehat x(G;j) < 3.

lgy kiszinezziik egymés utan mindegyik G;-t, mindig 3 szint
hasznalunk, a G egy 3k szinezését kapjuk.

Sejtés (Borodin, Kostochka, 1977)

Ha a G grafra A(G) = 9 és x(G) = A(G), akkor w(G) = A(G)
teljestil.
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Kromatikus kritikus grafok

Derékbdség, kerllet.

Definicio
Egy G grafban a legkisebb kér hosszat jelélje g(G) (az angol
elnevezése girth), nevezziik derékbdségnek.

Ha egy grafban van egy k méreti klikk, akkor kell legalébb k szin a
kiszinezéséhez. Tudjuk, hogy egy hosszabb paratlan kérben nincs
haromszdg, mégis 3 szin kell a szinezéséhez. Viszont elegendt is
ennyi szin. Megforditva, vajon mekkora tud lenni a kromatikus
szam, ha a lehetd legkisebb klikk van csak, tehat még haromszég
sincsen?
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

A Mycielski-konstrukcio

Definicio

Legyen G = ({v1,--- , vn}, E). Vegyliink fel, mindegyik csticshoz
egy masodik példanyt,V’ = {v{,--- , v;}, valamint egy extra u
csucsot. Legyen G’ = (VU V' U{u}, EU E" UE"), ahol

E'={tvivil:{vi,vile E,vie E,vi e B} ésE” = {{vi,u} : v/ € E)
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

A Mycielski-konstrukcio

Definici6

Legyen G = ({v1,--- , vn}, E). Vegyliink fel, mindegyik csticshoz
egy masodik példanyt,V’ = {v{,--- , v;}, valamint egy extra u
csucsot. Legyen G' = (VU V' U {u}, EU E’ U E"), ahol

E'={tvivil:{vi,vile E,vie E,vi e B} ésE” = {{vi,u} : v/ € E)

Tétel (J. Mycielski)

Ha G k-élkritikus graf, akkor G’ is az, eggyel nagyobb kromatikus
szammal.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Blazsik Zoltan



Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Megmutatjuk, hogy x(G’) > k. Tegylik fel, hogy G’-nek mégis
lenne egy c k-szinezése. Legyen pl. c(u) = 1.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy x(G’) > k. Tegylik fel, hogy G’-nek mégis
lenne egy c k-szinezése. Legyen pl. c(u) = 1.

Ekkor a G egy szinezése f, amely meghagyja az 1-t6l kiilébnbéz6
szineket ¢c-bél, mig az 1-szinli v; szinét c(v/)re valtoztatja. Ha (x,y)
egy él G-ben, akkor az egyik nem volt 1-es, igy megmaradt a
szine.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy x(G’) > k. Tegylik fel, hogy G’-nek mégis
lenne egy c k-szinezése. Legyen pl. c(u) = 1.

Ekkor a G egy szinezése f, amely meghagyja az 1-t6l kiilbnb6z6
szineket ¢c-bél, mig az 1-szinli v; szinét c(v/)re valtoztatja. Ha (x,y)
egy él G-ben, akkor az egyik nem volt 1-es, igy megmaradt a
szine.

Ha a masik is maradt akkor kiilénbdznek, mert a ¢ egy j6 szinezés
volt.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy x(G’) > k. Tegylik fel, hogy G’-nek mégis
lenne egy c k-szinezése. Legyen pl. c(u) = 1.

Ekkor a G egy szinezése f, amely meghagyja az 1-t6l kiilbnb6z6
szineket ¢c-bél, mig az 1-szinli v; szinét c(v/)re valtoztatja. Ha (x,y)
egy él G-ben, akkor az egyik nem volt 1-es, igy megmaradt a
szine.

Ha a masik is maradt akkor kiilénbdznek, mert a ¢ egy j6 szinezés
volt.

Ha 1 volt és valtozott, akkor sincs gond, mert pl. az y
masodpéldanya dssze volt kétve az x szomszédaival, tehat nem
okoz ezutan sem konfliktust a szine.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

Megmutatjuk, hogy x(G’) > k. Tegylik fel, hogy G’-nek mégis
lenne egy c k-szinezése. Legyen pl. c(u) = 1.

Ekkor a G egy szinezése f, amely meghagyja az 1-t6l kiilbnb6z6
szineket ¢c-bél, mig az 1-szinli v; szinét c(v/)re valtoztatja. Ha (x,y)
egy él G-ben, akkor az egyik nem volt 1-es, igy megmaradt a
szine.

Ha a masik is maradt akkor kiilénbdznek, mert a ¢ egy j6 szinezés
volt.

Ha 1 volt és valtozott, akkor sincs gond, mert pl. az y
masodpéldanya dssze volt kétve az x szomszédaival, tehat nem
okoz ezutan sem konfliktust a szine.

Az f azonban csak (k-1) szint hasznalt, ez ellentmondas.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

A kritikussag igazolasa:
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

A kritikussag igazolasa:
Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.

Ekkor megfelel6 lesz a G’ kbvetkez6 f atszinezése:

G \ {v;} -ben maradjon a ¢ szine.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.

Ekkor megfelel6 lesz a G’ kbvetkez6 f atszinezése:

G \ {v;} -ben maradjon a ¢ szine.

Fesstik k-ra a vj, v/, u cslicsokat. A tovabbi v csticsokra f(vi) = c(v;) legyen.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.

Ekkor megfelel6 lesz a G’ kbvetkez6 f atszinezése:

G \ {v;} -ben maradjon a ¢ szine.

Fessiik k-ra a vj, v/, u csticsokat. A tovabbi v] csicsokra f(v/) = c(v;) legyen.
Ha az e = {v;, v]’ } tipusd, akkor legyen ¢ a G \ {v;, vj} egy (k-1) szinezése.
Maradjon meg a c szine G \ {v;} -ben, f(v;) = f(u) = k és legyen

f(v;) = c(v;) minden i-t6l kiilénb6z6 indexre.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.

Ekkor megfelel6 lesz a G’ kbvetkez6 f atszinezése:

G \ {v;} -ben maradjon a ¢ szine.

Fessiik k-ra a vj, v/, u csticsokat. A tovabbi v] csicsokra f(v/) = c(v;) legyen.
Ha az e = {v;, v]’ } tipusd, akkor legyen ¢ a G \ {v;, vj} egy (k-1) szinezése.
Maradjon meg a c szine G \ {v;} -ben, f(v;) = f(u) = k és legyen

f(v;) = c(v;) minden i-t6l kiilénb6z6 indexre.

Végiil ha az e = {v;, v;} tipust, akkor legyen c a G \ {v;, v;} egy (k-1)
szinezése.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.

Ekkor megfelel6 lesz a G’ kbvetkez6 f atszinezése:

G \ {v;} -ben maradjon a ¢ szine.

Fessiik k-ra a vj, v/, u csticsokat. A tovabbi v] csicsokra f(v/) = c(v;) legyen.
Ha az e = {v;, v]’ } tipusd, akkor legyen ¢ a G \ {v;, vj} egy (k-1) szinezése.
Maradjon meg a c szine G \ {v;} -ben, f(v;) = f(u) = k és legyen

f(v;) = c(v;) minden i-t6l kiilénb6z6 indexre.

Végiil ha az e = {v;, v;} tipust, akkor legyen c a G \ {v;, v;} egy (k-1)
szinezése.

Maradjon meg a c szine G \ {v;} -ben, legyen f(v;) = k és f(u) = 1.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Bizonyitas

A kritikussag igazolasa:

Legyen e € E(G’), megmutatjuk, hogy x(G’ \ e) < k.

Harom tipusu él elhagyasakor kell k-szinezést talalni, kihasznalva a G
k-kritikusssagat!

Ha e = {u, vj’}, akkor legyen ¢ a G \ {vj, s} egy (k-1) szinezése, ahol az s a v;
egy szomszédja G-ben.

Ekkor megfelel6 lesz a G’ kbvetkez6 f atszinezése:

G \ {v;} -ben maradjon a ¢ szine.

Fessiik k-ra a vj, v/, u csticsokat. A tovabbi v] csicsokra f(v/) = c(v;) legyen.
Ha az e = {v;, v]’ } tipusd, akkor legyen ¢ a G \ {v;, vj} egy (k-1) szinezése.
Maradjon meg a c szine G \ {v;} -ben, f(v;) = f(u) = k és legyen

f(v;) = c(v;) minden i-t6l kiilénb6z6 indexre.

Végiil ha az e = {v;, v;} tipust, akkor legyen c a G \ {v;, v;} egy (k-1)
szinezése.

Maradjon meg a c szine G \ {v;} -ben, legyen f(v;) = k és f(u) = 1.

Tehat a G’ (k+1)-kritikus.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

A Mycielski-féle grafsorozat ismerete elbtt is tudtak, hogy létezik
olyan haromszdgmentes graf, amelynek nagy a kromatikus szama.
Késbbb érintjiik a hires Erdés-Rényi elméletet, a véletlen grafokat,
a valészinliségszamitasi modszert. Erdds Pal moédszerével sokkal
tébbet is bizonyitott, Iétezik olyan graf, amelynek nagyobb mint b a
derékbdsége (kerlilet, a legrévidebb kérének hossza) és egyben
nagyobb mint k a kromatikus szama.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

A konstrukcié minden k értékre megad haromszdgmentes,
k-kromatikus grafot, rdadasul k-élkritikusat! A bizonyitasban
elmélyedve egyrészt lathatd, hogy a kiindulasul vett graf barmely
élkritikus graf lehet, tehat sok sorozatot kapunk. Masrészt annak
bizonyitasa, hogy G’ eggyel nagyobb kromatikus szamua mint G,
nem hasznalja ki, hogy G élkritikus.
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Kis korok nélkil is nagy lehet a kromatikus szam

Feladat
lgazoljuk, hogy 2 < t < k egészekre létezik olyan graf, melyre
w(G) =t x(G) = k.

Feladat

Létezik-e olyan graf, melyre az w(G) = x(G) nemcsak magéra a
G gréfra all fenn, hanem annyira tékéletes, hogy minden G’
feszitett részgrafra is teljesil az w(G) = x(G) egyenléség? Az él
nélkdli vagy éppen a teljes grafok ilyenek, de vajon mennyire
bonyolult ezzel a szép tulajdonsaggal rendelkezd grafok osztalya,
a benne 1évé grafok szerkezete?
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e Perfekt grafok
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Perfekt grafok

Feladat

lgazoljuk, hogy 2 < t < k egészekre létezik olyan graf, melyre
w(G) =t,x(G) = k.
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Perfekt grafok

Feladat

lgazoljuk, hogy 2 < t < k egészekre létezik olyan graf, melyre
w(G) =t,x(G) = k.

Feladat

Létezik-e olyan graf, melyre az w(G) = x(G) nemcsak magéra a
G grafra all fenn, hanem annyira tékéletes, hogy minden G’
feszitett részgrafra is teljesiil az w(G) = x(G) egyenléség? Az él
nélklli vagy éppen a teljes grafok ilyenek, de vajon mennyire
bonyolult ezzel a szép tulajdonsaggal rendelkez6 grafok osztalya,
a benne 1évé grafok szerkezete?
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Perfekt grafok

Feladat

lgazoljuk, hogy 2 < t < k egészekre létezik olyan graf, melyre
w(G) =t,x(G) = k.

Feladat

Létezik-e olyan graf, melyre az w(G) = x(G) nemcsak magéra a
G grafra all fenn, hanem annyira tékéletes, hogy minden G’
feszitett részgrafra is teljesiil az w(G) = x(G) egyenléség? Az él
nélklli vagy éppen a teljes grafok ilyenek, de vajon mennyire
bonyolult ezzel a szép tulajdonsaggal rendelkez6 grafok osztalya,
a benne 1évé grafok szerkezete?

Feladat

Az oktaéder szabalyos test, 6 cstccsal, 8 haromszdg lappal,12
éllel. Vajon igaz-e ra az el6z6 feladat feltétele?
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Perfekt grafok

Claude Berge, 1926-2002

Definicio
A G grafot perfektnek mondjuk, ha barmely F feszitett részgrafjara
fennall az w(F) = x(F) 6sszefliggés.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Perfekt grafok

Claude Berge, 1926-2002

Definicio
A G grafot perfektnek mondjuk, ha barmely F feszitett részgrafjara
fennall az w(F) = x(F) 6sszefliggés.

Definicié

k(G)-vel szokas jeléIni az un. klikk fedési szamot. Legalabb ennyi
klikk részgraf kell a G 6sszes csucsanak lefedéséhez.
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Perfekt grafok

Claude Berge, 1926-2002

Definicio
A G grafot perfektnek mondjuk, ha barmely F feszitett részgrafjara
fennall az w(F) = x(F) 6sszefliggés.

Definicié

k(G)-vel szokas jeléIni az un. klikk fedési szamot. Legalabb ennyi
klikk részgraf kell a G 6sszes csucsanak lefedéséhez.

Mivel egy maximalis Ures részgraf cslcsait csak egyenkent lehet
klikkel lefedni, igy a(G) < k(G). Vegylk észre, hogy k(G) = x(G).
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Perfekt grafok

Claude Berge, 1926-2002

Definicio
A G grafot perfektnek mondjuk, ha barmely F feszitett részgrafjara
fennall az w(F) = x(F) 6sszefliggés.

Definicié

k(G)-vel szokas jeléIni az un. klikk fedési szamot. Legalabb ennyi
klikk részgraf kell a G 6sszes csucsanak lefedéséhez.

Mivel egy maximalis Ures részgraf cslcsait csak egyenkent lehet
klikkel lefedni, igy a(G) < k(G). Vegylk észre, hogy k(G) = x(G).

Feladat
x(Cp) =?
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Perfekt grafok

Lovasz Laszl6 tétele

A perfekt graf fogalmat tehat meghatérozhatjuk ekvivalens médon
igy is:

Definici6

G perfekt, ha G barmely H feszitett részgréfiara a(F) = k(F).
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Perfekt grafok

Lovasz Laszl6 tétele

A perfekt graf fogalmat tehat meghatérozhatjuk ekvivalens médon
igy is:

Definici6

G perfekt, ha G barmely H feszitett részgréfiara a(F) = k(F).

Berge elst sejtése (1963) azt allitotta, hogy G pontosan akkor
perfekt graf, amikor a komplementere.
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Perfekt grafok

Lovasz Laszl6 tétele

A perfekt graf fogalmat tehat meghatérozhatjuk ekvivalens médon
igy is:

Definici6

G perfekt, ha G barmely H feszitett részgréfiara a(F) = k(F).

Berge elst sejtése (1963) azt allitotta, hogy G pontosan akkor
perfekt graf, amikor a komplementere.

Tétel (A Perfekt graf tétel, Lovasz Laszl6 tétele, 1972)

G pontosan akkor perfekt graf, amikor a komplementere.
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Perfekt grafok

Egy véges G graf barmely F feszitett részgrafjara vonatkoz6an a
kévetkez® harom tulajdonsag ekvivalensen teljesiil.

w(F) = x(F) (1)
a(F) = k(F) (2)
w(F)a(F) > |F| (3)

A révidebb szbhasznalat miatt a G y - perfekt, ha az els6, a-perfekt
ha a masodik tulajdonsag teljesil. A tétel ezek ekvivalencigja. A
bizonyitashoz hasznos és 6nmagaban is szép a harmadik
ekvivalens tulajdonsag. A harmadik tulajdonsag szimmetrikus a
graf és komplementere cserére!
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Perfekt grafok

A G gréf perfekt, akkor és csak akkor, ha w(G')a(G’) = |[V(G')|
minden G’ feszitett részgrafjara teljeslil.
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Perfekt grafok

A G gréf perfekt, akkor és csak akkor, ha w(G")a(G’) > |V(G')|
minden G’ feszitett részgrafjara teljeslil.

Bizonyitas (Gasparian bizonyitasa)

Az elegendbség kévetkezik, mivel ha G perfekt, akkor
w(G") = x(G’) mindegyik feszitett részgrafjara teljesil, valamint
jél ismert, hogy a(G')x(G’) > |V(G).
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Perfekt grafok

A G gréf perfekt, akkor és csak akkor, ha w(G")a(G’) > |V(G')|
minden G’ feszitett részgrafjara teljeslil.

Bizonyitas (Gasparian bizonyitasa)

Az elegendbség kévetkezik, mivel ha G perfekt, akkor

w(G") = x(G’) mindegyik feszitett részgrafjara teljesil, valamint
jol ismert, hogy a(G")x(G’) > |V(G')|.

A szlikségességhez tegylik fel, hogy az allitassal ellentétben lenne
egy G nem perfekt graf, amelyre teljeslilne az egyenlbtlenség.
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Perfekt grafok

A G gréf perfekt, akkor és csak akkor, ha w(G")a(G’) > |V(G')|
minden G’ feszitett részgrafjara teljeslil.

Bizonyitas (Gasparian bizonyitasa)

Az elegendbség kévetkezik, mivel ha G perfekt, akkor

w(G") = x(G’) mindegyik feszitett részgrafjara teljesil, valamint
jol ismert, hogy a(G")x(G’) > |V(G')|.

A szlikségességhez tegylik fel, hogy az allitassal ellentétben lenne
egy G nem perfekt graf, amelyre teljeslilne az egyenlbtlenség.

Ha ilyen van, akkor valasszunk ki egy olyan G ellenpéldat,
amelynek a rendje minimalis.
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Perfekt grafok

A G gréf perfekt, akkor és csak akkor, ha w(G")a(G’) > |V(G')|
minden G’ feszitett részgrafjara teljeslil.

Bizonyitas (Gasparian bizonyitasa)

Az elegendbség kévetkezik, mivel ha G perfekt, akkor

w(G") = x(G’) mindegyik feszitett részgrafjara teljesil, valamint
jol ismert, hogy a(G")x(G’) > |V(G')|.

A szlikségességhez tegylik fel, hogy az allitassal ellentétben lenne
egy G nem perfekt graf, amelyre teljeslilne az egyenlbtlenség.

Ha ilyen van, akkor valasszunk ki egy olyan G ellenpéldat,
amelynek a rendje minimalis.

Tehédt x(G) > w(G), de x(G’) = w(G’) mindegyik valddi feszitett
részgrafjara.
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Perfekt grafok

(folyt.) Réviditve, legyen w = w(G) és a = a(G),
V(G)={1,---,n}.
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Perfekt grafok

Bizonyitas
(folyt.) Réviditve, legyen w = w(G) és a = a(G),
V(G)={1,---,n}.

El6szér megmutatjuk, hogy léteznek Co, ..., Caw fliggetlen
halmazok, amelyek minden egyes cstcsot pontosan a-szeresen
fednek le.
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Perfekt grafok

Bizonyitas

(folyt.) Réviditve, legyen w = w(G) és a = a(G),
V(G)={1,---,n}

El6szér megmutatjuk, hogy léteznek Cy, . . ., Caw fliggetlen
halmazok, amelyek minden egyes cstcsot pontosan a-szeresen
fednek le.

Legyen Cy egyik tetszbleges a méretii stabil részhalmaza G-nek.
A G minimalitasa miatt tudjuk, hogy mindegyik v € Cy csucsra a
V(G) \ {v} altal feszitett részgrafia G-nek perfekt, igy tehat
kiszinezhet6 w szinnel.
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Perfekt grafok

Bizonyitas

(folyt.) Réviditve, legyen w = w(G) és a = a(G),
V(G)={1,---,n}

El6szér megmutatjuk, hogy léteznek Cy, .. ., Caw fiiggetlen
halmazok, amelyek minden egyes cstcsot pontosan a-szeresen
fednek le.

Legyen Cy egyik tetszbleges a méretii stabil részhalmaza G-nek.
A G minimalitasa miatt tudjuk, hogy mindegyik v € Cy csucsra a
V(G) \ {v} altal feszitett részgrafia G-nek perfekt, igy tehat
kiszinezhetb w szinnel.

Tehat a V(G) \ {v} particionalhaté w stabil halmazra.
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Perfekt grafok

(folyt.) Ha ezt megtessziik a Cy minden csucsaval, akkor
megkapjuk a C;-ket.
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Perfekt grafok

Bizonyitas
(folyt.) Ha ezt megtessziik a Cy minden csucsaval, akkor
megkapjuk a C;-ket.

Mindeni=0,--- ,aw indexre létezik egy K;, w méretii klikk, amely
nem metszi C;-t.
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Perfekt grafok

Bizonyitas

(folyt.) Ha ezt megtessziik a Cy minden csucsaval, akkor
megkapjuk a C;-ket.

Mindeni=0,--- ,aw indexre létezik egy K;, w méretii klikk, amely
nem metszi C;-t.

Ha nem igy lenne, akkor a V(G) \ C; altal feszitett G’ részgréfjara
a G-nek, w(G’) < w teljestilne, tehat ki lehetne szinezni (w — 1)
szinnel.
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Perfekt grafok

Bizonyitas
(folyt.) Ha ezt megtessziik a Cy minden csucsaval, akkor
megkapjuk a C;-ket.

Mindeni=0,--- ,aw indexre létezik egy K;, w méretii klikk, amely
nem metszi C;-t.

Ha nem igy lenne, akkor a V(G) \ C; altal feszitett G’ részgréfjara
a G-nek, w(G’) < w teljestilne, tehat ki lehetne szinezni (w — 1)
szinnel.

Hozzavéve a C; fliggetlen halmazt, kapnank a G-nek egy w
csucsszinezését, ami ellentmondana annak, hogy x(G) > w(G).
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Perfekt grafok

Bizonyitas
(folyt.) Ha ezt megtessziik a Cy minden csucsaval, akkor
megkapjuk a C;-ket.

Mindeni=0,--- ,aw indexre létezik egy K;, w méretii klikk, amely
nem metszi C;-t.

Ha nem igy lenne, akkor a V(G) \ C; altal feszitett G’ részgréfjara
a G-nek, w(G’) < w teljestilne, tehat ki lehetne szinezni (w — 1)
szinnel.

Hozzavéve a C; fliggetlen halmazt, kapnank a G-nek egy w
csucsszinezését, ami ellentmondana annak, hogy x(G) > w(G).
Masrészt |K; N Cil = 1 ha i és j kiilénb6z6 indexek {0, - - - , aw} -bol.
Ez abbdl a ténybdl kbvetkezik, hogy egy teljes és egy lres részgraf
metszete legfeljebb 1 elemd, viszont tudjuk, hogy K; egy
kivetelével (ez a C;) metsz minden Ci-t.
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Perfekt grafok

Bizonyitas

(folyt.) Tekintsiik az (ew + 1) x n -es M és N illeszkedési
matrixokat! Az M altalanos eleme mj; pontosan akkor 1, ha j € C;,
egyebkent 0; mig az N altalanos eleme n;; pontosan akkor 1, ha
j € Ki, egyébként 0.
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Perfekt grafok

Bizonyitas

(folyt.) Tekintsiik az (ew + 1) x n -es M és N illeszkedési
matrixokat! Az M altalanos eleme mj; pontosan akkor 1, ha j € C;,
egyebkent 0; mig az N altalanos eleme n;; pontosan akkor 1, ha

j € Ki, egyébként 0.

A fenti megallapitasok szerint MNT = J — |, ahol a J az

(aw + 1) X (aw + 1) -es csupa 1-et tartalmazé matrixot jel6li, az |
pedig az (aw + 1) X (aw + 1)-es egységmatrixot.
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Perfekt grafok

Bizonyitas

(folyt.) Tekintsiik az (ew + 1) x n -es M és N illeszkedési
matrixokat! Az M altalanos eleme mj; pontosan akkor 1, ha j € C;,
egyebkent 0; mig az N altalanos eleme n;; pontosan akkor 1, ha

j € Ki, egyébként 0.

A fenti megallapitasok szerint MNT = J — |, ahol a J az

(ew + 1) X (aw + 1) -es csupa 1-et tartalmazé matrixot jeléli, az |
pedig az (aw + 1) X (aw + 1)-es egységmatrixot.

Mivel a J — | rangja (aw + 1), az n > aw + 1. Ez azonban
ellentmond a kiindulasi feltételnek.
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Perfekt grafok

Berge erds perfekt graf sejtése, 1963

Sok kitlind kutaté munkajara épitve egy igazi 6sszefogas végll
még Berge életében az erdsebb allitassal is megbirkézott.

Tétel (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas, 2006)

G perfekt & G-ben nincs haromnal hosszabb paratlan kér vagy
annak komplementere feszitett részgrafként.

A tétel igazolta egy szinezési tulajdonség és bizonyos feszitett
részgrafok hianyanak ekvivalenciajat. A kutatécsoport tagjai
egyébként is a hasonl6 szerkezetii tételek leghiresebb kutatéi.
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Perfekt grafosztalyok

Berge erds perfekt graf sejtése, 1963

A paratlan kérok kitlintetett szerepe mér a Brooks-tételnél
megjelent. A teljes graf mellett ez a mésik kivétel, j6
kiszinezéséhez nem elég maximdlis fokszamnyi szin.
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Perfekt grafosztalyok

Berge erds perfekt graf sejtése, 1963

A paratlan kérok kitlintetett szerepe mér a Brooks-tételnél
megjelent. A teljes graf mellett ez a mésik kivétel, j6
kiszinezéséhez nem elég maximdlis fokszamnyi szin.

Egy érdekes allitas azt mondja, csak ha nagyon atszévik a grafot a
paratlan kérok, akkor nagy a graf kromatikus szama.
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Perfekt grafosztalyok

Berge erds perfekt graf sejtése, 1963

A paratlan kérok kitlintetett szerepe mér a Brooks-tételnél
megjelent. A teljes graf mellett ez a masik kivétel, jo
kiszinezéséhez nem elég maximdlis fokszamnyi szin.

Egy érdekes allitas azt mondja, csak ha nagyon atszévik a grafot a
paratlan kérok, akkor nagy a graf kromatikus szama. Milyen
hosszl paratlan kdrok vannak a Petersen-grafban? A szimmetria
miatt minden csucson ugyanannyi paratlan kdr megy keresztl!
Szamoljuk meg, a Petersen-grafban hany paratlan kér megy
keresztll egy-egy csucson?
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Perfekt grafosztalyok

Paratlan korok, felsd becslés

Ha a G graf minden csucsa legfeljebb k paratlan kér eleme, akkor
VBK+9+1
x(G) <=7
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Perfekt grafosztalyok

Paratlan korok, felsd becslés

Ha a G graf minden csucsa legfeljebb k paratlan kér eleme, akkor
VBK+9+1
x(G) <=7

Bizonyitas

Ha nincs is paratlan kér G-ben, valéban a 2 pontos becslés. Ha

k = 1, akkor addig, amig egyik cstics sem tartalmaz egynél t6bb
kért nem lesz nagyobb x(G) haromnal az allitas szerint. Mar ez is
érdekes.
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Perfekt grafosztalyok

Paratlan korok, felsd becslés

Ha a G graf minden csucsa legfeljebb k paratlan kér eleme, akkor
VBK+9+1
x(G) <=7

N
|

Bizonyitas

Ha nincs is paratlan kér G-ben, valéban a 2 pontos becslés. Ha

k = 1, akkor addig, amig egyik cstics sem tartalmaz egynél t6bb
kért nem lesz nagyobb x(G) haromnal az allitas szerint. Mar ez is
érdekes.

Tegytlik fel, hogy k > 2 és legyent = fm“]

Alkalmazzunk indukciét a G n rendjére.
Kénnyii elindulnunk, mert amig az n nem haladja meg a t-t, addig
az egyenlétlenség trivialisan teljeslil.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevésiink n > t esetére:
Ha H n rendi graf és mindegyik csticsa legfeljebb k paratlan kérben
van, akkor y(H) < t.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevésiink n > t esetére:
Ha H n rendi graf és mindegyik csticsa legfeljebb k paratlan kérben
van, akkor y(H) < t.

Legyen G egy (n+1) rendi graf és mindegyik csucsa legfeljebb k
paratlan kérben van.

Megmutatjuk, hogy x(G) < t.

Legyen v a G egy csucsa.

Ekkor G \ v-re teljeslilnek a feltételek, vagyis t szinnel kiszinezhet6.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevésiink n > t esetére:
Ha H n rendi graf és mindegyik csticsa legfeljebb k paratlan kérben
van, akkor y(H) < t.

Legyen G egy (n+1) rendi graf és mindegyik csucsa legfeljebb k
paratlan kérben van.

Megmutatjuk, hogy x(G) < t.

Legyen v a G egy csucsa.

Ekkor G \ v-re teljeslilnek a feltételek, vagyis t szinnel kiszinezhet6.

B < t, amibsl k < £542 = (1) - 1 adddik.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevésiink n > t esetére:
Ha H n rendi graf és mindegyik csticsa legfeljebb k paratlan kérben
van, akkor y(H) < t.

Legyen G egy (n+1) rendi graf és mindegyik csucsa legfeljebb k
paratlan kérben van.

Megmutatjuk, hogy x(G) < t.

Legyen v a G egy csucsa.

Ekkor G \ v-re teljeslilnek a feltételek, vagyis t szinnel kiszinezhet6.

B < t, amibsl k < £542 = (1) - 1 adddik.

A (é) szinpar kézdl van legalabb 1 par (pl. (piros, kék)), amely nem
fordult eld, mint a v szomszédai valamely paratlan kérben.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevésiink n > t esetére:
Ha H n rendi graf és mindegyik csticsa legfeljebb k paratlan kérben
van, akkor y(H) < t.

Legyen G egy (n+1) rendi graf és mindegyik csucsa legfeljebb k
paratlan kérben van.

Megmutatjuk, hogy x(G) < t.

Legyen v a G egy csucsa.

Ekkor G \ v-re teljeslilnek a feltételek, vagyis t szinnel kiszinezhet6.

B < t, amibsl k < £542 = (1) - 1 adddik.
A (é) szinpar kézdl van legalabb 1 par (pl. (piros, kék)), amely nem
fordult eld, mint a v szomszédai valamely paratlan kérben.

Legyen G’ a G \ v azon részgrafja, amelyet a piros és kék pontok
feszitenek Ki.
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Perfekt grafosztalyok

(folyt.)
G’ péros graf!
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.)

G’ paros graf!

Ha a G’-ben nincs olyan piros pont, amelynek szomszédja v a

G-ben, akkor a v-t pirosra szinezhetjik és nem kell dj szin, az
egyenlbtlenség G-re is teljesdil.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.)
G’ paros graf!

Ha a G’-ben nincs olyan piros pont, amelynek szomszédja v a
G-ben, akkor a v-t pirosra szinezhetjik és nem kell tj szin, az
egyenlbtlenség G-re is teljesdil.

Vegylik a G’ azon komponenseit, amelyekben van piros
szomszédja v-nek.

Allitiuk, hogy ezekben a komponensekben nincs v-nek kék
szomszédja!
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.)
G’ paros graf!

Ha a G’-ben nincs olyan piros pont, amelynek szomszédja v a
G-ben, akkor a v-t pirosra szinezhetjik és nem kell tj szin, az
egyenlbtlenség G-re is teljestil.

Vegylik a G’ azon komponenseit, amelyekben van piros
szomszédja v-nek.

Allitiuk, hogy ezekben a komponensekben nincs v-nek kék
szomszédja!

Ellenkezb esetben menne a komponensben egy piros szomszédtol
egy kék szomszédig ut, amely paratlan hosszu.

Kiegészitve még a v-bdl kiinduld csatlakozo 1-1 éllel egy paratlan
kért kapnank.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Ez azonban egy olyan kér lenne, amelyben a v-nek éppen
van egy (piros, kék) szomszédparja, amit feltettiink, hogy nem
lehet.

Tehat egyik komponensben sincs v-nek kék szomszédja.

Igy a komponensekben felcserélve a piros és kék szineket, az Uj
szinezés mar olyan, hogy a v-nek nincs piros szomszédja.

lgy kiterjeszthet6 a v-re a szinezés, nem kell tébb szin.

Tehat x(G) < t.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Ez azonban egy olyan kér lenne, amelyben a v-nek éppen
van egy (piros, kék) szomszédparja, amit feltettiink, hogy nem
lehet.

Tehat egyik komponensben sincs v-nek kék szomszédja.

Igy a komponensekben felcserélve a piros és kék szineket, az Uj
szinezés mar olyan, hogy a v-nek nincs piros szomszédja.

lgy kiterjeszthet6 a v-re a szinezés, nem kell tébb szin.

Tehat x(G) < t.

Keresstink olyan grafokat, amelyekre az egyenldtlenség éles!
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Perfekt grafosztalyok

Berge erds perfekt graf sejtése, 1963

A valbban perfekt grafok tanulmanyozasa a hatvanas években
Berge sejtései miatt is gyorsabban folytatodott. Még mielbtt
barmelyik kérdés pozitivan elddlt volna, maris kiilonb6z6 specialis
tulajdonsagu grafokat vizsgaltak meg, vajon perfektek-e? Tobb,
nagyon fontos grafosztalyrdl kiderllt nem csak az, hogy perfekt
grafokat tartalmaz, hanem az is, hogy mindezt még a fogalom
megsziiletése elbtt bizonyitottak!

Tétel (Chudnovsky, Robertson, Seymour és Thomas, 2006)

G perfekt & G-ben nincs haromnal hosszabb paratlan kér vagy
annak komplementere feszitett részgrafként.

Mielbtt az eldbbi tétel feltette az I-re a pontot sok szép eredmény
megsziletett.
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Perfekt grafosztalyok

Intervallumgrafok

Bizonyos grafoknak létezik metszet reprezentaciéja. Ha S egy
halmaz, ¥ C P(S) egy halmazrendszer, akkor # meghataroz egy
grafot.
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Perfekt grafosztalyok

Intervallumgrafok

Bizonyos grafoknak létezik metszet reprezentaciéja. Ha S egy
halmaz, ¥ C P(S) egy halmazrendszer, akkor # meghataroz egy
grafot.

A csucsok az ¥ elemei, valamint két elemet pontosan akkor kot
Ossze él, ha metszetilk nem (res.
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Perfekt grafosztalyok

Intervallumgrafok

Bizonyos grafoknak létezik metszet reprezentaciéja. Ha S egy
halmaz, ¥ C P(S) egy halmazrendszer, akkor # meghataroz egy
grafot.

A csucsok az ¥ elemei, valamint két elemet pontosan akkor kot
Ossze él, ha metszetilk nem (res.

Ha a G graf eléall mint egy F halmazrendszer metszetgrafja, akkor
a G reprezentalhaté.

Definicié

A szamegyenes intervallumainak valamely rendszere altal
meghatarozott metszetgrafokat intervallum grafoknak nevezziik.
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Perfekt grafosztalyok

Feladat

Vajon kuilénbéznek-e a nyitott intervallumokkal meghatarozott
intervallumgéafok?
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Perfekt grafosztalyok

Feladat

Vajon kuilénbéznek-e a nyitott intervallumokkal meghatarozott
intervallumgéafok?

Es ha csak zart intervallumokat engediink meg?
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Perfekt grafosztalyok

Feladat

Vajon kuilénbéznek-e a nyitott intervallumokkal meghatarozott
intervallumgéafok?

Es ha csak zart intervallumokat engediink meg?

Bévebb-e a tetszbleges intervallumok altal reprezentalt grafok
halmaza, az 1 hosszusagu intervallumoktdl?
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Perfekt grafosztalyok

Feladat

Vajon kuilénbéznek-e a nyitott intervallumokkal meghatarozott
intervallumgéafok?

Es ha csak zart intervallumokat engediink meg?

Bévebb-e a tetszbleges intervallumok altal reprezentalt grafok
halmaza, az 1 hosszusagu intervallumoktdl?

Milyen grafokat lehet nem tartalmazkodo intervallumokkal
reprezentalni?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Perfekt grafosztalyok

A bevezetbben emlitett kurzus elhelyezési problémat

egyszerisitsik le.
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Perfekt grafosztalyok

A bevezetbben emlitett kurzus elhelyezési problémat

egyszerisitsik le.

Adottak a kurzusok idGintervallumai, amelyek régzitettek.
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Perfekt grafosztalyok

A bevezetbben emlitett kurzus elhelyezési problémat

egyszerisitsik le.
Adottak a kurzusok idGintervallumai, amelyek régzitettek.

A kérdés az, hany terembe helyezheték el a kurzusok. A termek
allanddan rendelkezésre allnak.
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Perfekt grafosztalyok

A bevezetbben emlitett kurzus elhelyezési problémat

egyszerisitsik le.
Adottak a kurzusok idGintervallumai, amelyek régzitettek.

A kérdés az, hany terembe helyezheték el a kurzusok. A termek
allanddan rendelkezésre allnak.

Ez egy intervallumgraf szinezési problémaja.
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Perfekt grafosztalyok

A bevezetbben emlitett kurzus elhelyezési problémat
egyszerUsitsik le.

Adottak a kurzusok idGintervallumai, amelyek régzitettek.

A kérdés az, hany terembe helyezheték el a kurzusok. A termek
allanddan rendelkezésre allnak.

Ez egy intervallumgraf szinezési problémaja.

Egy szinosztaly fliggetlen cslcsokat tartalmaz, az ezeknek
megfeleld intervallumok nem metszik egymast. Ok egy terembe
kertlhetnek.
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Perfekt grafosztalyok

A bevezetbben emlitett kurzus elhelyezési problémat
egyszerUsitsik le.

Adottak a kurzusok idGintervallumai, amelyek régzitettek.

A kérdés az, hany terembe helyezheték el a kurzusok. A termek
allanddan rendelkezésre allnak.

Ez egy intervallumgraf szinezési problémaja.

Egy szinosztaly fliggetlen cslcsokat tartalmaz, az ezeknek
megfeleld intervallumok nem metszik egymast. Ok egy terembe
kertlhetnek.

Ha a kromatikus szamat ismerjik, akkor megtudjuk legkevesebb
hany teremre van szikség.
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Ha G intervallumgraf, G’ € G, akkor G’ is intervallumgraf.

Definicié

G haromszdgezett graf, ha barmely legalabb 4 hosszu kérében
van atlo.

Ha G intervallumgraf, akkor G haromszégezett graf.
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Perfekt grafosztalyok

Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak
van olyan legalabb négy hosszu C kére, amelyben nincs atlo.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak
van olyan legalabb négy hosszu C kére, amelyben nincs atlo.

Ha vy, vo, v3 ebben a sorrendben a C egymast kévetd csucsai,
akkor a nekik megfeleld Iy, I, I5 intervallumok kéz(il az I, metszi a
masik kettét, azonban az Iy, l; nem metszok.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak
van olyan legalabb négy hosszu C kére, amelyben nincs atlo.

Ha vy, vo, v3 ebben a sorrendben a C egymast kévetd csucsai,
akkor a nekik megfeleld Iy, I, I5 intervallumok kéz(il az I, metszi a
masik kettét, azonban az Iy, l; nem metszok.

Ha pl. az Io-t6l az |y balra esik, akkor a metszéspontjaik is balra
esnek az I, és I3 metszéspontjaiktol.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak
van olyan legalabb négy hosszu C kére, amelyben nincs atlo.

Ha vy, vo, v3 ebben a sorrendben a C egymast kévetd csucsai,
akkor a nekik megfeleld Iy, I, I5 intervallumok kéz(il az I, metszi a
masik kettét, azonban az Iy, l; nem metszok.

Ha pl. az Io-t6l az |y balra esik, akkor a metszéspontjaik is balra
esnek az I, és I3 metszéspontjaiktol.

Ha a kérén tovabb megylnk, akkor a szomszédos csticsokhoz
tartoz¢ intervallumok metszéspontjai mindig jobbra ker(ilnek.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak
van olyan legalabb négy hosszu C kére, amelyben nincs atlo.

Ha vy, vo, v3 ebben a sorrendben a C egymast kévetd csucsai,
akkor a nekik megfeleld Iy, I, I5 intervallumok kéz(il az I, metszi a
masik kettét, azonban az Iy, l; nem metszok.

Ha pl. az Io-t6l az |y balra esik, akkor a metszéspontjaik is balra
esnek az I, és I3 metszéspontjaiktol.

Ha a kérén tovabb megylnk, akkor a szomszédos csticsokhoz
tartoz¢ intervallumok metszéspontjai mindig jobbra ker(ilnek.

Azonban egy kdérén haladunk, igy nem tud bezaréadni, az |1 -et
balrol nem tudja metszeni egyik intervallum sem.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

Tegylik fel az allitassal ellentétben, hogy a G intervallumgrafnak
van olyan legalabb négy hosszu C kére, amelyben nincs atlo.

Ha vy, vo, v3 ebben a sorrendben a C egymast kévetd csucsai,
akkor a nekik megfeleld Iy, I, I5 intervallumok kéz(il az I, metszi a
masik kettét, azonban az Iy, l; nem metszok.

Ha pl. az Io-t6l az |y balra esik, akkor a metszéspontjaik is balra
esnek az I, és I3 metszéspontjaiktol.

Ha a kérén tovabb megylnk, akkor a szomszédos csticsokhoz
tartoz¢ intervallumok metszéspontjai mindig jobbra ker(ilnek.

Azonban egy kdérén haladunk, igy nem tud bezaréadni, az |1 -et
balrol nem tudja metszeni egyik intervallum sem.

EZz ellentmondas.
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Perfekt grafosztalyok

Egy G(V,E) graf 6sszehasonlitasi graf (vagy tranzitivan iranyithaté
graf), ha létezik az éleinek olyan G(V,A) iranyitasa - az egyik
iranyban -, melyre barmely u, v, w € V esetén, ha (u, v), (v.w) € A,
akkor (u, w) € A.
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Perfekt grafosztalyok

Egy G(V,E) graf 6sszehasonlitasi graf (vagy tranzitivan iranyithaté
graf), ha létezik az éleinek olyan G(V,A) iranyitasa - az egyik
iranyban -, melyre barmely u, v, w € V esetén, ha (u, v), (v.w) € A,
akkor (u, w) € A.

A feltétel szerint az (u, w) € A azt s jelenti, hogy létezik él a két
pont kz6tt; csak akkor lehet j6l iranyitani!

Allitas (Ghouila-Houri, 1962)
Egy intervallumgraf komplementere tranzitivan irdnyithato.
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Perfekt grafosztalyok

A G intervallumgrafban ha {u, v} ¢ E, akkor a neki megfelel6 I, és
I, intervallumokra pl. I, balra van a masiktdl.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

A G intervallumgrafban ha {u, v} ¢ E, akkor a neki megfelel6 I, és
I, intervallumokra pl. I, balra van a masiktdl.

Irényitsuk a G komplementerében az (u,v) € A élt.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

A G intervallumgrafban ha {u, v} ¢ E, akkor a neki megfelel6 I, és
I, intervallumokra pl. I, balra van a masiktdl.

Irényitsuk a G komplementerében az (u,v) € A élt.

Ha az I, I, és I, az egyenesen diszjunktak és balrdl jobbra
sorakoznak, akkor (u,v) € A és (v,w) € A esetén (u,w) € A.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Gilmore - Hoffman, 1964)
G iranyitatlan graf.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Gilmore - Hoffman, 1964)
G iranyitatlan graf.

A kovetkezo allitasok ekvivalensek:

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Perfekt grafosztalyok

Tétel (Gilmore - Hoffman, 1964)
G iranyitatlan graf.

A kévetkezo allitasok ekvivalensek:

(i) G intervallumgratf.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Gilmore - Hoffman, 1964)
G iranyitatlan graf.

A kdvetkez0 allitasok ekvivalensek:
(i) G intervallumgraf.

(i) G nem tartalmaz legalabb 4 hosszu, atlémentes kért és a
komplementere ésszehasonlitasi graf.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Gilmore - Hoffman, 1964)
G iranyitatlan graf.

A kdvetkez0 allitasok ekvivalensek:
(i) G intervallumgraf.

(i) G nem tartalmaz legalabb 4 hosszu, atlémentes kért és a
komplementere ésszehasonlitasi graf.

(iii) A G maximalis klikkjeit linedrisan rendezni lehet oly médon,
hogy barmely u cstcsra az u-t tartalmazdé maximalis klikkek
egymast kévetéen allnak.
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Perfekt grafosztalyok

(i) = (ii)

Az el6z6 két bebizonyitott allitas éppen ezt mondta ki.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)

Az el6z6 két bebizonyitott allitas éppen ezt mondta ki.

(i) = (i)

Tegyuk fel, hogy a G(V,E) graf nem tartalmaz haromnal hosszabb
kért és legyen F a G éleinek egy tranzitiv iranyitasa.
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Perfekt grafosztalyok

Legyenek A és A> G maximalis klikkjei.
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Perfekt grafosztalyok

Lemma

Legyenek A és A» G maximalis klikkjei.

Minden A és Ao k6z6tti él G komplementerében azonosan van F
altal iranyitva.

Van él A és Ao kbzétt a komplementerben, egyébként az uniojuk
nagyobb klikk lenne G-ben.
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Perfekt grafosztalyok

Lemma

Legyenek A és A» G maximalis klikkjei.

Minden A és Ao k6z6tti él G komplementerében azonosan van F
altal iranyitva.

Van él A és Ao kbzétt a komplementerben, egyébként az uniojuk
nagyobb klikk lenne G-ben.

Tegylik fel az éllitassal ellentétben, hogy (a,b), (d,c) € F,
a,ce€ Ay ésb,de As.
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Perfekt grafosztalyok

Lemma

Legyenek A és A» G maximalis klikkjei.

Minden A és Ao k6z6tti él G komplementerében azonosan van F
altal iranyitva.

Van él A és Ao kbzétt a komplementerben, egyébként az uniojuk
nagyobb klikk lenne G-ben.

Tegylik fel az éllitassal ellentétben, hogy (a,b), (d,c) € F,
a,ce€ Ay ésb,de As.

Ha az a és c vagy a b és d azonos lenne, akkor a tranzitivitassal ez
ellentmondana, hiszen az egyik klikk csucsai kbzétt a
komplementerben is kellene, hogy legyen él.
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Perfekt grafosztalyok

(a lemma bizonyitasanak folyt.)
Tegylik fel, hogy mind a négy csucs mas.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(a lemma bizonyitasanak folyt.)
Tegylik fel, hogy mind a négy csucs mas.

Az nem lehet, hogy {a, d} és {b, c} is E-ben legyen, mert akkor
kialakulna egy feszitett 4-kér G-ben.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(a lemma bizonyitasanak folyt.)
Tegylik fel, hogy mind a négy csucs mas.

Az nem lehet, hogy {a, d} és {b, c} is E-ben legyen, mert akkor
kialakulna egy feszitett 4-kér G-ben.

Feltehetjiik, hogy pl. {a, d} a komplementerben él. Azonban az F
akarmelyik iranyitast is adta az élnek a tranzitivitassal
ellentmondasba kerdliink.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(a lemma bizonyitasanak folyt.)
Tegylik fel, hogy mind a négy csucs mas.

Az nem lehet, hogy {a, d} és {b, c} is E-ben legyen, mert akkor
kialakulna egy feszitett 4-kér G-ben.

Feltehetjiik, hogy pl. {a, d} a komplementerben él. Azonban az F
akarmelyik iranyitast is adta az élnek a tranzitivitassal
ellentmondasba kerdliink.

Ezzel a lemmat igazoltuk.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitasanak folyt.)
A G maximalis klikkjei kbzott tekintsiik a kbvetkezd rendezést:
A1 < A> © Ha az F szerint létezik A1-bbl az A>-be mutato él.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitasanak folyt.)
A G maximalis klikkjei kbzott tekintsiik a kbvetkezd rendezést:
A1 < A> © Ha az F szerint létezik A1-bbl az A>-be mutato él.

A klikkek kézétt ez az iranyitas a lemma miatt teljes, masrészt
pedig tranzitiv.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitasanak folyt.)

A G maximalis klikkjei kbzott tekintsiik a kbvetkezd rendezést:
A1 < A> © Ha az F szerint létezik A1-bbl az A>-be mutato él.

A klikkek kézétt ez az iranyitas a lemma miatt teljes, masrészt
pedig tranzitiv.

Valéban, ha Ay < Az és Ay < As, akkor léteznek a (w, x), (y,z) € F
élek, w € Ay, X,y € Az, Z € As.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitasanak folyt.)

A G maximalis klikkjei kbzott tekintsiik a kbvetkezd rendezést:
A1 < A> © Ha az F szerint létezik A1-bbl az A>-be mutato él.

A klikkek kézétt ez az iranyitas a lemma miatt teljes, masrészt
pedig tranzitiv.

Valéban, ha Ay < Az és Ay < As, akkor léteznek a (w, x), (y,z) € F
élek, w € Ay, X,y € Az, Z € As.

Ha vagy w és y k6z6tt vagy x és z k6ztt G-ben nincs él, akkor a
komplementerben az iranyitasuk adédik és a (w, z) € F
kévetkezik.
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Perfekt grafosztalyok

(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z},{x, y} € E.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z}, {x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z},{x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
Ebbdl addédik, hogy A1 < As.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z}, {x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
Ebbdl addédik, hogy A1 < As.

Feltehetjlik tehat, hogy az dsszes klikket rendeztiik, Ay < Ax < --- < A;.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z},{x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
Ebbdl addédik, hogy A1 < As.
Feltehetjlik tehat, hogy az dsszes klikket rendeztiik, Ay < Ax < --- < A;.

Tegyiik most fel, hogy a még igazolandé tulajdonsag nem teljestil, vagyis
léteznek A; < A; < Ak klikkek, melyekre valamely x csticsra x € Aj,
X¢Aj, és x € Ak.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z},{x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
Ebbdl addédik, hogy A1 < As.
Feltehetjlik tehat, hogy az dsszes klikket rendeztiik, Ay < Ax < --- < A;.

Tegyiik most fel, hogy a még igazolandé tulajdonsag nem teljestil, vagyis
léteznek A; < A; < Ak klikkek, melyekre valamely x csticsra x € Aj,
X¢Aj, és x € Ak.

Mivel x ¢ Aj, létezik olyan y € A;, amelyre {y, x} ¢ E.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z}, {x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
Ebbdl addédik, hogy A1 < As.
Feltehetjlik tehat, hogy az dsszes klikket rendeztiik, Ay < Ax < --- < A;.

Tegyiik most fel, hogy a még igazolandé tulajdonsag nem teljestil, vagyis
léteznek A; < A; < Ak klikkek, melyekre valamely x csticsra x € Aj,
X¢Aj, és x € Ak.

Mivel x ¢ Aj, létezik olyan y € A;, amelyre {y, x} ¢ E.

De A; < A;j -bél az jon, hogy (x,y) € F, mig A; < Ak -bél az jon, hogy
(y,x) eF.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(a tétel bizonyitdsanak folyt.)
Feltehetjlik tehat, hogy {w, y}, {x, z}, {x, y} € E.

Mivel G-ben nem lehet atlémentes 4 hosszi kér {w, z} ¢ E és (w,z) € F.
Ebbdl addédik, hogy A1 < As.
Feltehetjlik tehat, hogy az dsszes klikket rendeztiik, Ay < Ax < --- < A;.

Tegyiik most fel, hogy a még igazolandé tulajdonsag nem teljestil, vagyis
léteznek A; < A; < Ak klikkek, melyekre valamely x csticsra x € Aj,
X¢Aj, és x € Ak.

Mivel x ¢ Aj, létezik olyan y € A;, amelyre {y, x} ¢ E.

De A; < A;j -bél az jon, hogy (x,y) € F, mig A; < Ak -bél az jon, hogy
(y,x) eF.
Ez ellentmondas.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
Rendeljik hozza minden u € V(G) cstcshoz az 6t tartalmazé
klikkek K(u) halmazat.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
Rendeljik hozza minden u € V(G) cstcshoz az 6t tartalmazé
klikkek K(u) halmazat.

A K(u) klikkhalmaz felfoghaté a sorbarendezett klikkek egy
intervallumanak is.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
Rendeljik hozza minden u € V(G) cstcshoz az 6t tartalmazé
klikkek K(u) halmazat.

A K(u) klikkhalmaz felfoghaté a sorbarendezett klikkek egy
intervallumanak is.

A K(u) és K(v) a klikk-intervallumok ugyanakkor metszik egymast,
amikor van olyan klikk amelyik mindkettéjiiket tartalmazza.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
Rendeljik hozza minden u € V(G) cstcshoz az 6t tartalmazé
klikkek K(u) halmazat.

A K(u) klikkhalmaz felfoghaté a sorbarendezett klikkek egy
intervallumanak is.

A K(u) és K(v) a klikk-intervallumok ugyanakkor metszik egymast,
amikor van olyan klikk amelyik mindkettéjiiket tartalmazza.

Masrészt u és v pontosan akkor van dsszekétve éllel, amikor
létezik olyan klikk, amelyben mindketten benne vannak.
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Perfekt grafosztalyok

Merev korl grafok

A merev kér(, atlés vagy haromszdgezett grafokra megismertiink egy
szlikebb grafosztalyt, az intervallumgrafokat.
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Perfekt grafosztalyok

Merev koérl grafok
A merev kér(, atlés vagy haromszdgezett grafokra megismertiink egy
szlikebb grafosztalyt, az intervallumgrafokat.

A merev kor{ tulajdonsag szintén 6rokl6dd, tehat ha egy G grafnak
nem létezik 3-nal hosszabb feszitett kdre, akkor ez minden feszitett
részgréafjara is igaz.

Definicié

Egy G graf x csucsat szimplicidlis csticsnak nevezzik, ha az x
szomszédai paronként szomszédosak egymassal is.
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Perfekt grafosztalyok

Merev koérl grafok
A merev kér(, atlés vagy haromszdgezett grafokra megismertiink egy
szlikebb grafosztalyt, az intervallumgrafokat.

A merev kor{ tulajdonsag szintén 6rokl6dd, tehat ha egy G grafnak
nem létezik 3-nal hosszabb feszitett kdre, akkor ez minden feszitett
részgréafjara is igaz.

Definicié

Egy G graf x csucsat szimplicidlis csticsnak nevezzik, ha az x
szomszédai paronként szomszédosak egymassal is.

Masképpen mondva az x nyitott és zart szomszédsaga is teljes graf.

Dirac Gabor Endre (1961) igazolta, hogy egy merev kérl grafnak
mindig van (legalabb kettd) szimplicialis cslcsa.
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Perfekt grafosztalyok

Merev kort grafok
A merev kér(, atlés vagy haromszdgezett grafokra megismertiink egy
szlikebb grafosztalyt, az intervallumgrafokat.

A merev kor{ tulajdonsag szintén 6rokl6dd, tehat ha egy G grafnak
nem létezik 3-nal hosszabb feszitett kdre, akkor ez minden feszitett
részgréafjara is igaz.

Definicié

Egy G graf x csucsat szimplicidlis csticsnak nevezzik, ha az x
szomszédai paronként szomszédosak egymassal is.

Masképpen mondva az x nyitott és zart szomszédsaga is teljes graf.

Dirac Gabor Endre (1961) igazolta, hogy egy merev kérl grafnak
mindig van (legalabb kettd) szimplicialis cslcsa.

Vegylik észre mennyire hasonlit ez az allitds ahhoz, miszerint a faknak
van legaldbb két levele.
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Perfekt grafosztalyok

Blazsik Zoltan ines halézatok



Perfekt grafosztalyok

Szimplicialis csucsok.

Mivel a faknak, erdéknek nincs is korlk, igy merevkor(i grafok.
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Perfekt grafosztalyok

Szimplicialis csucsok.

Mivel a faknak, erdéknek nincs is korlk, igy merevkor(i grafok.

Egy izolalt csucs szimplicidlis, egy levél 1-foku csicsa szintén az.
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Perfekt grafosztalyok

Szimplicialis csucsok.

Mivel a faknak, erdéknek nincs is korlk, igy merevkor(i grafok.
Egy izolalt csucs szimplicidlis, egy levél 1-foku csicsa szintén az.

Csakugy, mint ahogyan a fakat lebonthatjuk egymas utan térélve
egy-eqgy levélpontot, a merev koérli grafokra is létezik ilyen lebontas.
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Perfekt grafosztalyok

Szimplicialis csucsok.

Mivel a faknak, erdéknek nincs is korlk, igy merevkor(i grafok.
Egy izolalt csucs szimplicidlis, egy levél 1-foku csicsa szintén az.

Csakugy, mint ahogyan a fakat lebonthatjuk egymas utan térélve
egy-eqgy levélpontot, a merev koérli grafokra is létezik ilyen lebontas.

Kivalasztjuk egyik szimplicialis csucsat és toroljik.
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Perfekt grafosztalyok

Szimplicialis csucsok.

Mivel a faknak, erdéknek nincs is korlk, igy merevkor(i grafok.
Egy izolalt csucs szimplicidlis, egy levél 1-foku csicsa szintén az.

Csakugy, mint ahogyan a fakat lebonthatjuk egymas utan térélve
egy-eqgy levélpontot, a merev koérli grafokra is létezik ilyen lebontas.

Kivalasztjuk egyik szimplicialis csucsat és toroljik.

Ha egyszer nem talalunk szimplicidlis csucsot, akkor nem
merevkori a gréaf.
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Perfekt grafosztalyok

Szimplicialis csucsok.

Mivel a faknak, erdéknek nincs is korlk, igy merevkor(i grafok.
Egy izolalt csucs szimplicidlis, egy levél 1-foku csicsa szintén az.

Csakugy, mint ahogyan a fakat lebonthatjuk egymas utan térélve
egy-eqgy levélpontot, a merev koérli grafokra is létezik ilyen lebontas.

Kivalasztjuk egyik szimplicialis csucsat és toroljik.

Ha egyszer nem talalunk szimplicidlis csucsot, akkor nem
merevkori a gréaf.

Mésrészt ha az eljarast végig folytathatjuk, akkor biztosan merev
korl a graf.
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Perfekt grafosztalyok

Legyen G(V,E) iranyitatlan graf és az o = [vy, Vo, -+ , Vy] gy
rendezése a cstcsoknak.
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Perfekt grafosztalyok

Definici6

Legyen G(V,E) iranyitatlan graf és az o = [vy, Vo, -+ , Vy] gy
rendezése a cstcsoknak.

Az o rendezést perfekt eliminaciés sémanak nevezzik, ha
mindegyik v; a [Vi, Vit1, - - - , Vn] csUcsok altal feszitett grafnak egy
szimplicialis csucsa.

Definicié
G-ben u és v nem szomszédos csucsok.
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Perfekt grafosztalyok

Definicio
Legyen G(V,E) iranyitatlan graf és az o = [vy, Vo, -+ , Vy] gy
rendezése a cstcsoknak.

Az o rendezést perfekt eliminaciés sémanak nevezzik, ha
mindegyik v; a [Vi, Vit1, - - - , Vn] csUcsok altal feszitett grafnak egy
szimplicialis csucsa.

Definicié
G-ben u és v nem szomszédos csucsok.

Az S c V(G) az u és v cslicsokat szeparalé minimalis ponthalmaz,
ha egyrészt elhagyasaval az u és a v kiilénb6z6 komponensekbe
kertilnek, masrészt nincs S’ Cc S ugyanezzel a tulajdonsaggal.
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Perfekt grafosztalyok

G iranyitatlan graf.
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Perfekt grafosztalyok

G iranyitatlan graf.

A kévetkezok ekvivalensek:
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Perfekt grafosztalyok

G iranyitatlan graf.

A kévetkezok ekvivalensek:

(i) G merevkordi.
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Perfekt grafosztalyok

G iranyitatlan graf.

A kévetkezok ekvivalensek:
(i) G merevkordi.

(i) G-nek van eliminaciés sémaja, s6t barmely szimplicialis cstcs
lehet az elsé csucs.
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Perfekt grafosztalyok

G iranyitatlan graf.
A kovetkezOk ekvivalensek:
(i) G merevkordi.

(i) G-nek van eliminaciés sémaja, s6t barmely szimplicialis cstcs
lehet az elsé csucs.

(iii) G minden S minimalis szeparalé halmaza teljes grafot feszit
G-ben.
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Perfekt grafosztalyok

Blazsik Zoltan



Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(i) = (i)

Ha vesziink egy legalabb 4 hosszu kér két nem szomszédos
csucsat, akkor 6ket szeparalni S csak tgy tudja, ha mindkét

keletkezett ivrél egy-egy csucs belekertil S-be.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(i) = (i)

Ha vesziink egy legalabb 4 hosszu kér két nem szomszédos
csucsat, akkor 6ket szeparalni S csak tgy tudja, ha mindkét

keletkezett ivrél egy-egy csucs belekertil S-be.

(iii) szerint ez a két csucs éssze van kétve, tehat a kérnek egy
atléja.
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Perfekt grafosztalyok

(iil) = (i)

Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Blazsik Zolta Szines halézatok



Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)

Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két
komponens.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(iil) = (i)

Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két
komponens.

Mivel az S minimalis, minden eleme szomszédos valamely Gy és Gy-beli
csuccsal.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két
komponens.

Mivel az S minimalis, minden eleme szomszédos valamely Gy és Gy-beli
csuccsal.

Ha tehat x, y € S kiilénb6z6 cstcsok, akkor vegylink egy legrévidebb utat
x-t6l y-ig a Gy érintésével, illetve hasonléan egy legrévidebb utat a Gy
érintésével.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)

Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két
komponens.

Mivel az S minimalis, minden eleme szomszédos valamely Gy és Gy-beli
csuccsal.

Ha tehat x, y € S kiilénb6z6 cstcsok, akkor vegylink egy legrévidebb utat
x-t6l y-ig a Gy érintésével, illetve hasonléan egy legrévidebb utat a Gy
érintésével.

A két ut egylitt egy legalabb 4 csucsu kér és nincs a Gy-n beliil sem egy él
ami atléja lenne a minimalitas miatt, és hasonldn nincs a Gy-n bellil sem.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)

Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két
komponens.

Mivel az S minimalis, minden eleme szomszédos valamely Gy és Gy-beli
cstccsal.

Ha tehat x, y € S kiilénb6z6 cstcsok, akkor vegylink egy legrévidebb utat
x-t6l y-ig a Gy érintésével, illetve hasonléan egy legrévidebb utat a Gy
érintésével.

A két ut egylitt egy legalabb 4 csucsu kér és nincs a Gy-n beliil sem egy él
ami atléja lenne a minimalitas miatt, és hasonldn nincs a Gy-n bellil sem.

Természetesen nem lehet él a két komponens cstcsai kdzétt sem.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(iil) = (i)

Tegylik fel, hogy S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz.

Legyen Gy és Gy az S elhagydsa utan keletkezd u-t és v-t tartalmazé két
komponens.

Mivel az S minimalis, minden eleme szomszédos valamely Gy és Gy-beli
csuccsal.

Ha tehat x, y € S kiilénb6z6 cstcsok, akkor vegylink egy legrévidebb utat
x-t6l y-ig a Gy érintésével, illetve hasonléan egy legrévidebb utat a Gy
érintésével.

A két ut egylitt egy legalabb 4 csucsu kér és nincs a Gy-n beliil sem egy él
ami atléja lenne a minimalitas miatt, és hasonldn nincs a Gy-n bellil sem.

Természetesen nem lehet él a két komponens cstcsai kdzétt sem.

lgy az 4tléssdg miatt x és y szomszédos. Tehdt S teljes.
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Perfekt grafosztalyok

Dirac tétele

Lemma (Dirac, 1961)
Minden merev kérii G grafnak van szimplicialis cstcsa.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Perfekt grafosztalyok

Dirac tétele

Lemma (Dirac, 1961)
Minden merev kérii G grafnak van szimplicialis cstcsa.

Ha G nem teljes, akkor van két, nem szomszédos szimplicialis
csucsa.
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Perfekt grafosztalyok

G rendjére vonatkozd indukciéval bizonyitunk.
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Perfekt grafosztalyok

G rendjére vonatkozd indukciéval bizonyitunk.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
G rendjére vonatkozd indukciéval bizonyitunk.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.

Tegylik fel, hogy u és v a G nem szomszédos cslicsai és mar
minden kevesebb csucsu grafra tudjuk, hogy az allitas igaz.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
G rendjére vonatkozd indukciéval bizonyitunk.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.

Tegylik fel, hogy u és v a G nem szomszédos cslicsai és mar
minden kevesebb csucsu grafra tudjuk, hogy az allitas igaz.

Legyen az S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz. Legyen Gy és
Gy az S elhagyéasa utan keletkezd, u-t és v-t tartalmazé két
komponens.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

G rendjére vonatkozd indukciéval bizonyitunk.
Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.

Tegylik fel, hogy u és v a G nem szomszédos cslicsai és mar
minden kevesebb csucsu grafra tudjuk, hogy az allitas igaz.

Legyen az S egy minimalis u-v elvalaszté halmaz. Legyen Gy és
Gy az S elhagyéasa utan keletkezd, u-t és v-t tartalmazé két
komponens.

Az indukcid erejével Gyus tartalmaz két nem szomszédos, benne
szimpliciélis csdcsot.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

Az egyiknek a Gy-ban kell lennie, mert az S teljes grafot feszit,
tehat abban két cstics szomszédos.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

Az egyiknek a Gy-ban kell lennie, mert az S teljes grafot feszit,
tehat abban két cstics szomszédos.

Vagy a Gyus maga teljes, ekkor a Gy minden csucsa szimplicialis
a Gyus-ban.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

Az egyiknek a Gy-ban kell lennie, mert az S teljes grafot feszit,
tehat abban két cstics szomszédos.

Vagy a Gyus maga teljes, ekkor a Gy minden csucsa szimplicialis
a Gyus-ban.

Mivel U U S-be mennek csak Gy-bdl élek, igy ha egy csucs
szimplicialis Gyys-ben az U-bol, akkor G-ben is.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

Az egyiknek a Gy-ban kell lennie, mert az S teljes grafot feszit,
tehat abban két cstics szomszédos.

Vagy a Gyus maga teljes, ekkor a Gy minden csucsa szimplicialis
a Gyus-ban.

Mivel U U S-be mennek csak Gy-bdl élek, igy ha egy csucs
szimplicialis Gyys-ben az U-bol, akkor G-ben is.

Hasonléan van a B-ben is egy G-beli szimplicialis csucs.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

(1) = (i)

A most bizonyitott lemma szerint ha G merev kér(, akkor van egy
szimpliciélis csucsa, ezt elvéve a kisebb graf szintén merev kérd,
igy létezik egy perfekt eliminaciés sémaja, igy az elsé lépéssel
kiegészitve a G-nek is van.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

(i) = (ii)

A most bizonyitott lemma szerint ha G merev kér(, akkor van egy
szimpliciélis csucsa, ezt elvéve a kisebb graf szintén merev kérd,
igy létezik egy perfekt eliminaciés sémaja, igy az elsé lépéssel
kiegészitve a G-nek is van.

(if) = (i)

Legyen C a G egy legalabb 4 hosszu kére.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

(i) = (ii)

A most bizonyitott lemma szerint ha G merev kér(, akkor van egy
szimplicialis csucsa, ezt elvéve a kisebb graf szintén merev kérd,
igy létezik egy perfekt eliminaciés sémaja, igy az elsé lépéssel
kiegészitve a G-nek is van.

(i) = (i)

Legyen C a G egy legalabb 4 hosszu kére.

Legyen u az elsé C-beli csucs, amely benne van az eliminacios
sorrendben.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(A tétel bizonyitasanak folytatasa)

(i) = (ii)

A most bizonyitott lemma szerint ha G merev kér(, akkor van egy
szimplicialis csucsa, ezt elvéve a kisebb graf szintén merev kérd,
igy létezik egy perfekt eliminaciés sémaja, igy az elsé lépéssel
kiegészitve a G-nek is van.

(i) = (i)

Legyen C a G egy legalabb 4 hosszu kére.

Legyen u az elsé C-beli csucs, amely benne van az eliminacios
sorrendben.

Mivel u-nak a C kérben van két szomszédja, igy azok 6ssze
vannak kétve, tehat C-nek van atldja.
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Perfekt grafosztalyok

Részfa reprezentacio

A merev korli grafok osztalya reprezentalhaté egy fa részfainak
metszetgréafjaként.
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Perfekt grafosztalyok

Részfa reprezentacio

A merev korli grafok osztalya reprezentalhaté egy fa részfainak
metszetgréafjaként.

Tudjuk, hogy az intervallumgrafok a merev korli grafok egy
részosztalya.
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Perfekt grafosztalyok

Részfa reprezentacio

A merev korli grafok osztalya reprezentalhaté egy fa részfainak
metszetgréafjaként.

Tudjuk, hogy az intervallumgrafok a merev korli grafok egy
részosztalya.

Az intervallumgrafok reprezentalhatdk, mint egy Gt részutjainak
metszetgrafjai.
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Perfekt grafosztalyok

Részfa reprezentacio

A merev korli grafok osztalya reprezentalhaté egy fa részfainak
metszetgréafjaként.

Tudjuk, hogy az intervallumgrafok a merev korli grafok egy
részosztalya.

Az intervallumgrafok reprezentalhatdk, mint egy Gt részutjainak
metszetgrafjai.

Ennek altalanositasa, ha utak helyett fakat vesziink.

Definicié

Egy T halmaz részhalmazainak T; i € | csaladjat
Helly-tulajdonsagtnak mondunk, haJ C I, T; N T; # O minden i,j € J
teljesiilése eseten kdvetkezik, hogy NjeyTj # 0.
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Perfekt grafosztalyok

Részfa reprezentacio

A merev korli grafok osztalya reprezentalhaté egy fa részfainak
metszetgréafjaként.

Tudjuk, hogy az intervallumgrafok a merev korli grafok egy
részosztalya.

Az intervallumgrafok reprezentalhatdk, mint egy Gt részutjainak
metszetgrafjai.

Ennek altalanositasa, ha utak helyett fakat vesziink.

Definicié

Egy T halmaz részhalmazainak T; i € | csaladjat
Helly-tulajdonsagtnak mondunk, haJ C I, T; N T; # O minden i,j € J
teljesiilése eseten kdvetkezik, hogy NjeyTj # 0.

Ha T egy fa, és T; mindig egy részfaja, akkor igaz a kdvetkezé allitas.
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Perfekt grafosztalyok

Egy fa részfainak egy csaladja kielégiti a Helly-tulajdonsagot.
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Perfekt grafosztalyok

Egy fa részfainak egy csaladja kielégiti a Helly-tulajdonsagot.

Bizonyitas

Tehat ha tudjuk a részfak egy csaladjardl, hogy barmely ketté
metszete nem (lires, akkor az 6sszes metszete sem Ures.
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Perfekt grafosztalyok

Egy fa részfainak egy csaladja kielégiti a Helly-tulajdonsagot.

Bizonyitas

Tehat ha tudjuk a részfak egy csaladjardl, hogy barmely ketté
metszete nem (lires, akkor az 6sszes metszete sem Ures.

Kinalkozik a teljes indukcié a csalad méretére vonatkozoan.
Indulé lépésiink éppen a feltétel.
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Perfekt grafosztalyok

Egy fa részfainak egy csaladja kielégiti a Helly-tulajdonsagot.

Bizonyitas

Tehat ha tudjuk a részfak egy csaladjardl, hogy barmely ketté
metszete nem (lires, akkor az 6sszes metszete sem Ures.

Kinalkozik a teljes indukcié a csalad méretére vonatkozoan.
Indulé lépésiink éppen a feltétel.

Tegylik tehat fel, hogy legfeljebb k részfa esetén igaz az allitas.
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Perfekt grafosztalyok

Egy fa részfainak egy csaladja kielégiti a Helly-tulajdonsagot.

Bizonyitas

Tehat ha tudjuk a részfak egy csaladjardl, hogy barmely ketté
metszete nem (lires, akkor az 6sszes metszete sem Ures.

Kinalkozik a teljes indukcié a csalad méretére vonatkozoan.
Indulé lépésiink éppen a feltétel.

Tegylik tehat fel, hogy legfeljebb k részfa esetén igaz az allitas.

Legyenek Tj,,--- , Ty, Tj., részfak.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevés miatt lIétezik harom pont, a,b és c,
melyekre
aenf T,ben™ T,ceTynT,,,.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevés miatt lIétezik harom pont, a,b és c,
melyekre
aenf T,ben™ T,ceTynT,,,.

Vegylk észre, hogy minden Tj, tartalmaz legalabb két pontot az a,
b és ¢ pontokbdl. A fakban két pont k6zétt pontosan egy ut van.
lgy ha egy fa tartalmaz 2 cstcsot, akkor az 6ket 6sszekétd utat is.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevés miatt lIétezik harom pont, a,b és c,
melyekre
aenf T,ben™ T,ceTynT,,,.

Vegylk észre, hogy minden Tj, tartalmaz legalabb két pontot az a,
b és ¢ pontokbdl. A fakban két pont k6zétt pontosan egy ut van.
lgy ha egy fa tartalmaz 2 csucsot, akkor az 6ket 6sszekéto utat is.

Egy faban 3 csucs kdzétti paronkénti utaknak van kézés pontja.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) Az indukcids feltevés miatt lIétezik harom pont, a,b és c,
melyekre
aenf T,ben™ T,ceTynT,,,.

Vegylk észre, hogy minden Tj, tartalmaz legalabb két pontot az a,
b és ¢ pontokbdl. A fakban két pont k6zétt pontosan egy ut van.
lgy ha egy fa tartalmaz 2 cstcsot, akkor az 6ket 6sszekétd utat is.

Egy faban 3 csucs kdzétti paronkénti utaknak van kézés pontja.

Emiatt N T # 0.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Walter 1972, Gavril 1974, Buneman 1974)
A G(V,E) iranyitatlan grafra ekvivalensek a kévetkezé allitasok:
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Walter 1972, Gavril 1974, Buneman 1974)
A G(V,E) iranyitatlan grafra ekvivalensek a kévetkezé allitasok:

(i) G merev kéri graf
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Walter 1972, Gavril 1974, Buneman 1974)
A G(V,E) iranyitatlan grafra ekvivalensek a kévetkezé allitasok:

(i) G merev kéri graf

(ii) G reprezentalhatd, mint egy fa bizonyos részfainak
metszetgrafja.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Walter 1972, Gavril 1974, Buneman 1974)
A G(V,E) iranyitatlan grafra ekvivalensek a kévetkezé allitasok:

(i) G merev kéri graf

(ii) G reprezentalhatd, mint egy fa bizonyos részfainak
metszetgrafja.

(i) Létezik egy T(K,E) fa, amelynek csucshalmaza a G maximalis
klikkjeinek olyan halmaza, hogy a Ty, : v € V feszitett részgraf
Osszefliggb (a K, a v-t tartalmazé maximalis klikkekbdl all).
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Perfekt grafosztalyok

(i) = (i)
Feltehetjiik tehat (iii) szerint, hogy létezik egy T(K, &) fa.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Feltehetjiik tehat (iii) szerint, hogy létezik egy T(K, &) fa.

Legyenu,v e V, {u,v} € E.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Feltehetjiik tehat (iii) szerint, hogy létezik egy T(K, &) fa.

Legyenu,v e V, {u,v} € E.

Ha u és v valamely K -beli klikk két eleme, akkor K, N K, # 0,
valamint
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Feltehetjiik tehat (iii) szerint, hogy létezik egy T(K, &) fa.

Legyenu,v e V, {u,v} € E.

Ha u és v valamely K -beli klikk két eleme, akkor K, N K, # 0,
valamint

T‘Ku N Tq(v # 0.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Feltehetjiik tehat (iii) szerint, hogy létezik egy T(K, &) fa.

Legyenu,v e V, {u,v} € E.

Ha u és v valamely K -beli klikk két eleme, akkor K, N K, # 0,
valamint

T‘Ku N Tq(v # 0.

lgy tehét a G metszetgéfia a T, : v € V T-részfak csaladjanak.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvie Ee TynT, #0.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvie Ee TynT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvie Ee TynT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.

Ennek legyen 2 egymast kbvetb csucsa vj, vir1 €s a nekik megfeleltetett
részfak Tj, Titq.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvie Ee TynT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.

Ennek legyen 2 egymast kbvetb csucsa vj, vir1 €s a nekik megfeleltetett
részfak Tj, Titq.
Létezik aje TiN Titq.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvie Ee TynT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.

Ennek legyen 2 egymast kbvetb csucsa vj, vir1 €s a nekik megfeleltetett
részfak Tj, Titq.

Létezik aje TiN Titq.

Egyértelm(i Uton el lehet jutni a;-bdl aj_1-be és aj1-be.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvieEe T,nT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.

Ennek legyen 2 egymast kbvetb csucsa vj, vir1 €s a nekik megfeleltetett
részfak Tj, Titq.

Létezik aje TiN Titq.

Egyértelm(i Uton el lehet jutni a;-bdl aj_1-be és aj1-be.

Lehet, hogy egy darabig k6zds ez a két it a T;-ben. Az utolsé kbzés pontja a
két utnak legyen b;.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvieEe T,nT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.

Ennek legyen 2 egymast kbvetb csucsa vj, vir1 €s a nekik megfeleltetett
részfak Tj, Titq.

Létezik aje TiN Titq.

Egyértelm(i Uton el lehet jutni a;-bdl aj_1-be és aj1-be.

Lehet, hogy egy darabig k6zds ez a két it a T;-ben. Az utolsé kbzés pontja a
két utnak legyen b;.

Mivel Ti_y és Ti+1 nem metszék, igy a b; pontokat egymas utan tgy lehet
O6sszekétni, hogy az dsszekdtb b; — —bj1 utaknak nincs k6zds belsd pontjuk,
igy egy kort alakitanak ki.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(i) = (i)
Léteznek tehat minden v csucshoz T, részfak ugy, hogy
{uvieEe T,nT, #0.

Tegylik fel indirekt, hogy létezik egy legalabb 4 hosszu, atlémentes kér az igy
reprezentalt G grafban.

Ennek legyen 2 egymast kbvetb csucsa vj, vir1 €s a nekik megfeleltetett
részfak Tj, Titq.

Létezik aje TiN Titq.

Egyértelm(i Uton el lehet jutni a;-bdl aj_1-be és aj1-be.

Lehet, hogy egy darabig k6zds ez a két it a T;-ben. Az utolsé kbzés pontja a
két utnak legyen b;.

Mivel Ti_y és Ti+1 nem metszék, igy a b; pontokat egymas utan tgy lehet
O6sszekétni, hogy az dsszekdtb b; — —bj1 utaknak nincs k6zds belsd pontjuk,
igy egy koért alakitanak ki.

De a T;-k egy fa részfai, igy ez lehetetlen.
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Perfekt grafosztalyok

Az (i) = (iii) esetet nem bizonyitjuk.

Megjegyzés

Egy korabbi észrevételbél kbvetkezik az alabbi tétel.
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Perfekt grafosztalyok

Az (i) = (iii) esetet nem bizonyitjuk.

Megjegyzés

Egy korabbi észrevételbél kbvetkezik az alabbi tétel.

Legyen S egy teljes, elvago csucshalmaz.
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Perfekt grafosztalyok

Az (i) = (iii) esetet nem bizonyitjuk.

Megjegyzés
Egy korabbi észrevételbél kbvetkezik az alabbi tétel.

Legyen S egy teljes, elvago csucshalmaz.

A keletkezett Gy, - - - , G komponensekhez az S-et hozzavessziik,
jelélje G; U S az altaluk feszitett grafokat (S-komponenseket).
Ekkor

X(G) = max; x(GiUS)
és

w(G) = max; w(GjUS)
fennall.
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Perfekt grafosztalyok

Kévetkezmény

Legyen S a G graf egy teljes, elvagé csucshalmaza.
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Perfekt grafosztalyok

Kévetkezmény

Legyen S a G graf egy teljes, elvagé csucshalmaza.

Az S-komponensek perfektek.
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Perfekt grafosztalyok

Kévetkezmény

Legyen S a G graf egy teljes, elvagé csucshalmaza.
Az S-komponensek perfektek.

Ekkor a G graf perfekt.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkoz6 indukcidval.
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Perfekt grafosztalyok

Kévetkezmény

Legyen S a G graf egy teljes, elvagé csucshalmaza.
Az S-komponensek perfektek.

Ekkor a G graf perfekt.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkoz6 indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesiil minden, a G-nél kevesebb
csucsot tartalmazo grafra.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Perfekt grafosztalyok

Kévetkezmény

Legyen S a G graf egy teljes, elvagé csucshalmaza.
Az S-komponensek perfektek.

Ekkor a G graf perfekt.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkoz6 indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesiil minden, a G-nél kevesebb
csucsot tartalmazo grafra.

Elegendé megmutatni, hogy x(G) = w(G).
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Perfekt grafosztalyok

Kévetkezmény

Legyen S a G graf egy teljes, elvagé csucshalmaza.
Az S-komponensek perfektek.
Ekkor a G graf perfekt.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkoz6 indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesiil minden, a G-nél kevesebb
csucsot tartalmazo grafra.

Elegendé megmutatni, hogy x(G) = w(G).

Mivel az S-komponensek perfektek, felhasznalva az el6z6 allitast:
/\/(G) = max; )((G,‘ U S) = max; (x)(G,‘ U S) = a)(G)
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958)

A merev korii grafok perfektek.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkozd indukcidval.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958)

A merev korii grafok perfektek.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkozd indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesdl minden, a G-nél kevesebb cstcsot
tartalmazé haromszégezett grafra.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958)

A merev korii grafok perfektek.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkozd indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesdl minden, a G-nél kevesebb cstcsot
tartalmazé haromszégezett grafra.

Felteheté, hogy G 6sszefliggd, hiszen korabbi allitasunk szerint mindkét
grafparameéteriink a komponensekre vonatkozo értékek maximuma.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958)

A merev korii grafok perfektek.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkozd indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesdl minden, a G-nél kevesebb cstcsot
tartalmazé haromszégezett grafra.

Felteheté, hogy G 6sszefliggd, hiszen korabbi allitasunk szerint mindkét
grafparameéteriink a komponensekre vonatkozo értékek maximuma.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958)

A merev korii grafok perfektek.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkozd indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesdl minden, a G-nél kevesebb cstcsot
tartalmazé haromszégezett grafra.

Felteheté, hogy G 6sszefliggd, hiszen korabbi allitasunk szerint mindkét
grafparameéteriink a komponensekre vonatkozo értékek maximuma.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.

Legyen S egy minimalis elvdgd halmaz. Tudjuk, hogy az S teljes graf.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Berge 1960, Hajnal és Suranyi 1958)

A merev korii grafok perfektek.

Bizonyitas
lgazoljunk G rendjére vonatkozd indukcidval.

Tegylik fel, hogy az allitas teljesdl minden, a G-nél kevesebb cstcsot
tartalmazé haromszégezett grafra.

Felteheté, hogy G 6sszefliggd, hiszen korabbi allitasunk szerint mindkét
grafparameéteriink a komponensekre vonatkozo értékek maximuma.

Ha G teljes, akkor nincs mit bizonyitani.
Legyen S egy minimalis elvdgd halmaz. Tudjuk, hogy az S teljes graf.

Mivel az S-komponensek perfektek az indukcié miatt, az el6z6
kévetkezmény szerint G is az.
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Perfekt grafosztalyok

Tétel (Meyniel, 1976)

Ha a G iranyitatlan graf minden paratlan kére rendelkezik legalabb
2 atléval, akkor G perfekt graf.

v

Allitas (Fulkerson és Gross, 1965)

Egy merev koér(, n csucsu graf legfeliebb n klikkel rendelkezik.
Egyenl6ség csak az lires graf esetén all fenn.

Merev korti grafokra létezik O(|V| + |E|) idejii algoritmus, amely
megadja a x(G)-t és G klikkjeit.
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Perfekt grafosztalyok

Iranyitott kdrmentes grafok csucsaihoz nemcsak az irdnyitassal
kompatibilis linearis rendezés talalhatd, hanem szintezhetok is a
grafok.
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Perfekt grafosztalyok

Iranyitott kdrmentes grafok csucsaihoz nemcsak az irdnyitassal
kompatibilis linearis rendezés talalhatd, hanem szintezhetok is a

grafok.

Az elsd szinten a nyeldk, a masodik szinten a csak nyeldkhéz
iranyitott csucsok, sit. vannak.
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Perfekt grafosztalyok

Iranyitott kdrmentes grafok csucsaihoz nemcsak az irdnyitassal
kompatibilis linearis rendezés talalhatd, hanem szintezhetok is a
grafok.

Az elsd szinten a nyeldk, a masodik szinten a csak nyeldkhéz
iranyitott csucsok, sit. vannak.

Ha veszlink egy tranzitiv iranyitast, akkor a szintek sorszamaval
torténd szinezés nemcsak j6, hanem a leghosszabb iranyitott Gt
(egy forrasbdl egy nyeldbe)pontjai teljes grafot alkotnak.
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Perfekt grafosztalyok

Iranyitott kdrmentes grafok csucsaihoz nemcsak az irdnyitassal
kompatibilis linearis rendezés talalhatd, hanem szintezhetok is a
grafok.

Az elsd szinten a nyeldk, a masodik szinten a csak nyeldkhéz
iranyitott csucsok, sit. vannak.

Ha veszlink egy tranzitiv iranyitast, akkor a szintek sorszamaval
torténd szinezés nemcsak j6, hanem a leghosszabb iranyitott Gt
(egy forrasbdl egy nyeldbe)pontjai teljes grafot alkotnak.

Emiatt az egyik szinezés éppen w(G) szinnel tudja kiszinezni a G
grafot.
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Perfekt grafosztalyok

Iranyitott kdrmentes grafok csucsaihoz nemcsak az irdnyitassal
kompatibilis linearis rendezés talalhatd, hanem szintezhetok is a
grafok.

Az elsd szinten a nyeldk, a masodik szinten a csak nyeldkhéz
iranyitott csucsok, sit. vannak.

Ha veszlink egy tranzitiv iranyitast, akkor a szintek sorszamaval
torténd szinezés nemcsak j6, hanem a leghosszabb iranyitott Gt
(egy forrasbdl egy nyeldbe)pontjai teljes grafot alkotnak.

Emiatt az egyik szinezés éppen w(G) szinnel tudja kiszinezni a G
grafot.

Az 0sszehasonlitasi graf tulajdonsag 6roklédik a feszitett
részgrafokra, igy x(G’) = w(G’) teljesll G minden feszitett
részgrafjara is. Tehat G perfekt.
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A tranzitiven iranyithato grafok perfektek.

A Perfekt graf tétel segitségével a fenti, a hires Dilworth tételt
eredményezi.
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A tranzitiven iranyithato grafok perfektek.

A Perfekt graf tétel segitségével a fenti, a hires Dilworth tételt
eredményezi.

Ugyanis igy tehat egy G tranzitiven iranyithaté graf komplementere
is perfekt, tehat ao(G) = k(G).

Tétel (Dilworth, 1950)

Legyen (X, <) parcidlisan rendezett halmaz.
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A tranzitiven iranyithato grafok perfektek.

A Perfekt graf tétel segitségével a fenti, a hires Dilworth tételt
eredményezi.

Ugyanis igy tehat egy G tranzitiven iranyithaté graf komplementere
is perfekt, tehat ao(G) = k(G).

Tétel (Dilworth, 1950)

Legyen (X, <) parcidlisan rendezett halmaz.

A minimalis linearisan rendezett részhalmazokra (lancokra) térténé
bontas mérete megegyezik a legnagyobb antilanc (nem
6sszehasonlithaté elemek halmaza) szamossagaval.
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Perfekt grafosztalyok

Split grafok

Definicio

A G=(V,E) iranyitatlan graf split graf, ha a csucshalmaza
particionalhat6 egy teljes és egy lres részre V = S + K.
A két rész k6zotti élekre nincs megkétés.
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Perfekt grafosztalyok

Split grafok

Definicio

A G=(V,E) iranyitatlan graf split graf, ha a csucshalmaza
particionalhat6 egy teljes és egy lres részre V = S + K.
A két rész k6zotti élekre nincs megkétés.

Megjegyzés

A definiciéban szereplé felbontas nem feltétlendil egyértelm.
Egy split graf komplementere split graf.

A kdvetkezbk koziil pontosan egy teljestil egy split grafra.
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Perfekt grafosztalyok

Split grafok

Definicio

A G=(V,E) iranyitatlan graf split graf, ha a csucshalmaza
particionalhat6 egy teljes és egy lres részre V = S + K.
A két rész k6zotti élekre nincs megkétés.

Megjegyzés

A definiciéban szereplé felbontas nem feltétlendil egyértelm.
Egy split graf komplementere split graf.
A kdvetkezbk koziil pontosan egy teljestil egy split grafra.

() IS = a(G) és |K| = w(G)
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Perfekt grafosztalyok

Split grafok

Definicio

A G=(V,E) iranyitatlan graf split graf, ha a csucshalmaza
particionalhat6 egy teljes és egy lres részre V = S + K.
A két rész k6zotti élekre nincs megkétés.

Megjegyzés

A definiciéban szereplé felbontas nem feltétlendil egyértelm.
Egy split graf komplementere split graf.

A kdvetkezbk koziil pontosan egy teljestil egy split grafra.

(i) 1S] = a(G) és |K| = w(G)

(i) |IS| = a(G) és |K| = w(G) — 1
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Perfekt grafosztalyok

Split grafok

Definicio

A G=(V,E) iranyitatlan graf split graf, ha a csucshalmaza
particionalhat6 egy teljes és egy lres részre V = S + K.
A két rész k6zotti élekre nincs megkétés.

Megjegyzés

A definiciéban szereplé felbontas nem feltétlendil egyértelm.
Eqgy split graf komplementere split graf.

A kdvetkezbk koziil pontosan egy teljestil egy split grafra.

(i) 1S] = a(G) és |K| = w(G)

(i) |IS| = a(G) és |K| = w(G) — 1

(iii) |1S] = a(G) — 1 és |K| = w(G)
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Perfekt grafosztalyok

A split grafok jellemzése.
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Perfekt grafosztalyok

A split grafok jellemzése.

w7

A kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(i) G split graf.
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Perfekt grafosztalyok

A split grafok jellemzése.

w7

A kovetkezo allitasok ekvivalensek.

(i) G split graf.

(i) G is és a komplementere is merev kérd.
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Perfekt grafosztalyok

A split grafok jellemzése.

A kovetkez0 allitasok ekvivalensek.

(i) G split graf.

(i) G is és a komplementere is merev kérd.

(iii) G nem tartalmaz feszitett részgrafként 2Ks-t, C4-et vagy Cs-6t.
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Perfekt grafosztalyok

A split grafok jellemzése.

A kovetkez0 allitasok ekvivalensek.

(i) G split graf.
(i) G is és a komplementere is merev kérd.

(iii) G nem tartalmaz feszitett részgrafként 2Ks-t, C4-et vagy Cs-6t.

(i) = (i)
Nem képzelhetb el egy legalabb 4 hosszu feszitett kbr egy split
grafban.

(if) = (iif)

A 2K, a C4 komplementere.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas
(folyt.) (iii) = (i)

Valasszunk ki a G-nek egy legnagyobb olyan K klikkjét, melyre a
Gv-k legkevesebb éll.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)

Valasszunk ki a G-nek egy legnagyobb olyan K klikkjét, melyre a
Gv-k legkevesebb éll.

Megmutatjuk, hogy az S = V \ K filiggetlen csucshalmaza G-nek.
Tegylik fel, hogy Gs -ben mégis van egy {x, y} él.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)

Valasszunk ki a G-nek egy legnagyobb olyan K klikkjét, melyre a
Gv-k legkevesebb éll.

Megmutatjuk, hogy az S = V \ K filiggetlen csucshalmaza G-nek.
Tegylik fel, hogy Gs -ben mégis van egy {x, y} él.

A K maximalis, igy nem lehet sem x sem y szomszédos az 6sszes
K-beli csuccsal. Ha egy z pont kivételével minden mas K-beli
csucs szomszédai lennének, akkor elhagyva a z-t és az x és y
csucsokat K-hoz véve nagyobb klikket kapnank.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)

Valasszunk ki a G-nek egy legnagyobb olyan K klikkjét, melyre a
Gv-k legkevesebb éll.

Megmutatjuk, hogy az S = V \ K filiggetlen csucshalmaza G-nek.
Tegylik fel, hogy Gs -ben mégis van egy {x, y} él.

A K maximalis, igy nem lehet sem x sem y szomszédos az 6sszes
K-beli csuccsal. Ha egy z pont kivételével minden mas K-beli
csucs szomszédai lennének, akkor elhagyva a z-t és az x és y
csucsokat K-hoz véve nagyobb klikket kapnank.

Léteznek tehat u és v csucsok, amelyekre {x,u} ¢ E és{y,v} ¢ E
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (i) = (i)

Mivel G nem tartalmaz Cq4-et és 2Ko-t, igy az {x, v}, {y, u} élek
kéziil pontosan az egyik van G-ben.

Legyen ez pl. az utobbi.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (i) = (i)

Mivel G nem tartalmaz Cq4-et és 2Ko-t, igy az {x, v}, {y, u} élek
kéziil pontosan az egyik van G-ben.

Legyen ez pl. az utobbi.

Valamely tovabbi K-beli w cstcsra ha {y,w} ¢ E és {x,w} ¢ E,
akkor az {x, y, v, w} csticsok 2K-t feszitenek, ha pedig {y,w} ¢ E
de {x, w} € E, akkor {x, y, u, w} csticsok kifeszitenek egy Cy4-et.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (i) = (i)

Mivel G nem tartalmaz Cq4-et és 2Ko-t, igy az {x, v}, {y, u} élek
kéziil pontosan az egyik van G-ben.

Legyen ez pl. az utobbi.

Valamely tovabbi K-beli w cstcsra ha {y,w} ¢ E és {x,w} ¢ E,
akkor az {x, y, v, w} csticsok 2K-t feszitenek, ha pedig {y,w} ¢ E
de {x, w} € E, akkor {x, y, u, w} csticsok kifeszitenek egy Cy4-et.

Tehat y-nak szomszédja minden K \ v cslcs, és ha kicseréljiik
v-vel, akkor a K’ = K \ {v} U {y} is maximalis klikk.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (i) = (i)

Mivel G nem tartalmaz Cq4-et és 2Ko-t, igy az {x, v}, {y, u} élek
kéziil pontosan az egyik van G-ben.

Legyen ez pl. az utobbi.

Valamely tovabbi K-beli w cstcsra ha {y,w} ¢ E és {x,w} ¢ E,
akkor az {x, y, v, w} csticsok 2K-t feszitenek, ha pedig {y,w} ¢ E
de {x, w} € E, akkor {x, y, u, w} csticsok kifeszitenek egy Cy4-et.

Tehat y-nak szomszédja minden K \ v cslcs, és ha kicseréljiik
v-vel, akkor a K’ = K \ {v} U {y} is maximalis klikk.

Mivel S a legkevesebb élt tartalmazta, és x szomszédja y-nak, de
nem szomszédja v-nek, igy léteznie kell egy y-tol kiilbnbdzb

t € V \ K cstcsnak, amely szomszédos v-vel, de nem
szomszédos y-nal.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
At és az x 6ssze van kétve, kilénben {t, x, y, v} egy 2Ko-t
feszitene.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
At és az x 6ssze van kétve, kilénben {t, x, y, v} egy 2Ko-t
feszitene.

Hasonldéan t és u is szomszédos, mert masképpen {t, x, y, u} egy
Cy-et feszit.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
At és az x 6ssze van kétve, kilénben {t, x, y, v} egy 2Ko-t
feszitene.

Hasonldéan t és u is szomszédos, mert masképpen {t, x, y, u} egy
Cy-et feszit.

Ezekbdél azonban az kévetkezik, hogy {t, x, y, u, v} egy Cs-0t feszit.
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Perfekt grafosztalyok

Bizonyitas

(folyt.) (iii) = (i)
At és az x 6ssze van kétve, kilénben {t, x, y, v} egy 2Ko-t
feszitene.

Hasonldéan t és u is szomszédos, mert masképpen {t, x, y, u} egy
Cy-et feszit.

Ezekbdél azonban az kévetkezik, hogy {t, x, y, u, v} egy Cs-0t feszit.

Ellentmondasra jutottunk, vagyis S fliggetlen halmaz, tehat G split
graf.
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Tartalomjegyzék:

@ A kromatikus polinom

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A kromatikus polinom

A szinezések szama

Ha a G egyszer{ graf csucsait ki lehet az {1,2, - - - , k} szinekkel jél
szinezni, akkor vajon hanyféleképpen?
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A kromatikus polinom

A szinezések szama

Ha a G egyszer{ graf csucsait ki lehet az {1,2, - - - , k} szinekkel jél
szinezni, akkor vajon hanyféleképpen?

Mikor tekintiink két szinezést kilonb6zonek?
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A kromatikus polinom

A szinezések szama

Ha a G egyszer{ graf csucsait ki lehet az {1,2, - - - , k} szinekkel jél
szinezni, akkor vajon hanyféleképpen?

Mikor tekintiink két szinezést kilonb6zonek?

A tovabbiakban a G cslcsait V = {vy, - - , v,} szdmozottnak tekintjlik.
Két szinezés kiilonbdzd, ha van olyan csics, amely mas szint kap az
egyik, mint a masik szinezésnél.
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A kromatikus polinom

A szinezések szama

Ha a G egyszer{ graf csucsait ki lehet az {1,2, - - - , k} szinekkel jél
szinezni, akkor vajon hanyféleképpen?

Mikor tekintiink két szinezést kilonb6zonek?

A tovabbiakban a G cslcsait V = {vy, - - , v,} szdmozottnak tekintjlik.
Két szinezés kiilonbdzd, ha van olyan csics, amely mas szint kap az
egyik, mint a masik szinezésnél.

igy példaul K, szinezéseinek szama k(k —1)--- (k — n+ 1).

A vq kaphat k szint.

A vo mar csak (k-1) szint kaphat és igy tovabb, a v,-nek mar van (n-1)
klilonbdz szinli szomszédja, igy (k-n+1) szin kozll valaszthatunk.
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A kromatikus polinom

A szinezések szama

Ha a G egyszer{ graf csucsait ki lehet az {1,2, - - - , k} szinekkel jél
szinezni, akkor vajon hanyféleképpen?

Mikor tekintiink két szinezést kilonb6zonek?

A tovabbiakban a G cslcsait V = {vy, - - , v,} szdmozottnak tekintjlik.
Két szinezés kiilonbdzd, ha van olyan csics, amely mas szint kap az
egyik, mint a masik szinezésnél.

igy példaul K, szinezéseinek szama k(k —1)--- (k — n+ 1).

A vq kaphat k szint.

A vo mar csak (k-1) szint kaphat és igy tovabb, a v,-nek mar van (n-1)
klilonbdz szinli szomszédja, igy (k-n+1) szin kozll valaszthatunk.

Abban az esetben, ha k < n, akkor nincs j6 szinezés.
Ekkor a szorzat nullat ad, tehat még ekkor is pontos vélasz a
szinezések szamara.
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A kromatikus polinom

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a Pg(k) figgvényt a G
graf k-szinezéseinek szamara.
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A kromatikus polinom

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a Pg(k) figgvényt a G
graf k-szinezéseinek szamara.

Vajon mennyire nehéz a fliggvény kiszamolasa tetszbleges grafra?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A kromatikus polinom

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a Pg(k) figgvényt a G
graf k-szinezéseinek szamara.

Vajon mennyire nehéz a fliggvény kiszamolasa tetszbleges grafra?

100 évvel ezelbtt a 4-szin sejtés nagyon népszeri probléma volt.
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A kromatikus polinom

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a Pg(k) figgvényt a G
graf k-szinezéseinek szamara.

Vajon mennyire nehéz a fliggvény kiszamolasa tetszbleges grafra?
100 évvel ezelbtt a 4-szin sejtés nagyon népszeri probléma volt.

Ha sikgrafokra Birkhoff figgvényét kdnnyen ki lehetett volna
szamolni, akkor a négyszinsejtésre is j6 segédeszkdzt kaptak
volna.
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A kromatikus polinom

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a Pg(k) figgvényt a G
graf k-szinezéseinek szamara.

Vajon mennyire nehéz a fliggvény kiszamolasa tetszbleges grafra?
100 évvel ezelbtt a 4-szin sejtés nagyon népszeri probléma volt.

Ha sikgrafokra Birkhoff figgvényét kdnnyen ki lehetett volna
szamolni, akkor a négyszinsejtésre is j6 segédeszkdzt kaptak
volna.

A sejtés ekvivalens formaja lett volna a kévetkezb:

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A kromatikus polinom

George David Birkhoff 1912-ben vezette be a Pg(k) figgvényt a G
graf k-szinezéseinek szamara.

Vajon mennyire nehéz a fliggvény kiszamolasa tetszbleges grafra?
100 évvel ezelbtt a 4-szin sejtés nagyon népszeri probléma volt.

Ha sikgrafokra Birkhoff figgvényét kdnnyen ki lehetett volna
szamolni, akkor a négyszinsejtésre is j6 segédeszkdzt kaptak
volna.

A sejtés ekvivalens formaja lett volna a kévetkezb:
Ha S sikgraf, akkor Ps(4) > 0.
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A kromatikus polinom

Melyik az az n csucsu gréaf, amelyet k szinnel a legtébb médon
lehet kiszinezni?
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A kromatikus polinom

Melyik az az n csucsu gréaf, amelyet k szinnel a legtébb médon
lehet kiszinezni?

Melyik az az n csucsu graf, amelyet k szinnel a legkevesebb
maédon lehet kiszinezni?
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A kromatikus polinom

Melyik az az n csucsu gréaf, amelyet k szinnel a legtébb médon
lehet kiszinezni?

Melyik az az n csucsu graf, amelyet k szinnel a legkevesebb
maédon lehet kiszinezni?

Ha G-nek n csucsa van és nincs éle, akkor Pg(k) = k".
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A kromatikus polinom

Melyik az az n csucsu gréaf, amelyet k szinnel a legtébb médon
lehet kiszinezni?

Melyik az az n csucsu graf, amelyet k szinnel a legkevesebb
maédon lehet kiszinezni?

Ha G-nek n csucsa van és nincs éle, akkor Pg(k) = k".

Az n cstcsu utra Pp, (k) = k(k — 1)1,
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A kromatikus polinom

Melyik az az n csucsu gréaf, amelyet k szinnel a legtébb médon
lehet kiszinezni?

Melyik az az n csucsu graf, amelyet k szinnel a legkevesebb
maédon lehet kiszinezni?

Ha G-nek n csucsa van és nincs éle, akkor Pg(k) = k".

Az n cstcsu utra Pp, (k) = k(k — 1)1,

Ha T n csticsu fagraf, akkor Pr(k) = k(k — 1)
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Bizonyitas

Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.

Fakra azonos a formula! Minden fara!
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Bizonyitas

Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.

Fakra azonos a formula! Minden fara!

Teljes indukcidval trividlisnak tekinthetjik.
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Bizonyitas

Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.

Fakra azonos a formula! Minden fara!

Teljes indukcidval trividlisnak tekinthetjik.
n = 1-re k-féle szinnel szinezhetjiik az egyetlen pontot.
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Bizonyitas

Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.

Fakra azonos a formula! Minden fara!

Teljes indukcidval trividlisnak tekinthetjik.
n = 1-re k-féle szinnel szinezhetjiik az egyetlen pontot.

Ha feltessziik, hogy n-nél kevesebb cslicsu fakra fennall a képlet,
akkor vegylink az n csucsu T fanak egy levelét. Téréljiik az 1-foku
csucsot.
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Bizonyitas
Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.

Fakra azonos a formula! Minden fara!

Teljes indukcidval trividlisnak tekinthetjik.
n = 1-re k-féle szinnel szinezhetjiik az egyetlen pontot.

Ha feltessziik, hogy n-nél kevesebb cslicsu fakra fennall a képlet,
akkor vegylink az n csucsu T fanak egy levelét. Téréljiik az 1-foku
cstcsot.

A maradék fat k(k — 1)=2) médon szinezhetiik.
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A kromatikus polinom

Minden fa egyforma?

Bizonyitas
Az (t els6 pontjat k médon szinezhetjiik. A kévetkezot (k-1) médon
és igy tovabb.

Fakra azonos a formula! Minden fara!

Teljes indukcidval trividlisnak tekinthetjik.
n = 1-re k-féle szinnel szinezhetjiik az egyetlen pontot.

Ha feltessziik, hogy n-nél kevesebb cslicsu fakra fennall a képlet,
akkor vegylink az n csucsu T fanak egy levelét. Téréljiik az 1-foku
cstcsot.

A maradék fat k(k — 1)=2) médon szinezhetiik.

A levél (k-1) szin kdz(l kaphat, csak az egyetlen szomszédja
szinét nem, igy Pr(k) = k(k — 1)1,
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A kromatikus polinom

Miért polinom?

Megallapithatjuk, hogy a kombinatorikai jelentése miatt a Pg(k)
figgvény 0-ra biztosan 0-t ad, de az 1,--- , x(G) — 1 egészekre is
0-t ad, hiszen nem lehet ilyen kevés szinnel a G-t j6l kiszinezni.
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A kromatikus polinom

Miért polinom?

Megallapithatjuk, hogy a kombinatorikai jelentése miatt a Pg(k)
figgvény 0-ra biztosan 0-t ad, de az 1,--- , x(G) — 1 egészekre is
0-t ad, hiszen nem lehet ilyen kevés szinnel a G-t j6l kiszinezni.

Minden k nemnegativ egészre egy egész szam lesz a fliggvény
értéke.
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A kromatikus polinom

Miért polinom?

Megallapithatjuk, hogy a kombinatorikai jelentése miatt a Pg(k)
figgvény 0-ra biztosan 0-t ad, de az 1,--- , x(G) — 1 egészekre is
0-t ad, hiszen nem lehet ilyen kevés szinnel a G-t j6l kiszinezni.

Minden k nemnegativ egészre egy egész szam lesz a fliggvény
értéke.

Vajon milyen tipusu flggvény Pg(k)?
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A kromatikus polinom

Miért polinom?

Megallapithatjuk, hogy a kombinatorikai jelentése miatt a Pg(k)
figgvény 0-ra biztosan 0-t ad, de az 1,--- , x(G) — 1 egészekre is
0-t ad, hiszen nem lehet ilyen kevés szinnel a G-t j6l kiszinezni.

Minden k nemnegativ egészre egy egész szam lesz a fliggvény
értéke.

Vajon milyen tipusu flggvény Pg(k)?

Tudjuk, hogy egy szinezés elképzelhetd Ugy is, hogy a cslicsokat
particionaljuk fiiggetlen halmazokba, majd ezutan egy-egy részt
egy-egy szinnel kiszinezlnk.
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A kromatikus polinom

Miért polinom?

Megallapithatjuk, hogy a kombinatorikai jelentése miatt a Pg(k)
figgvény 0-ra biztosan 0-t ad, de az 1,--- , x(G) — 1 egészekre is
0-t ad, hiszen nem lehet ilyen kevés szinnel a G-t j6l kiszinezni.

Minden k nemnegativ egészre egy egész szam lesz a fliggvény
értéke.
Vajon milyen tipusu flggvény Pg(k)?

Tudjuk, hogy egy szinezés elképzelhetd Ugy is, hogy a cslicsokat
particionaljuk fiiggetlen halmazokba, majd ezutan egy-egy részt
egy-egy szinnel kiszinezlnk.

Ez azt jelenti, hogy a k-szinezéseket megkapjuk, ha minden
lehetséges particionalas esetén a fliggetlen részeket minden
lehetséges mddon mas-mas szinire kiszinezziik.
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A kromatikus polinom

Vilagos, hogy ha mas a particié, mas a szinezés!
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A kromatikus polinom

Vilagos, hogy ha mas a particié, mas a szinezés!

Egy r-részes partici6 esetén k szinnel k(k —1)--- (k —r + 1)
maodon tudunk szinezni.
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A kromatikus polinom

Vilagos, hogy ha mas a particié, mas a szinezés!

Egy r-részes partici6 esetén k szinnel k(k —1)--- (k —r + 1)
maodon tudunk szinezni.

llyen szorzatokat kell 6sszeadni. Mivel minden ilyen tag egy r-ed
foku polinom, igy az 6sszeg is egy polinomja k-nak.
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A kromatikus polinom

Vilagos, hogy ha mas a particié, mas a szinezés!

Egy r-részes partici6 esetén k szinnel k(k —1)--- (k —r + 1)
maodon tudunk szinezni.

llyen szorzatokat kell 6sszeadni. Mivel minden ilyen tag egy r-ed
foku polinom, igy az 6sszeg is egy polinomja k-nak.

Egyetlen n részes particié van, tehat egyetlen ésszeadand6 n-ed
foku polinom.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A kromatikus polinom

Vilagos, hogy ha mas a particié, mas a szinezés!

Egy r-részes partici6 esetén k szinnel k(k —1)--- (k —r + 1)
maodon tudunk szinezni.

llyen szorzatokat kell 6sszeadni. Mivel minden ilyen tag egy r-ed
foku polinom, igy az 6sszeg is egy polinomja k-nak.

Egyetlen n részes particié van, tehat egyetlen ésszeadand6 n-ed
foku polinom.

Ez az, amikor mindegyik csucs kiilon részbe kertl. A tag k", igy a
P& (k) kromatikus polinom n-edfoku és a féegydtthatéja 1.
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A kromatikus polinom

Allitas
Ha G tébb komponensbdl all, akkor a komponensek kromatikus
polinomjainak szorzata megadja a G kromatikus polinomjat.

Ha egy G graf rendelkezik elvagd ponttal, akkor lényegében
figgetlendiil szinezhetjiik a pont elhagyasaval keletkezé
komponenseket. Amikor azonban dsszeillessziik 6ket ebben a
kézbés pontban, akkor mindegyiklik szamara - egy kivételével -
ennek a pontnak a szine adott, igy a komponensek kromatikus
polinomjainak szorzatat el kell osztani a k-nak a komponensek
szama minusz egyedik hatvanyaval. Pl. egy csillagnak van u
elvagé pontja. Az u-komponensek mind egy-egy él. Igy az n
csucsu CSy, csillag kromatikus polinomja

Pes, (k) = EITT — gk — 1)1,
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A kromatikus polinom

Allitas
Ha G tébb komponensbdl all, akkor a komponensek kromatikus
polinomjainak szorzata megadja a G kromatikus polinomjat.

Ha egy G graf rendelkezik elvagd ponttal, akkor lényegében
figgetlendiil szinezhetjiik a pont elhagyasaval keletkezé
komponenseket. Amikor azonban dsszeillessziik 6ket ebben a
kézbés pontban, akkor mindegyiklik szamara - egy kivételével -
ennek a pontnak a szine adott, igy a komponensek kromatikus
polinomjainak szorzatat el kell osztani a k-nak a komponensek
szama minusz egyedik hatvanyaval. Pl. egy csillagnak van u
elvagé pontja. Az u-komponensek mind egy-egy él. Igy az n
csucsu CSy, csillag kromatikus polinomja

Pcs, (k) = (k(kkn—g) = k(k —1)"='. Mint fara ugyanezt kaptuk.
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A kromatikus polinom

Blazsik Zoltan



A kromatikus polinom

A fakra kdnny( volt indukciéval szamolni, mert egy fanak létezik
lebontasa, egy-egy levél egymas utani térlésével.
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A kromatikus polinom

A fakra kdnny( volt indukciéval szamolni, mert egy fanak létezik
lebontasa, egy-egy levél egymas utani térlésével.

Pl. egy kérre nem létezik ilyen.

Pc, (k) =?

Pc,(k) = k(k — 1)(k — 2) ezt tudjuk, hiszen a haromszdg teljes graf is.
Ha agy kezdenénk szinezni mint egy utat, az m-edik pontnal lennénk
bajba, mert neki két szinezett szomszédja lenne, igy ha azok eddig
azonos szint kaptak volna, akkor most tébb lehetdséglink lenne
eggyel, mint ha nem.

Emiatt kiilénbdztesslink meg két esetet.
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A kromatikus polinom

A fakra kdnny( volt indukciéval szamolni, mert egy fanak létezik
lebontasa, egy-egy levél egymas utani térlésével.

Pl. egy kérre nem létezik ilyen.

Pc,, (k) =7

Pc,(k) = k(k — 1)(k — 2) ezt tudjuk, hiszen a haromszdg teljes graf is.
Ha agy kezdenénk szinezni mint egy utat, az m-edik pontnal lennénk
bajba, mert neki két szinezett szomszédja lenne, igy ha azok eddig
azonos szint kaptak volna, akkor most tébb lehetdséglink lenne
eggyel, mint ha nem.

Emiatt kiilénbdztesslink meg két esetet.

Szinezzink ki egy Pp, fat ugy, hogy végpontjaik azonos szinliek és
agyis, hogy kilénbdzdk. Ha Py és Py, azonos szin(, akkor olyan,
mintha egy (m-1) csucsu kort szineztiink volna, ha egyesitjik a két
végpontot. Masrészt ha mas szint kaptak a végpontok, akkor ha egy
éllel 6sszekdtjuk dket, akkor jé szinezését kapjuk az m hosszu kérnek.
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A kromatikus polinom

Tehata Pp, (k) = Pc,, (k) + Pc, (k) dsszefliggést kapjuk.

Pc, (k) = k(k —1)™1 - P (k)
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Pe,(k) = k(k = 1)° = Po,(K) = k(k — 1) ~ k(k - 1)(k - 2) =
k(k — 1)(k? - 3k + 3)

Pc, (k) = k(k—1)* = Pg,(k) = k(k —1)* —k(k —1)(k?® -3k +3) =
k(k —1)(k® - 4k? + 6k —4) = (k = 1)5 + (-1)%(k - 1)

Pc, (k) = k(k —1)™" = Pg, (k) =
k(k=1)""T=((k=1)"1+(=1)""(k=1)) = (k=1)"+(=1)"(k-1)

Ezzel igazoltuk, hogy kérbkre
Pey(k) = (k= 1)+ (=1)"(k - 1).
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A kromatikus polinom

Altalaban is alkalmazhaté a kdrre megismert médszer.
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A kromatikus polinom

Altalaban is alkalmazhaté a kdrre megismert médszer.

Ha G-ben az u és v két nem dsszekotott pont, akkor jeldlie G + uv
azt a grafot, amit az u és v 6sszekbdtésével kapunk a G-bdl.
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A kromatikus polinom

Altalaban is alkalmazhaté a kdrre megismert médszer.

Ha G-ben az u és v két nem dsszekotott pont, akkor jeldlie G + uv
azt a grafot, amit az u és v 6sszekbdtésével kapunk a G-bdl.

Valamint G/uv azt a grafot, amelyet az u és v 6sszeolvasztasaval
kapunk. Az Uj uv csucs 1-1 éllel szomszédos minden olyan
csuccsal, amely szomszédija volt az u és v kdzll legalabb az
egyiknek.
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A kromatikus polinom

Altalaban is alkalmazhaté a kdrre megismert médszer.

Ha G-ben az u és v két nem dsszekotott pont, akkor jeldlie G + uv
azt a grafot, amit az u és v 6sszekbdtésével kapunk a G-bdl.

Valamint G/uv azt a grafot, amelyet az u és v 6sszeolvasztasaval
kapunk. Az Uj uv csucs 1-1 éllel szomszédos minden olyan
csuccsal, amely szomszédija volt az u és v kdzll legalabb az
egyiknek.

A kovetkez6 Osszefliggés igaz:

Pa(k) = Pg1u(k) + Pgjuv(k).
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A kromatikus polinom

Hasznos a kovetkez06 alak is:

Pg(k) = Pg_u(k) — Pgjuv(k).

Itt az {u, v} élt a G tartalmazza és G — uv azt a grafot jelenti, amit
az él elhagyasa utan kapunk.
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A kromatikus polinom

Hasznos a kovetkez06 alak is:
Pg(k) = Pg—u(k) — Pgjuv(k).

Itt az {u, v} élt a G tartalmazza és G — uv azt a grafot jelenti, amit
az él elhagyasa utan kapunk.

Ebben az az elényds, hogy a jobboldalon a G-nél kisebb grafok
vannak, az egyik pontszdmban, a masik pontszamban egyforma,
de éleinek szama eggyel kevesebb.
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A kromatikus polinom

Hasznos a kovetkez6 alak is:
Pg(k) = Pg_u(k) — Pgjuv(k).
Itt az {u, v} élt a G tartalmazza és G — uv azt a grafot jelenti, amit

az él elhagyasa utan kapunk.

Ebben az az elényds, hogy a jobboldalon a G-nél kisebb grafok
vannak, az egyik pontszdmban, a masik pontszamban egyforma,
de éleinek szama eggyel kevesebb.

Ez a redukcié alkalmas arra, hogy barmely graf kromatikus
polinomat meghatarozzuk.
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A kromatikus polinom

Hasznos a kovetkez06 alak is:

Pg(k) = Pg_u(k) — Pgjuv(k).
Itt az {u, v} élt a G tartalmazza és G — uv azt a grafot jelenti, amit
az él elhagyasa utan kapunk.

Ebben az az elényds, hogy a jobboldalon a G-nél kisebb grafok
vannak, az egyik pontszdmban, a masik pontszamban egyforma,
de éleinek szama eggyel kevesebb.

Ez a redukcié alkalmas arra, hogy barmely graf kromatikus
polinomat meghatarozzuk.

Ez mégsem hatékony, hiszen til sok részgrafja van egy grafnak és
nem vildgos melyek kromatikus polinomara lesz sziikségunk.
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A kromatikus polinom

Hagyjunk el egy élt a 4 cslcsu teljes grafbol. Mi a kromatikus
polinomja? Az els ekvivalens alakbol

Pry—uv (k) = P, (k) + Pi (k) =
k(k = 1(k - 2)(k - 3) + k(k — 1)(k = 2) = k(k - 1)(k - 2)(k - 2)
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A kromatikus polinom

Hagyjunk el egy élt a 4 cslcsu teljes grafbol. Mi a kromatikus
polinomja? Az els ekvivalens alakbol

Pry—uv (k) = P, (k) + Pi (k) =
k(k = 1(k - 2)(k - 3) + k(k — 1)(k = 2) = k(k - 1)(k - 2)(k - 2)

A masodik alapjan

Pk,-12(K) = Pk,—12-34(k) — Ppy(k) = Pc,(k) — Ppy(k) =
(k=1 + (- )( —1)—k(k-1)>=
(k=1)((k =12 +1-k(k=1)) = (k- 1)k(k -2)?
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A kromatikus polinom

Hagyjunk el egy élt a 4 cslcsu teljes grafbol. Mi a kromatikus
polinomja? Az els ekvivalens alakbol

Pk,-uw (k) = Pk, (k) + Pk, (k) =

k(k —1(k —2)(k = 3) + k(k — 1)(k —2) = k(k - 1)(k - 2)(k - 2)
A masodik alapjan

Pk,-12(k) = Px,-12-34(K) — Pp,(k) = Pc,(k) — Pp,y(k) =

(k=1 + (-D)*k =1) - k(k —1)? =
(k=1)((k=1)% +1-k(k=1)) = (k = 1)k(k — 2)?

Feladat

Hatarozzuk meg, a két, egymast nem metsz6 atlét tartalmazé
Otsz6g kromatikus polinomjat!
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A kromatikus polinom

@ Vajon mit allapithatunk még meg egy graf kromatikus
polinomjarél?
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A kromatikus polinom

@ Vajon mit allapithatunk még meg egy graf kromatikus
polinomjarél?

@ Kilehet-e - izomorfia erejéig - talalni a polinombdl milyen
grafhoz tartozik?
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A kromatikus polinom

@ Vajon mit allapithatunk még meg egy graf kromatikus
polinomjarél?

@ Kilehet-e - izomorfia erejéig - talalni a polinombdl milyen
grafhoz tartozik?

@ Kilehet-e a polinombdl kdvetkeztetni a graf bizonyos
tulajdonségait?
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A kromatikus polinom

@ Vajon mit allapithatunk még meg egy graf kromatikus
polinomjarél?

@ Kilehet-e - izomorfia erejéig - talalni a polinombdl milyen
grafhoz tartozik?

@ Kilehet-e a polinombdl kdvetkeztetni a graf bizonyos
tulajdonségait?

@ Vajon mit &llapithatunk meg egy graf kromatikus polinomjarol
még?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A kromatikus polinom

Tudjuk, hogy a polinom foka megegyezik a G cslcsainak
szamaval. A féegyUtthato 1.
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A kromatikus polinom

Tudjuk, hogy a polinom foka megegyezik a G cslcsainak
szamaval. A féegyUtthato 1.

Az (n-1) foku tag egyUtthatojanak vajon van-e valami jelentése?
Amikor kevesebb mint (k-1) részre particionaljuk a csucsokat,
akkor ezek kiszinezéseinek szamabol nem adddik hozza semmi
az (n-1) foku tag egyutthatéjahoz.
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A kromatikus polinom

Tudjuk, hogy a polinom foka megegyezik a G cslcsainak
szamaval. A féegyUtthato 1.

Az (n-1) foku tag egyUtthatéjanak vajon van-e valami jelentése?
Amikor kevesebb mint (k-1) részre particionaljuk a cslcsokat,
akkor ezek kiszinezéseinek szamabdél nem adddik hozza semmi
az (n-1) foku tag egyutthatéjahoz.

Az egyesével torténd particioval a k(k —1)(k —2)---(k—n+1)

szorzatban a k"~ egyUtthatéja —w lesz.
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A kromatikus polinom

Tudjuk, hogy a polinom foka megegyezik a G cslcsainak
szamaval. A féegyUtthato 1.

Az (n-1) foku tag egyUtthatéjanak vajon van-e valami jelentése?
Amikor kevesebb mint (k-1) részre particionaljuk a cslcsokat,
akkor ezek kiszinezéseinek szamabdél nem adddik hozza semmi
az (n-1) foku tag egyutthatéjahoz.

Az egyesével torténd particioval a k(k —1)(k —2)---(k—n+1)

szorzatban a k"~ egyUtthatéja —w lesz.

(n-1) fuggetlen részre gy lehet osztani n csucsot, hogy egy
részbe két csucs kerll, ezek éppen nem lehetnek szomszédosak.
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A kromatikus polinom

Tudjuk, hogy a polinom foka megegyezik a G cslcsainak
szamaval. A féegyUtthato 1.

Az (n-1) foku tag egyUtthatéjanak vajon van-e valami jelentése?
Amikor kevesebb mint (k-1) részre particionaljuk a cslcsokat,
akkor ezek kiszinezéseinek szamabdél nem adddik hozza semmi
az (n-1) foku tag egyutthatéjahoz.

Az egyesével torténd particioval a k(k —1)(k —2)---(k—n+1)

szorzatban a k"~ egyUtthatéja —@ lesz.

(n-1) fuggetlen részre gy lehet osztani n csucsot, hogy egy
részbe két csucs kerll, ezek éppen nem lehetnek szomszédosak.

Tehat annyi (n-1) részre térténd particié van, ahany nem
szomszédos csucspar. Igy a k(k — 1) --- (k — n 4 2) tagok szama
éppen ennyi. Osszevonva a két adalékot éppen az élszam
ellentetjét kapjuk.
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A kromatikus polinom

Nem lehet egyértelmiien kdvetkeztetni a polinombdél a grafra, pl.
mindegyik n-csucsu fanak ugyanaz a kromatikus polinomja.

Ha Pg(k) = k(k — 1)"~1 akkor G egy fa.

Bizonyitas

A polinom n-edfokd, igy G n csticsu. A masodik egyditthaté
—(n—1), tehat G (n-1) élii. Ha nem fa lenne, akkor t6bb
komponensbdl allna.
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A kromatikus polinom

Nem lehet egyértelmiien kdvetkeztetni a polinombdél a grafra, pl.
mindegyik n-csucsu fanak ugyanaz a kromatikus polinomja.

Ha Pg(k) = k(k — 1)"~1 akkor G egy fa.

Bizonyitas

A polinom n-edfokd, igy G n csticsu. A masodik egyditthaté
—(n—1), tehat G (n-1) élii. Ha nem fa lenne, akkor t6bb
komponensbdl allna.

Mivel 0 szinnel 0 féleképpen lehet kiszinezni egy grafot, igy
barmely graf kromatikus polinomja oszthatd k-val. A komponensek
kromatikus polinomjainak szorzata adja a G kromatikus polinomjat,
azonban az nem oszthaté k>-tel. Tehét G fa.
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A kromatikus polinom

Ha G-nek van éle, akkor Pg(k) egydtthatéinak 6sszege zérus.

Bizonyitas

Ha van éle, 1 szinnel nem lehet kiszinezni, tehat Pg(1) = 0.

Pg(k) egyditthatéinak alternal az eléjele.
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A kromatikus polinom

Bizonyitas
Az n csucsu grafokra az éleinek m szamara vonatkozé indukciéval
bizonyitunk.
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A kromatikus polinom

Bizonyitas

Az n csucsu grafokra az éleinek m szamara vonatkozé indukciéval
bizonyitunk.

Az (res grafokra k" valdban ilyen. Tegytik fel, hogy a G n csucsu és
m élli, valamint a kisebb grafokra feltesszlik az allitast. Alkalmazzuk a
redukcids formulat!

PG(k) = PG—uv(k) - PG/uv(k)-
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A kromatikus polinom

Bizonyitas

Az n csucsu grafokra az éleinek m szamara vonatkozé indukciéval
bizonyitunk.

Az (res grafokra k" valdban ilyen. Tegytik fel, hogy a G n csucsu és
m élli, valamint a kisebb grafokra feltesszlik az allitast. Alkalmazzuk a
redukcids formulat!

PG(k) = PG—uv(k) - PG/uv(k)-

Tudjuk, hogy G — uv-re és G/uv-ra igaz! A G — uv fbegyditthatdja 1,
az (n-1)-edik hatvanyé negativ, majd igy alternalva jénnek az el6jelek.
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A kromatikus polinom

Bizonyitas

Az n csucsu grafokra az éleinek m szamara vonatkozé indukciéval
bizonyitunk.

Az (res grafokra k" valdban ilyen. Tegytik fel, hogy a G n csucsu és
m élli, valamint a kisebb grafokra feltesszlik az allitast. Alkalmazzuk a
redukciés formulat!

Pa(k) = Pa-uw(k) = Pgjuv(k).

Tudjuk, hogy G — uv-re és G/uv-ra igaz! A G — uv féegylitthatdja 1,
az (n-1)-edik hatvanyé negativ, majd igy alternalva jénnek az el6jelek.
A G/uv viszont csak (n-1) csucsu, igy a féegyditthaté itt az (n-1)-edik
foku taghoz tartozik, majd igy tovabb valtakozva. Ha tehat kivonjuk
Oket egymasbdl, akkor a G-uv féegyditthatéja megmarad, majd
kés6bb a negativbdl vonunk ki egy nemnegativat, és a
nemnegativhoz adunk hozza egy nemnegativat. Tehat az egyiitthatok
eléjele valtakozni fog.
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A kromatikus polinom

Allitas
Ha G 6sszefliggd, akkor a Pg(k) egyditthatéinak abszolutértékei -

a magasabb foku tagtél az alacsonyabb felé haladva - nének az
L5 + 1] kitevGig.

Az allitas igaz a fakra. Alkalmazzunk indukciot az élek szamara.
Ha az 6sszefliggb grafnak tébb éle van, akkor kereshetlink egy

kért, ennek egy éle legyen e. Alkalmazzuk a redukcios eljarast!
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A kromatikus polinom

Allitas
Ha G 6sszefliggd, akkor a Pg(k) egyditthatéinak abszolutértékei -

a magasabb foku tagtél az alacsonyabb felé haladva - nének az
L5 + 1] kitevGig.

Az allitas igaz a fakra. Alkalmazzunk indukciot az élek szamara.
Ha az dsszefliggd grafnak tébb éle van, akkor kereshetiink egy

kért, ennek egy éle legyen e. Alkalmazzuk a redukcios eljarast!
PG(k) - PG—uv(k) - PG/uv(k)-
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A kromatikus polinom

Allitas
Ha G 6sszefliggd, akkor a Pg(k) egyditthatéinak abszolutértékei -
a magasabb foku tagtél az alacsonyabb felé haladva - nének az

L5 + 1] kitevGig.

Az allitas igaz a fakra. Alkalmazzunk indukciot az élek szamara.
Ha az dsszefliggd grafnak tébb éle van, akkor kereshetiink egy
kért, ennek egy éle legyen e. Alkalmazzuk a redukcios eljarast!
Pg(k) = Pg-u(k) — PG/uv(k)-

Ha az el6z6 bizonyitasra gondolunk most is készen vagyunk,
hiszen az Uj egyltthatok abszolut értékei a két masik polinom
megfelel6 egylitthatdinak abszolut értékeinek 6sszegeként
addédnak. Az el6bbi két kisebb 6sszege, a kdvetkez6 két nagyobb
Osszege.
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A kromatikus polinom

Kdvetkezmény

Ha G n cslcst 6sszefliggd graf, akkor a Pg(k)-ban az i-edik
hatvany egylitthatéjanak abszolutértéke legalabb (7_‘11).
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A kromatikus polinom

Kévetkezmény

Ha G n cslcst 6sszefliggd graf, akkor a Pg(k)-ban az i-edik
hatvany egylitthatéjanak abszolutértéke legalabb (7_‘11).

Bizonyitas

Mar az n csucsu fara is igaz az allitas, az el6z6 bizonyitas alapjan
ez minden él hozzavételével csak né.
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A kromatikus polinom

A kromatikus polinom néhany tulajdonsaga:
@ A Pg(k) foka a G rendje.
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A kromatikus polinom

A kromatikus polinom néhany tulajdonsaga:
@ A Pg(k) foka a G rendje.

@ A féegydtthaté 1.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A kromatikus polinom

A kromatikus polinom néhany tulajdonsaga:
@ A Pg(k) foka a G rendje.

@ A féegydtthaté 1.

@ A k"1 egyiitthatdja -m (m a G éleinek szama).
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A kromatikus polinom

A kromatikus polinom néhany tulajdonsaga:
@ A Pg(k) foka a G rendje.

@ A féegydtthaté 1.
@ A k"1 egyiitthatdja -m (m a G éleinek szama).

@ A szabad tag 0.
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A kromatikus polinom

A kromatikus polinom néhany tulajdonsaga:
@ A Pg(k) foka a G rendje.

@ A féegydtthaté 1.
@ A k"1 egyiitthatdja -m (m a G éleinek szama).
@ A szabad tag 0.

@ Az egyUtthatdk valtakoz6 eléjelliek.
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A kromatikus polinom

A kromatikus polinom néhany tulajdonsaga:
@ A Pg(k) foka a G rendje.

A féegyutthaté 1.

A k"1 egyiitthatéja -m (m a G éleinek szama).

A szabad tag 0.

Az egyUtthatdk valtakoz6 eléjelliek.

A G dsszefliggd, akkor Pg(k) < k(k —1)"~! minden pozitiv
k-ra.
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A kromatikus polinom

A kdvetkezd felsorolt tulajdonsagok sem jellemzik a kromatikus polinomot!

@ Pg(k)-nak a 0 gydke.

@ Nincs negativ gyoke.

@ Ha egy gyok racionalis, akkor egész.

@ A raciondlis (egész) gyokék a 0,1, -+, x(G) — 1 szdmok kozdl
kerllhetnek ki.
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A kromatikus polinom

A kdvetkezd felsorolt tulajdonsagok sem jellemzik a kromatikus polinomot!

@ Pg(k)-nak a 0 gydke.

@ Nincs negativ gyoke.

@ Ha egy gyok racionalis, akkor egész.

@ A raciondlis (egész) gyokék a 0,1, -+, x(G) — 1 szdmok kozdl
kerllhetnek ki.

Nincs egynél kisebb pozitiv gyok.
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A kromatikus polinom

A kdvetkezd felsorolt tulajdonsagok sem jellemzik a kromatikus polinomot!

@ Pg(k)-nak a 0 gydke.

@ Nincs negativ gyoke.

@ Ha egy gyok racionalis, akkor egész.

@ A raciondlis (egész) gyokék a 0,1, -+, x(G) — 1 szdmok kozdl
kerulhetnek ki.

Nincs egynél kisebb pozitiv gyok.

Bizonyitas

Tébbet latunk be. Ha 0 < x < 1 és n paros, akkor Pg(x) <0, han
paratlan, akkor Pg(x) > 0. Feltehetjiik, hogy G dsszefiiggd. Fakra igaz az
erésebb allitas. Ha egy kor élét elhagyjuk, akkor a redukcidés
Osszefliggésben a klilénbség elbjele az indukciés feltevés miatt valdban
az n paritasatol flgg.
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A kromatikus polinom

Egész gyokok

Emlékezziink arra, a merev korli grafoknak van perfekt eliminacios
sémaja. Fel lehet dket épiteni oly médon, hogy az Uj cstcs mindig
pontosan egy teljes részgraf 6sszes cslcsahoz fog illeszkedni.
Masrészt ha ez igy van, akkor a merevkérll grafok kromatikus
polinomjat ennek alapjan el tudjuk képzelni. Tudni fogjuk milyen alaku
lesz. Ha az épitésben gondolkodunk, akkor az j csucsot biztosan
éppen annyi szinnel nem szinezhetjik, ahany eleml az a teljes graf
amelyhez illeszkedik.
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A kromatikus polinom

Egész gyokok

Emlékezziink arra, a merev korli grafoknak van perfekt eliminacios
sémaja. Fel lehet dket épiteni oly médon, hogy az Uj cstcs mindig
pontosan egy teljes részgraf 6sszes cslcsahoz fog illeszkedni.
Masrészt ha ez igy van, akkor a merevkérll grafok kromatikus
polinomjat ennek alapjan el tudjuk képzelni. Tudni fogjuk milyen alaku
lesz. Ha az épitésben gondolkodunk, akkor az j csucsot biztosan
éppen annyi szinnel nem szinezhetjik, ahany eleml az a teljes graf
amelyhez illeszkedik.

n

Ha G merevkoéri gréf, akkor Pg(k) = ﬂ(k - ¢i), ahol a nemnegativ c;

i=1
szamok rendre a teljes grafok méretét jelentik. Tehat a merevkor(i
gréfok kromatikus polinomjainak nemnegativ egész gydkei vannak.
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A kromatikus polinom

R.C. Read példaja
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A kromatikus polinom

Van-e olyan, csak egész gyokokkel rendelkezd Pg(k), melyre a G
nem merevkorl graf?
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A kromatikus polinom

Van-e olyan, csak egész gyokokkel rendelkezd Pg(k), melyre a G
nem merevkorl graf?

Ez a 7 csucsu graf ilyen!
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A kromatikus polinom

Van-e olyan, csak egész gyokokkel rendelkezd Pg(k), melyre a G
nem merevkorl graf?

Ez a 7 csucsu graf ilyen!
Pr(k) = k(k —1)(k — 2)(k — 3)3(k — 4).
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A kromatikus polinom

Van-e olyan, csak egész gyokokkel rendelkezd Pg(k), melyre a G
nem merevkorl graf?

Ez a 7 csucsu graf ilyen!
Pr(k) = k(k —1)(k — 2)(k — 3)3(k — 4).

Read példaja a legkisebb, csak egész gydki kromatikus
polinommal rendelkezé nem merev kér{i graf.
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A kromatikus polinom

Kutatasi problémak

@ Hatarozzuk meg a négyzetracs, haromszégracs, hatszdgracs
- mint grafosztaly - egy részének kromatikus polinomjat!
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A kromatikus polinom

Kutatasi problémak

@ Hatarozzuk meg a négyzetracs, haromszégracs, hatszdgracs
- mint grafosztaly - egy részének kromatikus polinomjat!

@ Osztalyozzuk - kis n-re - az egyszerl grafokat a kromatikus
polinom szerint. Vajon adott n-re melyik polinomhoz tartozik a
legtébb nem izomorf n csucsu graf?
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A kromatikus polinom

Kutatasi problémak

@ Hatarozzuk meg a négyzetracs, haromszégracs, hatszdgracs
- mint grafosztaly - egy részének kromatikus polinomjat!

@ Osztalyozzuk - kis n-re - az egyszerl grafokat a kromatikus
polinom szerint. Vajon adott n-re melyik polinomhoz tartozik a
legtébb nem izomorf n csucsu graf?

@ Ha G 3-szorosan 6sszefliggd és nem paros graf, akkor nincs
gyoke az (1,2) intervallumban. (Jackson sejtése, 1993)
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Tartalomjegyzék:

@ Elek szinezése

@ Vizing tétele
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Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kdzds csucsuk.
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Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kdzds csucsuk.

G éleit k-szinezhetdnek mondjuk, ha létezik a G éleinek cimkézése az
1,---, k szamokkal oly médon, hogy szomszédos élek kiilonb6z6 szamot
kapnak.
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Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kdzds csucsuk.

G éleit k-szinezhetdnek mondjuk, ha létezik a G éleinek cimkézése az
1,---, k szamokkal oly médon, hogy szomszédos élek kiilonb6z6 szamot
kapnak.

Egy ilyen j6 cimkézést k-szinezésnek, vagy j6 k-szinezésnek mondunk. A
csucsok szinezésénél a G esetleges parhuzamos éleinek nem volt
szerepe, hiszen két csucs kilénbdz6 szint kellett, hogy kapjon akkor is ha
csak egy él kototte 6ssze Oket.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kdzds csucsuk.

G éleit k-szinezhetdnek mondjuk, ha létezik a G éleinek cimkézése az
1,---, k szamokkal oly médon, hogy szomszédos élek kiilonb6z6 szamot
kapnak.

Egy ilyen j6 cimkézést k-szinezésnek, vagy j6 k-szinezésnek mondunk. A
csucsok szinezésénél a G esetleges parhuzamos éleinek nem volt
szerepe, hiszen két csucs kilénbdz6 szint kellett, hogy kapjon akkor is ha
csak egy él kototte 6ssze Oket.

Az élek szinezését vizsgalva altalaban nem koétjik ki G-rél, hogy egyszerii
graf, azonban a hurokélt nem engedjik meg.
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Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kdzds csucsuk.

G éleit k-szinezhetdnek mondjuk, ha létezik a G éleinek cimkézése az
1,---, k szamokkal oly médon, hogy szomszédos élek kiilonb6z6 szamot
kapnak.

Egy ilyen j6 cimkézést k-szinezésnek, vagy j6 k-szinezésnek mondunk. A
csucsok szinezésénél a G esetleges parhuzamos éleinek nem volt
szerepe, hiszen két csucs kilénbdz6 szint kellett, hogy kapjon akkor is ha
csak egy él kototte 6ssze Oket.

Az élek szinezését vizsgalva altalaban nem koétjik ki G-rél, hogy egyszerii
graf, azonban a hurokélt nem engedijik meg.

Ha u és v csucsok kdzétt p él fut, akkor ezeket mind mas-mas szinire kell
szineznlink.
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Elek szinezése

Egy G graf két éle szomszédos, ha van kdzds csucsuk.

G éleit k-szinezhetdnek mondjuk, ha létezik a G éleinek cimkézése az
1,---, k szamokkal oly médon, hogy szomszédos élek kiilonb6z6 szamot
kapnak.

Egy ilyen j6 cimkézést k-szinezésnek, vagy j6 k-szinezésnek mondunk. A
csucsok szinezésénél a G esetleges parhuzamos éleinek nem volt
szerepe, hiszen két csucs kilénbdz6 szint kellett, hogy kapjon akkor is ha
csak egy él kototte 6ssze Oket.

Az élek szinezését vizsgalva altalaban nem koétjik ki G-rél, hogy egyszerii
graf, azonban a hurokélt nem engedijik meg.

Ha u és v csucsok kdzétt p él fut, akkor ezeket mind mas-mas szinire kell
szineznlink.

Definicié

Azt a legkisebb nemnegativ egész k szamot, amelyre G k-szinezhetd
X' (G)-vel jeldljiik és élkromatikus szamnak, vagy kromatikus indexnek
nevezzik.
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Elek szinezése

1-faktor

A(G) <x'(G)

A szinosztalyok a G éleinek fliggetlen halmazai.
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Elek szinezése

1-faktor

A(G) <x'(G)

A szinosztalyok a G éleinek fliggetlen halmazai.

Egy szinosztély a G-ben egy parositas.
Az élszinezés a G éleinek particionalasa parositasokra.
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Elek szinezése

1-faktor

A(G) <x'(G)

A szinosztalyok a G éleinek fliggetlen halmazai.

Egy szinosztély a G-ben egy parositas.
Az élszinezés a G éleinek particionalasa parositasokra.
Jeldlje o’ (G) a legnagyobb G-beli parositas méretét.

@ (G) <

IS
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Elek szinezése

1-faktor

A(G) <x'(G)

A szinosztalyok a G éleinek fliggetlen halmazai.

Egy szinosztély a G-ben egy parositas.
Az élszinezés a G éleinek particionalasa parositasokra.
Jeldlje o’ (G) a legnagyobb G-beli parositas méretét.

@ (G) <

IS

Ha G-nek van m > 1 éle, akkor x'(G) > (G) fennall.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Elek szinezése

1-faktor

A(G) <x'(G)

A szinosztalyok a G éleinek fliggetlen halmazai.

Egy szinosztély a G-ben egy parositas.
Az élszinezés a G éleinek particionalasa parositasokra.
Jeldlje o’ (G) a legnagyobb G-beli parositas méretét.

@ (G) <

IS

Ha G-nek van m > 1 éle, akkor x'(G) > (G) fennall.

Altalanosan, parhuzamos élekre is gondoljunk.
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Elek szinezése

A kromatikus index.

Allitas

@ Az (lires graf kromatikus indexe nulla.
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Elek szinezése

A kromatikus index.

Allitas

@ Az (lires graf kromatikus indexe nulla.

@ x'(P:) = 2, egy ut éleit alternalva szinezhetjlik.
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Elek szinezése

A kromatikus index.

Allitas

@ Az (lires graf kromatikus indexe nulla.
@ x'(P:) = 2, egy ut éleit alternalva szinezhetjlik.

@ x'(Ci) =2, ha t paros,
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Elek szinezése

A kromatikus index.

Allitas

@ Az (lires graf kromatikus indexe nulla.
@ x'(P:) = 2, egy ut éleit alternalva szinezhetjlik.

@ '(Ct) =2, hat péros,
x'(Ct) = 3, ha t paratlan.
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Elek szinezése

A kromatikus index.

Allitas

@ Az (lires graf kromatikus indexe nulla.
@ x'(P:) = 2, egy ut éleit alternalva szinezhetjlik.
@ y'(Ct) =2, hatparos,

x'(Ct) = 3, ha t paratlan.

@ x'(T) = 2, hiszen indukciéval a T csticsszamara kdnny(i
belatni, hogy egy levél pontot bekét6 él szinezését a A(T)
szin valamelyikével megtehetjik.
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Elek szinezése

Egy paros graf élgrafja perfekt. G kétrészes multigraf.
X' (G) = A(G) fennall.

Bizonyitas

Az (res grafra teljesdl. Bizonyitsunk az élszamra vonatkozo teljes
indukcioval.
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Elek szinezése

Egy paros graf élgrafja perfekt. G kétrészes multigraf.
X' (G) = A(G) fennall.

Bizonyitas
Az (res grafra teljesdl. Bizonyitsunk az élszamra vonatkozo teljes
indukcioval.

Tegylik fel, hogy G egy e = {u, v} élét elhagyva G \ e A = A(G)
szinnel élszinezheté.
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Elek szinezése

Egy paros graf élgrafja perfekt. G kétrészes multigraf.
X' (G) = A(G) fennall.

Bizonyitas

Az (res grafra teljesdl. Bizonyitsunk az élszamra vonatkozo teljes
indukcioval.

Tegylik fel, hogy G egy e = {u, v} élét elhagyva G \ e A = A(G)
szinnel élszinezheté.

Jelélie Sy, Sy az u és v csucsokhoz illeszkedd élekhez még fel
nem hasznalt szinek halmazat.
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Elek szinezése

Egy paros graf élgrafja perfekt. G kétrészes multigraf.
X' (G) = A(G) fennall.

Bizonyitas

Az (res grafra teljesdl. Bizonyitsunk az élszamra vonatkozo teljes
indukcioval.

Tegylik fel, hogy G egy e = {u, v} élét elhagyva G \ e A = A(G)
szinnel élszinezheté.

Jelélie Sy, Sy az u és v csucsokhoz illeszkedd élekhez még fel
nem hasznalt szinek halmazat.

Nyilvan S, és S, nem (iresek, valamint ha metszetiik nem lenne
Ures, belblik barmely alkalmas lenne e kiszinezésére.
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Elek szinezése

(folyt.) Felteheto tehat, hogy a metszetiik lires. Szemeljlink ki
egy-egy szint, S,-bdl a pirosat, S,-bél a zéldet.
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Elek szinezése

Bizonyitas
(folyt.) Felteheto tehat, hogy a metszetiik lires. Szemeljlink ki
egy-egy szint, S,-bdl a pirosat, S,-bél a zéldet.

Tekintsiik a H,(p, z) részgréfot, amely all az u-bdl és a beléle piros
vagy z0ld éleken haladva elérheté csticsokbdl és élekbél a G \ e
grafban.
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Elek szinezése

Bizonyitas

(folyt.) Felteheto tehat, hogy a metszetiik lires. Szemeljlink ki
egy-egy szint, S,-bdl a pirosat, S,-bél a zéldet.

Tekintsiik a Hy(p, z) részgrafot, amely all az u-bél és a belble piros
vagy z0ld éleken haladva elérheté csticsokbdl és élekbél a G \ e
grafban.

Ha ebben a v is benne lenne, akkor egy u-bél v-be vezeté alternald
piros - zéld utat az e éllel kiegészitve paratlan kért kapnank a
kétrészes G-ben. Tehat v nincs Hy(p, z)-ben.
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Elek szinezése

Bizonyitas
(folyt.) Felteheto tehat, hogy a metszetiik lires. Szemeljlink ki
egy-egy szint, S,-bdl a pirosat, S,-bél a zéldet.

Tekintsiik a Hy(p, z) részgrafot, amely all az u-bél és a belble piros
vagy z0ld éleken haladva elérheté csticsokbdl és élekbél a G \ e
grafban.

Ha ebben a v is benne lenne, akkor egy u-bél v-be vezeté alternald
piros - zéld utat az e éllel kiegészitve paratlan kért kapnank a
kétrészes G-ben. Tehat v nincs Hy(p, z)-ben.

Most cseréljiik fel a szineket H,(p, z)-ben!

Ezutan az e élt kiszinezhetljlik pirossal!

Elegendbnek bizonyult a A(G) szin.
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Elek szinezése

Bizonyitas
(folyt.) Felteheto tehat, hogy a metszetiik lires. Szemeljlink ki
egy-egy szint, S,-bdl a pirosat, S,-bél a zéldet.

Tekintsiik a Hy(p, z) részgrafot, amely all az u-bél és a belble piros
vagy z0ld éleken haladva elérheté csticsokbdl és élekbél a G \ e
grafban.

Ha ebben a v is benne lenne, akkor egy u-bél v-be vezeté alternald
piros - zéld utat az e éllel kiegészitve paratlan kért kapnank a
kétrészes G-ben. Tehat v nincs Hy(p, z)-ben.

Most cseréljiik fel a szineket H,(p, z)-ben!

Ezutan az e élt kiszinezhetljlik pirossal!

Elegendbnek bizonyult a A(G) szin.

Kdvetkezmény

Koénig tétele x’ (Kn.m) = max{n, m} fennall.
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Elek szinezése

Szigoru vizsgaztatas!

Egy szemeszter végén ha egy tanar k targyat tanitott egy
hallgatonak, akkor k szobeli vizsgan kell résztvennie, amelyek
egyenként t orasak.
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Elek szinezése

Szigoru vizsgaztatas!

Egy szemeszter végén ha egy tanar k targyat tanitott egy
hallgatonak, akkor k szobeli vizsgan kell résztvennie, amelyek
egyenként t orasak.

Hatarozzuk meg a tanszék minimalis, vizsgakra forditandé idejét!
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Elek szinezése

Szigoru vizsgaztatas!

Egy szemeszter végén ha egy tanar k targyat tanitott egy
hallgatonak, akkor k szobeli vizsgan kell résztvennie, amelyek
egyenként t orasak.

Hatarozzuk meg a tanszék minimalis, vizsgakra forditandé idejét!

Legyen G(H, T, E) egy paros graf, amely leirja a szituaciét!
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Elek szinezése

Szigoru vizsgaztatas!

Egy szemeszter végén ha egy tanar k targyat tanitott egy
hallgatonak, akkor k szobeli vizsgan kell résztvennie, amelyek
egyenként t orasak.

Hatarozzuk meg a tanszék minimalis, vizsgakra forditandé idejét!
Legyen G(H, T, E) egy paros graf, amely leirja a szituaciét!

H a hallgatok, T a tanarok halmaza. Késsiink dssze egy hallgatot k
éllel egy tanarral, ha nala k kurzusa van.
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Elek szinezése

Szigoru vizsgaztatas!

Egy szemeszter végén ha egy tanar k targyat tanitott egy
hallgatonak, akkor k szobeli vizsgan kell résztvennie, amelyek
egyenként t orasak.

Hatarozzuk meg a tanszék minimalis, vizsgakra forditandé idejét!
Legyen G(H, T, E) egy paros graf, amely leirja a szituaciét!

H a hallgatok, T a tanarok halmaza. Késsiink dssze egy hallgatot k
éllel egy tanarral, ha nala k kurzusa van.

X' (G) = A(G) a legkevesebb vizsgaalkalom, amennyire biztosan
szlikseég van.
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Elek szinezése

Szigoru vizsgaztatas!

Egy szemeszter végén ha egy tanar k targyat tanitott egy
hallgatonak, akkor k szobeli vizsgan kell résztvennie, amelyek
egyenként t orasak.

Hatarozzuk meg a tanszék minimalis, vizsgakra forditandé idejét!
Legyen G(H, T, E) egy paros graf, amely leirja a szituaciét!

H a hallgatok, T a tanarok halmaza. Késsiink dssze egy hallgatot k
éllel egy tanarral, ha nala k kurzusa van.

X' (G) = A(G) a legkevesebb vizsgaalkalom, amennyire biztosan
szlikseég van.

Igy ha t-vel szorzunk, megkapjuk a teljes idét.
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Vizing tétele

Vizing tétele, 1964

Egy G egyszerl graf kromatikus indexe vagy a maximalis fokszam,
vagy eggyel tébb.
A(G) <x'(G) < A(G) + 1
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Vizing tétele

Vizing tétele, 1964

Tétel

Egy G egyszerl graf kromatikus indexe vagy a maximalis fokszam,
vagy eggyel tébb.
A(G) <x'(G) < A(G) + 1

Bizonyitas
Elegendb a felsé korlatot igazolni.
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Vizing tétele

Vizing tétele, 1964

Tétel
Egy G egyszer(i graf kromatikus indexe vagy a maximalis fokszam,

vagy eggyel tébb.
A(G) <x'(G) < A(G) + 1

Bizonyitas

Elegendb a felsé korlatot igazolni.

Ha az allitas nem lenne igaz, akkor létezne minimalis ellenpélda,
vagyis olyan G egyszer(i graf, amelyre x'(G) > A(G) + 1 teljesdl,
de barmely e élre ' (G \ e) < A(G \ e) + 1 all fenn.
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Vizing tétele

Vizing tétele, 1964

Tétel

Egy G egyszer(i graf kromatikus indexe vagy a maximalis fokszam,
vagy eggyel tébb.

A(G) <Y (G) < A(G) +1

Bizonyitas
Elegendb a felsé korlatot igazolni.

Ha az allitas nem lenne igaz, akkor létezne minimalis ellenpélda,
vagyis olyan G egyszer(i graf, amelyre x'(G) > A(G) + 1 teljesdl,
de barmely e élre ' (G \ e) < A(G \ e) + 1 all fenn.

Jelélje réviden A = A(G) a maximalis fokszamot és legyen

e = {u, v} egy rogzitett él, H= G \ e.
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Vizing tétele

(folyt.) Tegylk fel, hogy H szinezése a A + 1 nagysagu S
szinhalmazbdl megtértént.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel, hogy H szinezése a A + 1 nagysagu S
szinhalmazbdl megtértént.

Valamely csucsnal hianyz6 szinnek mondjuk az s szint, ha ebben
a szinezésben neki nincs s szinl illeszkedb éle.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel, hogy H szinezése a A + 1 nagysagu S
szinhalmazbdl megtértént.

Valamely csucsnal hianyz6 szinnek mondjuk az s szint, ha ebben
a szinezésben neki nincs s szinl illeszkedb éle.

Mivel t6bb szin van S-ben mint a maximalis fok, igy minden
cslicshoz tartozik egy vagy tébb hianyzé szin S-bél.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel, hogy H szinezése a A + 1 nagysagu S
szinhalmazbdl megtértént.

Valamely csucsnal hianyz6 szinnek mondjuk az s szint, ha ebben
a szinezésben neki nincs s szinl illeszkedb éle.

Mivel t6bb szin van S-ben mint a maximalis fok, igy minden
cslicshoz tartozik egy vagy tébb hianyzé szin S-bél.

Ha lenne u-nak és v-nek kézés hianyzd szine, akkor az e-t ezzel
kiszinezhetnénk.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel, hogy H szinezése a A + 1 nagysagu S
szinhalmazbdl megtértént.

Valamely csucsnal hianyz6 szinnek mondjuk az s szint, ha ebben
a szinezésben neki nincs s szinl illeszkedb éle.

Mivel t6bb szin van S-ben mint a maximalis fok, igy minden
cslicshoz tartozik egy vagy tébb hianyzé szin S-bél.

Ha lenne u-nak és v-nek kézés hianyzd szine, akkor az e-t ezzel
kiszinezhetnénk.

Tegylik fel tehat, hogy nincs k6zds hianyzé sziniik. Ekkor
prébaljunk ugy atszinezni, hogy az u-nak egy masik w
szomszédjaval legyen k6z8s hianyzd szine.

Igy kapnank ellentmondast!
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Vizing tétele

Bizonyitas

(folyt.) Induljunk tehat az e; = {u, v1} élbdl és tegylik fel, hogy
H = G \ ey egy S szinezésében kézds hidnyzé szinlik nincs, de pl. s
hianyzik u-nal, t; hianyzik vy-nél.
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Vizing tétele

Bizonyitas

(folyt.) Induljunk tehat az e; = {u, v1} élbdl és tegylik fel, hogy
H = G \ ey egy S szinezésében kézds hidnyzé szinlik nincs, de pl. s
hianyzik u-nal, t; hianyzik vy-nél.

Ekkor az eo = {u, vo} él lesz a t; szin(i u-nal.

Hogy ne legylink készen, v»-nél a t» lesz a hianyzé szin és hasonléan
definialhatjuk rendre a vq, vo, - - - , v; pontsorozatot, amelyek az u
szomszédai, valamint egy ti, bo, - - - , ti szinsorozatot, melyre t; hianyzik
a vj-nél és az e; u-t és v;j-t kéti 6ssze, a szine pedig tj_1.
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Vizing tétele

Bizonyitas

(folyt.) Induljunk tehat az e; = {u, v1} élbdl és tegylik fel, hogy
H = G \ ey egy S szinezésében kézds hidnyzé szinlik nincs, de pl. s
hianyzik u-nal, t; hianyzik vy-nél.

Ekkor az eo = {u, vo} él lesz a t; szin(i u-nal.

Hogy ne legylink készen, v»-nél a t» lesz a hianyzé szin és hasonléan
definialhatjuk rendre a vq, vo, - - - , v; pontsorozatot, amelyek az u
szomszédai, valamint egy ti, bo, - - - , ti szinsorozatot, melyre t; hianyzik
a vj-nél és az e; u-t és v;j-t kéti 6ssze, a szine pedig tj_1.

Legfeljebb egy t; szinli él van, amely az u-hoz vagy a v-hez illeszkedik.
Hav ¢ {vy,vs,---, v}, akkor legyen v = vi,1, és a hidnyzé szin legyen
fiyq.

Ezek a sorozatok legfeljebb A hosszuak.

Legyenek vy és tx az utolsé elemik.
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Vizing tétele

Bizonyitas

(folyt.) Az egyik oka lehet annak, hogy a sorozat megallt, hogy
nincs u-nak olyan uj szomszédja amelynek szintén van tx szinii
illeszkedb éle.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Az egyik oka lehet annak, hogy a sorozat megallt, hogy

nincs u-nak olyan uj szomszédja amelynek szintén van tx szinii
illeszkedb6 éle.

Szinezzliik 4t az éleket, kapjon az ej, tj szint (i =1,2,--- , k).
Ekkor a G-t is ki tudtuk szinezni A szinnel.
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Vizing tétele

Bizonyitas

(folyt.) Az egyik oka lehet annak, hogy a sorozat megallt, hogy
nincs u-nak olyan uj szomszédja amelynek szintén van tx szinii
illeszkedb éle.

Szinezzliik 4t az éleket, kapjon az ej, tj szint (i =1,2,--- , k).
Ekkor a G-t is ki tudtuk szinezni A szinnel.

A masik ok, amiért elakadhatunk a sorozat folytatasaban az az,
hogy valamely j < k értékre a v hianyzé tx szine megegyezik
ti_1-vel, az u-t és v;-t 6sszekoto ej_1 szinével.
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Vizing tétele

Bizonyitas

(folyt.) Az egyik oka lehet annak, hogy a sorozat megallt, hogy
nincs u-nak olyan uj szomszédja amelynek szintén van tx szinii
illeszkedb éle.

Szinezzliik 4t az éleket, kapjon az ej, tj szint (i =1,2,--- , k).
Ekkor a G-t is ki tudtuk szinezni A szinnel.

A masik ok, amiért elakadhatunk a sorozat folytatasaban az az,
hogy valamely j < k értékre a v hianyzé tx szine megegyezik
ti_1-vel, az u-t és v;-t 6sszekoto ej_1 szinével.

Ebben az esetben a j el6tti i-kre szinezzlik at e;j-t t; szin(ire.

Az {u, vj} él szinét tordljlik, a v; hianyzo szine legyen legyen

i1 = lg.

A tovabbi élekkel mér ne térédjiink. Igy tehat minden G-beli él ki
lesz szinezve, kivéve e;_1 = {u, vj}-t.
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Vizing tétele

(folyt.) A tovabbiakban hozzajutunk egy olyan atszinezéshez,
amelyben lesz olyan szin, amely hianyz6 az u-nal is és a vj-nél is.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) A tovabbiakban hozzajutunk egy olyan atszinezéshez,
amelyben lesz olyan szin, amely hianyz6 az u-nal is és a vj-nél is.

Tekintsik a G(s, tx) részgrafot, amelyet a s-szin(i és a tx szinl
élek és a végpontjaik alkotnak. A részgraf minden komponense
vagy ut, vagy Kor.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) A tovabbiakban hozzajutunk egy olyan atszinezéshez,
amelyben lesz olyan szin, amely hianyz6 az u-nal is és a vj-nél is.

Tekintsik a G(s, tx) részgrafot, amelyet a s-szin(i és a tx szinl
élek és a végpontjaik alkotnak. A részgraf minden komponense
vagy ut, vagy Kor.

Az s az u-nal hianyzo, a tx pedig a v; és a vk-nal.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) A tovabbiakban hozzajutunk egy olyan atszinezéshez,
amelyben lesz olyan szin, amely hianyz6 az u-nal is és a vj-nél is.

Tekintsik a G(s, tx) részgrafot, amelyet a s-szin(i és a tx szinl
élek és a végpontjaik alkotnak. A részgraf minden komponense
vagy ut, vagy Kor.

Az s az u-nal hianyzo, a tx pedig a v; és a vk-nal.

A harom emlitett csucs foka a részgrafban legfeljebb 1.
Emiatt ez a harom cstics nem lehet a G(s, ty) részgraf egy
komponensében.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Két esetet kiilbnbdztetlink meg.

1. eset

Az u és v; csucsok kiilénbézb komponensben vannak.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Két esetet kiilbnbdztetlink meg.

1. eset
Az u és v; csucsok kiilénbézb komponensben vannak.

Az vj-t tartalmazo komponensben cseréljik fel az s és a ty
szineket! Ekkor az s hianyzo lesz a vj-nél.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.) Két esetet kiilbnbdztetlink meg.

1. eset
Az u és v; csucsok kiilénbézb komponensben vannak.

Az vj-t tartalmaz6 komponensben cseréljiik fel az s és a tx
szineket! Ekkor az s hianyzo lesz a vj-nél.

Mivel az s szin az u-nal is hianyzo, igy jo lesz az ej_1-t s-sel
kiszinezni.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.)
2. eset

AZ u és vy csltcsok kiilbnbdzé komponensben vannak.
Valtoztassuk meg az {u, v;} él szinét ti-re, minden k-nal kisebb i
esetén!
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.)
2. eset

AZ u és vy csltcsok kiilbnbdzé komponensben vannak.
Valtoztassuk meg az {u, v;} él szinét ti-re, minden k-nal kisebb i
esetén!

Az atszinezés nem hat ki G(s, tx)-ra.

Most az egyetlen szinezetlen él G-ben az {u, vi}.

Mint az elébb, cseréljiik meg az élek szinét a v -t tartalmazoé
komponensben!
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.)
2. eset

AZ u és vy csltcsok kiilbnbdzé komponensben vannak.
Valtoztassuk meg az {u, v;} él szinét ti-re, minden k-nal kisebb i
esetén!

Az atszinezés nem hat ki G(s, tx)-ra.

Most az egyetlen szinezetlen él G-ben az {u, vi}.

Mint az elébb, cseréljiik meg az élek szinét a v -t tartalmazoé
komponensben!

Ekkor az s hianyzé szine lesz a vi-nak.
s-sel kiszinezhetjiik az {u, v} élt.
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Vizing tétele

Bizonyitas
(folyt.)
2. eset

AZ u és vy csltcsok kiilbnbdzé komponensben vannak.
Valtoztassuk meg az {u, v;} él szinét ti-re, minden k-nal kisebb i
esetén!

Az atszinezés nem hat ki G(s, tx)-ra.

Most az egyetlen szinezetlen él G-ben az {u, vi}.

Mint az elébb, cseréljiik meg az élek szinét a v -t tartalmazoé
komponensben!

Ekkor az s hianyzé szine lesz a vi-nak.
s-sel kiszinezhetjiik az {u, v} élt.

Ezzel ellentmondasra jutottunk, a G kiszinezheté A szinnel.
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Vizing tétele

Csak két osztaly!

A maximalis fokszam, vagy a kdvetkezd szam egy egyszerii graf
kromatikus indexe.
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Vizing tétele

Csak két osztaly!

A maximalis fokszam, vagy a kdvetkezd szam egy egyszerii graf
kromatikus indexe.

Ez két osztalyba sorolja az egyszer{i grafokat.
A paros korok élei kiszinezhetdk 2 szinnel, de a paratlan kordk
csak 3-mal!

@ y'(Kon) =2n-1
(4] X/(K2n+1) =2n+1
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Vizing tétele

Csak két osztaly!

A maximalis fokszam, vagy a kdvetkezd szam egy egyszerii graf
kromatikus indexe.

Ez két osztalyba sorolja az egyszer{i grafokat.
A paros korok élei kiszinezhetdk 2 szinnel, de a paratlan kordk
csak 3-mal!

@ y'(Kon) =2n-1
(4] X/(K2n+1) =2n+1

G 2n + 1 rendl, A-reguléris graf, ekkor
X' (G) = A + 1 teljesiil.
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Vizing tétele

Csak két osztaly!

A maximalis fokszam, vagy a kdvetkezd szam egy egyszerii graf
kromatikus indexe.

Ez két osztalyba sorolja az egyszer{i grafokat.
A paros korok élei kiszinezhetdk 2 szinnel, de a paratlan kordk
csak 3-mal!

@ y'(Kon) =2n-1
(4] X/(K2n+1) =2n+1

G 2n + 1 rendl, A-reguléris graf, ekkor
X' (G) = A + 1 teljesiil.

Egy szinosztalyba nem eshet n-nél tébb él!
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Vizing tétele

Tornak szervezése.

A kdrmérkdzéses versenyeket Ugy prébaljak lebonyolitani, hogy
minél kevesebb fordulé alatt elérjék, hogy mindenki jatsszon
mindenkivel egy mérkdzést.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Vizing tétele

Tornak szervezése.

A kdrmérkdzéses versenyeket Ugy prébaljak lebonyolitani, hogy
minél kevesebb fordulé alatt elérjék, hogy mindenki jatsszon
mindenkivel egy mérkdzést.

Ahhoz, hogy a Vizing - tétel erejével kapott minimalis fordulo
szamot el tudjak érni, a parokba allitast meg kell szervezni.

Adjuk meg a teljes grafok élhalmazanak parositasokra bontasat
ugy, hogy a leheté legkevesebb parositasbdl alljon!
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Vizing tétele

Feladatok

@ A kollégiumban 6ten szeretnek teniszezni.
A kieséses bajnoksagot hamar elvetették.
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Vizing tétele

Feladatok

@ A kollégiumban 6ten szeretnek teniszezni.
A kieséses bajnoksagot hamar elvetették.

Egy j6 versenyforma a paros jaték.

Barmely két jatékos mint par egy meccset jatszik barmely
masik két jatékosbdl dsszeallitott parral (6sszesen 15
meccsre kerl sor).
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Vizing tétele

Feladatok

@ A kollégiumban 6ten szeretnek teniszezni.
A kieséses bajnoksagot hamar elvetették.

Egy j6 versenyforma a paros jaték.

Barmely két jatékos mint par egy meccset jatszik barmely
masik két jatékosbdl dsszeallitott parral (6sszesen 15
meccsre kerl sor).

Egyik par sem akar egy napon egynél tdbb meccset
lejatszani.
Legalabb hany nap kell a lebonyolitdshoz?
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Vizing tétele

Feladatok

@ A kollégiumban 6ten szeretnek teniszezni.
A kieséses bajnoksagot hamar elvetették.

Egy j6 versenyforma a paros jaték.

Barmely két jatékos mint par egy meccset jatszik barmely
masik két jatékosbdl dsszeallitott parral (6sszesen 15
meccsre kerl sor).

Egyik par sem akar egy napon egynél tdbb meccset
lejatszani.

Legalabb hany nap kell a lebonyolitdshoz?

Adjunk is meg egy menetrendet a meccsek lejatszaséaral
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Vizing tétele

Feladatok

@ A kollégiumban 6ten szeretnek teniszezni.
A kieséses bajnoksagot hamar elvetették.

Egy j6 versenyforma a paros jaték.

Barmely két jatékos mint par egy meccset jatszik barmely
masik két jatékosbdl dsszeallitott parral (6sszesen 15
meccsre kerl sor).

Egyik par sem akar egy napon egynél tdbb meccset
lejatszani.

Legalabb hany nap kell a lebonyolitdshoz?

Adjunk is meg egy menetrendet a meccsek lejatszaséaral

@ Az elbzb tenisztorna lejatszasahoz legalabb hany nap kell, ha
senki nem akar egy napon egynél tdbb meccset lejatszani?
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Vizing tétele

@ Az ulti nevli népszeri magyar kartyajatékot n hallgaté kedveli
a kollégiumban.
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Vizing tétele

@ Az ulti nevli népszeri magyar kartyajatékot n hallgaté kedveli
a kollégiumban.

Egyszerre harom {6 jatszhat a jaték szabalyai szerint.
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Vizing tétele

@ Az ulti nevli népszeri magyar kartyajatékot n hallgaté kedveli
a kollégiumban.

Egyszerre harom {6 jatszhat a jaték szabalyai szerint.

Abbdl lehet igazsagos egyéni eredményt hirdetni, ha barmely
3 jatékos jatszik egyltt azonos idétartamban (pl. egy 6rat).

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Vizing tétele

@ Az ulti nevli népszeri magyar kartyajatékot n hallgaté kedveli
a kollégiumban.

Egyszerre harom {6 jatszhat a jaték szabalyai szerint.

Abbdl lehet igazsagos egyéni eredményt hirdetni, ha barmely
3 jatékos jatszik egyltt azonos idétartamban (pl. egy 6rat).

Hany nap alatt lehet lebonyolitani az egész tornat, ha egy
napon mindenki legfeljebb k éraban képes jatszani a
vizsgakra készllés miatt?
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Vizing tétele

@ Az ulti nevli népszeri magyar kartyajatékot n hallgaté kedveli
a kollégiumban.

Egyszerre harom {6 jatszhat a jaték szabalyai szerint.

Abbdl lehet igazsagos egyéni eredményt hirdetni, ha barmely
3 jatékos jatszik egyltt azonos idétartamban (pl. egy 6rat).

Hany nap alatt lehet lebonyolitani az egész tornat, ha egy
napon mindenki legfeljebb k éraban képes jatszani a
vizsgakra készllés miatt?

Ki tud nagyobb (n,k) matrixot kit6lteni?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Vizing tétele

@ Ha G 3-regularis, hidmentes és 3-szinezhetd graf, akkor egy
jo élszinezés esetén barmely vagasban a harom kilénbdzé

szinben megjelend élek szaménak paritdsa megegyezik
egymassal.
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Vizing tétele

@ Ha G 3-regularis, hidmentes és 3-szinezhetd graf, akkor egy
jo élszinezés esetén barmely vagasban a harom kilénbdzé

szinben megjelend élek szaménak paritdsa megegyezik
egymassal.

@ Ha egy 3 regularis G graf nem kétszeresen élésszefliggd,
akkor x'(G) = 4.
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Vizing tétele

@ Ha G 3-regularis, hidmentes és 3-szinezhetd graf, akkor egy
jo élszinezés esetén barmely vagasban a harom kilénbdzé
szinben megjelend élek szamanak paritdsa megegyezik
egymassal.

@ Ha egy 3 regularis G graf nem kétszeresen élésszefliggd,
akkor x'(G) = 4.

@ Ha a G grafnak m éle van és m > A(G)a’(G), akkor
X' (G) = A(G) +1.
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Vizing tétele

”w_

Az el6z6 feladat szerint, ha egy grafnak bizonyos értelemben tul
sok éle van, akkor a Vizing - tétel szerinti 2. osztalyba tartozik.
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Vizing tétele

Az el6z6 feladat szerint, ha egy grafnak bizonyos értelemben tul
sok éle van, akkor a Vizing - tétel szerinti 2. osztalyba tartozik.

Bizonyitas

Korabban megjegyeztiik, hogy trividlisan teljesil, hogy a maximalis
parositas méretének és az élszinezés osztalyai szamanak
szorzata legaldbb az élek szama, x'(G) > TmG) .
m__ A(G)d'(G)
~ 2(G) @ (G)

vagyis x'(G) = A(G) + 1.

= A(G),
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Vizing tétele

Definicié

Az n cstcsu, m élii G gréf telitett, ha m > | §1A(G).
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Vizing tétele

Definicio
Az n cstcsu, m élii G gréf telitett, ha m > | §1A(G).

Ha n paros, akkor G nem lehet telitett.
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Vizing tétele

Definicié

Az n cstcsu, m élii G gréf telitett, ha m > | §1A(G).

Ha n paros, akkor G nem lehet telitett.

Minden telitett graf a 2. osztalyban van.
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Vizing tétele

Definicié

Az n csucsu, m élii G graf n’(paratlan) csucsd, m’ élii H részgréfja
telitett, ha m’ > | 2 |A(G) = A(G) 25
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Vizing tétele

Az n csucsu, m élii G graf n’(paratlan) csucsd, m’ élii H részgréfja
telitett, ha m’ > | 2 |A(G) = A(G) 2.

Allitas
Ha H a G telitett részgrafja, akkor A(H) = A(G) fennall, tehat a H
énmagaban is telitett, vagyis H a 2. osztalyban van..
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Ha H a G egy telitett részgrafja, akkor G a 2. osztalyban van..

Az allitas nyilvanvalo, hiszen a kromatikus index monoton
paraméter, a H a 2. osztalyban van és A(H) = A(G).
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Ha H a G egy telitett részgrafja, akkor G a 2. osztalyban van..

Az allitas nyilvanvalo, hiszen a kromatikus index monoton
paraméter, a H a 2. osztalyban van és A(H) = A(G).

Egyrészt a fenti allitds miatt egy részgraf telitettsége miatt maga a
graf is a 2. osztélyban van.
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Ha H a G egy telitett részgrafja, akkor G a 2. osztalyban van..

Az allitas nyilvanvalo, hiszen a kromatikus index monoton
paraméter, a H a 2. osztalyban van és A(H) = A(G).

Egyrészt a fenti allitds miatt egy részgraf telitettsége miatt maga a
graf is a 2. osztélyban van.

Masrészt nyilvan léteznek olyan grafok, amelyeknek nincs valodi
telitett részgrafja.
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Ha H a G egy telitett részgrafja, akkor G a 2. osztalyban van..

Az allitas nyilvanvalo, hiszen a kromatikus index monoton
paraméter, a H a 2. osztalyban van és A(H) = A(G).

Egyrészt a fenti allitds miatt egy részgraf telitettsége miatt maga a
graf is a 2. osztélyban van.

Masrészt nyilvan léteznek olyan grafok, amelyeknek nincs valodi
telitett részgrafja.

Azonban vannak olyan grafok is, amelyek a 2. osztalyban vannak,
de nincs telitett részgrafjuk.
llyen pl. a Petersen-gréaf hiszen péros rend.
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Vizing tétele

Az aldbbi telitettségi sejtést Amanda G. Chetwynd és Anthony J.
W. Hilton fogalmazta meg.
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Vizing tétele

Az aldbbi telitettségi sejtést Amanda G. Chetwynd és Anthony J.
W. Hilton fogalmazta meg.

Legyen G maximadlis foka nagyobb, mint a csuicsszam harmada.
Ekkor G pontosan akkor tartozik a 2. osztalyba, ha G-nek van
telitett részgrafja.
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Vizing tétele

Az aldbbi telitettségi sejtést Amanda G. Chetwynd és Anthony J.
W. Hilton fogalmazta meg.

Legyen G maximadlis foka nagyobb, mint a csuicsszam harmada.
Ekkor G pontosan akkor tartozik a 2. osztalyba, ha G-nek van
telitett részgrafja.

Ha a Petersen-grafbdl térliink egy csucsot, még akkor is a 2.
osztalyban marad, nem tartalmaz telitett részgrafot, és 9 csucsu, 3
maximalis fokszamu. Tehat a sejtés hasonlé alakban nem
erbsithetd.
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Vizing tétele

Szorosan kapcsolddik a telitettségi sejtés az 1-faktor sejtéshez.
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Vizing tétele

Szorosan kapcsolddik a telitettségi sejtés az 1-faktor sejtéshez.

> 7, akkor G élhalmazat

fel lehet bontani A teljes parositas diszjunkt uniojara.

('(G) = A(G))

Ha G n (paros) rendli, A regularis és A >
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Vizing tétele

Szorosan kapcsolddik a telitettségi sejtés az 1-faktor sejtéshez.

Ha G n (péros) rendl, A regularis és A > 7 , akkor G élhalmazat

fel lehet bontani A teljes parositas diszjunkt uniojara.

('(G) = A(G))

A telitettségi sejtésbdl kévetkezne az 1-faktor sejtés.
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Tartalomjegyzék:

@ El-szinezés altalanositasok
@ Muttigrafok élszinezése
@ g-¢liefeds szinezés

@ Dinitz sejtése - Galvin tétele
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El-szinezés altalanositasok

f-szinezések

Adott egy G graf és egy f fliggvény, amely G cslcsaihoz pozitiv
egészeket rendel.
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El-szinezés altalanositasok

f-szinezések

Adott egy G graf és egy f fliggvény, amely G cslcsaihoz pozitiv
egészeket rendel.

Definicié

A G f-szinezésének neveziink az éleinek egy olyan szinezését
amelyre teljestil, hogy minden v € V(G) csticshoz legfeljebb f(v)
szamu egyszini él illeszkedik.

Azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik G-nek f-szinezése k
szinnel a G f-kromatikus indexének nevezzik, jelélése x}(G).
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El-szinezés altalanositasok

f-szinezések

Adott egy G graf és egy f fliggvény, amely G cslcsaihoz pozitiv
egészeket rendel.

Definicio

A G f-szinezésének neveziink az éleinek egy olyan szinezését
amelyre teljestil, hogy minden v € V(G) csticshoz legfeljebb f(v)
szamu egyszini él illeszkedik.

Azt a legkisebb k szamot, amelyre létezik G-nek f-szinezése k
szinnel a G f-kromatikus indexének nevezzik, jelélése x}(G).

Ha az f minden csucshoz egyet rendel, akkor a hagyomanyos
élszinezésrél van sz6.
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El-szinezés altalanositasok

Fels® korlatok

A Vizing tételhez hasonlé tételek igazak y;(G)-re is. Jel6lje

d
AH(G) = maxveV(G){r%]}

a maximalis fokszam altalanositasat.
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El-szinezés altalanositasok

Fels6 korlatok

A Vizing tételhez hasonlé tételek igazak y;(G)-re is. Jel6lje

d
AH(G) = maXveV(G){f(—vﬂ

a maximalis fokszam altalanositasat.
Lemma

Legyen G egyszeri graf. Ekkor a G f-kromatikus szamara fennall a

d(v) +1

A(G) < xi(G) < maXveV(G){fW

T < Ay(G) + 1

egyenlbtlenség.
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El-szinezés altalanositasok

A G egyszer( grafokat most is két osztalyba lehet sorolni, C¢1-be,
ha x}(G) = A¢(G), valamint Cr2-be, ha x}(G) = A¢(G) + 1.
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El-szinezés altalanositasok

A G egyszer( grafokat most is két osztalyba lehet sorolni, C¢1-be,
ha x}(G) = A¢(G), valamint Cr2-be, ha x}(G) = A¢(G) + 1.

Tétel (Hakimi és Kariv, 1986)

Ha G paros graf, akkor x7(G) = Af(G).
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El-szinezés altalanositasok

A G egyszer( grafokat most is két osztalyba lehet sorolni, C¢1-be,
ha x}(G) = A¢(G), valamint Cr2-be, ha x}(G) = A¢(G) + 1.

Tétel (Hakimi és Kariv, 1986)

Ha G paros graf, akkor x7(G) = Af(G).

Tétel (Hakimi és Kariv, 1986)

G egyszerli graf és az f fliggvény minden csucshoz paros szamot
rendel. G ekkor is C¢1-be tartozik.
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El-szinezés altalanositasok

Legyen

d(v
Vo(G) ={v: A¢G) = Q ve V(G)}
f(v)
azon csucsok halmaza, amelyeknél a A¢(G) definiciéjaban az
egyenléség adodik. A definialt halmaz Ures, ha a hanyadosok
kdzil a maximalis nem egész szam.

Jeldlje dr(v) = 90) 4 v cstics - aranyat.
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El-szinezés altalanositasok

Legyen

d(v
Vo(G) ={v: A¢G) = Q ve V(G)}
f(v)
azon csucsok halmaza, amelyeknél a A¢(G) definiciéjaban az
egyenléség adodik. A definialt halmaz Ures, ha a hanyadosok
kdzul a maximdlis nem egész szam.

Jeldlje dr(v) = % a v cslcs f-aranyat.

Tétel (Zhang és Liu, 2005)

A G egyszeri gréafra

Vo(G) =0 & G e C/1
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El-szinezés altalanositasok

Definicio

A Vo(G) cstcshalmaz altal feszitett G, részgrafot a G f-magjanak
nevezzik.
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El-szinezés altalanositasok

Definicio

A Vo(G) cstcshalmaz altal feszitett G, részgrafot a G f-magjanak
nevezzik.

Tétel (Zhang és Liu, 2006)

A G egyszerti graf a Cs1 osztalyba tartozik, ha Ga, egy erd6.

A G grafot A¢(G)-meghdamozhaténak nevezziik, ha a G dsszes u
csucsat egymas utan levaghatjuk ugy, hogy amikor az u levagasa

térténik legfeljebb egy szomszédja marad, amelynek az f-ardnya A¢(G).

Tétel (Zhang és Liu)
A G egyszerii graf. Ha G A¢(G)-meghdmozhato, akkor a C¢1 osztalyba
tartozik.
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El-szinezés altalanositasok

Ha a G gréaf f-magja erdd, akkor G A¢(G)-meghamozhatd, mivel a
Vo (G) csucsait egyesével levaghatjuk, minden lépésben levél
pontot valasztva, annak legfelijebb 1 szomszédja marad Ga,-ben.
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El-szinezés altalanositasok

Ha a G gréaf f-magja erdd, akkor G A¢(G)-meghamozhatd, mivel a
Vo (G) csucsait egyesével levaghatjuk, minden lépésben levél
pontot valasztva, annak legfelijebb 1 szomszédja marad Ga,-ben.

Tébb is igaz, nem csak a fa-magu grafok meghamozhatok.

Példa

A 10 cstcst G példahoz az elsé 5 csucsra f(v;) = 1, a kbvetkez6
5 csucsra f(v;) = 2.

lgy A(G) = 3.

Vo(G) = {V1 , V3, V4, V5, V7, Vg, Vg}.

A G graf A¢(G)-meghamozhatd, ugyanis a csucsokat sorszam
szerint eltavolithatjuk!
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El-szinezés altalanositasok

Mi mondhat6 a teljes grafra?
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El-szinezés altalanositasok

Mi mondhat6 a teljes grafra?
Tétel (Zhang és Liu, 2005)

Ha a K, teljes graf minden v cstcséra f(v) = k és k|(n — 1), akkor
K, a Cs2 osztalyba tartozik, egyébként a Cs1 osztalyba.

Mit mondhatunk a regularis grafokra?
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El-szinezés altalanositasok

Mi mondhat6 a teljes grafra?
Tétel (Zhang és Liu, 2005)

Ha a K, teljes graf minden v cstcséra f(v) = k és k|(n — 1), akkor
K, a Cs2 osztalyba tartozik, egyébként a Cs1 osztalyba.

Mit mondhatunk a regularis grafokra?

Tétel (Zhang, Wang és Liu)

A A(G)-reguléris G graf az elsé osztalyban van, ha fmin paros
szam, vagy nem osztéja A(G)-nak (fmin a legkisebb érték, amit az
f egy csucshoz rendelt).
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El-szinezés &ltalanositasok

Mi mondhat6 a teljes grafra?
Tétel (Zhang és Liu, 2005)

Ha a K, teljes graf minden v cstcséra f(v) = k és k|(n — 1), akkor
K, a Cs2 osztalyba tartozik, egyébként a Cs1 osztalyba.

Mit mondhatunk a regularis grafokra?
Tétel (Zhang, Wang és Liu)
A A(G)-reguléris G graf az elsé osztalyban van, ha fmin paros

szam, vagy nem osztéja A(G)-nak (fmin a legkisebb érték, amit az
f egy csucshoz rendelt).

Tétel (Zhang, Wang és Liu)

A G A(G) = 2n + 1-reguléris graf és az f minden cstcshoz a
(2s + 1) paratlan szamot rendeli. Ha (2s + 1)|A(G), akkor G a
masodik osztélyban van.
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El-szinezés altalanositasok

Tétel (Zhang, Wang és Liu)

Legyen G egy n rendd, A-regularis, nem teljes graf. Egyetlen w
csucsban f(w) > fmin. G pontosan akkor van C¢1-ben, ha G \ w is.
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El-szinezés altalanositasok

Tétel (Zhang, Wang és Liu)

Legyen G egy n rendd, A-regularis, nem teljes graf. Egyetlen w
csucsban f(w) > fmin. G pontosan akkor van C¢1-ben, ha G \ w is.

v

Tétel (Zhang, Wang és Liu)

Legyen G paros rend(, nem teljes, A-regularis graf. Az f fliggvény
minden cstcshoz ugyanazt rendeli. Ekkor G pontosan akkor
tartozik C¢1-be, ha barmely csucsat térélve is az elsé osztalyba
tartozik.
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El-szinezés altalanositasok

Probléma

Taladljunk a fentiekhez hasonlé allitast A-regularis grafokra, amikor
fminlA és fin paratlan!
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El-szinezés altalanositasok

Taladljunk a fentiekhez hasonlé allitast A-regularis grafokra, amikor
fminlA és fin paratlan!

Probléma

Mely grafosztalyok tartoznak a C¢1 osztalyba barmely pozitiv
egész f fliggvényre?
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El-szinezés altalanositasok

Taladljunk a fentiekhez hasonlé allitast A-regularis grafokra, amikor
fminlA és fin paratlan!

o

Mely grafosztalyok tartoznak a C¢1 osztalyba barmely pozitiv
egész f fliggvényre?

Probléma

Adjunk sziikséges és elégséges feltételeket arra, vajon mely G
egyszer( graf tartozik C¢1-be és Cs2-be
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Multigrafok élszinezései

Szbvegek tovabbitasa

Az élszinezési problémak vizsgalatanak egyik gyakorlati
motivacidja a szamitdégépek kézotti szévegek atkiildésének
problémaja.
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Multigrafok élszinezései

Szbvegek tovabbitasa

Az élszinezési problémak vizsgalatanak egyik gyakorlati
motivacidja a szamitdégépek kézotti szévegek atkiildésének
problémaja.

TegyUk fel ugyanis, hogy a v szamitégépnek f(v) kommunikaciés
portja van.
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Multigrafok élszinezései

Szbvegek tovabbitasa

Az élszinezési problémak vizsgalatanak egyik gyakorlati
motivacidja a szamitdégépek kézotti szévegek atkiildésének
problémaja.

TegyUk fel ugyanis, hogy a v szamitégépnek f(v) kommunikaciés
portja van.

Barmely komputer-parhoz adott, hany fijlt kell a gépek kdzott
atklldeni. A feladat az atklldések tGtemezése. Célunk a
leggyorsabb teljes allomanycsere.
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Multigrafok élszinezései

SzOvegek tovabbitasa

Az élszinezési problémak vizsgalatanak egyik gyakorlati
motivacidja a szamitdégépek kézotti szévegek atkiildésének
problémaja.

TegyUk fel ugyanis, hogy a v szamitégépnek f(v) kommunikaciés
portja van.

Barmely komputer-parhoz adott, hany fijlt kell a gépek kdzott
atklldeni. A feladat az atklldések tGtemezése. Célunk a
leggyorsabb teljes allomanycsere.

Feltéve, hogy mindegyik fajl azonos hosszu (az atkildések azonos
ideig tartanak) éppen az f-szinezés a megfeleld modell.
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Multigrafok élszinezései

A G multigraf csucsai legyenek a hal6zat aktiv pontjai, a
szamitogépek.
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Multigrafok élszinezései

A G multigraf csucsai legyenek a hal6zat aktiv pontjai, a
szamitogépek.

Mindegyik fajinak feleljen meg egy él a két gép koézott. Az idét
mérjik egy fajl atklldési idejében, legyen ez az egység.
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Multigrafok élszinezései

A G multigraf csucsai legyenek a hal6zat aktiv pontjai, a
szamitogépek.

Mindegyik fajinak feleljen meg egy él a két gép koézott. Az idét
mérjik egy fajl atklldési idejében, legyen ez az egység.

Az éleket - vagyis a fajlokat - szinezzilk meg az egységnyi
idéintervallumokkal. Mindegyik azt a szint kapja, amikor atkldjuk.
Egy v gép egyszerre - egy szinben - legfeljebb f(v) fajlt kildhet,
illetve fogadhat.
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Multigrafok élszinezései

A G multigraf csucsai legyenek a hal6zat aktiv pontjai, a
szamitogépek.

Mindegyik fajinak feleljen meg egy él a két gép koézott. Az idét
mérjik egy fajl atklldési idejében, legyen ez az egység.

Az éleket - vagyis a fajlokat - szinezzilk meg az egységnyi
idéintervallumokkal. Mindegyik azt a szint kapja, amikor atkldjuk.
Egy v gép egyszerre - egy szinben - legfeljebb f(v) fajlt kildhet,
illetve fogadhat.

Az f-szinezési probléméban minimalis szdmu szin felhasznalaséat
szeretnénk.
Ez megfelel az atklldés 6sszes ideje minimalizalasanak.
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Multigrafok élszinezései

fg-szinezés

A szdvegek tovabbitasanak problémaja természetes médon
altalanosabba vélik, ha figyelembe vesszik a kommunikacios
csatornak kapacitasat is.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Multigrafok élszinezései

fg-szinezés

A szdvegek tovabbitasanak problémaja természetes médon
altalanosabba valik, ha figyelembe vesszik a kommunikaciés
csatornak kapacitasat is.

Adott egy G multigraf és egy f figgvény, amely G csucsaihoz pozitiv
egészeket rendel, valamint adott egy g figgvény, amely mindegyik
csucsparhoz egy-egy pozitiv egészet rendel.
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Multigrafok élszinezései

fg-szinezés

A szbvegek tovabbitasanak problémaja természetes moédon
altalanosabba valik, ha figyelembe vesszik a kommunikaciés
csatornak kapacitasat is.

Adott egy G multigraf és egy f figgvény, amely G csucsaihoz pozitiv
egészeket rendel, valamint adott egy g figgvény, amely mindegyik
csucsparhoz egy-egy pozitiv egészet rendel.

Definicié
A G multigraf olyan f-szinezését, amelyben be kell tartanunk azt is,
hogy gép parok kézétt g(uv) feliilrél korlatozza az u és v csticsok

kézotti E(uv) parhuzamos élhalmazban eléfordulé azonosan szinezett
élek szamat, fg-szinezésnek nevezziik.
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Multigrafok élszinezései

fg-szinezés

A szbvegek tovabbitasanak problémaja természetes moédon
altalanosabba valik, ha figyelembe vesszik a kommunikaciés
csatornak kapacitasat is.

Adott egy G multigraf és egy f figgvény, amely G csucsaihoz pozitiv
egészeket rendel, valamint adott egy g figgvény, amely mindegyik
csucsparhoz egy-egy pozitiv egészet rendel.

Definicio

A G multigraf olyan f-szinezését, amelyben be kell tartanunk azt is,
hogy gép parok kézétt g(uv) feliilrél korlatozza az u és v csticsok
kdzétti E(uv) parhuzamos élhalmazban el6fordulé azonosan szinezett
élek szamat, fg-szinezésnek nevezziik.

Azt a legkisebb szamot, amennyi szin elegend6é a G multigraf
fg-szinezéséhez a G fg-kromatikus indexének nevezziik és X}g(G) -vel
jeldljik.
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Multigrafok élszinezései

Felsd korlatok az altalanos esetben

Tétel (Vizing, Gupta)

Minden nemiires multigrafra x'(G) < max, wev(g)id(w + p(vw))},
ahol p(vw) a parhuzamos élek szdma a két cstics kézétt.
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Multigrafok élszinezései

Felsd korlatok az altalanos esetben

Tétel (Vizing, Gupta)

Minden nemiires multigrafra x'(G) < max, wev(g)id(w + p(vw))},
ahol p(vw) a parhuzamos élek szdma a két cstics kézétt.

\

Tétel (Shannon)
PP 3A(G)
A G multigréfra x'(G) < =—5—=.(Shannon)

A\
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Multigrafok élszinezései

Egy H multigrafban nyilvadnvaléan legfeljebb L'V(z—H)'J elt
tartalmazhat egy péarositas, tehat ez egy szinosztaly méretének is
felsd korlatja.
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Multigrafok élszinezései

Egy H multigrafban nyilvadnvaléan legfeljebb L'V(z—H)'J elt
tartalmazhat egy péarositas, tehat ez egy szinosztaly méretének is
felsd korlatja. Legyen

[E(H)|

WV(H)I |
HCG,|V(H)|=3 LTJ

I(G) =

Nyilvanvaléan I(G) < x'(G)
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Multigrafok élszinezései

Egy H multigrafban nyilvadnvaléan legfeljebb L'V(z—H)'J elt
tartalmazhat egy péarositas, tehat ez egy szinosztaly méretének is
felsd korlatja. Legyen

[E(H)|

WV(H)I |
HCG,|V(H)|=3 LTJ

I(G) =

Nyilvanvaléan I(G) < x'(G)

Tétel (Nishizeki, T., Kashiwagi, K., 1990)

¥ (G) < max{l(G), | A8 |y
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Multigrafok élszinezései

Sejtés (Goldberg sejtése)
Minden 5 < k pératlan egészre fennall a

KA(G) + (k - 3)
k—1 I

X' (G) <max{l(G),|

fels6 becslés.
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Multigrafok élszinezései

Sejtés (Goldberg sejtése)
Minden 5 < k pératlan egészre fennall a

KA(G) +(k-3)

X' (G) < max{l(G), | —

fels6 becslés.

Sejtés (Goldberg és Seymour sejtése)

X' (G) < max{l(G), A(G) + 1}.
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Multigrafok élszinezései

Sejtés (Goldberg sejtése)
Minden 5 < k pératlan egészre fennall a

KA(G) +(k-3)

X' (G) < max{l(G), | —

fels6 becslés.

Sejtés (Goldberg és Seymour sejtése)

X' (G) < max{l(G), A(G) + 1}.

f-szinezésre a korabbi, egyszerii grafokra vonatkozé allitashoz
hasonlé igaz.
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Multigrafok élszinezései

Tétel (Hakimi és Kariv )
Minden G multigrafra

: d(v) + p(ww)
e s e

teljestil.

Visszakapunk egy masik korabbi allitast, ha az f fUggvény
azonosan 1.
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Multigrafok élszinezései

Tétel (Hakimi és Kariv )
Minden G multigrafra

’ d(v) + p(vw)
x(G) < v,vr;/ge)((G)l- f(v) 1

teljesdil.

Visszakapunk egy masik korabbi allitast, ha az f fUggvény
azonosan 1. Legyen

|E(H)|
HG) = _E(AE
f( ) HQGT\?()’E/)BJLZVGV(S)f(V)J-I

Tétel (Nakano, S., Nishizeki, T., Saito, N.)

x;(G) < max{l(G), L%J}_
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Multigrafok élszinezései

fg-szinezés

Tétel (Nakano, S., Nishizeki, T.)
, 30(G

IA
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Multigrafok élszinezései

fg-szinezés

Tétel (Nakano, S., Nishizeki, T.)
, 3A4(G

ahol
Ag(G) = max{A¢(G), Ag(G)}, valamint

Af(G) = maXveV(G)r?(_‘/))] és
AQ(G) MaXyweE G)l- (VW)]

(vw)
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g-éllefedd szinezés

g-éllefedd szinezések

A G éleinek szinezésekor irjuk eld, hogy minden v cslicsnal
mindegyik szin{ élbdl legalabb g(v) legyen
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g-éllefedd szinezés

g-éllefedd szinezések

A G éleinek szinezésekor irjuk eld, hogy minden v cslicsnal
mindegyik szin{ élbdl legalabb g(v) legyen

Specidlisan, ha g(v) = 1 minden csucsra, akkor éllefedd
szinezésrol beszéllink.
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g-éllefedd szinezés

g-éllefedd szinezések

A G éleinek szinezésekor irjuk eld, hogy minden v cslicsnal
mindegyik szin{ élbdl legalabb g(v) legyen

Specidlisan, ha g(v) = 1 minden csucsra, akkor éllefedd
szinezésrol beszéllink.

Ellentétben az eddigi szinezési problémakkal itt kevesebb szinnel
kdnnyebb teljesiteni a feltételt.
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g-éllefedd szinezés

g-éllefedd szinezések

A G éleinek szinezésekor irjuk eld, hogy minden v cslicsnal
mindegyik szin{ élbdl legalabb g(v) legyen

Specidlisan, ha g(v) = 1 minden csucsra, akkor éllefedd
szinezésrol beszéllink.

Ellentétben az eddigi szinezési problémakkal itt kevesebb szinnel
kdnnyebb teljesiteni a feltételt.

Definicié

Jelblje x 3. (G) azt a legnagyobb k szamot, melyre létezik a G-nek
g-éllefedb szinezése k szinnel. Ha a g fliggvény azonosan 1 a
csucsokra, akkor x,,(G) jelenti az éllefed6 szinezési szamot.
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g-éllefedd szinezés

g-éllefedd szinezések

A G éleinek szinezésekor irjuk eld, hogy minden v cslicsnal
mindegyik szin{ élbdl legalabb g(v) legyen

Specidlisan, ha g(v) = 1 minden csucsra, akkor éllefedd
szinezésrol beszéllink.

Ellentétben az eddigi szinezési problémakkal itt kevesebb szinnel
kdnnyebb teljesiteni a feltételt.

Definicié

Jelblje x 3. (G) azt a legnagyobb k szamot, melyre létezik a G-nek
g-éllefedb szinezése k szinnel. Ha a g fliggvény azonosan 1 a
csucsokra, akkor x,,(G) jelenti az éllefed6 szinezési szamot.

Vezessik be a u(v) = max{p(uv) : u e V(G)} jel6lést és legyen
u(G) = max{u(v) : v e V(G)}, ahol p(uv) az u és v csucsok
kdzotti parhuzamos élek szamat jeldli).
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Gupta, 1974)

Minden G multigrafra
min{d(v) — u(v) : v e V(G)} < x-(G) < 6(G).
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Gupta, 1974)

Minden G multigrafra
min{d(v) — u(v) : v e V(G)} < x-(G) < 6(G).

Legyen 64(G) = min{LX) | : v e V(G)).
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Gupta, 1974)

Minden G multigrafra
min{d(v) — u(v) : v e V(G)} < x-(G) < 6(G).

Legyen 64(G) = min{LX) | : v e V(G)).

Egy adott C élszinezésre legyen E(i) az i szint kapott élek
halmaza.

Jeldlje ic(v) a C szinezésnél a v-hez illeszkedd i szinli élek
szamat.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Gupta, 1974)

Minden G multigrafra
min{d(v) — u(v) : v e V(G)} < x-(G) < 6(G).

Legyen 65(G) = min{LL) | v e V(G)).

Egy adott C élszinezésre legyen E(i) az i szint kapott élek
halmaza.

Jeldlje ic(v) a C szinezésnél a v-hez illeszkedd i szinli élek

szamat.

Tétel (Song és Liu, 2005)

Legyen G egy paros graf.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



g-éllefedd szinezés

Tétel (Gupta, 1974)

Minden G multigrafra
min{d(v) — u(v) : v e V(G)} < x-(G) < 6(G).

Legyen 65(G) = min{LL) | v e V(G)).

Egy adott C élszinezésre legyen E(i) az i szint kapott élek
halmaza.

Jeldlje ic(v) a C szinezésnél a v-hez illeszkedd i szinli élek

szamat.

Tétel (Song és Liu, 2005)

Legyen G egy paros graf. Ekkor x4.(G) = 6¢(G)-
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Gupta, 1974)

Minden G multigrafra
min{d(v) — u(v) : v e V(G)} < x-(G) < 6(G).

Legyen 65(G) = min{LL) | v e V(G)).

Egy adott C élszinezésre legyen E(i) az i szint kapott élek
halmaza.

Jeldlje ic(v) a C szinezésnél a v-hez illeszkedd i szinli élek
szamat.

Tétel (Song és Liu, 2005)

Legyen G egy paros graf. Ekkor x4.(G) = 64(G). Tovabba, ha
Xgc(G) = k > 2, akkor létezik olyan g-éllefedé C szinezése G-nek,
melyre ||[E()| — |[E(j)I| < 1, barmely i,j € {1,--- , k} esetén, valamint
teljesil még az lic(v) — jc(v)| < 1 is minden v € V(G) csucs és
i,je{l,---,k} esetén.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Song és Liu, 2005)

Legyen G tetszbleges graf. Ha g(v) pozitiv pdros szam minden
csucsra, akkor

X5e(G) = 64(G) teljestil.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Song és Liu, 2005)

Legyen G tetszbleges graf. Ha g(v) pozitiv pdros szam minden
csucsra, akkor
X5e(G) = 64(G) teljestil.

Tétel (Song és Liu, 2005)
Legyen G tetszbleges graf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden
csucsra teljesll, akkor xgc(G) > minveV(G){L%J}.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Song és Liu, 2005)

Legyen G tetszbleges graf. Ha g(v) pozitiv pdros szam minden
csucsra, akkor
X5e(G) = 64(G) teljestil.

Tétel (Song és Liu, 2005)
Legyen G tetszbleges graf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden
csucsra teljesll, akkor xgc(G) > minveV(G){L%J}.

d(v)-1

Vezessiik be a kdvetkezd jeldlést: 5’g(G) = mincy(g)fl )

1}
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen G tetszbleges graf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden
csucsra teljestil és 1 < 65(G) < 4 is fennall, akkor

Xgo(G) = 6g(G).
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen G tetszbleges graf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden
csucsra teljestil és 1 < 65(G) < 4 is fennall, akkor

Xgo(G) = 6g(G).

Szokés egy grafot gc1 osztalyban Iévének mondani, ha teljesil ra
a xgc(G) = 95(G) egyenléség, egyebkent pedig gc2 osztalyinak.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen G tetszbleges graf. Ha az 1 < g(v) < d(v) feltétel minden
csucsra teljestil és 1 < 65(G) < 4 is fennall, akkor

Xgo(G) = 6g(G).

Szokés egy grafot gc1 osztalyban Iévének mondani, ha teljesil ra
a xgc(G) = 95(G) egyenléség, egyebkent pedig gc2 osztalyinak.

Egy G egyszeri gréfot gc-kritikusnak mondunk, ha a G a gc2
osztalyban van €s x4.(G + e) > xy.(G) minden (j élre.
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g-éllefedd szinezés

Probléma

Jellemezziik azokat a G grafokat, amelyek a gc1 osztalyban
vannak!

Probléma
Milyen tulajdonsagaik vannak a gc-kritikus grafoknak?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



g-éllefedd szinezés

Also és felsd korlatok a csucsoknal

Definicio

Egy G grafnak a (g,f)-szinezése egy olyan élszinezése, amelyre
teljestil, hogy minden v csucsnal, minden szinii élbél eléfordul
legalabb g(v), de legfeljebb f(g).
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g-éllefedd szinezés

Also és felsd korlatok a csucsoknal

Definicio

Egy G grafnak a (g,f)-szinezése egy olyan élszinezése, amelyre
teljestil, hogy minden v csucsnal, minden szinii élbél eléfordul
legalabb g(v), de legfeljebb f(g).

Jeldlje x,(G) azt a legkisebb k szamot, melyre létezik G-nek
(9,f)-szinezése k szinnel.
)(;f(G)-t a G (g,f)-kromatikus indexének nevezziik.
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g-éllefedd szinezés

Also és felsd korlatok a csucsoknal

Egy G grafnak a (g,f)-szinezése egy olyan élszinezése, amelyre
teljestil, hogy minden v csucsnal, minden szinii élbél eléfordul

legalabb g(v), de legfeljebb f(g).

Jeldlje x,(G) azt a legkisebb k szamot, melyre létezik G-nek
(9,f)-szinezése k szinnel.
)(’gf(G)-t a G (g,f)-kromatikus indexének nevezziik.

Azt a legnagyobb k szamot, melyre létezik G-nek (g,f)-szinezése k
szinnel, Fgf(G)-vel jeléljik és a G felsé (g,f)-kromatikus indexének
nevezzlik.
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g-éllefedd szinezés

(g,f)-faktor

A G egy H részgréfjat a G (g,f)-faktoranak nevezziik, ha
[V(H)l = [V(G)| és g(v) < dn(v) < f(v) minden v cstcsra teljesdil.
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g-éllefedd szinezés

(g,f)-faktor

A G egy H részgréfjat a G (g,f)-faktoranak nevezziik, ha

[V(H)l = [V(G)| és g(v) < dn(v) < f(v) minden v cstcsra teljesdil.
Ha a G maga is egy (g,f)-faktora dnmaganak, akkor a G-t
(9,f)-grafnak hivjuk.
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g-éllefedd szinezés

(g,f)-faktor

A G egy H részgréfjat a G (g,f)-faktoranak nevezziik, ha

[V(H)l = [V(G)| és g(v) < dn(v) < f(v) minden v cstcsra teljesdil.
Ha a G maga is egy (g,f)-faktora dnmaganak, akkor a G-t
(9,f)-grafnak hivjuk.

Legyen A¢(G) = max{[d‘f((‘f))ﬁ cve V(G)).

A G graf egy (9g,f)-faktorizacioja az éleknek egy olyan F1, ..., Fn
particioja, melyre mindegyik F; egy (g,f)-faktor.
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g-éllefedd szinezés

(g,f)-faktor

A G egy H részgréfjat a G (g,f)-faktoranak nevezziik, ha

[V(H)l = [V(G)| és g(v) < dn(v) < f(v) minden v cstcsra teljesdil.
Ha a G maga is egy (g,f)-faktora dnmaganak, akkor a G-t
(9,f)-grafnak hivjuk.

Legyen A¢(G) = max{[d‘f((‘f))ﬁ cve V(G)).

A G graf egy (9g,f)-faktorizacioja az éleknek egy olyan F1, ..., Fn
particioja, melyre mindegyik F; egy (g,f)-faktor.

Egy G-nek pontosan akkor van (g,f)-szinezése, ha az éleinek van
(9.f) particidja.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen a G egy gréf, g és f nemnegativ egész értéki fliggvények
a csucsokon és g(v) < f(g) minden csdcsra.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen a G egy gréf, g és f nemnegativ egész értéki fliggvények
a csucsokon és g(v) < f(g) minden csdcsra.
Ha G-nek létezik (g,f) szinezése, akkor

XH(G) <xgr(G) <X/ g(G) < xge(G)

Blazsik Zoltan Szines halézatok



g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen a G egy gréf, g és f nemnegativ egész értéki fliggvények
a csucsokon és g(v) < f(g) minden csdcsra.
Ha G-nek létezik (g,f) szinezése, akkor

XH(G) <xgr(G) <X/ g(G) < xge(G)

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen G egy egyszeri graf. Tegylik fel, hogy
X;‘(G) = maxveV(G){rd(f‘g,—;1 s
X3o(G) = min, € V(G) S50 1), és

Xgc(G) = x}(G) teljestil.
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g-éllefedd szinezés

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen a G egy gréf, g és f nemnegativ egész értéki fliggvények
a csucsokon és g(v) < f(g) minden csdcsra.
Ha G-nek létezik (g,f) szinezése, akkor

XH(G) <xgr(G) <X/ g(G) < xge(G)

Tétel (Xu és Liu, 2008)

Legyen G egy egyszeri graf. Tegylik fel, hogy
X;‘(G) = maxveV(G){rd(f‘g,—;1 s
X3o(G) = min, € V(G) S50 1), és

Xgc(G) 2 x}(G) teljesdl.
Ekkor van a G-nek (g, f)—szﬁrezése és
X41(G) = x;(G), valamint x’ 4t(G) = x4c(G).
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g-éllefedd szinezés

Kiegyensulyozott élszinezés

A G graf k szinnel térténé C élszinezése kiegyensulyozott, ha
lic(v) —jc(v)l <1, minden1 < i < j < k szinparra és v € V(G)
cstcsra.
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g-éllefedd szinezés

Kiegyensulyozott élszinezés

A G graf k szinnel térténé C élszinezése kiegyensulyozott, ha
lic(v) —jc(v)l <1, minden1 < i < j < k szinparra és v € V(G)
cstcsra.

Legyen Vi(G) = {v € V(G) : t|d(v)}, ahol a t pozitiv egész.
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g-éllefedd szinezés

Kiegyensulyozott élszinezés

A G graf k szinnel térténé C élszinezése kiegyensulyozott, ha
lic(v) —jc(v)l <1, minden1 < i < j < k szinparra és v € V(G)
cstcsra.

Legyen Vi(G) = {v € V(G) : t|d(v)}, ahol a t pozitiv egész.
A G azon részgrafjat, amelyet a V;(G) feszit a G t-magjanak hivjuk.

Tétel (Hilton és de Werra, 1994)

Legyen G egyszerii graf és k > 2.
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g-éllefedd szinezés

Kiegyensulyozott élszinezés

A G graf k szinnel térténé C élszinezése kiegyensulyozott, ha
lic(v) —jc(v)l <1, minden1 < i < j < k szinparra és v € V(G)
cstcsra.

Legyen Vi(G) = {v € V(G) : t|d(v)}, ahol a t pozitiv egész.
A G azon részgrafjat, amelyet a V;(G) feszit a G t-magjanak hivjuk.

Tétel (Hilton és de Werra, 1994)

Legyen G egyszerii graf és k > 2.
Ha a k nem osztdja egyik cstcs fokanak sem, akkor létezik a
G-nek kiegyensulyozott k-élszinezése.
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g-éllefedd szinezés

Ha G egyszer(i gréaf, akkor a k = A(G) + 1 esetben az el6zd tétel
Vizing tételét adja vissza.
Ha k = 6(G) — 1, akkor Gupta tétele kdvetkezik.

Legyen G egy multigraf és k > 2.
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g-éllefedd szinezés

Ha G egyszer(i gréaf, akkor a k = A(G) + 1 esetben az el6zd tétel
Vizing tételét adja vissza.
Ha k = 6(G) — 1, akkor Gupta tétele kdvetkezik.

Legyen G egy multigraf és k > 2.
Ha u(G) < d(v)(mod k) < k — u(v) mindegyik csucsra teljestil,
akkor G-nek van egy kiegyensulyozott k-élszinezése.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



g-éllefedd szinezés

Ha G egyszer(i gréaf, akkor a k = A(G) + 1 esetben az el6zd tétel
Vizing tételét adja vissza.
Ha k = 6(G) — 1, akkor Gupta tétele kdvetkezik.

Legyen G egy multigraf és k > 2.
Ha u(G) < d(v)(mod k) < k — u(v) mindegyik csucsra teljestil,
akkor G-nek van egy kiegyensulyozott k-élszinezése.

Tétel (Zhang és Liu)

Legyen G egyszerii graf és k > 2.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



g-éllefedd szinezés

Ha G egyszer(i gréaf, akkor a k = A(G) + 1 esetben az el6zd tétel
Vizing tételét adja vissza.

Ha k = 6(G) — 1, akkor Gupta tétele kdvetkezik.

Legyen G egy multigraf és k > 2.
Ha u(G) < d(v)(mod k) < k — u(v) mindegyik csucsra teljestil,
akkor G-nek van egy kiegyensulyozott k-élszinezése.

Tétel (Zhang és Liu)

Legyen G egyszerii graf és k > 2.

Ha G k-magja erdb, akkor G-nek létezik kiegyensulyozott
k-élszinezése.
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g-éllefedd szinezés

O O
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g-éllefedd szinezés

Elek listaszinezése

Legyen G egy graf. G minden e éléhez tartozik szinek egy L(e)
listaja.

A G graf a listakbol jol kiszinezhetd, ha van olyan élszinezése,
hogy a szint az él listajabdl valasztjuk és szomszédos élek nem
kapnak azonos szint.

Adott egy pozitiv k szam.
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g-éllefedd szinezés

Elek listaszinezése

Legyen G egy graf. G minden e éléhez tartozik szinek egy L(e)
listaja.

A G graf a listakbol jol kiszinezhetd, ha van olyan élszinezése,
hogy a szint az él listajabdl valasztjuk és szomszédos élek nem
kapnak azonos szint.

Adott egy pozitiv k szam.

Azt mondjuk, hogy a G k-lista élszinezhetd, ha barmilyen, legalabb
k hosszu listakat is rendelnek a csticsokhoz, a G a listakbol jél él
listaszinezhetd.

Definicié

Jeldlje x| (G) azt a legkisebb k szamot, melyre a G k-lista
élszinezhet6, a neve lista kromatikus index.
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g-éllefedd szinezés

A lista élszinezési sejtés.

A listaszinezés a klasszikus szinezés altalanositasa, hiszen ha
mindegyik lista az {1, - - - , k}, akkor a normal szinezést kapjuk.
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g-éllefedd szinezés

A lista élszinezési sejtés.

A listaszinezés a klasszikus szinezés altalanositasa, hiszen ha
mindegyik lista az {1, - - - , k}, akkor a normal szinezést kapjuk.

Ezért y'(G) < x/(G).
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g-éllefedd szinezés

A lista élszinezési sejtés.

A listaszinezés a klasszikus szinezés altalanositasa, hiszen ha
mindegyik lista az {1, - - - , k}, akkor a normal szinezést kapjuk.

Ezért y'(G) < x/(G).

A moh¢ szinezés adja a x|(G) < 2A(G) — 1 fels6 becslést.
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g-éllefedd szinezés

A lista élszinezési sejtés.

A listaszinezés a klasszikus szinezés altalanositasa, hiszen ha
mindegyik lista az {1, - - - , k}, akkor a normal szinezést kapjuk.

Ezért x'(G) < x(G).
A moh¢ szinezés adja a x|(G) < 2A(G) — 1 fels6 becslést.

A csucsok szinezésekor a lista kromatikus szam lehet sokkal
nagyobb, mint a kromatikus szam.
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g-éllefedd szinezés

A lista élszinezési sejtés.

A listaszinezés a klasszikus szinezés altalanositasa, hiszen ha
mindegyik lista az {1, - - - , k}, akkor a normal szinezést kapjuk.

Ezért y'(G) < x/(G).

A moh¢ szinezés adja a x|(G) < 2A(G) — 1 fels6 becslést.

A csucsok szinezésekor a lista kromatikus szam lehet sokkal
nagyobb, mint a kromatikus szam.

A lista élszinezési sejtés:
X' (G) = x/(G).

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Dinitz sejtése - Galvin tétele

Dinitz és Galvin

Specialisan Jeffrey Howard Dinitz 1979-ben sejtette ugyanezt
Kn’n're.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Dinitz és Galvin

Specialisan Jeffrey Howard Dinitz 1979-ben sejtette ugyanezt
Kn.n-re.

Ugy is elképzelhetjiik a kérdést, hogy egy altalanositott (nxn-es)
sakktébla mezbit szeretnénk kiszinezni gy, hogy minden sorban
és oszlopban csupa kiildnb6zd szinek keriljenek, de a szineket
csak a mezdékhdz rendelt n hosszu listak elemeibdl valaszthatjuk.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Dinitz sejtése - Galvin tétele

Dinitz és Galvin

Specialisan Jeffrey Howard Dinitz 1979-ben sejtette ugyanezt
Kn.n-re.

Ugy is elképzelhetjiik a kérdést, hogy egy altalanositott (nxn-es)
sakktébla mezbit szeretnénk kiszinezni gy, hogy minden sorban
és oszlopban csupa kiildnb6zd szinek keriljenek, de a szineket
csak a mezdékhdz rendelt n hosszu listak elemeibdl valaszthatjuk.
Fred Galvin, aki a magyar kombinatorika fellegvaraban,
Budapesten is dolgozott Erdds Pal és Hajnal Andras
kérnyezetében, 1994-ben bebizonyitotta a hires Dinitz-sejtést!
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Dinitz és Galvin

Specialisan Jeffrey Howard Dinitz 1979-ben sejtette ugyanezt
Kn.n-re.

Ugy is elképzelhetjiik a kérdést, hogy egy altalanositott (nxn-es)
sakktébla mezbit szeretnénk kiszinezni gy, hogy minden sorban
és oszlopban csupa kiildnb6zd szinek keriljenek, de a szineket
csak a mezdékhdz rendelt n hosszu listak elemeibdl valaszthatjuk.
Fred Galvin, aki a magyar kombinatorika fellegvaraban,
Budapesten is dolgozott Erdds Pal és Hajnal Andras
kérnyezetében, 1994-ben bebizonyitotta a hires Dinitz-sejtést!
Erdds Pal eldadasaiban gyakran emlegette a KONYVET,
amelyben minden matematikai tétel a legegyszeriibb,
legelegansabb bizonyitassal szerepel.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Dinitz és Galvin

Specialisan Jeffrey Howard Dinitz 1979-ben sejtette ugyanezt
Kn.n-re.

Ugy is elképzelhetjiik a kérdést, hogy egy altalanositott (nxn-es)
sakktébla mezbit szeretnénk kiszinezni gy, hogy minden sorban
és oszlopban csupa kiildnb6zd szinek keriljenek, de a szineket
csak a mezdékhdz rendelt n hosszu listak elemeibdl valaszthatjuk.
Fred Galvin, aki a magyar kombinatorika fellegvaraban,
Budapesten is dolgozott Erdds Pal és Hajnal Andras
kérnyezetében, 1994-ben bebizonyitotta a hires Dinitz-sejtést!
Erdds Pal eldadasaiban gyakran emlegette a KONYVET,
amelyben minden matematikai tétel a legegyszeriibb,
legelegansabb bizonyitassal szerepel.

Ha valaki gyényorii megoldast talélt egy problémara, akkor azt
mondta: ez a KONYVBOL valé, elmondom.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Fred Galvin, 1994

X'(Kn,n) :X;(Kn,n)-
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Fred Galvin, 1994

X'(Kn,n) :X;(Kn,n)-

Elészor belatunk egy iranyitott grafokra vonatkozé segédallitast.

Definicié

Legyen G(V,A) egy iranyitott graf.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Fred Galvin, 1994

X'(Kn,n) :X;(Kn,n)-

Elészor belatunk egy iranyitott grafokra vonatkozé segédallitast.

Definicié

Legyen G(V,A) egy iranyitott graf.

A csucsok egy M C V halmaza mag, ha M fliggetlen G-ben és
minden u ¢ M csucshoz létezik olyan v € M melyre (u,v) € A,
vagyis létezik barmely K-n kiviili csucsba egy iranyitott él M-bél (a
mag, tébb matematikai jelentéssel biré szo).
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen G(V,A) egy iranyitott graf, és tegylik fel, hogy mindenv € V
cstcshoz adott egy L(v) szinhalmaz, amelynek mérete nagyobb
mint a v kifoka.

Ha G minden feszitett részgrafjanak van magja, akkor G-nek van
listaszinezése az L(v) listakbdl.

Bizonyitas
A csucsok szama szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen G(V,A) egy iranyitott graf, és tegylik fel, hogy mindenv € V
cstcshoz adott egy L(v) szinhalmaz, amelynek mérete nagyobb
mint a v kifoka.

Ha G minden feszitett részgrafjanak van magja, akkor G-nek van
listaszinezése az L(v) listakbdl.

Bizonyitas
A csucsok szama szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.

1 csucsu grafra nincs mit meggondolni.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen G(V,A) egy iranyitott graf, és tegylik fel, hogy mindenv € V
cstcshoz adott egy L(v) szinhalmaz, amelynek mérete nagyobb
mint a v kifoka.

Ha G minden feszitett részgrafjanak van magja, akkor G-nek van
listaszinezése az L(v) listakbdl.

Bizonyitas

A csucsok szama szerinti teljes indukcidval bizonyitunk.

1 csucsu grafra nincs mit meggondolni.

Vélasszunk egy ¢ € L = U,eyL(V) szint és legyen

A(c) :={v e V:c e L(v)} azon cstlicsok halmaza, amelyek listdja
tartalmazza a c szint.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Dinitz sejtése - Galvin tétele

(folyt.) Az indukcios feltevés miatt a Gy () feszitett részgrafnak van
egy M(c) magja.
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Bizonyitas

(folyt.) Az indukcios feltevés miatt a Gy () feszitett részgrafnak van
egy M(c) magja.

Szinezzlink ki minden K(c)-beli cstcsot a ¢ szinnel, hiszen a K(c)
flggetlen halmaz, majd t6réljik a K(c))-t G-bdl és a ¢ szint az
L-bél.
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Bizonyitas
(folyt.) Az indukcios feltevés miatt a Gy () feszitett részgrafnak van
egy M(c) magja.

Szinezzlink ki minden K(c)-beli cstcsot a ¢ szinnel, hiszen a K(c)
flggetlen halmaz, majd t6réljik a K(c))-t G-bdl és a ¢ szint az
L-bél.

Legyen G’ a V \ K(c) altal feszitett részgraf, melyben minden v
csucshoz az L(v) \ c listak tartoznak.
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Bizonyitas

(folyt.) Az indukcios feltevés miatt a Gy () feszitett részgrafnak van
egy M(c) magja.

Szinezzlink ki minden K(c)-beli cstcsot a ¢ szinnel, hiszen a K(c)
flggetlen halmaz, majd t6réljik a K(c))-t G-bdl és a ¢ szint az
L-bol.

Legyen G’ a V \ K(c) altal feszitett részgraf, melyben minden v
csucshoz az L(v) \ c listak tartoznak.

Minden v € A(c) \ K(c)-re a mag tulajdonsaga miatt a kifok
eggyel csdkkent.
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Bizonyitas

(folyt.) Az indukcios feltevés miatt a Gy () feszitett részgrafnak van
egy M(c) magja.

Szinezzlink ki minden K(c)-beli cstcsot a ¢ szinnel, hiszen a K(c)
flggetlen halmaz, majd t6réljik a K(c))-t G-bdl és a ¢ szint az
L-bél.

Legyen G’ a V \ K(c) altal feszitett részgraf, melyben minden v
csucshoz az L(v) \ c listak tartoznak.

Minden v € A(c) \ K(c)-re a mag tulajdonsaga miatt a kifok
eggyel csdkkent.

De az L(v) \ c listak hossza is cs6kkent eggyel.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

(folyt.) A G’ egyéb cslicsaiban pedig nem valtozott sem a kifok,
sem a listaméret.
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Bizonyitas

(folyt.) A G’ egyéb cslicsaiban pedig nem valtozott sem a kifok,
sem a listaméret.

Tehat teljesiil G'-re a lemma feltétele.
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Bizonyitas

(folyt.) A G’ egyéb cslicsaiban pedig nem valtozott sem a kifok,
sem a listaméret.
Tehat teljesiil G'-re a lemma feltétele.

Mivel kisebb gréf, igy az indukcids feltevés miatt G’ is szinezhet6,
igy G is a listakbdl.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Az el6bbi lemma hasznalatahoz talalni kéne olyan iranyitast a K,
élgrafjaban, melyre a d*(v) < n -1 teljestl minden v-re, és
amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Az el6bbi lemma hasznalatahoz talalni kéne olyan iranyitast a K,
élgrafjaban, melyre a d*(v) < n -1 teljestl minden v-re, és
amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.

A kdvetkezé fogalomhoz képzeljik el, hogy egy paros graf egyik
osztalya, az Y bizonyos férfiakat jelent, az X bizonyos ndket.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Az el6bbi lemma hasznalatahoz talalni kéne olyan iranyitast a K,
élgrafjaban, melyre a d*(v) < n -1 teljestl minden v-re, és
amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.

A kdvetkezé fogalomhoz képzeljik el, hogy egy paros graf egyik
osztalya, az Y bizonyos férfiakat jelent, az X bizonyos ndket.

El kot 6ssze egy ndt és egy férfit, ha ismerésok.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Az el6bbi lemma hasznalatahoz talalni kéne olyan iranyitast a K,
élgrafjaban, melyre a d*(v) < n -1 teljestl minden v-re, és
amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.

A kdvetkezé fogalomhoz képzeljik el, hogy egy paros graf egyik
osztalya, az Y bizonyos férfiakat jelent, az X bizonyos ndket.

El kot 6ssze egy ndt és egy férfit, ha ismerésok.

Egy pérositas hazasparokat hatarozzon meg.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Az el6bbi lemma hasznalatahoz talalni kéne olyan iranyitast a K,
élgrafjaban, melyre a d*(v) < n -1 teljestl minden v-re, és
amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.

A kdvetkezé fogalomhoz képzeljik el, hogy egy paros graf egyik
osztalya, az Y bizonyos férfiakat jelent, az X bizonyos ndket.

El kot 6ssze egy ndt és egy férfit, ha ismerésok.
Egy pérositas hazasparokat hatarozzon meg.

Minden nének és férfinak van egy preferencia sorrendje az
ellenkezd nemliek kozott.
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Az el6bbi lemma hasznalatahoz talalni kéne olyan iranyitast a K,
élgrafjaban, melyre a d*(v) < n -1 teljestl minden v-re, és
amelyben minden feszitett részgrafnak van magja.

A kdvetkezé fogalomhoz képzeljik el, hogy egy paros graf egyik
osztalya, az Y bizonyos férfiakat jelent, az X bizonyos ndket.

El kot 6ssze egy ndt és egy férfit, ha ismerésok.
Egy pérositas hazasparokat hatarozzon meg.

Minden nének és férfinak van egy preferencia sorrendje az
ellenkezd nemliek kozott.

Ha pl. N(v) = {u1 > -+ > ug(y)} a v ismerBseinek halmaza, akkor
a v-nek uq tetszik a legjobban.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Stabil parositas.

Definici6 (Stabil parositas)

A G = (XUY,E) kétrészes graf egy M parositasat stabilnak
nevezziik, ha a kévetkezo feltétel teljeslil:

Ha{u,vie ExM,ue X,veY,akkorvagy{u,y} € M és az
N(u)-bany > u, vagy {x, v} € M és N(v)-ben x > u, vagy mindketté
teljestil.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Stabil parositas.

Definici6 (Stabil parositas)

A G = (XUY,E) kétrészes graf egy M parositasat stabilnak
nevezziik, ha a kévetkezo feltétel teljeslil:

Ha{u,vie ExM,ue X,veY,akkorvagy{u,y} € M és az
N(u)-bany > u, vagy {x, v} € M és N(v)-ben x > u, vagy mindketté
teljestil.

Mindig létezik stabil parositas.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Dinitz sejtése - Galvin tétele

Stabil parositas.

Definici6 (Stabil parositas)

A G = (XUY,E) kétrészes graf egy M parositasat stabilnak
nevezziik, ha a kévetkez6 feltétel teljesdil:

Ha{u,vie ExM,ue X,veY,akkorvagy{u,y} € M és az
N(u)-bany > u, vagy {x, v} € M és N(v)-ben x > u, vagy mindketté
teljesdil.

Mindig létezik stabil parositas.

X'(Kn,n) :X;(Kn,n)-
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Gondolhatunk a K, , éleire, mint egy n x n-es sakktabla mezébire,
és hivatkozhatunk egy élre a koordinataival.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas
Gondolhatunk a K, , éleire, mint egy n x n-es sakktabla mezébire,
és hivatkozhatunk egy élre a koordinataival.

Az (i,j) és (r,s) élek pontosan akkor szomszédosak, ha i = r vagy
j=s.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas
Gondolhatunk a K, , éleire, mint egy n x n-es sakktabla mezébire,
és hivatkozhatunk egy élre a koordinataival.

Az (i,j) és (r,s) élek pontosan akkor szomszédosak, ha i = r vagy

j=s.

Irjuk a mez6kbe az {1,--- , n} szamokat tgy, hogy Latin négyzetet
kapjunk (minden sorban és oszlopban pontosan egy allion minden
szambdl).
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas

Gondolhatunk a K, , éleire, mint egy n x n-es sakktabla mezébire,
és hivatkozhatunk egy élre a koordinataival.

Az (i,j) és (r,s) élek pontosan akkor szomszédosak, ha i = r vagy

j=s.

Irjuk a mez6kbe az {1,--- , n} szamokat tgy, hogy Latin négyzetet
kapjunk (minden sorban és oszlopban pontosan egy allion minden
szambdl).

Jelblje L(i,j) az (i,j) mezbbe irt szamot.

Iranyitsuk meg az éleket!

(i.4) = (i.j), ha L(i,j) < L(i.]').

(i.)) = (7 ,1), ha L(i,j) > L(7, ).

azaz a sorokban a kisebbtél a nagyobb felé iranyitunk, mig az
oszlopokban éppen forditva.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

(folyt.) Minden (i,j)-re d*(i,j) = n—1.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas
(folyt.) Minden (i,j)-re d*(i,j) = n—1.

Valéban, ha L(i,j) = k, akkor a soraban van nala (n-k) nagyobb
érték és az oszlopaban pedig (k-1) nala kisebb érték.
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Bizonyitas
(folyt.) Minden (i,j)-re d*(i,j) = n—1.

Valéban, ha L(i,j) = k, akkor a soraban van nala (n-k) nagyobb
érték és az oszlopaban pedig (k-1) nala kisebb érték.

Az elsé lemma szerint elegendd megmutatnunk, hogy az iranyitott
grafunkban minden feszitett részgrafnak van magja!
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas
(folyt.) Minden (i,j)-re d*(i,j) = n—1.

Valéban, ha L(i,j) = k, akkor a soraban van nala (n-k) nagyobb
érték és az oszlopaban pedig (k-1) nala kisebb érték.

Az elsé lemma szerint elegendd megmutatnunk, hogy az iranyitott
grafunkban minden feszitett részgrafnak van magja!

Tekintsiik mezbknek egy A C V részhalmazat.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas

(folyt.) Legyen X azon soroknak a halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mez6, ill. Y azon oszlopok halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mezé.
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Bizonyitas

(folyt.) Legyen X azon soroknak a halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mez6, ill. Y azon oszlopok halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mezé.

Rendeljiik hozza A-hoz a G = (X U Y, E) paros gréfot, ahol
minden (i,j) € A esetén legyen azi € X és j e Y dsszekétve
G-ben.
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Bizonyitas

(folyt.) Legyen X azon soroknak a halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mez6, ill. Y azon oszlopok halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mezé.

Rendeljiik hozza A-hoz a G = (X U Y, E) paros gréfot, ahol
minden (i,j) € A esetén legyen azi € X és j e Y dsszekétve
G-ben.

Az iranyitott grafunk természetes médon meghatarozza a G paros
graf egy csucsa szomszédsaganak egy sorrendjét.
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Bizonyitas

(folyt.) Legyen X azon soroknak a halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mez6, ill. Y azon oszlopok halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mezé.

Rendeljiik hozza A-hoz a G = (X U Y, E) paros gréfot, ahol
minden (i,j) € A esetén legyen azi € X és j e Y dsszekétve
G-ben.

Az iranyitott grafunk természetes médon meghatarozza a G paros
graf egy csucsa szomszédsaganak egy sorrendjét.

N(i)-ben | > j, ha (i,j) — (i,}')
N(j)-ben ' > i, ha (i,]) = (1'.))
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Bizonyitas

(folyt.) Legyen X azon soroknak a halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mez6, ill. Y azon oszlopok halmaza, melyekbe esik
kivalasztott mezé.

Rendeljiik hozza A-hoz a G = (X U Y, E) paros gréfot, ahol
minden (i,j) € A esetén legyen azi € X és j e Y dsszekétve
G-ben.

Az iranyitott grafunk természetes médon meghatarozza a G paros
graf egy csucsa szomszédsaganak egy sorrendjét.

N(i)-ben | > j, ha (i,j) — (i,}')
N(j)-ben ' > i, ha (i,]) = (1'.))

A stabil parositas létezése miatt G-ben van egy M stabil parositas.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

(folyt.) Az M mint az A egy részhalmaza lesz a kivant mag.
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Bizonyitas
(folyt.) Az M mint az A egy részhalmaza lesz a kivant mag.

Valéban mag lesz, mert M fliggetlen, valamint, ha (i,j) € A \ M,
akkor a stabil parositas definiciéja szerint vagy létezik (i,j') € M,
melyre j > j, vagy (i’,]) € M, melyre i’ > i, és ez az iranyitott
gréfunkra nézve azt jelenti, hogy (i,j) — (i',j’) € M, vagy

(i.) = (7.]) € M.
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Bizonyitas
(folyt.) Az M mint az A egy részhalmaza lesz a kivant mag.

Valéban mag lesz, mert M fliggetlen, valamint, ha (i,j) € A \ M,
akkor a stabil parositas definiciéja szerint vagy létezik (i,j') € M,
melyre j > j, vagy (i’,]) € M, melyre i’ > i, és ez az iranyitott
gréfunkra nézve azt jelenti, hogy (i,j) — (i',j’) € M, vagy

(i.) = (7.]) € M.

Ezzel a bizonyitas teljes.
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Bizonyitas
(folyt.) Az M mint az A egy részhalmaza lesz a kivant mag.

Valéban mag lesz, mert M fliggetlen, valamint, ha (i,j) € A \ M,
akkor a stabil parositas definiciéja szerint vagy létezik (i,j') € M,
melyre j > j, vagy (i’,]) € M, melyre i’ > i, és ez az iranyitott
gréfunkra nézve azt jelenti, hogy (i,j) — (i',j’) € M, vagy

(i.)) = (7.]) € M.

Ezzel a bizonyitas teljes.

Bar a paros grafok éleinek szinezése mindig megy legalabb n
méretl listakbdl, az altalanos esetre vonatkozo sejtés maig is
nyitott kérdés.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas
(folyt.) Az M mint az A egy részhalmaza lesz a kivant mag.

Valéban mag lesz, mert M fliggetlen, valamint, ha (i,j) € A \ M,
akkor a stabil parositas definiciéja szerint vagy létezik (i,j') € M,
melyre j > j, vagy (i’,]) € M, melyre i’ > i, és ez az iranyitott
gréfunkra nézve azt jelenti, hogy (i,j) — (i',j’) € M, vagy

(i.)) = (7.]) € M.

Ezzel a bizonyitas teljes.

Bar a paros grafok éleinek szinezése mindig megy legalabb n
méretl listakbdl, az altalanos esetre vonatkozo sejtés maig is
nyitott kérdés.

Sejtés (A lista élszinezési sejtés)
X' (G) = x|(G).
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Csucsot is, élet is szinezzUnk!

A G gréf k-szinnel torténd totdlis szinezésében a cslucsokhoz is és
az élekhez is rendellink szineket a megadott k szinbdl.
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Csucsot is, élet is szinezzUnk!

A G gréf k-szinnel torténd totdlis szinezésében a cslucsokhoz is és
az élekhez is rendellink szineket a megadott k szinbdl.

Akkor j6 a szinezés, ha nem kap azonos szint sem két
szomszédos csucs, sem két szomszédos él, sem egy illeszkedd
csucs és él. G totdlisan k-szinezhet, ha létezik totalis
k-szinezése.
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Csucsot is, élet is szinezzUnk!

A G gréf k-szinnel torténd totdlis szinezésében a cslucsokhoz is és
az élekhez is rendellink szineket a megadott k szinbdl.

Akkor j6 a szinezés, ha nem kap azonos szint sem két
szomszédos csucs, sem két szomszédos él, sem egy illeszkedd
csucs és él. G totdlisan k-szinezhet, ha létezik totalis
k-szinezése.

A G gréaf totalis kromatikus szama x"'(G) az a legkisebb pozitiv
egész k szam, melyre a G totélisan k-szinezheté.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Totalis szinezés

Nyilvanvalé, hogy x”’(G) > A(G) + 1 minden gréfra igaz.
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Totalis szinezés

Nyilvanvalé, hogy x”’(G) > A(G) + 1 minden gréfra igaz.

Sejtés (A totdlis szinezési sejtés)

Y'(G) < A(G) + 2.
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Totalis szinezés

Nyilvanvalé, hogy x”’(G) > A(G) + 1 minden gréfra igaz.

Sejtés (A totdlis szinezési sejtés)

Y'(G) < A(G) + 2.

Nagyon érdekes a totalis kromatikus szam és a lista kromatikus
index egy kapcsolata.
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Totalis szinezés

Nyilvanvalé, hogy x”’(G) > A(G) + 1 minden gréfra igaz.

Sejtés (A totdlis szinezési sejtés)

Y'(G) < A(G) + 2.

Nagyon érdekes a totalis kromatikus szam és a lista kromatikus
index egy kapcsolata.

Minden G gréfra x"(G) < x;(G) + 2 teljesdl.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen x|(G) = k.
X(G)<AG)+1 <Y (G)+1<x(G)+1<x(G)+2=k+2

Igy tehat a G kiszinezhet6 (k+2) szinnel, legyen c egy ilyen
szinezés, L a szinek halmaza.
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Legyen x|(G) = k.
X(G)<AG)+1 <Y (G)+1<x(G)+1<x(G)+2=k+2

Igy tehat a G kiszinezhet6 (k+2) szinnel, legyen c egy ilyen

szinezés, L a szinek halmaza.
A G tetszbleges e = {u, v} éléhez rendeljiik az

L’(e) = L \ {c(u), c(v)} szinlistat.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen x|(G) = k.
X(G)<AG)+1 <Y (G)+1<x(G)+1<x(G)+2=k+2

Igy tehat a G kiszinezhet6 (k+2) szinnel, legyen ¢ egy ilyen
szinezés, L a szinek halmaza.

A G tetszbleges e = {u, v} éléhez rendeljiik az

L’(e) = L \ {c(u), c(v)} szinlistat.

Mivel mindegyik élhez legalabb k elemdi listat rendeltiink, igy ki
lehet szinezni a G éleit a listajukbdl, legyen ez a szinezés a c’.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen x|(G) = k.
X(G)<AG)+1 <Y (G)+1<x(G)+1<x(G)+2=k+2

Igy tehdt a G kiszinezheté (k+2) szinnel, legyen c egy ilyen
szinezés, L a szinek halmaza.

A G tetszbleges e = {u, v} éléhez rendeljiik az

L’(e) = L \ {c(u), c(v)} szinlistat.

Mivel mindegyik élhez legalabb k elemdi listat rendeltiink, igy ki
lehet szinezni a G éleit a listajukbdl, legyen ez a szinezés a c’.
Nem hasznaljuk fel az e = {u, v} kiszinezéséhez a c(u) és c(v)
szinek egyikét sem.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Bizonyitas
Legyen x|(G) = k.

X(G) < A(G) +1 < (G)+1<x(G)+1<x|(G)+2=k+2

Igy tehdt a G kiszinezheté (k+2) szinnel, legyen c egy ilyen
szinezés, L a szinek halmaza.

A G tetszbleges e = {u, v} éléhez rendeljiik az

L’(e) = L \ {c(u), c(v)} szinlistat.

Mivel mindegyik élhez legalabb k elemdi listat rendeltiink, igy ki
lehet szinezni a G éleit a listajukbdl, legyen ez a szinezés a c’.
Nem hasznaljuk fel az e = {u, v} kiszinezéséhez a c(u) és c(v)
szinek egyikét sem.

Ha tehat az éleket a ¢’ szerint, a csucsokat a ¢ szerint szinezz(k,
az egy jo totalis szinezés (k+2) szinnel.
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Dinitz sejtése - Galvin tétele

Legyen x|(G) = k.
X(G)<AG)+1 <Y (G)+1<x(G)+1<x(G)+2=k+2

Igy tehdt a G kiszinezheté (k+2) szinnel, legyen c egy ilyen
szinezés, L a szinek halmaza.

A G tetszbleges e = {u, v} éléhez rendeljiik az

L’(e) = L \ {c(u), c(v)} szinlistat.

Mivel mindegyik élhez legalabb k elemdi listat rendeltiink, igy ki
lehet szinezni a G éleit a listajukbdl, legyen ez a szinezés a c’.
Nem hasznaljuk fel az e = {u, v} kiszinezéséhez a c(u) és c(v)
szinek egyikét sem.

Ha tehat az éleket a ¢’ szerint, a csucsokat a ¢ szerint szinezz(k,
az egy jo totalis szinezés (k+2) szinnel.

Tehat x"'(G) < x|(G) + 2 teljesul.
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Tartalomjegyzék:

@ A megkilonboztetd kromatikus szam
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Feladat

Egy kulcskarikan vannak a fontos szobak kulcsai. Klils6re a
kulcsok egyformak. Legkevesebb hany szinnel jeléljik meg a
kulcsokat, hogy mindig meg tudjuk allapitani melyik ajtot melyik
kulcs nyitja?
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Feladat

Egy kulcskarikan vannak a fontos szobak kulcsai. Klils6re a
kulcsok egyformak. Legkevesebb hany szinnel jeléljik meg a
kulcsokat, hogy mindig meg tudjuk allapitani melyik ajtot melyik
kulcs nyitja?

Ha pl. harom kulcs van a karikan, akkor mindharmat mas szinnel
kell kiszinezni. Ha két szinnel szineznénk, akkor pl. nem tudnank
eldénteni melyik a ké6zépsé. Nincs a karikan kiilén jelzés, melyik
kulcs az elsé.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Feladat

Egy kulcskarikan vannak a fontos szobak kulcsai. Klils6re a
kulcsok egyformak. Legkevesebb hany szinnel jeléljik meg a
kulcsokat, hogy mindig meg tudjuk allapitani melyik ajtot melyik
kulcs nyitja?

Ha pl. harom kulcs van a karikan, akkor mindharmat mas szinnel
kell kiszinezni. Ha két szinnel szineznénk, akkor pl. nem tudnank
eldénteni melyik a ké6zépsé. Nincs a karikan kiilén jelzés, melyik
kulcs az elsé.

Ha egyetlen kulcsot pl. pirossal szineznénk, akkor sem tudjuk
melyik a masodik kulcs, mert haladhatunk az éra szerint és
ellenkezbleg is! Ha a masodikat zéldre szinezz(iik, akkor mar
mindegyikrél fogjuk tudni hanyadik, akkor is ha a tébbi mind fehér.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Feladat

Egy kulcskarikan vannak a fontos szobak kulcsai. Klils6re a
kulcsok egyformak. Legkevesebb hany szinnel jeléljik meg a
kulcsokat, hogy mindig meg tudjuk allapitani melyik ajtot melyik
kulcs nyitja?

Ha pl. harom kulcs van a karikan, akkor mindharmat mas szinnel
kell kiszinezni. Ha két szinnel szineznénk, akkor pl. nem tudnank
eldénteni melyik a ké6zépsé. Nincs a karikan kiilén jelzés, melyik
kulcs az elsé.

Ha egyetlen kulcsot pl. pirossal szineznénk, akkor sem tudjuk
melyik a masodik kulcs, mert haladhatunk az éra szerint és
ellenkezbleg is! Ha a masodikat zéldre szinezz(iik, akkor mar
mindegyikrél fogjuk tudni hanyadik, akkor is ha a tébbi mind fehér.

De elegendb lehet-e kevesebb szin hasznalata?
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Kénnyen belathaté, hogy 3,4 vagy 5 kulcs esetén nem.
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A megkilonboztetd kromatikus szam

Kénnyen belathaté, hogy 3,4 vagy 5 kulcs esetén nem.

Azonban ha van legalabb 6 kulcsunk, akkor ha pirossal megjeldljik
az els6t, harmadikat és negyediket, akkor a tdbbi lehet kék,
minden kulcsot megtalalunk.
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A megkilonboztetd kromatikus szam

Kénnyen belathaté, hogy 3,4 vagy 5 kulcs esetén nem.

Azonban ha van legalabb 6 kulcsunk, akkor ha pirossal megjeldljik
az els6t, harmadikat és negyediket, akkor a tdbbi lehet kék,
minden kulcsot megtalalunk.

Definici6

Egy G egyszerii graf automorfizmusa a csucsainak egy olyan
permutacioja, hogy az él és nem él relacio megmarad.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A megkilonboztetd kromatikus szam

Kénnyen belathaté, hogy 3,4 vagy 5 kulcs esetén nem.

Azonban ha van legalabb 6 kulcsunk, akkor ha pirossal megjeldljik
az els6t, harmadikat és negyediket, akkor a tdbbi lehet kék,
minden kulcsot megtalalunk.

Definici6

Egy G egyszerii graf automorfizmusa a csucsainak egy olyan
permutacioja, hogy az él és nem él relacio megmarad.

Ha G csucsai cimkézettek, akkor ha minden csucs olyan cstcsba
megy, amelynek azonos a cimkéje vele, akkor megérzi a cimkét a
leképezés.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Definici6

Ha a G graf cstcsai r kiilbnb6z6 cimkével jeldltek, akkor a
cimkézést r-megklilénbéztetébnek nevezziik, ha nincs G-nek olyan
automorfizmusa amely megérzi a cimkéket.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Definici6

Ha a G graf cstcsai r kiilbnb6z6 cimkével jeldltek, akkor a
cimkézést r-megklilénbéztetébnek nevezziik, ha nincs G-nek olyan
automorfizmusa amely megérzi a cimkéket.

Jeldlje D(G) a G graf megkuilénbézteté szamat, amely az a
legkisebb r, amennyi cimkével létezik r-megkdiilénbézteté
cimkézése G-nek.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Definici6

Ha a G graf cstcsai r kiilbnb6z6 cimkével jeldltek, akkor a
cimkézést r-megklilénbéztetébnek nevezziik, ha nincs G-nek olyan
automorfizmusa amely megérzi a cimkéket.

Jeldlje D(G) a G graf megkuilénbézteté szamat, amely az a
legkisebb r, amennyi cimkével létezik r-megkdiilénbézteté
cimkézése G-nek.

Ha a cimkézés egy j6 szinezés, vagyis szomszédos csucsok nem
kaphatnak egyforma cimkét, akkor j6 r-megkllénbdztetd
szinezésrdl beszélink.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Definici6

Ha a G graf cstcsai r kiilbnb6z6 cimkével jeldltek, akkor a
cimkézést r-megklilénbéztetébnek nevezziik, ha nincs G-nek olyan
automorfizmusa amely megérzi a cimkéket.

Jeldlje D(G) a G graf megkuilénbézteté szamat, amely az a
legkisebb r, amennyi cimkével létezik r-megkdiilénbézteté
cimkézése G-nek.

Ha a cimkézés egy j6 szinezés, vagyis szomszédos csucsok nem
kaphatnak egyforma cimkét, akkor j6 r-megkllénbdztetd
szinezésrdl beszélink.

Definicié

Jelélje xp(G) a G graf megkdilénbézteté kromatikus szamat, amely
azt a legkisebb r-et jelenti, amennyi szinnel létezik jo
r-megkllénbéztetb szinezése G-nek.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

A konferenciak szervezésével kapcsolatban is megfogalmazhaté a
megkilénbdztetd kromatikus szam fogalma.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

A konferenciak szervezésével kapcsolatban is megfogalmazhaté a
megkilénbdztetd kromatikus szam fogalma.

Egy konferenciakdzpontban a kiilénbdzé konferenciakhoz
termeket rendelnek. Az egyes konferenciak legyenek egy G gréf
csucsai, a szomszédsag legyen az idébeni atfedés, tkdzés.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A megkiildnboztetd kromatikus szam

A konferenciak szervezésével kapcsolatban is megfogalmazhaté a
megkilénbdztetd kromatikus szam fogalma.

Egy konferenciakdzpontban a kiilénbdzé konferenciakhoz
termeket rendelnek. Az egyes konferenciak legyenek egy G gréf
csucsai, a szomszédsag legyen az idébeni atfedés, tkdzés.

A csucsokhoz szineket - mint eldadétermeket - rendellink. x(G)
éppen a minimalis eléaddterem szamot jelenti, amennyiben még
megtarthatd az 6sszes konferencia.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

A konferenciak szervezésével kapcsolatban is megfogalmazhaté a
megkilénbdztetd kromatikus szam fogalma.

Egy konferenciakdzpontban a kiilénbdzé konferenciakhoz
termeket rendelnek. Az egyes konferenciak legyenek egy G gréf
csucsai, a szomszédsag legyen az idébeni atfedés, tkdzés.

A csucsokhoz szineket - mint eldadétermeket - rendellink. x(G)
éppen a minimalis eléaddterem szamot jelenti, amennyiben még
megtarthatd az 6sszes konferencia.

Ha a szinezés egy j6 r-megkilénbdztetd szinezés, akkor az igy
szinezett G egyértelmlien megmutatja melyik konferencia melyik
teremben van.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

Minden G gréfra xp(G) = max{x(G), D(G)}.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Minden G gréfra xp(G) = max{x(G), D(G)}.

Ha G-nek csak a trividlis automorfizmusa van, akkor D(G) = 1 és
xo(G) = x(G).
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas
Minden G gréfra xp(G) = max{x(G), D(G)}.

Ha G-nek csak a trividlis automorfizmusa van, akkor D(G) = 1 és
xo(G) = x(G).

A xp(G) lehet sokkal nagyobb, mint D(G).

Jeldlje G + H azt a grafot, amelyet Ggy kapunk, hogy diszjunkt
csucsokkal vessziik a G-t és a H-t és mindegyik V(G)-beli pontot
Osszekdtjik minden V(H)-beli ponttal.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas
Minden G gréfra xp(G) = max{x(G), D(G)}.

Ha G-nek csak a trividlis automorfizmusa van, akkor D(G) = 1 és
xo(G) = x(G).

A xp(G) lehet sokkal nagyobb, mint D(G).

Jelblje G + H azt a grafot, amelyet tgy kapunk, hogy diszjunkt
csucsokkal vessziik a G-t és a H-t és mindegyik V(G)-beli pontot
Osszekdtjik minden V(H)-beli ponttal.

Csakugy, mint a kromatikus szamra yp(G + H) = xp(G) + xp(H).

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

Az utaknak van nem trividlis automorfizmusuk, igy D(Pm) > 2.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas
Az utaknak van nem trividlis automorfizmusuk, igy D(Pm) > 2.

A paros hosszu (csuicsok szama) utakat felvaltva pirosra, kékre
szinezve megkiildnbdztetd szinezést kapunk, tehat
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas
Az utaknak van nem trividlis automorfizmusuk, igy D(Pm) > 2.
A paros hosszu (csuicsok szama) utakat felvaltva pirosra, kékre

szinezve megkiildnbdztetd szinezést kapunk, tehat

Paratlan hosszu dtra is jo, ha piros az egyik vége, a tébbi kék,
tehat D(P2m+1) =2.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

Az utaknak van nem trividlis automorfizmusuk, igy D(Pm) > 2.

A paros hosszu (csuicsok szama) utakat felvaltva pirosra, kékre
szinezve megkiildnbdztetd szinezést kapunk, tehat

Paratlan hosszu dtra is jo, ha piros az egyik vége, a tébbi kék,
tehat D(P2m+1) =2.

Paratlan sok csucsu utra a valtakozo szinezés nem kiilénbozteti
meg a balt a jobbtol, igy kell 3 szin.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas
Az utaknak van nem trividlis automorfizmusuk, igy D(Pm) > 2.

A paros hosszu (csuicsok szama) utakat felvaltva pirosra, kékre
szinezve megkiildnbdztetd szinezést kapunk, tehat

Paratlan hosszu dtra is jo, ha piros az egyik vége, a tébbi kék,
tehat D(P2m+1) =2.

Paratlan sok csucsu utra a valtakozo szinezés nem kiilénbozteti
meg a balt a jobbtol, igy kell 3 szin.

Ha egyik végpont piros, majd utana felvaltva fehéret és zéldet
rendeliink a cstcsokhoz, akkor egy j6 3-megklilénbdzteté
szinezést kaptunk, tehat y p(Pam+1) = 3.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

xp(Cq) =4
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A megkiildnboztetd kromatikus szam
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(Cs) =4
xo(Cs) =3
xo(Ce) =
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

xp(Cq) =4
xp(Cs) =3
xp(Ce) = 4

Ha a kér hatnal hosszabb, akkor legyen az elsé és negyedik cstics
piros, fehér a tébbi paros és zéld a tébbi paratlan.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

xp(Cq) =4
xp(Cs) =3
xp(Ce) = 4

Ha a kér hatnal hosszabb, akkor legyen az elsé és negyedik cstics
piros, fehér a tébbi paros és zéld a tébbi paratlan.

Két szinnel nem csak paratlan esetben nem megy a jo
2-megklilénbéztetd szinezés.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

xp(Cq) =4
xp(Cs) =3
xp(Ce) = 4

Ha a kér hatnal hosszabb, akkor legyen az elsé és negyedik cstics
piros, fehér a tébbi paros és zéld a tébbi paratlan.

Két szinnel nem csak paratlan esetben nem megy a jo
2-megklilénbéztetd szinezés.

Tehat xp(Cp) = 3, ha n nagyobb, mint 6.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Allitas

xp(Cq) =4
xp(Cs) =3
xp(Ce) = 4

Ha a kér hatnal hosszabb, akkor legyen az elsé és negyedik cstics
piros, fehér a tébbi paros és zéld a tébbi paratlan.

Két szinnel nem csak paratlan esetben nem megy a jo
2-megklilénbéztetd szinezés.

Tehat xp(Cp) = 3, ha n nagyobb, mint 6.
xD(Petersen grdf) = 4

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.

(<) Ha a G két csticsa ugyanazt a szint kapja egy j6 szinezésben, akkor nem
szomszédosak, igy egy részben vannak.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.

(<) Ha a G két csticsa ugyanazt a szint kapja egy j6 szinezésben, akkor nem
szomszédosak, igy egy részben vannak.

De ekkor ha minden mas csucsot helybenhagyunk és ezt a két csticsot meg
megcseréljik, akkor egy valddi, szintarté automorfizmusat kapjuk G-nek.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.

(<) Ha a G két csticsa ugyanazt a szint kapja egy j6 szinezésben, akkor nem
szomszédosak, igy egy részben vannak.

De ekkor ha minden mas csucsot helybenhagyunk és ezt a két csticsot meg
megcseréljik, akkor egy valddi, szintarté automorfizmusat kapjuk G-nek.
Tehat nem lehetnek kiil6nb6z6 szinl csucsok.

(=) Tegytik fel indirekt, G nem egy teljes tébbrészes graf, de

xp(G) =IV(G)| = n.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.

(<) Ha a G két csticsa ugyanazt a szint kapja egy j6 szinezésben, akkor nem
szomszédosak, igy egy részben vannak.

De ekkor ha minden mas csucsot helybenhagyunk és ezt a két csticsot meg
megcseréljik, akkor egy valddi, szintarté automorfizmusat kapjuk G-nek.
Tehat nem lehetnek kiil6nb6z6 szinl csucsok.

(=) Tegytik fel indirekt, G nem egy teljes tébbrészes graf, de

xp(G) =IV(G)| = n.

Van G-nek u,v csticsa amelyek nem szomszédosak, s6t amelyeknek a
szomszédsaga nem azonos.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.

(<) Ha a G két csticsa ugyanazt a szint kapja egy j6 szinezésben, akkor nem
szomszédosak, igy egy részben vannak.

De ekkor ha minden mas csucsot helybenhagyunk és ezt a két csticsot meg
megcseréljik, akkor egy valddi, szintarté automorfizmusat kapjuk G-nek.
Tehat nem lehetnek kiilénb6z6 szinii csucsok.

(=) Tegytik fel indirekt, G nem egy teljes tébbrészes graf, de

xp(G) =IV(G)| = n.

Van G-nek u,v csticsa amelyek nem szomszédosak, s6t amelyeknek a
szomszédsaga nem azonos.

Szinezziik u-t és v-t pirossal, a tébbi csucsot pedig mas-mas szinnel. Ez egy
jo (n-1)-megklilénbéztetb szinezése G-nek.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

xp(G) = |V(G)| & G teljes tobbrészes graf.

(<) Ha a G két csticsa ugyanazt a szint kapja egy j6 szinezésben, akkor nem
szomszédosak, igy egy részben vannak.

De ekkor ha minden mas csucsot helybenhagyunk és ezt a két csticsot meg
megcseréljik, akkor egy valddi, szintarté automorfizmusat kapjuk G-nek.
Tehat nem lehetnek kiilénb6z6 szinii csucsok.

(=) Tegytik fel indirekt, G nem egy teljes tébbrészes graf, de

xp(G) =IV(G)| = n.

Van G-nek u,v csticsa amelyek nem szomszédosak, s6t amelyeknek a
szomszédsaga nem azonos.

Szinezziik u-t és v-t pirossal, a tébbi csucsot pedig mas-mas szinnel. Ez egy
jo (n-1)-megklilénbéztetb szinezése G-nek.

Tehat yp(G) < n -1, ami ellentmondas.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Definici6

Legyen Ky, j, a)0-- ,a,j, @Z a tébbrészes graf, amelynek j; darab a;
meéretl része van.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Definici6

Legyen Ky, j, a)0-- ,a,j, @Z a tébbrészes graf, amelynek j; darab a;
meéretl része van.
Tegylik fel tovabba, hogy ai > - -- > a.
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A megkilonboztetd kromatikus szam

Definici6

Legyen Ky, j, a)0-- ,a,j, @Z a tébbrészes graf, amelynek j; darab a;
meéretl része van.
Tegylik fel tovabba, hogy ai > - -- > a.

Ahhoz, hogy a definialt altalanos tébbrészes grafnak meg tudjuk
hatarozni a megkuilénbdztetési szamat szliikség van arra, hogy
elég szin legyen ahhoz, hogy meg tudjuk kdlénbdztetni a részeken
bellli csucsparokat is és meg tudjuk kilénbdztetni az azonos
méretll részeket egymastol.
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A megkilonboztetd kromatikus szam

Definici6

Legyen Ky, j, a)0-- ,a,j, @Z a tébbrészes graf, amelynek j; darab a;
meéretl része van.
Tegylik fel tovabba, hogy ai > - -- > a.

Ahhoz, hogy a definialt altalanos tébbrészes grafnak meg tudjuk
hatarozni a megkuilénbdztetési szamat szliikség van arra, hogy
elég szin legyen ahhoz, hogy meg tudjuk kdlénbdztetni a részeken
bellli csucsparokat is és meg tudjuk kilénbdztetni az azonos
méretll részeket egymastol.

Az a; méretli részek kdz6tt sem lehet kettd, amelyek ugyanazon
szineket kaptak.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

D(Kajyapjp,aj,) = min {p : (5,) > ji minden |- re.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

D(Kajyapjp,aj,) = min {p : (5,) > ji minden |- re.

Bizonyitas

Mivel egy fliggetlen részben csak két pont cseréje egy
automorfizmus, igy minden részben a csucsokat paronként mas
szindre kell szinezni.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

D(Kayj,a0paj,) = Min {p : (5,) > ji minden i- re.

Bizonyitas

Mivel egy fliggetlen részben csak két pont cseréje egy
automorfizmus, igy minden részben a csucsokat paronként mas
szindre kell szinezni.

Tovabba elegend6 szin kell ahhoz, hogy két azonos méretii részt
meg tudjunk egymastadl kiilénbdéztetni.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

D(Kayj,a0paj,) = Min {p : (5,) > ji minden i- re.

Bizonyitas

Mivel egy fliggetlen részben csak két pont cseréje egy
automorfizmus, igy minden részben a csucsokat paronként mas
szindre kell szinezni.

Tovabba elegend6 szin kell ahhoz, hogy két azonos méretii részt
meg tudjunk egymastadl kiilénbdéztetni.

Ehhez (D(af)) > ji szlikséges mindegyik indexre.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

D(Kayj,a0paj,) = Min {p : (5,) > ji minden i- re.

Bizonyitas

Mivel egy fliggetlen részben csak két pont cseréje egy
automorfizmus, igy minden részben a csucsokat paronként mas
szindre kell szinezni.

Tovabba elegend6 szin kell ahhoz, hogy két azonos méretii részt
meg tudjunk egymastadl kiilénbdéztetni.

Ehhez (Dgf)) > ji sziikséges mindegyik indexre.
Elegendb is annyi szin, hogy az egyenlétlenség minden indexre
teljesdiljén.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

A fak esete

Definicio

Egy T fagraf kbzepének nevezziik azon csucsok altal feszitett
részgrafot, amelyektdl a legtavolabbi cstics minimalis tavolsagra
van.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

A fak esete

Definicio
Egy T fagraf kbzepének nevezziik azon csucsok altal feszitett
részgrafot, amelyektdl a legtavolabbi cstics minimalis tavolsagra

van.
A centrum vagy egyetlen pont, vagy két ésszekétott pont.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A megkiildnboztetd kromatikus szam

A fak esete

Definicio

Egy T fagraf kbzepének nevezziik azon csucsok altal feszitett
részgrafot, amelyektdl a legtavolabbi cstics minimalis tavolsagra
van.

A centrum vagy egyetlen pont, vagy két ésszekétott pont.

Tétel

Ha a T fanak t6bb cstcsa, akkor yp(T) = 2 pontosan azon fakra
all amelyeknek csak a trivialis automorfizmusa van, vagy a kézepe
egyetlen élbél éll és az egyetlen nem trividlis automorfizmusa
megcseréli az él két végpontjat.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

(=) Nyilvan xp(T) legalabb 2.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
(=) Nyilvan yp(T) legalabb 2.
Meg kell adni egy jé 2-megkiildénbbztetd szinezést. Csak a

valtakozo szinezés jo, azonban ez jo is ha csak trivialis
automorfizmusa van.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
(=) Nyilvan yp(T) legalabb 2.

Meg kell adni egy jé 2-megkiildénbbztetd szinezést. Csak a
valtakozo szinezés jo, azonban ez jo is ha csak trivialis
automorfizmusa van.

Ha az {x, y} él a kbzepe, akkor csak az x-t és y-t megcserélé
egyetlen nem trividlis automorfizmusa van a fanak. De x és y szine
kiilénbdzb, mert szomszédosak, igy ez nem 6rzi meg a szint.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
(=) Nyilvan yp(T) legalabb 2.
Meg kell adni egy jé 2-megkiildénbbztetd szinezést. Csak a

valtakozo szinezés jo, azonban ez jo is ha csak trivialis
automorfizmusa van.

Ha az {x, y} él a kbzepe, akkor csak az x-t és y-t megcserélé
egyetlen nem trividlis automorfizmusa van a fanak. De x és y szine
kiilénbdzb, mert szomszédosak, igy ez nem 6rzi meg a szint.

Ebbdl kbvetkezik, hogy ez a szinezés jo-2 megklilénbéztetd
szinezés.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

(&) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
(<) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.

Két esetet kiilbnbéztetliink meg aszerint, hogy a centrum egy
csucs, vagy egy él.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
(<) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.

Két esetet kiilbnbéztetliink meg aszerint, hogy a centrum egy
csucs, vagy egy él.

1. AT kézepe a v csucs. Tekintsiink egy j6 2-megklilbnboztetd
szinezését a fanak, v kapja a piros szint.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
(<) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.

Két esetet kiilbnbéztetliink meg aszerint, hogy a centrum egy
csucs, vagy egy él.

1. AT kézepe a v csucs. Tekintsiink egy j6 2-megklilbnboztetd
szinezését a fanak, v kapja a piros szint.

Nyilvan v-t6l paros tavolsagra piros, paratlan tavolsagra kék a
csucsok szine.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas

(&) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.

Két esetet kiilbnbéztetliink meg aszerint, hogy a centrum egy
csucs, vagy egy él.

1. AT kézepe a v csucs. Tekintsiink egy j6 2-megklilbnboztetd
szinezését a fanak, v kapja a piros szint.

Nyilvan v-t6l paros tavolsagra piros, paratlan tavolsagra kék a
csucsok szine.

Minden automorfizmusra a v fix marad, hiszen a tavolsagoknak is
meg kell maradni és az egyetlen centrum.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas

(&) Tegyiik fel, hogy xp(T) = 2.

Két esetet kiilbnbéztetliink meg aszerint, hogy a centrum egy
csucs, vagy egy él.

1. AT kézepe a v csucs. Tekintsiink egy j6 2-megklilbnboztetd
szinezését a fanak, v kapja a piros szint.

Nyilvan v-t6l paros tavolsagra piros, paratlan tavolsagra kék a
csucsok szine.

Minden automorfizmusra a v fix marad, hiszen a tavolsagoknak is
meg kell maradni és az egyetlen centrum.

Valamint a 2-szinezésnek is meg kell maradni. Ezért nem lehet
mas csak a trivialis automorfizmus.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

2. AT kézepe egy {x, y} él.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas

2. AT kézepe egy {x, y} él.

Képzeljik el a T = T,U{x,y}UT, felbontast, ahol az x és y is eleme
a két lelogo részfanak, az él elvagasaval kapott két komponensnek.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas

2. AT kézepe egy {x, y} él.

Képzeljik el a T = T,U{x,y}UT, felbontast, ahol az x és y is eleme
a két lelogo részfanak, az él elvagasaval kapott két komponensnek.

Tekints(ik a létez6 j6 2-megklilbnbdztetd szinezését G-nek! Legyen
X piros, y kék. Ha T-nek csak a trivialis automorfizmusa van, akkor
készen vagyunk.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas

2. AT kézepe egy {x, y} él.

Képzeljik el a T = T,U{x,y}UT, felbontast, ahol az x és y is eleme
a két lelogo részfanak, az él elvagasaval kapott két komponensnek.

Tekints(ik a létez6 j6 2-megklilbnbdztetd szinezését G-nek! Legyen
X piros, y kék. Ha T-nek csak a trivialis automorfizmusa van, akkor
készen vagyunk.

Legyen h egy valodi automorfizmusa T-nek. Akkor az x és y vagy fix
marad, vagy egymassal cserélédik. Ha az x és az y is fix, akkor a
Tx is és a T, is meg6rzi minden szinét, mert a tavolsag meg kell,
hogy maradjon és igy a szin is.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas

2. AT kézepe egy {x, y} él.

Képzeljik el a T = T,U{x,y}UT, felbontast, ahol az x és y is eleme
a két lelogo részfanak, az él elvagasaval kapott két komponensnek.

Tekints(ik a létez6 j6 2-megklilbnbdztetd szinezését G-nek! Legyen
X piros, y kék. Ha T-nek csak a trivialis automorfizmusa van, akkor
készen vagyunk.

Legyen h egy valodi automorfizmusa T-nek. Akkor az x és y vagy fix
marad, vagy egymassal cserélédik. Ha az x és az y is fix, akkor a
Tx is és a T, is meg6rzi minden szinét, mert a tavolsag meg kell,
hogy maradjon és igy a szin is.

Mivel xp(T) = 2, igy a h mégsem lehet valddi.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Bizonyitas
2. AT kézepe egy {x, y} él.

Képzeljik el a T = T,U{x,y}UT, felbontast, ahol az x és y is eleme
a két lelogo részfanak, az él elvagasaval kapott két komponensnek.

Tekints(ik a létez6 j6 2-megklilbnbdztetd szinezését G-nek! Legyen
X piros, y kék. Ha T-nek csak a trivialis automorfizmusa van, akkor
készen vagyunk.

Legyen h egy valodi automorfizmusa T-nek. Akkor az x és y vagy fix
marad, vagy egymassal cserélédik. Ha az x és az y is fix, akkor a
Tx is és a T, is meg6rzi minden szinét, mert a tavolsag meg kell,
hogy maradjon és igy a szin is.

Mivel xp(T) = 2, igy a h mégsem lehet valddi.

Az x és y-t felcserél6 esetet nem targyaljuk.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Gyokeres fa

Definicio

A G grafban z egy Kkitlintetett csucs, a gyokér. G, z egy gybkeres
graf, A G csucsainak egy cimkézését r-megklilénbéztetének
mondjuk, ha nincs olyan automorfizmusa amely a cimkéket
megbrzi és a gydkeret fixen tartja. A megklilénbézteté kromatikus
szama a G, z gy6keres grafnak xp(G, z) az a minimalis r, amelyre
van a G, z-nek j6 r-megkiilénbéztetd szinezése.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Gyokeres fa

Definicio

A G grafban z egy Kkitlintetett csucs, a gyokér. G, z egy gybkeres
graf, A G csucsainak egy cimkézését r-megklilénbéztetének
mondjuk, ha nincs olyan automorfizmusa amely a cimkéket
megbrzi és a gydkeret fixen tartja. A megklilénbézteté kromatikus
szama a G, z gy6keres grafnak xp(G, z) az a minimalis r, amelyre
van a G, z-nek j6 r-megkiilénbéztetd szinezése.

Definicio

Jelblje egynél nagyobb k-ra Ty, az olyan gybkeres fat, amelyre
mindegyik levél éppen h tdvolsagra van a gyokértél és minden
nem levél csucs foka k.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Mike Albertson és Karen Collins tételei, 1999.

Brooks tétele a kromatikus szam és a maximalis fok koz6tti mély
kapcsolatrol szél.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Mike Albertson és Karen Collins tételei, 1999.

Brooks tétele a kromatikus szam és a maximalis fok koz6tti mély
kapcsolatrol szél.

A megkulénbdztetd kromatikus szammal kapcsolatban analdg
allitast mondhatunk.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Mike Albertson és Karen Collins tételei, 1999.

Brooks tétele a kromatikus szam és a maximalis fok koz6tti mély
kapcsolatrol szél.

A megkulénbdztetd kromatikus szammal kapcsolatban analdg
allitast mondhatunk.

AT faraxp(T) < A(T) + 1 mindig teljestl. Egyenléség pontosan
akkor all fenn, ha T = Ta p valamely nemnegativ h-ra.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Mike Albertson és Karen Collins tételei, 1999.

Brooks tétele a kromatikus szam és a maximalis fok koz6tti mély
kapcsolatrol szél.

A megkulénbdztetd kromatikus szammal kapcsolatban analdg
allitast mondhatunk.
Tétel

AT faraxp(T) < A(T) + 1 mindig teljestl. Egyenléség pontosan
akkor all fenn, ha T = Ta p valamely nemnegativ h-ra.

Tétel

AT fara D(T) < A(T) mindig teljestl. Egyenl6ség pontosan akkor
all fenn, ha T = Ta » valamely nemnegativ h-ra.
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A megkilonboztetd kromatikus szam

A G éssszefliggb grafra D(G) < A(G) + 1. Egyenl6ség pontosan
akkor all fenn, ha G = Ka(g)+1, Ka(a).a(a) vagy Cs.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A megkilonboztetd kromatikus szam

A G éssszefliggb grafra D(G) < A(G) + 1. Egyenl6ség pontosan
akkor all fenn, ha G = Ka(g)+1, Ka(a).a(a) vagy Cs.

A G 0Ossszefligg6 grafra xyp(G) < 2A(G). Egyenléség pontosan
akkor all fenn, ha G = Ka(g).a(G) vagy Ce.
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A megkiildnboztetd kromatikus szam

Nincs olyan G 6sszefliggd gréaf, amelyre yp(G) = 2A(G) — 1.
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A megkilonboztetd kromatikus szam

Nincs olyan G 6sszefliggd gréaf, amelyre yp(G) = 2A(G) — 1.

Legyen G legalabb 5 derékbdségli 6sszefiiggd graf. Ekkor
xp(G) < A(G) +1.
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Tartalomjegyzék:

@ Kneser sejtése

@ Nagy kromatikus szam, révid paratlan kérok nélkiil.
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Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
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Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.
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Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.
Jeldlie N = [n] = {1,--- , n} az alaphalmazt.
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Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.

Jeldlie N = [n] = {1,--- , n} az alaphalmazt.

Jeldlje ([Z]) az N dsszes k elemii részhalmazanak halmazat.
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Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.

Jeldlie N = [n] = {1,--- , n} az alaphalmazt.

Jeldlje ([Z]) az N dsszes k elemii részhalmazanak halmazat.
Definidljuk a KGp x grafot, amelynek a csucshalmaza ([Z]), és két
elemet pontosan akkor kot 6ssze egy él, ha diszjunktak.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.

Jeldlie N = [n] = {1,--- , n} az alaphalmazt.

Jeldlje ([Z]) az N dsszes k elemii részhalmazanak halmazat.

Definidljuk a KGp x grafot, amelynek a csucshalmaza ([Z]), és két
elemet pontosan akkor két 6ssze egy él, ha diszjunktak.
Vajon mennyi xy(KGnk) ?
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Kneser sejtése

Kneser grafok

Martin Kneser 1955-ben definialta a kbvetkez6 grafcsaladot.
Legyen k < n két természetes szam.

Jeldlie N = [n] = {1,--- , n} az alaphalmazt.

Jeldlje ([Z]) az N dsszes k elemii részhalmazanak halmazat.
Definidljuk a KGp x grafot, amelynek a csucshalmaza ([Z]), és két
elemet pontosan akkor kot 6ssze egy él, ha diszjunktak.

Vajon mennyi xy(KGnk) ?

@ KGp1 az n csucsu teljes graf, y(Kn) = n.
@ Han < 2k, y(KGnx) = 1, hiszen egyetlen éle sincs.

@ y(KGak k) = 2, hiszen mindegyik k elem{ halmaz csak a
komplementerével van 6sszekbtve,az élek egy parositast
adnak.
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Kneser sejtése

A Petersen graf egy Kneser graf
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Kneser sejtése

KGs» az elsd érdekes gréaf, ez éppen a Petersen graf, amely
szamos esetben, mint ellenpélda bukkan fel. Az abran lathaté,
hogy a cslcsokat hogyan lehet a kételem(i részhalmazokkal
megfeleltetni.
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Kneser sejtése

KGs» az elsd érdekes gréaf, ez éppen a Petersen graf, amely
szamos esetben, mint ellenpélda bukkan fel. Az abran lathaté,
hogy a cslcsokat hogyan lehet a kételem(i részhalmazokkal
megfeleltetni.

x(KGs2) =3
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Kneser sejtése

KGs» az elsd érdekes gréaf, ez éppen a Petersen graf, amely
szamos esetben, mint ellenpélda bukkan fel. Az abran lathaté,
hogy a cslcsokat hogyan lehet a kételem(i részhalmazokkal
megfeleltetni.

x(KGs2) =3

@ KGpx csucsainak szama: (Z)
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Kneser sejtése

KGs» az elsd érdekes gréaf, ez éppen a Petersen graf, amely
szamos esetben, mint ellenpélda bukkan fel. Az abran lathaté,
hogy a cslcsokat hogyan lehet a kételem(i részhalmazokkal
megfeleltetni.

x(KGs2) =3
@ KGpx csucsainak szama: (Z)

ny/n—-k
o KGny éleinek szama: W),
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Kneser sejtése

KGs» az elsd érdekes gréaf, ez éppen a Petersen graf, amely
szamos esetben, mint ellenpélda bukkan fel. Az abran lathaté,
hogy a cslcsokat hogyan lehet a kételem(i részhalmazokkal
megfeleltetni.

x(KGs2) =3
@ KGpx csucsainak szama: (Z)
21 ai co o (DO
@ KGp €leinek szama: ~—"=.

@ A szimmetria -csucstranzitiv, éltranzitiv - miatt regularis,
minden pont foka (”;k).
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Kneser sejtése

Alapfogalmak.

@ A G(VE) és G'(V',E’) grafok izomorfak, ha létezik V és V’
kézott egy f éltartd bijekcid, melyre
{u,vi € E © {f(u),f(v)} e E'.

B ——
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Kneser sejtése

Alapfogalmak.

@ A G(VE) és G'(V',E’) grafok izomorfak, ha létezik V és V’
kézott egy f éltartd bijekcid, melyre
{u,vi € E © {f(u),f(v)} e E'.

@ A G(V,E) graf automorfizmusa a csucsainak egy olyan o
permutacioja amely éltarto, vagyis
{u,v} € E & {o(u),o(v)} € E. Tehat egy automorfizmus egy
izomorfizmus énmagaval.

B ——
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Kneser sejtése

Alapfogalmak.

@ A G(VE) és G'(V',E’) grafok izomorfak, ha létezik V és V’
kézott egy f éltartd bijekcid, melyre
{u,vi € E © {f(u),f(v)} e E'.

@ A G(V,E) graf automorfizmusa a csucsainak egy olyan o
permutacioja amely éltarto, vagyis
{u,v} € E & {o(u),o(v)} € E. Tehat egy automorfizmus egy
izomorfizmus énmagaval.

Mivel az izomorfizmus ekvivalenciarelacio, igy az egymassal
izomorf grafok egy osztalyba kertilnek. Az azonos osztalyba
ker(l6 grafokra szoktuk mondani, hogy lényegében nem
kalénbdznek, a szerkezetiik egyforma, a grafparamétereik
megegyeznek.
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Kneser sejtése

Izomorfak?

Megszamolni bizonyos tulajdonsaggal rendelkez6 szamozott
csucsu grafokat mas feladat, mint megszamolni a Iényegében
kil6nb6z6 grafokat, amelyek rendelkeznek az adott
tulajdonsaggal.
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Kneser sejtése

Izomorfak?

Megszamolni bizonyos tulajdonsaggal rendelkez6 szamozott
csucsu grafokat mas feladat, mint megszamolni a Iényegében
kil6nb6z6 grafokat, amelyek rendelkeznek az adott
tulajdonsaggal.

Az az egyszerl (?) dontési probléma, vajon a G és G’ grafok
izomorfak-e az NP osztalyban van, hiszen gyorsan ellendrizhetd
egy hozzarendelésrél, hogy éltart6-e.
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Kneser sejtése

Izomorfak?

Megszamolni bizonyos tulajdonsaggal rendelkez6 szamozott
csucsu grafokat mas feladat, mint megszamolni a Iényegében
kil6nb6z6 grafokat, amelyek rendelkeznek az adott
tulajdonsaggal.

Az az egyszerl (?) dontési probléma, vajon a G és G’ grafok
izomorfak-e az NP osztalyban van, hiszen gyorsan ellendrizhetd
egy hozzarendelésrél, hogy éltart6-e.

Azonban nem vilagos, hogy P-ben van-e!
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Kneser sejtése

Izomorfak?

Megszamolni bizonyos tulajdonsaggal rendelkez6 szamozott
csucsu grafokat mas feladat, mint megszamolni a Iényegében
kil6nb6z6 grafokat, amelyek rendelkeznek az adott
tulajdonsaggal.

Az az egyszerl (?) dontési probléma, vajon a G és G’ grafok
izomorfak-e az NP osztalyban van, hiszen gyorsan ellendrizhetd
egy hozzarendelésrél, hogy éltart6-e.

Azonban nem vilagos, hogy P-ben van-e!

Az &ltalanosabb részgraf izomorfizmus probléma azt kérdezi:
Ha G és H két gréf, vajon létezik-e G-nek olyan részgréafja, amely
izomorf H-val?
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Kneser sejtése

Izomorfak?

Megszamolni bizonyos tulajdonsaggal rendelkez6 szamozott
csucsu grafokat mas feladat, mint megszamolni a Iényegében
kil6nb6z6 grafokat, amelyek rendelkeznek az adott
tulajdonsaggal.

Az az egyszerl (?) dontési probléma, vajon a G és G’ grafok
izomorfak-e az NP osztalyban van, hiszen gyorsan ellendrizhetd
egy hozzarendelésrél, hogy éltart6-e.

Azonban nem vilagos, hogy P-ben van-e!

Az &ltalanosabb részgraf izomorfizmus probléma azt kérdezi:
Ha G és H két gréf, vajon létezik-e G-nek olyan részgréafja, amely
izomorf H-val?

Ez a probléma NP-teljes, hiszen ha H = C,, és G n csucsU, akkor
annak eldéntésérél van sz6, vajon létezik-e G-ben Hamilton-kor?
Ez 6nmagaban NP-teljes probléma.
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Kneser sejtése

Ha G és H két graf, vajon létezik-e G-nek olyan feszitett részgrafja,
amely izomorf H-val?
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Kneser sejtése

Ha G és H két graf, vajon létezik-e G-nek olyan feszitett részgrafja,
amely izomorf H-val?

Hasonldan a részgraf izomorfizmus problémahoz ez is NP-teljes,
hiszen ha H Ures graf, akkor az a kérdés, vajon van-e G-ben adott
méretl stabil részgraf? Ennek elddntése NP-teljes.
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Kneser sejtése

Ha G és H két graf, vajon létezik-e G-nek olyan feszitett részgrafja,
amely izomorf H-val?

Hasonldan a részgraf izomorfizmus problémahoz ez is NP-teljes,
hiszen ha H Ures graf, akkor az a kérdés, vajon van-e G-ben adott
méretl stabil részgraf? Ennek elddntése NP-teljes.

Definicio
@ G csucstranzitiv graf, ha barmely u,v € V(G) cslcsparra
létezik olyan f : V(G) — V(G) automorfizmus, amelyre
flu) =v.
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Kneser sejtése

Ha G és H két graf, vajon létezik-e G-nek olyan feszitett részgrafja,
amely izomorf H-val?
Hasonléan a részgraf izomorfizmus probléméhoz ez is NP-teljes,
hiszen ha H Ures graf, akkor az a kérdés, vajon van-e G-ben adott
meretl stabil részgraf? Ennek eldontése NP-teljes.
Definicio
@ G csUcstranzitiv graf, ha barmely u,v € V(G) cslcsparra
létezik olyan f : V(G) — V(G) automorfizmus, amelyre
f(u) = v.
@ G éltranzitiv graf, ha barmely {uy, v1}, {ug, vo} € E(G) élparra
létezik olyan f : V(G) — V(G) automorfizmus, amelyre
f(u1) = u2 és f(v1) = vo, vagy f(ur) = vo és f(v1) = uo.
Masképpen, létezik barmely két élre olyan automorfizmus,
ami az egyiket a masikba viszi.
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.

Mit mondhatunk a KG, x grafokrél?
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.

Mit mondhatunk a KG, x grafokrél?

KGp, k ponttranzitiv, éltranzitiv, erésen regularis?
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.

Mit mondhatunk a KG, x grafokrél?
KGp, k ponttranzitiv, éltranzitiv, erésen regularis?

Mekkora a KGj, x derékbbsége?
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.

Mit mondhatunk a KG, x grafokrél?
KGp, k ponttranzitiv, éltranzitiv, erésen regularis?
Mekkora a KGj, x derékbbsége?

Mekkora a leghosszabb kér KGj, k-ban?
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.

Mit mondhatunk a KG, x grafokrél?

KGp, k ponttranzitiv, éltranzitiv, erésen regularis?
Mekkora a KGj, x derékbbsége?

Mekkora a leghosszabb kér KGj, k-ban?
w(KGpk) =7
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Kneser sejtése

Definici6

@ Az n csucsdu, regularis G grafban minden pont foka k. G
erdsen regularis, ha léteznek p, q egészek, melyekre igaz,
hogy G-ben barmely két szomszédos u, v cstcsra a k6zds
szomszédaik szama p, mig két nem szomszédos u, v csucsra
a kbzés szomszédaik szama q.

Mit mondhatunk a KG, x grafokrél?

KGp, k ponttranzitiv, éltranzitiv, erésen regularis?
Mekkora a KGj, x derékbbsége?

Mekkora a leghosszabb kér KGj, k-ban?
w(KGpk) =7

a(KGnk) =7
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Kneser sejtése

A Kneser-sejtés

Sejtés (Martin Kneser, 1955)

Az éllitas elegans, egy két paraméterrel meghatarozott szép,
szimmetriakkal rendelkez6 graf kromatikus szamat éllitja,
egységesen, kivételek nélkul.
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Kneser sejtése

A Kneser-sejtés

Sejtés (Martin Kneser, 1955)

Az éllitas elegans, egy két paraméterrel meghatarozott szép,
szimmetriakkal rendelkez6 graf kromatikus szamat éllitja,
egységesen, kivételek nélkul.

Az allités igaz, Lovasz Laszl6 bizonyitotta be. 1977. marcius 4-én
kapta meg a kéziratot a Journal of Combinatorial Theory, Series A
folyéirat szerkesztosége. A cikk a 25. kotetben jelent meg, 1978-ban.
Ezekben az években Lovasz Laszl6 Szegeden, a Jozsef Attila
Tudoméanyegyetem Bolyai Intézetének Geometria tanszékét vezette. A
bizonyitas a topolégia bizonyos eszkdzeit is hasznalta.
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Kneser sejtése

A Kneser-sejtés

Sejtés (Martin Kneser, 1955)

Az éllitas elegans, egy két paraméterrel meghatarozott szép,
szimmetriakkal rendelkez6 graf kromatikus szamat éllitja,
egységesen, kivételek nélkul.

Az allités igaz, Lovasz Laszl6 bizonyitotta be. 1977. marcius 4-én
kapta meg a kéziratot a Journal of Combinatorial Theory, Series A
folyéirat szerkesztosége. A cikk a 25. kotetben jelent meg, 1978-ban.
Ezekben az években Lovasz Laszl6 Szegeden, a Jozsef Attila
Tudoméanyegyetem Bolyai Intézetének Geometria tanszékét vezette. A
bizonyitas a topoldgia bizonyos eszkdzeit is hasznalta.

A kombinatorikus topoldgia egyik legelsé nagy eredménye, a témakor
fejlddését megalapozé gondolatokat tartalmaz.
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Kneser sejtése

Tétel (Lovasz Laszlo,

¥(KGrs) =r—2s+2
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Kneser sejtése

Tétel (Lovasz Laszl6, 1978)

¥(KGrs) =r—2s+2

Természetesen feltehetjik, hogy r > 2s. Alkalmazzuk az r = 2n + k és
s = njelblést.

Az atfogalmazott allitassal:

X(KG2nikn) =k +2
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Kneser sejtése

Tétel (Lovasz Laszl6, 1978)

¥(KGrs) =r—2s+2

Természetesen feltehetjik, hogy r > 2s. Alkalmazzuk az r = 2n + k és
s = njelblést.

Az atfogalmazott allitassal:

X(KG2n+k,n) =k+2

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor valamelyik
osztalyba kerdl két diszjunkt n-es.
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Kneser sejtése

Tétel (Lovasz Laszl6, 1978)
xX(KGrs)=r—-2s+2

Természetesen feltehetjik, hogy r > 2s. Alkalmazzuk az r = 2n + k és
s = njelblést.

Az atfogalmazott allitassal:

X(KG2nikn) =k +2

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor valamelyik
osztalyba kerdl két diszjunkt n-es.

(k+2) osztalyba kdnny(l szétosztani 6ket! Tegylk a K; osztalyba azon
n-eseket, amelyeknek a legkisebb eleme i, i =1,--- ,k + 2. Ekkor a
Ki, -+ ,Kky1 ésa Kiypo U --- U Kikintt az n-esek egy megfeleld
particiéja lesz (k+2) osztalyba.

Barmely osztalyba esd két n-es metszd.
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Kneser sejtése

Tétel (Lovasz Laszl6, 1978)

¥(KGrs) =r—2s+2

Természetesen feltehetjik, hogy r > 2s. Alkalmazzuk az r = 2n + k és
s = njelblést.

Az atfogalmazott allitassal:

X(KG2nikn) =k +2

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor valamelyik
osztalyba kerdl két diszjunkt n-es.

(k+2) osztalyba kdnny(l szétosztani 6ket! Tegylk a K; osztalyba azon
n-eseket, amelyeknek a legkisebb eleme i, i =1,--- ,k + 2. Ekkor a
Ki, -+ ,Kky1 ésa Kiypo U --- U Kikintt az n-esek egy megfeleld
particiéja lesz (k+2) osztalyba.

Barmely osztalyba esd két n-es metszd.

A tétel tehat éppen a Kneser-sejtést allitja.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

DeBruijn-Erdos tétele

A Kneser-grafok egy tulajdonséga, hogy nincs (% + 1)-nél rovidebb
paratlan korik.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

DeBruijn-Erdos tétele

A Kneser-grafok egy tulajdonséga, hogy nincs (% + 1)-nél rovidebb
paratlan korik.

Emiatt a grafcsalad is példa haromszégmentes, magas kromatikus
szamu grafokra.

Erdés Pal és Hajnal Andras 1966 és 1967-ben vizsgélta a
Borsuk-grafokat.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

DeBruijn-Erdos tétele

A Kneser-grafok egy tulajdonséga, hogy nincs (% + 1)-nél rovidebb
paratlan korik.

Emiatt a grafcsalad is példa haromszégmentes, magas kromatikus
szamu grafokra.

Erdés Pal és Hajnal Andras 1966 és 1967-ben vizsgélta a
Borsuk-grafokat.

Vegyik az Sk-t, a k dimenziés egységgdmb feliiletét. Legyen € > 0
egy kis szam.

Legyenek a B cstcsai az SK pontjai.

Legyen két pont (csucs) éllel 6sszekdtve, ha tavolsaguk legalabb 2 — e.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

DeBruijn-Erdos tétele

A Kneser-grafok egy tulajdonséga, hogy nincs (% + 1)-nél rovidebb
paratlan korik.

Emiatt a grafcsalad is példa haromszégmentes, magas kromatikus
szamu grafokra.

Erdés Pal és Hajnal Andras 1966 és 1967-ben vizsgélta a
Borsuk-grafokat.

Vegyik az Sk-t, a k dimenziés egységgdmb feliiletét. Legyen € > 0
egy kis szam.

Legyenek a B cstcsai az SK pontjai.

Legyen két pont (csucs) éllel 6sszekdtve, ha tavolsaguk legalabb 2 — e.
Ez a graf, ha pici az e nem tartalmaz révid paratlan kért! Ebben a
tulajdonsagban hasonlit a Kneser grafokra.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

DeBruijn-Erdos tétele

A Kneser-grafok egy tulajdonséga, hogy nincs (% + 1)-nél rovidebb
paratlan korik.

Emiatt a grafcsalad is példa haromszégmentes, magas kromatikus
szamu grafokra.

Erdés Pal és Hajnal Andras 1966 és 1967-ben vizsgélta a
Borsuk-grafokat.

Vegyik az Sk-t, a k dimenziés egységgdmb feliiletét. Legyen € > 0
egy kis szam.

Legyenek a B cslcsai az S pontjai.

Legyen két pont (csucs) éllel 6sszekdtve, ha tavolsaguk legalabb 2 — e.
Ez a graf, ha pici az e nem tartalmaz révid paratlan kért! Ebben a
tulajdonsagban hasonlit a Kneser grafokra.

Jegyezziik itt meg, hogy By végtelen graf! Azonban igaz a kovetkez6
tétel!
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Tétel (DeBruijn-Erdds, 1951)

Ha a G végtelen graf csucsai nem szinezhet6k ki k szinnel, akkor
létezik olyan véges G’ részgrafja G-nek, amely szintén nem
szinezhetb6 ki k szinnel.

Tétel

Borsuk tétele Ha Sk = Fy U --- U Fx,4, ahol az Fy,--- , Fx41 az Sk
zart részhalmazai, akkor valamelyik F; biztosan tartalmaz két
atellenes pontot.

| A
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Tétel (DeBruijn-Erdds, 1951)

Ha a G végtelen graf csucsai nem szinezhet6k ki k szinnel, akkor
létezik olyan véges G’ részgrafja G-nek, amely szintén nem
szinezhetb6 ki k szinnel.

Tétel

Borsuk tétele Ha Sk = Fy U --- U Fx,4, ahol az Fy,--- , Fx41 az Sk
zart részhalmazai, akkor valamelyik F; biztosan tartalmaz két
atellenes pontot.

| A

Borsuk tétele ekvivalens azzal, hogy a By Borsuk graf kromatikus
szama (k+2).
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Tétel (DeBruijn-Erdds, 1951)

Ha a G végtelen graf csucsai nem szinezhet6k ki k szinnel, akkor
létezik olyan véges G’ részgrafja G-nek, amely szintén nem
szinezhetb6 ki k szinnel.

| A

Tétel

Borsuk tétele Ha Sk = Fy U --- U Fx,4, ahol az Fy,--- , Fx41 az Sk
zart részhalmazai, akkor valamelyik F; biztosan tartalmaz két
atellenes pontot.

Borsuk tétele ekvivalens azzal, hogy a By Borsuk graf kromatikus
szama (k+2).

Erdds, Hajnal, Simonovits és Lovasz 6tletét felhasznalva Barany
Imre topolégia nélkll igazolta Lovasz tételét.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor
valamelyik osztalyba keriil két diszjunkt n-es.

Legyen H(a) = {x € Sk : (a,x) > 0}, ahol az a az egységgdmb egy
tetszdleges pontjaba mutat.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor
valamelyik osztalyba keriil két diszjunkt n-es.

Legyen H(a) = {x € Sk : (a,x) > 0}, ahol az a az egységgdmb egy

tetszdleges pontjaba mutat.
A Borsuk tételen kivil sziikség volt még egy tovabbi erfs allitasra is.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor
valamelyik osztalyba keriil két diszjunkt n-es.

Legyen H(a) = {x € Sk : (a,x) > 0}, ahol az a az egységgdmb egy

tetszdleges pontjaba mutat.
A Borsuk tételen kivil sziikség volt még egy tovabbi erfs allitasra is.

Gale tétele Ha n és k nemnegativ egészek, akkor van egy V c Sk
ponthalmaz, amelynek (2n + k) eleme van és |[H(a) n V| > n teljesil
minden a € S¥-ra.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor
valamelyik osztalyba keriil két diszjunkt n-es.

Legyen H(a) = {x € Sk : (a,x) > 0}, ahol az a az egységgdmb egy
tetszdleges pontjaba mutat.
A Borsuk tételen kivil sziikség volt még egy tovabbi erfs allitasra is.

Gale tétele Ha n és k nemnegativ egészek, akkor van egy V c Sk
ponthalmaz, amelynek (2n + k) eleme van és |[H(a) n V| > n teljesil
minden a € S¥-ra.

Fent Borsuk tétele az eredeti megfogalmazéasban szerepel, vagyis
minden halmaz zart. Barany cikkében a kdvetkez6 valtozatot
hasznalja, amely kijén az eredeti tételbdl.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Ha (2n+k) elem n-eseit (k+1) osztalyba particionaljuk, akkor
valamelyik osztalyba keriil két diszjunkt n-es.

Legyen H(a) = {x € Sk : (a,x) > 0}, ahol az a az egységgdmb egy
tetszdleges pontjaba mutat.
A Borsuk tételen kivil sziikség volt még egy tovabbi erfs allitasra is.

Gale tétele Ha n és k nemnegativ egészek, akkor van egy V c Sk
ponthalmaz, amelynek (2n + k) eleme van és |[H(a) n V| > n teljesil
minden a € S¥-ra.

Fent Borsuk tétele az eredeti megfogalmazéasban szerepel, vagyis
minden halmaz zart. Barany cikkében a kdvetkez6 valtozatot
hasznalja, amely kijén az eredeti tételbdl.

Borsuk tételének valtozata
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Barany Imre bizonyitasa

Tétel

Ha SK = F{ U---U Fx 41, ahol az Fy, - - - , Fx11 az S¥ nyitott
részhalmazai, akkor valamelyik F; biztosan tartalmaz két atellenes
pontot.

Bizonyitas (Barany, 1978)
A Gale tételben szerepl6 V ponthalmazt tekintsiik a (2n+k)
csucsnak.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Barany Imre bizonyitasa

Tétel

Ha SK = F{ U---U Fx 41, ahol az Fy, - - - , Fx11 az S¥ nyitott
részhalmazai, akkor valamelyik F; biztosan tartalmaz két atellenes
pontot.

Bizonyitas (Barany, 1978)

A Gale tételben szerepl6 V ponthalmazt tekintsiik a (2n+k)
cstcsnak. Tegylk fel, hogy az n-eseit (k+1) részre particionaltuk,
vagyis (k+1) szinnel szineztlik az n-eseket.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Barany Imre bizonyitasa

Tétel

Ha SK = F{ U---U Fx 41, ahol az Fy, - - - , Fx11 az S¥ nyitott
részhalmazai, akkor valamelyik F; biztosan tartalmaz két atellenes
pontot.

Bizonyitas (Barany, 1978)

A Gale tételben szerepl6 V ponthalmazt tekintsiik a (2n+k)
cstcsnak. Tegylk fel, hogy az n-eseit (k+1) részre particionaltuk,
vagyis (k+1) szinnel szineztlik az n-eseket.

Ez a szinezés meghatérozza az S egy (k+1) szinezését a
kévetkezé médon:Ha a € S¥, akkor az a pont megkapja mindegyik
n-es szinét, amely benne van a H(a) n V-ben.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

(folyt.) Gale tétele szerint minden a € S pont kap legalabb egy
szint.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Bizonyitas

(folyt.) Gale tétele szerint minden a € S pont kap legalabb egy
szint.

Megmutathaté, hogy az azonos szinii pontok az S¥ nyilt
részhalmazat hatarozzak meg.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Bizonyitas

(folyt.) Gale tétele szerint minden a € S pont kap legalabb egy
szint.

Megmutathaté, hogy az azonos szinii pontok az S¥ nyilt
részhalmazat hatarozzak meg.

Alkalmazva Borsuk tételének nyilt valtozatat létezik olyan a pontja
a gémbfeliiletnek, melynek atellenes pontja, —a is ugyanolyan
szind.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Bizonyitas

(folyt.) Gale tétele szerint minden a € S pont kap legalabb egy
szint.

Megmutathaté, hogy az azonos szinii pontok az S¥ nyilt
részhalmazat hatarozzak meg.

Alkalmazva Borsuk tételének nyilt valtozatat létezik olyan a pontja
a gémbfeliiletnek, melynek atellenes pontja, —a is ugyanolyan
szindl.

Az a a szinét egy H(a) N V-beli n-estél kapta, mig a —a pedig a
H(-a) N V egyik n-esétdl.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Bizonyitas

(folyt.) Gale tétele szerint minden a € S pont kap legalabb egy
szint.

Megmutathaté, hogy az azonos szinii pontok az S¥ nyilt
részhalmazat hatarozzak meg.

Alkalmazva Borsuk tételének nyilt valtozatat létezik olyan a pontja
a gémbfeliiletnek, melynek atellenes pontja, —a is ugyanolyan
szindl.

Az a a szinét egy H(a) N V-beli n-estél kapta, mig a —a pedig a
H(-a) N V egyik n-esétdl.

A halmazok diszjunktak, azonos szint kapott tehat két diszjunkt
n-es.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver-grafok

Definicié

Egy S € ([Z]) részhalmazt stabilnak mondunk, ha nem tartalmaz
két szomszédos elemet modulo n, vagyis ha i € S, akkor
(i+1)¢ S, valaminthan € S, akkor1 ¢ S.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver-grafok

Definicio

Egy S € ([Z]) részhalmazt stabilnak mondunk, ha nem tartalmaz
két szomszédos elemet modulo n, vagyis ha i € S, akkor
(i+1)¢ S, valaminthan € S, akkor1 ¢ S.

Jeldlje (([Z]))stab az alaphalmaz k-asai kézUil a stabilokat.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver-grafok

Definicio

Egy S € ([Z]) részhalmazt stabilnak mondunk, ha nem tartalmaz
két szomszédos elemet modulo n, vagyis ha i € S, akkor
(i+1)¢ S, valaminthan € S, akkor1 ¢ S.

Jeldlje (([Z]))stab az alaphalmaz k-asai kézUil a stabilokat.

A Schrijver grafok SGpx := KG((([Z]))Stab) a Kneser gréafok
bizonyos feszitett raszgrafjai.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver-grafok

Definicio

Egy S € ([Z]) részhalmazt stabilnak mondunk, ha nem tartalmaz
két szomszédos elemet modulo n, vagyis ha i € S, akkor
(i+1)¢ S, valaminthan € S, akkor1 ¢ S.

Jeldlje (([Z]))stab az alaphalmaz k-asai kézUil a stabilokat.

A Schrijver gréfok SGnx := KG((([Z]))Stab) a Kneser grafok
bizonyos feszitett raszgrafjai.

Pl. a Petersen grafbdl egy 6tsz6g adddik, ha vessziik a Schrijver
részgrafjat!
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

A Petersen graf egy Kneser graf
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver tétele.

Tétel (Schrijver, 1978)
Ha n > 2k > 0, akkor

x(SGnk) = x(KGpk) =n—2k +2
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver tétele.

Tétel (Schrijver, 1978)
Ha n > 2k > 0, akkor

x(SGnk) = x(KGpk) =n—2k +2

Tehat ennek a részgrafnak a kiszinezése még ugyanannyi szint
igényel mint a Kneser graf.
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver tétele.

Tétel (Schrijver, 1978)
Ha n > 2k > 0, akkor

x(SGnk) = x(KGpk) =n—2k +2

Tehat ennek a részgrafnak a kiszinezése még ugyanannyi szint
igényel mint a Kneser graf.

Feladat

SGp x nem mindig regularis graf.
Mit mondhatunk egyéb szimmetrigirdl?
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Schrijver tétele.

Tétel (Schrijver, 1978)
Ha n > 2k > 0, akkor

x(SGnk) = x(KGpk) =n—2k +2

Tehat ennek a részgrafnak a kiszinezése még ugyanannyi szint
igényel mint a Kneser graf.

Feladat

SGp x nem mindig regularis graf.
Mit mondhatunk egyéb szimmetrigirdl?

Feladat

SGp x kromatikus kritikus graf, vagyis barmely csucsat elhagyva
csbkken a kromatikus szama. (Schrijver eredménye)
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Nagy kromatikus szam, révid paratlan korok nélkdl.

Altalanos Kneser grafok.

Definicié

Legyen X egy véges alaphalmaz és legyen ¥ C 2X egy
halmazrendszer. Az ¥ Kneser gréfia, KG(¥) csucshalmaza ¥, és
két Fy, F> € ¥ szomszédos, ha metszetlik az lres halmaz.
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Tartalomjegyzék:

@ Elszinezés, térképszinezés

@ Teljes parositas létezése paros grafokban
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Elszinezés, térképszinezés

Multigrafok.

A 4-szin tétel bizonyitasanak keresésekor szamos szép gondolat
szlletett, elsésorban Peter Guthrie Tait, a fia Frederick Tait, Alfred
Bray Kempe, Julius Petersen, William Tutte és masok munkassaga
nyoman.
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Elszinezés, térképszinezés

Multigrafok.

A 4-szin tétel bizonyitasanak keresésekor szamos szép gondolat
szlletett, elsésorban Peter Guthrie Tait, a fia Frederick Tait, Alfred
Bray Kempe, Julius Petersen, William Tutte és masok munkassaga
nyoman.

Legyen G egy térkép gréfja, amely 6sszefliggd, nincs hidja, sikba
agyazhatd multigraf.
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Elszinezés, térképszinezés

Multigrafok.

A 4-szin tétel bizonyitasanak keresésekor szamos szép gondolat
szlletett, elsésorban Peter Guthrie Tait, a fia Frederick Tait, Alfred
Bray Kempe, Julius Petersen, William Tutte és masok munkassaga
nyoman.

Legyen G egy térkép gréfja, amely 6sszefliggd, nincs hidja, sikba
agyazhatd multigraf.

Ha G-ben minden csucs foka legalabb kettd, akkor
hozzarendelhetd egy G’ 3-regularis,6sszefliggd, hidmentes sikbeli
térkép amely éppen akkor szinezhetd k szinnel, ha G is.
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Elszinezés, térképszinezés

Multigrafok.

A 4-szin tétel bizonyitasanak keresésekor szamos szép gondolat
szlletett, elsésorban Peter Guthrie Tait, a fia Frederick Tait, Alfred
Bray Kempe, Julius Petersen, William Tutte és masok munkassaga
nyoman.

Legyen G egy térkép gréfja, amely 6sszefliggd, nincs hidja, sikba
agyazhatd multigraf.

Ha G-ben minden csucs foka legalabb kettd, akkor
hozzarendelhetd egy G’ 3-regularis,6sszefliggd, hidmentes sikbeli
térkép amely éppen akkor szinezhetd k szinnel, ha G is.

Az atalakitasban minden v, tdbb mint 3 fokd cslcsnél a v
szomszédjaihoz futd élre felvesziink egy-egy csucsot, ezeket a
sikbeli elhelyezkedés szerint - egy él kivételével - kérbe flizzik,
majd elhagyjuk a v-t és a v-bél az Uj csticsokhoz vezet6 "élt".
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Elszinezés, térképszinezés

Ha egy u kett6 foku, akkor szomszédai legyenek x és y. Az u-t
helyettesitsiik egy Ky \ e "kis" graffal Ugy, hogy x-et és y-t a kettd
fokU csucsokkal kotjik dssze.
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Elszinezés, térképszinezés

Ha egy u kett6 foku, akkor szomszédai legyenek x és y. Az u-t
helyettesitsiik egy Ky \ e "kis" graffal Ugy, hogy x-et és y-t a kettd
fokU csucsokkal kotjik dssze.

A kapott graf 3-regularis, 6sszefliggd, hid nélkili sikgraf.
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Elszinezés, térképszinezés

Ha egy u kett6 foku, akkor szomszédai legyenek x és y. Az u-t
helyettesitsiik egy Ky \ e "kis" graffal Ugy, hogy x-et és y-t a kettd
fokU csucsokkal kotjik dssze.

A kapott graf 3-regularis, 6sszefliggd, hid nélkili sikgraf.

A 4-szin tétel pontosan akkor igaz, ha minden kétszeresen
Osszefliggb 3-regularis grafra, sikbeli térképre (3-térképre) igaz.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Elszinezés, térképszinezés

Tartomanyok,hatarok

TegyUk fel, hogy egy 3-térképet kiszineztiink 4 szinnel (A,B,C,D).
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Elszinezés, térképszinezés

Tartomanyok,hatarok

TegyUk fel, hogy egy 3-térképet kiszineztiink 4 szinnel (A,B,C,D).

Ennek alapjan ki fogjuk szinezni a tartomanyok kdzos
hatarszakaszait 3 szinnel gy, hogy a gréaf éleit j6l szinezzik.
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Elszinezés, térképszinezés

Tartomanyok,hatarok

TegyUk fel, hogy egy 3-térképet kiszineztiink 4 szinnel (A,B,C,D).

Ennek alapjan ki fogjuk szinezni a tartomanyok kdzos
hatarszakaszait 3 szinnel gy, hogy a gréaf éleit j6l szinezzik.

Ha egy él két partjan adott a két szin, leirjuk milyen szint kap a
hatarszakasz:
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Elszinezés, térképszinezés

Tartomanyok,hatarok

TegyUk fel, hogy egy 3-térképet kiszineztiink 4 szinnel (A,B,C,D).

Ennek alapjan ki fogjuk szinezni a tartomanyok kdzos
hatarszakaszait 3 szinnel gy, hogy a gréaf éleit j6l szinezzik.

Ha egy él két partjan adott a két szin, leirjuk milyen szint kap a
hatarszakasz:

AB —B
A,C —-C
AD —-D
B,C —»D
B,D —-C
C,D —B.
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Elszinezés, térképszinezés

Visszafelé, ha a B,C és D szinekkel sikerilt a 3-térkép éleit
kiszinezni, akkor az egyik tartomanyt szinezzik ki A-val, majd az
élszomszédait a fenti formulak alapjan szinezzik ki megfeleld
moédon, az Uj orszag szine a mar kiszinezett szomszéd szine és a
kdzOs hatarszakasz szinébdl kdvetkezik a fenti szabalyok alapjan.
(M. Gardner szinezése, 1976)
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Elszinezés, térképszinezés

Visszafelé, ha a B,C és D szinekkel sikerilt a 3-térkép éleit
kiszinezni, akkor az egyik tartomanyt szinezzik ki A-val, majd az
élszomszédait a fenti formulak alapjan szinezzik ki megfeleld
moédon, az Uj orszag szine a mar kiszinezett szomszéd szine és a
kdzOs hatarszakasz szinébdl kdvetkezik a fenti szabalyok alapjan.
(M. Gardner szinezése, 1976)

Tétel
Tait tétele Az alabbi allitasok ekvivalensek:
@ (i) Barmely sikgraf kiszinezheté 4 szinnel.
@ (ii) Barmely 3-térkép grafianak kromatikus indexe 3.
@ (iii) Barmely 3-térkép gréfja tartalmaz 1-faktort.
@ (iv) Barmely 3-térkép grafja az 1. osztalyba tartozik.
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Elszinezés, térképszinezés

Tait elészor azt hitte, hogy minden 3-regularis graf élei
3-szinezhetok.
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Elszinezés, térképszinezés

Tait elészor azt hitte, hogy minden 3-regularis graf élei
3-szinezhetok.

”_

Ha igy lenne, akkor az eldzd tétele szerint a térképek 4-szin tétele
kbvetkezne.
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Elszinezés, térképszinezés

Tait elészor azt hitte, hogy minden 3-regularis graf élei
3-szinezhetok.

”_

Ha igy lenne, akkor az eldzd tétele szerint a térképek 4-szin tétele
kbvetkezne.

Azonban nem csak olyan 3-regularis grafok Iéteznek, amelyek
térkép grafjaként eléalinak.
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Elszinezés, térképszinezés

Tait elészor azt hitte, hogy minden 3-regularis graf élei
3-szinezhetok.

Ha igy lenne, akkor az el6z6 tétele szerint a térképek 4-szin tétele
kbvetkezne.

Azonban nem csak olyan 3-regularis grafok Iéteznek, amelyek
térkép grafjaként eléalinak.

Ha létezhet hid, akkor kdnny( ellenpélda, ha két K4 egy-egy élére
felvett csucsokat egy hiddal 6sszekétjik.
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Elszinezés, térképszinezés

Tait elészor azt hitte, hogy minden 3-regularis graf élei
3-szinezhetok.

Ha igy lenne, akkor az el6z6 tétele szerint a térképek 4-szin tétele
kbvetkezne.

Azonban nem csak olyan 3-regularis grafok Iéteznek, amelyek
térkép grafjaként eléalinak.

Ha létezhet hid, akkor kdnny( ellenpélda, ha két K4 egy-egy élére
felvett csucsokat egy hiddal 6sszekétjik.

Természetesen olyan 3-regularis grafok is vannak, amelyek nem
agyazhatok be a sikba és élei nem 3-szinezheték.
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Elszinezés, térképszinezés

Tait elészor azt hitte, hogy minden 3-regularis graf élei
3-szinezhetok.

Ha igy lenne, akkor az el6z6 tétele szerint a térképek 4-szin tétele
kbvetkezne.

Azonban nem csak olyan 3-regularis grafok Iéteznek, amelyek
térkép grafjaként eléalinak.

Ha létezhet hid, akkor kdnny( ellenpélda, ha két K4 egy-egy élére
felvett csucsokat egy hiddal 6sszekétjik.

Természetesen olyan 3-regularis grafok is vannak, amelyek nem
agyazhatok be a sikba és élei nem 3-szinezheték.

Egy ilyen a Petersen graf.
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Elszinezés, térképszinezés
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Elszinezés, térképszinezés

Feladat

A Petersen grafban van teljes parositas.
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Elszinezés, térképszinezés

Feladat
A Petersen grafban van teljes parositas.

Feladat

A Petersen grafban nincs harom diszjunkt 1-faktor, vagyis az élei
nem szinezhetbk 3 szinnel.
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Elszinezés, térképszinezés

Feladat
A Petersen grafban van teljes parositas.

Feladat

A Petersen grafban nincs harom diszjunkt 1-faktor, vagyis az élei
nem szinezhetbk 3 szinnel.

Minden hid nélkiili 3-regularis grafban van teljes parositas.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Teljes parositas létezése paros grafokban

Legyen G egy kétrészes gréaf, A és B szinosztalyokkal. Kdnig és
Hall tétele szerint G-ben akkor és csak akkor létezik teljes
parositas, ha barmely S C A esetén [N(S)| > |S|. (N(S) az S
szomszeédainak halmaza G-ben.)
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Teljes parositas létezése paros grafokban

Legyen G egy kétrészes gréaf, A és B szinosztalyokkal. Kdnig és
Hall tétele szerint G-ben akkor és csak akkor létezik teljes
parositas, ha barmely S C A esetén [N(S)| > |S|. (N(S) az S
szomszeédainak halmaza G-ben.)

Altalaban is siker(lt sziikséges és elégséges feltételét megadni

annak, hogy egy G grafnak legyen teljes parositasa.
William Tutte 1954-ben bizonyitotta tételét:

Egy nem (res G grafnak akkor és csak akkor létezik teljes
parositasa, ha ko(G \ S) < |S| minden S C V(G) valddi
részhalmazra. (ko(H) a H graf paratlan nagysagu
komponenseinek szamat jelenti, miga G~ S a V(G)\ S
csucshalmaz altal feszitett részgrafjat jelenti G-nek.)
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Szlikségesség:
Tegylik fel, hogy létezik a G csucsainak teljes parositasa.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Szlikségesség:
Tegylik fel, hogy létezik a G csucsainak teljes parositasa.

Legyen S egy tetszbleges részhalmaza V(G)-nek. Ha G \ S -nek
nincs paratlan komponense, akkor teljesiil az egyenlétlenség.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Szlikségesség:
Tegylik fel, hogy létezik a G csucsainak teljes parositasa.

Legyen S egy tetszbleges részhalmaza V(G)-nek. Ha G \ S -nek
nincs paratlan komponense, akkor teljesiil az egyenlétlenség.

Jegyezziik meg, hogy még az S = 0 esetén is! Tegylik fel, hogy
ko(G \ S) = k > 1. A komponensek k6z6tt nincs él, igy mindegyik
paratlan méretli komponensben van legalabb egy olyan csucs,
amely az S egy elemével van parositva.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Szlikségesség:
Tegylik fel, hogy létezik a G csucsainak teljes parositasa.

Legyen S egy tetszbleges részhalmaza V(G)-nek. Ha G \ S -nek
nincs paratlan komponense, akkor teljesiil az egyenlétlenség.

Jegyezziik meg, hogy még az S = 0 esetén is! Tegylik fel, hogy
ko(G \ S) = k > 1. A komponensek k6z6tt nincs él, igy mindegyik
paratlan méretli komponensben van legalabb egy olyan csucs,
amely az S egy elemével van parositva.

Emiatt ko, (G \ S) < |S| kell, hogy teljestiljon.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Elegendbség:

Tegylik most fel, hogy minden valédi S részhalmazra ko(G \ S) < |S|
teljesdl.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Elegendbség:
Tegylik most fel, hogy minden valédi S részhalmazra ko(G \ S) < |S|
teljesdl.

Jegyezziik meg, hogy az S = () esetre alkalmazva a feltételt azt
kapjuk, hogy G-nek nincs paratlan komponense, vagyis minden
komponense paros sok cstcsbdl all. Ellenkezé esetben nyilvan nem
lehetne parositani a cstcsokat!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Elegendbség:
Tegylik most fel, hogy minden valédi S részhalmazra ko(G \ S) < |S|
teljesdl.

Jegyezziik meg, hogy az S = () esetre alkalmazva a feltételt azt
kapjuk, hogy G-nek nincs paratlan komponense, vagyis minden
komponense paros sok cstcsbdl all. Ellenkezé esetben nyilvan nem
lehetne parositani a cstcsokat!

Megmutatjuk, hogy van G-ben teljes parositas!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Elegendbség:
Tegylik most fel, hogy minden valédi S részhalmazra ko(G \ S) < |S|
teljesdl.

Jegyezziik meg, hogy az S = () esetre alkalmazva a feltételt azt
kapjuk, hogy G-nek nincs paratlan komponense, vagyis minden
komponense paros sok cstcsbdl all. Ellenkezé esetben nyilvan nem
lehetne parositani a cstcsokat!

Megmutatjuk, hogy van G-ben teljes parositas!

Alkalmazzunk teljes indukciét a paros rendli G grafokra. A két csticsu
nemlires graf éppen egy él.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

Elegendbség:
Tegylik most fel, hogy minden valédi S részhalmazra ko(G \ S) < |S|
teljesdl.

Jegyezziik meg, hogy az S = () esetre alkalmazva a feltételt azt
kapjuk, hogy G-nek nincs paratlan komponense, vagyis minden
komponense paros sok cstcsbdl all. Ellenkezé esetben nyilvan nem
lehetne parositani a cstcsokat!

Megmutatjuk, hogy van G-ben teljes parositas!

Alkalmazzunk teljes indukciét a paros rendli G grafokra. A két csticsu
nemlires graf éppen egy él.

Legyen n = |V(G)| > 4 és tegyiik fel, hogy minden kisebb gréfra igaz
az allitas vizsgalt iranya! Tegylik fel, hogy G-re ko(G \ S) < |S]|
teljesiil minden valédi S csucshalmazra.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) G-nek minden komponense paros rendii. Ha G-bél
elhagyunk egy olyan v csucsot, amely nem elvagé pont a
komponensében (ilyen van, mert egy feszitb fajanak egy levele
mindig ilyen), akkor ko(G \ v) = 1.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) G-nek minden komponense paros rendii. Ha G-bél
elhagyunk egy olyan v csucsot, amely nem elvagé pont a
komponensében (ilyen van, mert egy feszitb fajanak egy levele
mindig ilyen), akkor ko(G \ v) = 1.

Van tehat olyan nemuires S’ csucs részhalmaz, amelyre
ko(G\ S’) =|S’| = k’ > 1 és legyen S az ilyenek kézil egy
maximalis elemszamu (|S| = k), valamint a G \ S paratlan
komponensei legyenek rendre Gy, - - - , Gi.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) G-nek minden komponense paros rendii. Ha G-bél
elhagyunk egy olyan v csucsot, amely nem elvagé pont a
komponensében (ilyen van, mert egy feszitb fajanak egy levele
mindig ilyen), akkor ko(G \ v) = 1.

Van tehat olyan nemuires S’ csucs részhalmaz, amelyre
ko(G\ S’) =|S’| = k’ > 1 és legyen S az ilyenek kézil egy
maximalis elemszamu (|S| = k), valamint a G \ S paratlan
komponensei legyenek rendre Gy, - - - , Gi.

Belatjuk, hogy a G \ S -nek mas komponensei nincsenek (paros
méretliek)!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

(folyt.) Tegylik fel indirekt, hogy a Gy egy paros komponense
G \ S-nek és vy ennek egy nem elvago pontja!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Tegylik fel indirekt, hogy a Gy egy paros komponense
G \ S-nek és vy ennek egy nem elvago pontja!

Legyen So = S U {vy}. Ekkor az Sy elhagyasaval egy Ujabb
paratlan komponens keletkezik igy tovabbra is fennall, hogy a
pdratlan komponensek szama |Sy.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Tegylik fel indirekt, hogy a Gy egy paros komponense
G \ S-nek és vy ennek egy nem elvago pontja!

Legyen So = S U {vy}. Ekkor az Sy elhagyasaval egy Ujabb
paratlan komponens keletkezik igy tovabbra is fennall, hogy a
pdratlan komponensek szama |Sy.

Ez ellentmond annak, hogy S volt a legnagyobb ilyen. Tehat a
komponensek: Gy, - - - , Gi.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Tegylik fel indirekt, hogy a Gy egy paros komponense
G \ S-nek és vy ennek egy nem elvago pontja!

Legyen So = S U {vy}. Ekkor az Sy elhagyasaval egy Ujabb
paratlan komponens keletkezik igy tovabbra is fennall, hogy a
pdratlan komponensek szama |Sy.

Ez ellentmond annak, hogy S volt a legnagyobb ilyen. Tehat a
komponensek: Gy, - - - , Gi.

Legyen S; C S a G; legalabb egy cstcsaval szomszédos pontok
halmaza (1 < i < k). S; nem lehet (res, mert mindegyik
komponens paratlan.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Belatjuk, hogy barmely | db. S; halmaz unidja legalabb |
elemi. Ha nem igy lenne, akkor léteznének S;,, - -- , S; halmazok,
melyekre

§'=8§,U---US;

és|S’| <.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Belatjuk, hogy barmely | db. S; halmaz unidja legalabb |
elemi. Ha nem igy lenne, akkor léteznének S;,, - -- , S; halmazok,
melyekre

§'=8§,U---US;
és|S’| <.
Ekkor G;,,--- ,Gj a G \ S’ komponensei kézétt vannak, vagyis
ko(G \ S’) > j > |S’|, amely ellentmond az alapfeltevésnek.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

(folyt.) Belatjuk, hogy barmely | db. S; halmaz unidja legalabb |
elemi. Ha nem igy lenne, akkor léteznének S;,, - -- , S; halmazok,
melyekre

§'=8§,U---US;
és|S’| <.
Ekkor G;,,--- ,Gj a G \ S’ komponensei kézétt vannak, vagyis

ko(G \ S’) > j > |S’|, amely ellentmond az alapfeltevésnek.

Tehat nem lehet az S; halmazokbdl olyan médon kivalasztani
néhanyat, hogy kisebb legyen az uniéjuk elemszama, mint
amennyien vannak.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Ebben az esetben azonban ki lehet valasztani egy reprezentans
rendszert az Sj-kbdl, vagyis olyan {vy,--- , vk} C S csucsokat, melyekre
vi e Si (1 <i < k) teljesdil.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Ebben az esetben azonban ki lehet valasztani egy reprezentans
rendszert az Sj-kbdl, vagyis olyan {vy,--- , vk} C S csucsokat, melyekre

vi e Si (1 <i < k) teljesdil.

Mivel a G \ S mindegyik G; komponensében van olyan u; pont amely
szomszédja vj-nek, igy a {uj, v;} élek adnak egy parositast.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Ebben az esetben azonban ki lehet valasztani egy reprezentans
rendszert az Sj-kbdl, vagyis olyan {vy,--- , vk} C S csucsokat, melyekre

vi e Si (1 <i < k) teljesdil.

Mivel a G \ S mindegyik G; komponensében van olyan u; pont amely
szomszédja vj-nek, igy a {uj, v;} élek adnak egy parositast.

Meg kell még mutatnunk, hogy a G; \ u; grafoknak van teljes pérositasa.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Ebben az esetben azonban ki lehet valasztani egy reprezentans
rendszert az Sj-kbdl, vagyis olyan {vy,--- , vk} C S csucsokat, melyekre

vi e Si (1 <i < k) teljesdil.

Mivel a G \ S mindegyik G; komponensében van olyan u; pont amely
szomszédja vj-nek, igy a {uj, v;} élek adnak egy parositast.

Meg kell még mutatnunk, hogy a G; \ u; grafoknak van teljes pérositasa.

Legyen W a V(Gi \ u;) egy valddi részhalmaza.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Ebben az esetben azonban ki lehet valasztani egy reprezentans
rendszert az Sj-kbdl, vagyis olyan {vy,--- , vk} C S csucsokat, melyekre

vi e Si (1 <i < k) teljesdil.

Mivel a G \ S mindegyik G; komponensében van olyan u; pont amely
szomszédja vj-nek, igy a {uj, v;} élek adnak egy parositast.

Meg kell még mutatnunk, hogy a G; \ u; grafoknak van teljes pérositasa.
Legyen W a V(G \ u;) egy valédi részhalmaza.

Belatjuk, hogy
ko(Gi N\ ui\ W) < |W|

teljesdl!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Ebben az esetben azonban ki lehet valasztani egy reprezentans
rendszert az Sj-kbdl, vagyis olyan {vy,--- , vk} C S csucsokat, melyekre
vie Si (1 <i < k) teljesiil.

Mivel a G \ S mindegyik G; komponensében van olyan u; pont amely
szomszédja vj-nek, igy a {uj, v;} élek adnak egy parositast.

Meg kell még mutatnunk, hogy a G; \ u; grafoknak van teljes pérositasa.
Legyen W a V(G \ u;) egy valédi részhalmaza.

Belatjuk, hogy
ko(Gi N\ ui\ W) < |W|

teljesdl!

Ebbél mar kévetkezik az Elegendbség, hiszen a kisebb komponensekre
azt feltettik.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

(folyt.) Tegylk fel indirekt, hogy
ko(G,' N\ Ui \ W) > |W|

teljesdl!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel indirekt, hogy

ko(G,' N\ Ui \ W) > |W|

teljesdl!

Mivel a G; paratlan, igy a ko(Gi \ u; \ W) és |W| azonos paritasu.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel indirekt, hogy

ko(G,' N\ Ui \ W) > |W|
teljesdl!

Mivel a G; paratlan, igy a ko(Gi \ u; \ W) és |W| azonos paritasu.

Tehat
ko(G,' N\ Ui \ W) > |W| + 2.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas
(folyt.) Tegylk fel indirekt, hogy

ko(G,' N\ Ui \ W) > |W|
teljesdl!

Mivel a G; paratlan, igy a ko(Gi \ u; \ W) és |W| azonos paritasu.

Tehat
ko(G,' N\ Ui \ W) > |W| + 2.

Legyen X = S U W U {u;}.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Teljes parositas létezése paros grafokban

(folyt.) Ekkor

IXI =S|+ [W|+1 =S|+ (IW|+2) -1

<ko(GNS)+ ko(Gi\ui\ W) -1
— ko(G~ X) < IX]
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Teljes parositas létezése paros grafokban

(folyt.) Ekkor

IX| =S|+ W[+ 1 =S|+ (W] +2) -1

<ko(GNS)+ ko(Gi\ui\ W) -1
— ko(G~ X) < IX]

Ebbél k(G \ X) = |X|, ami ellentmond az S valasztasanak.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Petersen tétele

Minden G hid nélkiili 3-regularis grafban van teljes parositas.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Petersen tétele

Minden G hid nélkiili 3-regularis grafban van teljes parositas.

Bizonyitas
Legyen G egy elvago élt nem tartalmazé 3-regularis graf.
Alkalmazzuk Tutte tételét!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Petersen tétele

Minden G hid nélkiili 3-regularis grafban van teljes parositas.

Bizonyitas
Legyen G egy elvago élt nem tartalmazé 3-regularis graf.
Alkalmazzuk Tutte tételét!

Belatjuk, hogy barmely S € V(G) valédi részhalmazra
ko(G S) < |S| = k.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Petersen tétele

Minden G hid nélkiili 3-regularis grafban van teljes parositas.

Bizonyitas
Legyen G egy elvago élt nem tartalmazé 3-regularis graf.
Alkalmazzuk Tutte tételét!

Belatjuk, hogy barmely S € V(G) valédi részhalmazra
ko(G S) < |S| = k.

Tegylik fel, hogy a G \ S paratlan komponensei Gy, - - - , Gj.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Petersen tétele

Minden G hid nélkiili 3-regularis grafban van teljes parositas.

Bizonyitas

Legyen G egy elvago élt nem tartalmazé 3-regularis graf.
Alkalmazzuk Tutte tételét!

Belatjuk, hogy barmely S € V(G) valédi részhalmazra
ko(G S) < |S| = k.

Tegylik fel, hogy a G \ S paratlan komponensei Gy, - - - , Gj.

Jelblje E; az S és G; k6zdtt mené élhalmazt (1 <i<1)!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Mivel minden csucs foka 3 a G-ben, igy barmely paratlan G;
komponens a beliil futé paros sok él mellett az S-hez paratlan
szamu éllel kapcsolddik, vagyis |E;j| paratlan szam.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Mivel minden csucs foka 3 a G-ben, igy barmely paratlan G;
komponens a beliil futé paros sok él mellett az S-hez paratlan
szamu éllel kapcsolddik, vagyis |E;j| paratlan szam.

Mivel G-ben nincs hid, igy |Ej| > 3, minden (1 < i < [) esetén.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Bizonyitas

(folyt.) Mivel minden csucs foka 3 a G-ben, igy barmely paratlan G;
komponens a beliil futé paros sok él mellett az S-hez paratlan
szamu éllel kapcsolddik, vagyis |E;j| paratlan szam.

Mivel G-ben nincs hid, igy |Ej| > 3, minden (1 < i < [) esetén.

Mivel az S-beli pontoknak is 3 a foka, igy

3ko(G\ S) = 3/ < 3k = 3|S|

tehat ko(G\ S) < |S|.

Megjegyzés
A bizonyitast évatosan atgondolva kidertil, hogy ha legfeljebb 2 hid
van G-ben, akkor létezik teljes parositasa.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

A 4-szin tétel kdvetkezménye

Feladat

Adjunk meg olyan 3-regularis grafot, amelyben 3 hid van és nincs
is teljes pérositasa!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

A 4-szin tétel kdvetkezménye

Feladat

Adjunk meg olyan 3-regularis grafot, amelyben 3 hid van és nincs
is teljes pérositasa!

Kdvetkezmény

Minden hidmentes 3-regularis sikgraf az 1. osztalyba tartozik
(vagyis 3-szinezhetbk az élei).
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Teljes parositas létezése paros grafokban

A 4-szin tétel kdvetkezménye

Feladat

Adjunk meg olyan 3-regularis grafot, amelyben 3 hid van és nincs
is teljes pérositasa!

Kdvetkezmény

Minden hidmentes 3-regularis sikgraf az 1. osztalyba tartozik
(vagyis 3-szinezhetbk az élei).

Vannak olyan G sikgrafok, amelyekre A(G) = k és az élei
szinezhetbk k szinnel, valamint olyanok is, amelyek csak
(k+1)-élszinezhetbek (2 < k < 5) esetén.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Tétel (Vadim Vizing, 1965)

Ha G sikgraf és A(G) > 8, akkor G az 1. osztéalyba tartozik.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Tétel (Vadim Vizing, 1965)

Ha G sikgraf és A(G) > 8, akkor G az 1. osztéalyba tartozik.

Tétel (Daniel Sanders, Yue Zhao, 2001)

Ha G sikgraf és A(G) = 7, akkor G az 1. osztalyba tartozik.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Tétel (Vadim Vizing, 1965)

Ha G sikgraf és A(G) > 8, akkor G az 1. osztéalyba tartozik.

Tétel (Daniel Sanders, Yue Zhao, 2001)

Ha G sikgraf és A(G) = 7, akkor G az 1. osztalyba tartozik.

Sejtés ( Vizing sikgraf sejtése)

Ha G sikgraf és A(G) = 6, akkor G az 1. osztalyba tartozik.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Milyenek azok a 3-reguléris, hidmentes grafok, amelyek a 2.
osztalyba tartoznak, tehat az élei 4-szinezhetdk?
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Milyenek azok a 3-reguléris, hidmentes grafok, amelyek a 2.
osztalyba tartoznak, tehat az élei 4-szinezhetdk?

@ Nem sikgrafok.
@ Nem tartalmaznak Hamilton kort.
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Blazsik Zoltan



Teljes parositas létezése paros grafokban

Snyark vadaszat!

Lewis Carrol: The hunting of the Snark (An agony in 8 fits)

nonszensz verse alapjan kapta nevét az a grafcsalad, amelynek
jellemzoi: 6sszefliggd, hidmentes, 3-regularis, 4 szin kell az élei
kiszinezéséhez. Gyakran felteszik még azt is, hogy a legrévidebb
kore legyen legalabb 5 hosszu!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Snyark vadaszat!

Lewis Carrol: The hunting of the Snark (An agony in 8 fits)

nonszensz verse alapjan kapta nevét az a grafcsalad, amelynek
jellemzoi: 6sszefliggd, hidmentes, 3-regularis, 4 szin kell az élei
kiszinezéséhez. Gyakran felteszik még azt is, hogy a legrévidebb
kore legyen legalabb 5 hosszu!

Maga a 4-szin tétel ekvivalens azzal, nincs olyan Snark
(magyaritasi kisérlet: Snyark), amely sikba rajzolhat6? Nem
csoda, hogy vadaszni kezdtek ezen kuldnleges grafokra! Néhany
ilyet mutatnak az abrak, ko6zo6ttuk Szekeres Gyorgyét is! A
harmincas évek elején Budapesten olyan matematikus k6z6sség
gondolkodott egyiitt, akik forradalmasitottak a diszkrét
matematikat! Erdds P4l az egész vildgon, Szekeres Gyorgy
Ausztralidban emelte a matematikat magasabb szintre!
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Tietze snark
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Blanusa snark

N,/
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Descartes - TUTTE snarkja
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Teljes parositas létezése paros grafokban

Szekeres snark
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Tartalomjegyzék:

@ Cirkularis kromatikus szam
@ Specialis grafosztalyok.
@ Polieder-grafok

@ Kis grafok
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Cirkularis kromatikus szam

Motivacio, kdzlekedési lampak.

Egy Utkeresztezddésnél kiilbnbdzé iranybdl aramlik a forgalom.
Mindegyik bejové Gthoz hozza kell rendelni egy idé intervallumot,
amikor az Ut z6ld lampat kap, az onnan érkezok hasznalhatjak az

utat.
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Cirkularis kromatikus szam

Motivacio, kdzlekedési lampak.

Egy Utkeresztezddésnél kiilbnbdzé iranybdl aramlik a forgalom.
Mindegyik bejové Gthoz hozza kell rendelni egy idé intervallumot,
amikor az Ut z6ld lampat kap, az onnan érkezok hasznalhatjak az
utat.

A teljes lampa periddust fel kellene osztani a bejévo utak kdzott.
Tegylk fel, hogy egységnyi az az idd, ameddig egy-egy Utnak
egyfolytaban zéld a lampaja. Allapitsunk meg egy legrévidebb
lampa periédus hosszat, amely majd ismétlédik.
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Cirkularis kromatikus szam

Motivacio, kdzlekedési lampak.

Egy Utkeresztezddésnél kiilbnbdzé iranybdl aramlik a forgalom.
Mindegyik bejové Gthoz hozza kell rendelni egy idé intervallumot,
amikor az Ut z6ld lampat kap, az onnan érkezok hasznalhatjak az
utat.

A teljes lampa periddust fel kellene osztani a bejévo utak kdzott.
Tegylk fel, hogy egységnyi az az idd, ameddig egy-egy Utnak
egyfolytaban zéld a lampaja. Allapitsunk meg egy legrévidebb
lampa periédus hosszat, amely majd ismétlédik.

Rendeljiink minden bej6évd Uthoz egy graf csucsot. Két csucs
szomszédos az éplld grafban, ha a nekik megfelel utakon
egyszerre nem engedhetd el a forgalom.
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Cirkularis kromatikus szam

Motivacio, kdzlekedési lampak.

Egy Utkeresztezddésnél kiilbnbdzé iranybdl aramlik a forgalom.
Mindegyik bejové Gthoz hozza kell rendelni egy idé intervallumot,
amikor az Ut z6ld lampat kap, az onnan érkezok hasznalhatjak az
utat.

A teljes lampa periddust fel kellene osztani a bejévo utak kdzott.
Tegylk fel, hogy egységnyi az az idd, ameddig egy-egy Utnak
egyfolytaban zdld a lampaja. Allapitsunk meg egy legrévidebb
lampa periédus hosszat, amely majd ismétlédik.

Rendeljiink minden bej6évd Uthoz egy graf csucsot. Két csucs
szomszédos az éplld grafban, ha a nekik megfelel utakon
egyszerre nem engedhetd el a forgalom.

Az igy definialt G graf kromatikus szdmanak meghatarozasa a
probléma.
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Cirkularis kromatikus szam

Ha minimalis szamu, flggetlen halmazra particionaljuk a G
csucshalmazat, akkor egy-egy figgetlen halmazhoz
hozzarendellink egy-egy egységnyi idbintervallumot, amikor éppen
azokbdl az utakbdl engedhetd a forgalom, amelyek a cslicsoknak
felelnek meg.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Cirkularis kromatikus szam

Ha minimalis szamu, flggetlen halmazra particionaljuk a G
csucshalmazat, akkor egy-egy figgetlen halmazhoz
hozzarendellink egy-egy egységnyi idbintervallumot, amikor éppen
azokbdl az utakbdl engedhetd a forgalom, amelyek a cslicsoknak
felelnek meg.

Az egységnyi id6hoz képest megkapjuk a lampa periddus hosszat,
de igazabdl azt szeretnénk, ha hosszu id6 alatt optimalis lenne a
forgalom.
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Cirkularis kromatikus szam

Ha minimalis szamu, flggetlen halmazra particionaljuk a G
csucshalmazat, akkor egy-egy figgetlen halmazhoz
hozzarendellink egy-egy egységnyi idbintervallumot, amikor éppen
azokbdl az utakbdl engedhetd a forgalom, amelyek a cslicsoknak
felelnek meg.

Az egységnyi id6hoz képest megkapjuk a lampa periédus hosszat,
de igazabdl azt szeretnénk, ha hosszu id6 alatt optimalis lenne a
forgalom.

Tekinthetiink a forgalomra, mint egy C kérre, melynek egy-egy
egységnyi intervallumahoz hozzarendeltiik valamelyik bejévo ut
szabad jelzését.
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Cirkularis kromatikus szam

Ha minimalis szamu, flggetlen halmazra particionaljuk a G
csucshalmazat, akkor egy-egy figgetlen halmazhoz
hozzarendellink egy-egy egységnyi idbintervallumot, amikor éppen
azokbdl az utakbdl engedhetd a forgalom, amelyek a cslicsoknak
felelnek meg.

Az egységnyi id6hoz képest megkapjuk a lampa periédus hosszat,
de igazabdl azt szeretnénk, ha hosszu id6 alatt optimalis lenne a
forgalom.

Tekinthetiink a forgalomra, mint egy C kérre, melynek egy-egy
egységnyi intervallumahoz hozzarendeltiik valamelyik bejévo ut
szabad jelzését.

Szomszédos csucsok idd intervallumai a kérén nem metszhetik
egymast..
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Cirkularis kromatikus szam

Definicié

Legyen C egy r sugaru kér. Ekkor egy graf r-cirkuldris szinezése a
C kor nyilt egységhosszu iveinek egy ¢’ hozzarendelése a
csucsokhoz oly médon, hogy ¢’(v1) N ¢’(v2) = 0, amennyiben v;
és vo kOzott fut él. Ekkor a graf cirkularis kromatikus szama:

xc(G) =inf{r ahol G-nek van r-cirkuldris szinezése}

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Cirkularis kromatikus szam

Definicié

Ha k és d pozitiv egészek tgy, hogy k > 2d, akkor a graf egy

(k, d)-szinezése a szinek egy olyan c hozzarendelése, amire
teljesdil, hogy d < |c(vy) — c(v2)| < (k — d), ahol a vy és v»
csucsokat él kéti 6ssze. Ekkor a graf cirkularis kromatikus szama
(vagy eredeti nevén: csillag-kromatikus szama y*(G)):

xc(G) = inf{g ahol G-nek van (k, d)—szz’nezése} (lgy is
definialhato, a két definicio ekvivalens)
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Cirkularis kromatikus szam

Definicié

Ha k és d pozitiv egészek tgy, hogy k > 2d, akkor a graf egy

(k, d)-szinezése a szinek egy olyan c hozzarendelése, amire
teljesdil, hogy d < |c(vy) — c(v2)| < (k — d), ahol a vy és v»
csucsokat él kéti 6ssze. Ekkor a graf cirkularis kromatikus szama
(vagy eredeti nevén: csillag-kromatikus szama y*(G)):

xc(G) = inf{g ahol G-nek van (k, d)—szz’nezése} (lgy is
definialhato, a két definicio ekvivalens)

Az nyilvanvalé, hogy egy (k, 1)-szinezés egy k-szinezés is, amibdl
kovetkezik, hogy x¢(G) < x(G).
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Cirkularis kromatikus szam

k
xc(G) = min {a ahol G-nek van (k, d)—szl’neze’se}
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Cirkularis kromatikus szam

Allitas

k
xc(G) = min {— ahol G-nek van (k, d)—szl’neze’se}

d

Allitas

X(G) =1 < x¢(G) < x(G)
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Cirkularis kromatikus szam

Allitas

k
xc(G) = min {a ahol G-nek van (k, d)—szl’nezése}

Allitas

X(G) -1 < xc(G) <x(G)

Ha H részgrafija G-nek (H C G), akkor:

Xc(H) < xc(G)
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Specidlis grafosztalyok.

Allitas
Néhany grafra (pl.: teljes grafok, paros grafok, kérék és kerekek) a
cirkularis kromatikus szam értéke ismert:

xc(Ko) =p i xc(Kmn) =2

1
xe(Can) =2 i xo(Conyr) =2+ —

xe(Wan) =3 xe(Wenyq) =4
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Specidlis grafosztalyok.

Mikor teljesil a x.(G) = x(G) egyenl6ség?

Legyen x(G) = n. Ha létezik ® c A c V valddi cstcs részhalmaz,
amely a G minden c n-szinezésére vagy beleesik egy X
szinosztalyba, vagy idegen téle. Ekkor x:(G) = x(G).
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Specidlis grafosztalyok.

Mikor teljesil a x.(G) = x(G) egyenl6ség?

Legyen x(G) = n. Ha létezik ® c A c V valddi cstcs részhalmaz,
amely a G minden c n-szinezésére vagy beleesik egy X
szinosztalyba, vagy idegen téle. Ekkor x:(G) = x(G).

Kdvetkezmény

Ha G komplementere nem dsszefligg graf, akkor x¢(G) = x(G).

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Specidlis grafosztalyok.

Mikor teljesil a x.(G) = x(G) egyenl6ség?

Legyen x(G) = n. Ha létezik ® c A c V valddi cstcs részhalmaz,
amely a G minden c n-szinezésére vagy beleesik egy X
szinosztalyba, vagy idegen téle. Ekkor x:(G) = x(G).

Kdvetkezmény
Ha G komplementere nem dsszefligg graf, akkor x¢(G) = x(G).

Kévetkezmény

Ha G-nek van olyan cstcsa, amely mindegyik masik cstuccsal
szomszédos, akkor y¢(G) = x(G).
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Specidlis grafosztalyok.

Kdvetkezmény

Ha x(G) = n és G egyértelmiien n-szinezhet6, akkor
xc(G) = x(G).
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Specidlis grafosztalyok.

Kdvetkezmény

Ha x(G) = n és G egyértelmiien n-szinezhet6, akkor
xc(G) = x(G).

Mivel barmely n > 1-re és g > 3-ra létezik olyan G graf, amelynek
derékbdsége legalabb g, és G egyértelmiien n-szinezhetd, igy
kovetkezik az eléz6 allitasbol egy ujabb kdvetkezmény.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Specidlis grafosztalyok.

Kdvetkezmény

Ha x(G) = n és G egyértelmiien n-szinezhet6, akkor
xc(G) = x(G).

Mivel barmely n > 1-re és g > 3-ra létezik olyan G graf, amelynek
derékbdsége legalabb g, és G egyértelmiien n-szinezhetd, igy
kovetkezik az eléz6 allitasbol egy ujabb kdvetkezmény.

Kévetkezmény

Minden n > 1-re és g > 3-ra, létezik olyan G graf, amelynek
legalabb g a kerdlilete és x.(G) = x(G).
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Specidlis grafosztalyok.

Mikor teljestl majdnem a x.(G) = x(G) — 1 egyenléség?

Legyenek m és t pozitiv egészek. Ha G-nek van olyan x csucsa,
hogy G \ x m-szinezhet6, és G minden x-et tartalmazé kére
legalabb m(t — 1) + 2 hosszu, akkor y.(G) < m+ 1.
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Specidlis grafosztalyok.

Mikor teljestl majdnem a x.(G) = x(G) — 1 egyenléség?

Legyenek m és t pozitiv egészek. Ha G-nek van olyan x csucsa,
hogy G \ x m-szinezhet6, és G minden x-et tartalmazé kére
legalabb m(t — 1) + 2 hosszu, akkor y.(G) < m+ 1.

Kévetkezmény

Ha G (n+1)-kritikus és G-nek a derékbbsége legalabb n(t — 1) + 2,
akkor xc(G) < m+ 1.
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Specidlis grafosztalyok.

Sikgrafok.

Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y.(G) = 4?
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Specidlis grafosztalyok.

Sikgrafok.

Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y-(G) =
Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y-(G) =
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Specidlis grafosztalyok.

Sikgrafok.

Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y.(G) = 4?
Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y-(G) = 37

A pératlan kerékre y¢(W2n+1) = 4, hiszen van olyan cslcsa,
amely minden mas ponttal 6ssze van kotve.
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Specidlis grafosztalyok.

Sikgrafok.

Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y.(G) = 4?
Vannak-e olyan sikgrafok, melyekre y-(G) = 37

A pératlan kerékre y¢(W2n+1) = 4, hiszen van olyan cslcsa,
amely minden mas ponttal 6ssze van kotve.

Milyen racionalis szamok lehetnek egy sikgraf cirkularis
kromatikus szamai?
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Specidlis grafosztalyok.

A Kneser-graf cirkularis kromatikus szama.

@ xc(KG2ni1,n) = 3 = x(KGzny1,n)
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Specidlis grafosztalyok.

A Kneser-graf cirkularis kromatikus szama.

@ xc(KG2ni1,n) = 3 = x(KGzny1,n)

@ xc(KGani2n) = 4 = x(KGzany2,n)
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Specidlis grafosztalyok.

A Kneser-graf cirkularis kromatikus szama.

@ xc(KGant1.) = 3 = x(KGznt1.n)
@ xc(KGani2n) = 4 = x(KGzany2,n)

o /\/C(KGm,g) =m-2 :)((KGm,g)
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Specidlis grafosztalyok.

A Kneser-graf cirkularis kromatikus szama.

@ xc(KGant1.) = 3 = x(KGznt1.n)
@ xc(KGani2n) = 4 = x(KGzany2,n)

@ xc(KGm2) =m-2=x(KGny2)

Sejtés (Johnson sejtése, 1997)

Xc(KGm’n) =m - 2n “I’ 2 :X(KGm,n),
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Specidlis grafosztalyok.

A Kneser-graf cirkularis kromatikus szama.

@ xc(KG2ni1,n) = 3 = x(KGzny1,n)
@ xc(KGani2n) = 4 = x(KGzni2.n)

@ xc(KGm2) =m-2=x(KGny2)

Sejtés (Johnson sejtése, 1997)

Xc(KGm’n) =m - 2n “I’ 2 :X(KGm,n),

Vagyis mindig megegyezik a cirkularis kromatikus szam a
kromatikus szammal.
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Specidlis grafosztalyok.

Probléma

Jellemezziik azokat a sikgrafokat, amelyekre y.(G) = 3, pedig
x(G) = 4!
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Specidlis grafosztalyok.

Probléma

Jellemezziik azokat a sikgrafokat, amelyekre y.(G) = 3, pedig
x(G) = 4!

Probléma

lgazoljuk, hogy sikgrafokra y.(G) < 5, a 4-szin tétel nélkdl!
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Specidlis grafosztalyok.

Probléma

Jellemezziik azokat a sikgrafokat, amelyekre y.(G) = 3, pedig
x(G) = 4!

Probléma

lgazoljuk, hogy sikgrafokra y.(G) < 5, a 4-szin tétel nélkdl!

Probléma

Igaz-e, hogy minden G grafnak van olyan v csucsa, hogy
Xc(GNV)2xc(G)-17?
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Poliéder-grafok

Definicié

Poliédernek fogjuk nevezni a haromdimenziés tér olyan
haromdimenzids részeit, amelyek véges sok zart féltér
metszeteként elballnak. A poliéder élei és cstcsai pedig épp a
szomszédos félterek metszetei illetéleg a szomszédos élek

metszetei.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Poliéder-grafok

Definicié

Poliédernek fogjuk nevezni a haromdimenziés tér olyan
haromdimenzids részeit, amelyek véges sok zart féltér
metszeteként elballnak. A poliéder élei és cstcsai pedig épp a
szomszédos félterek metszetei illetéleg a szomszédos élek
metszetei.

Tétel

Az 6t darab konvex szabalyos poliédernek (T a tetraéder; Q a
kocka; O az oktaéder; D a dodekaéder; és | az ikozaéder) a
cirkularis kromatikus szama is meghatarozhato:

20
7 1

xe(T) =4, xc(Q)=2; xc(0)=38; xc(D)= xe(l) =4
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Poliéder-grafok

Blazsik Zoltan



Poliéder-grafok

Definicié

Egy poliédert arkhimédészi (vagy féligszabalyos) testnek
nevezlink, ha a lapjai mind szabalyosak, de nem feltétlentil
egybevagok és a csucsalakzatuk (azon szabalyos sokszégek,
amik a csucsokban talalkoznak) egybevago.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Poliéder-grafok

Definicié

Egy poliédert arkhimédészi (vagy féligszabalyos) testnek
nevezlink, ha a lapjai mind szabalyosak, de nem feltétlentil
egybevagok és a csucsalakzatuk (azon szabalyos sokszégek,
amik a csucsokban talalkoznak) egybevago.

A konvex féligszabalyos testek tehat az 6t szabalyos test, 13
arkhimédészi test és 2 végtelen osztaly (prizmak és antiprizmak
osztalya). A 13 arkhimédészi test listaja a csucsalakzatukkal

megadva:
csucsalakzat ‘ név ‘ jelolés
(3.6,6) csonkitott tetraéder TT
(3,8,8) csonkitott kocka TC
(4,6,6) csonkitott oktaéder TO
(3,10,10) | csonkitott dodekaéder | TD
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Poliéder-grafok

csdcsalakzat | név jelolés
(5,6,6) csonkitott ikozaéder Tl
(3,4,3,4) kuboktaéder coO
(4,6,8) csonkitott kuboktaéder CT
(3,4,4,4) rombikuboktaéder CR
(3,3,3,3,4) | pisze kuboktaéder CS
(3,5,3,5) | ikozidodekaéder ID
(4,6,10) csonkitott ikozidodekaéder | IT
(3,4,5,4) | rombikozidodekaéder IR
(3,3,3,3,5) | pisze ikozidodekaéder IS
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Poliéder-grafok

Tétel

Az Arkhimédészi testek grafjanak cirkularis kromatikus szama
megegyezik a kromatikus szamukkal, kivéve a csonkitott
ikozaédert!

Xc(TO) = xc(CT) =xc(IT) =2 ; xc(IS)=4 ; xo(Tl) = g

Xc(TT) = xc(TC) = xc(TD) = xc(CO) = x¢(CR) =
= x¢(CS) = xc(ID) = xc(IR) =3
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Poliéder-grafok

Definicié

A szabalyos konvex antiprizmak grafia AG, = (Vy, En), aholn > 3
és V,={ug,...,Un_1} U{wg,...,Wn_1} és az élek halmaza E, a
(Uo, ..., Un—1) €s (Wp,...,Wp_1) kérékbdl all, valamint tovabbi 2n
darab élbél: ujw; és ujr1w;, ahol i =0,...,n—1 (és persze

Up = Up).
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Poliéder-grafok

Definicio
A szabalyos konvex antiprizmak grafia AG, = (Vy, En), aholn > 3
ésV,={ug,...,Un_1} U{wg,...,Wnh_1} és az élek halmaza E, a

(Uo, ..., Un—1) €s (Wp,...,Wp_1) kérékbdl all, valamint tovabbi 2n
darab élbél: ujw; és ujr1w;, ahol i =0,...,n—1 (és persze
Up = Up).

Belathato, hogy xc(AGsm) = 3, xo(AGam11) = 3 + + és
/\/C(AGSm+2) =3 + 2m1ﬁ

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Poliéder-grafok

Definicio
A szabalyos konvex antiprizmak grafia AG, = (Vy, En), aholn > 3
ésV,={ug,...,Un_1} U{wg,...,Wnh_1} és az élek halmaza E, a

(Uo, ..., Un—1) €s (Wp,...,Wp_1) kérékbdl all, valamint tovabbi 2n
darab élbél: ujw; és ujr1w;, ahol i =0,...,n—1 (és persze
Up = Up).

Belathato, hogy xc(AGsm) = 3, xo(AGam11) = 3 + + és
/\/C(AGSm+2) =3 + 2m1T

Definicié

A szabalyos konvex prizmak gréfia PG, = (Vp, E,), aholn > 3 és
Vo ={uo,...,up_1}U{wg,...,wn_1} és az élek halmaza E, a
(Uos.-.,Un-1) és (Wo,...,Wn_1) k6rékbél all, valamint tovabbi n
darab élbél: u;w;, aholi=0,...,n—1.
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Kis grafok

Belathato, hogy xc(AGom+1) = 2 + L és xc(AGomi2) = 2.

Pontosan 23 olyan legfeljebb 7 csucst dsszefliggd graf van,
amelynek cirkularis kromatikus szama kisebb, mint a graf
kromatikus szama.
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Kis grafok

Belathato, hogy xc(AGom+1) = 2 + L és xc(AGomi2) = 2.

Pontosan 23 olyan legfeljebb 7 csucst dsszefliggd graf van,
amelynek cirkularis kromatikus szama kisebb, mint a graf
kromatikus szama.

Ennek bizonyitdsa soran haszndljuk a kdvetkezd altalanos grafra
is teljestild 6sszefliggést (ahol g(G) a G-beli leghosszabb kor
hosszat jelenti):
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Tartalomjegyzék:

@ Gréafszinezés és homomorfizmus.

@ Homomorfizmusok és a kromatikus szam
@ Kromatikus szam

@ Cayley grafok
@ Akromatikus szam
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio

Legyen G és H grafok. Egy ¢ : V(G) — V(H) fliiggvényt
homomorfizmusnak neveziink, ha megérzi az éleket vagyis, ha
(u,v) € E(G), akkor (¢(u),¢(v)) € E(H) teljesdil.

Altalaban csak igy irjuk ¢ : G —s H.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio

Legyen G és H grafok. Egy ¢ : V(G) — V(H) fliiggvényt
homomorfizmusnak neveziink, ha megérzi az éleket vagyis, ha
(u,v) € E(G), akkor (¢(u),¢(v)) € E(H) teljesdil.

Altalaban csak igy irjuk ¢ : G —s H.

Vegylk észre, hogy egy G graf megfelelé k-szinezése
tulajdonképpen egy G — Kix homomorfizmus, ahol K jeldli a k
pontu teljes grafot.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio
Egy ¢ : G — H homomorfizmust hiinek neveziink, ha ¢(G) a H
egy feszitett részgrafja.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Egy ¢ : G — H homomorfizmust hiinek neveziink, ha ¢(G) a H
egy feszitett részgrafja.

| A

Definicio
Egy ¢ : G — H homomorfizmust sziirjektivnek neveziink, ha
barmely H-beli csticsnak van 6se G-ben.

A\
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Egy ¢ : G — H homomorfizmust hiinek neveziink, ha ¢(G) a H
egy feszitett részgrafja.

Egy ¢ : G — H homomorfizmust sziirjektivnek neveziink, ha
barmely H-beli csticsnak van 6se G-ben.

A hi és sziirjektiv homomorfizmusokat teljes
homomorfizmusoknak nevezziik.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio
Tetszbleges k € N-re a G graf teljes k-szinezése egy ¢ : G — H
telies homomorfizmus.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio
Tetszbleges k € N-re a G graf teljes k-szinezése egy ¢ : G — H
telies homomorfizmus.

Tehat a G graf egy megfeleld k-szinezése pontosan akkor teljes,
ha barmely két kiilénb6z6 szinhez (barmely szinparhoz) 1étezik
olyan éle G-nek, amelynek végpontjai pont ilyen szinliek.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio
Tetszbleges k € N-re a G graf teljes k-szinezése egy ¢ : G — H
telies homomorfizmus.

Tehat a G graf egy megfeleld k-szinezése pontosan akkor teljes,
ha barmely két kiilénb6z6 szinhez (barmely szinparhoz) 1étezik
olyan éle G-nek, amelynek végpontjai pont ilyen szinliek.
Vagyis a G graf egy teljes szinezése a csucsainak egy olyan P
particiéja, ahol a halmazok fliggetlenek és a G/P kvéciensgraf
teljes.
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Gréfszinezés és homomorfizmus.

Alapfogalmak

Definicio
Tetszbleges k € N-re a G graf teljes k-szinezése egy ¢ : G — H
telies homomorfizmus.

Tehat a G graf egy megfeleld k-szinezése pontosan akkor teljes,
ha barmely két kiilénb6z6 szinhez (barmely szinparhoz) 1étezik
olyan éle G-nek, amelynek végpontjai pont ilyen szinliek.
Vagyis a G graf egy teljes szinezése a csucsainak egy olyan P
particiéja, ahol a halmazok fliggetlenek és a G/P kvéciensgraf
teljes.

Ha ez a teljes graf éppen k cslcsu, akkor beszéllnk teljes
k-szinezésrdl.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Kromatikus szam

Legyenek G és H grafok és tegylik fel, hogy létezik ¢ : G — H
homomorfizmus.
Ekkor, ha H-nak van megfelel6 k-szinezése, akkor G-nek is!
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Kromatikus szam

Lemma

Legyenek G és H grafok és tegylik fel, hogy létezik ¢ : G — H
homomorfizmus.

Ekkor, ha H-nak van megfelel6 k-szinezése, akkor G-nek is!

Bizonyitas
Ha H-nak van megfelel6 k-szinezése, akkor létezik ¢ : H — K
homomorfizmus is.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Kromatikus szam

Lemma

Legyenek G és H grafok és tegylik fel, hogy létezik ¢ : G — H
homomorfizmus.

Ekkor, ha H-nak van megfelel6 k-szinezése, akkor G-nek is!

Bizonyitas
Ha H-nak van megfelel6 k-szinezése, akkor létezik ¢ : H — K
homomorfizmus is.

Az viszont definicié szerint trivialis, hogy homomorfizmusok
kompoziciéja is homomorfizmus, tehat a ¥ o ¢ fliggvény egy
homomorfizmus G-bél K -ba és igy létezik G-nek is megfelelé
k-szinezése.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definici6

Tetszbleges G graf kromatikus szamanak nevezziik és x(G)-vel
jeldljik azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre létezik
G — K, homomorfizmus.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definici6

Tetszbleges G graf kromatikus szamanak nevezziik és x(G)-vel
jeldljik azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre létezik
G — K, homomorfizmus.

Ekkor trividlisan kévetkezik, hogy ha x(G) = n, akkor minden
G — K, homomorfizmus teljes.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definici6

Tetszbleges G graf kromatikus szamanak nevezziik és x(G)-vel

jeldljik azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre létezik
G — K, homomorfizmus.

Ekkor trividlisan kévetkezik, hogy ha x(G) = n, akkor minden
G — K, homomorfizmus teljes.

Kdvetkezmény

Ha létezik G — H homomorfimus, akkor x(G) < x(H).
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definici6

Tetszbleges G graf kromatikus szamanak nevezziik és y(G)-vel
jeldljik azt a legkisebb n pozitiv egész szamot, amelyre létezik
G — K, homomorfizmus.

Ekkor trividlisan kévetkezik, hogy ha x(G) = n, akkor minden
G — K, homomorfizmus teljes.

Kdvetkezmény
Ha létezik G — H homomorfimus, akkor x(G) < x(H).

Definicié

Egy ¢ : G — H teljes homomorfizmust eleminek neveziink, ha
létezik egyetlen olyan (u, v) csucspdr, amik nincsenek 6sszekdtve
és p(u) = p(v).

Ekkor a H-t elemi kvociensgrafnak nevezziik.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Ha H elemi kvociensgrafia G-nek (egy elemi homomorfizmus
altal), akkor x(G) < x(H) < x(G) + 1.

Bizonyitas

Természetesen elegendo a felsé korlatot belatni a fenti
kévetkezmény miatt.

Legyen az elemi homomorfizmus ¢ és legyen a Kitlintetett
csucspar az (u, v).
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Ha H elemi kvociensgrafia G-nek (egy elemi homomorfizmus
altal), akkor x(G) < x(H) < x(G) + 1.

Bizonyitas

Természetesen elegendo a felsé korlatot belatni a fenti
kévetkezmény miatt.

Legyen az elemi homomorfizmus ¢ és legyen a Kitlintetett
csucspar az (u, v).

Legyen yr : G — K, homomorfizmus. Definialunk egy teljes
homomorfimusty’ : H — K1 Ugy, hogy ¥'(2) = y(¢71(2))
minden z ¢ {u, v}. Ez joldefinialt, mert ¢ elemi volt és

W(U) =W/ (v) = n+1.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definici6

Legyenek G és H grafok. H-t a G retraktumanak nevezziik, ha
léteznek olyan ¢ : G — H és ¥ : H — G homomorfimusok, hogy
¢ oy = idy. (itt ¢-t retrakcionak és -t koretrakcionak nevezziik)
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definicio

Legyenek G és H grafok. H-t a G retraktumanak nevezziik, ha
léteznek olyan ¢ : G — H és ¥ : H — G homomorfimusok, hogy
¢ oy = idy. (itt -t retrakcionak és y-t koretrakcionak nevezziik)

Definicié

Egy G grafot core-nak nevezlink, ha nincsen G-nek valodi
részgrafiaba meno retrakcidja.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Definici6

Legyenek G és H grafok. H-t a G retraktumanak nevezziik, ha
léteznek olyan ¢ : G — H és ¥ : H — G homomorfimusok, hogy
¢ oy = idy. (itt ¢-t retrakcionak és -t koretrakcionak nevezziik)

Egy G grafot core-nak nevezlink, ha nincsen G-nek valodi
részgrafjaba mend retrakcioja.

Kdvetkezmény

Tetszbleges grafnak és a core-janak megegyezik a kromatikus
szama.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Vannak olyan graftulajdonsagok, amelyek esetében érdemes
keresni azt a legkisebb részgrafot, amelynek még megvan az adott
tulajdonsaga.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Vannak olyan graftulajdonsagok, amelyek esetében érdemes
keresni azt a legkisebb részgrafot, amelynek még megvan az adott
tulajdonsaga.

A G core-ja sokszor éppen ez a minimalis részgraf. A kdvetkezd
grafok core-ok:
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Vannak olyan graftulajdonsagok, amelyek esetében érdemes
keresni azt a legkisebb részgrafot, amelynek még megvan az adott
tulajdonsaga.

A G core-ja sokszor éppen ez a minimalis részgraf. A kdvetkezd
grafok core-ok:

e Ky,n>1;

@ Coxy1, k=2 1;

0 Wi,k >1;

@ Petersen-graf;

@ A y-kritikus grafok.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Nem core pl. K, \ e, Cop, diszjunkt kdrék unidja.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Nem core pl. K, \ e, Cop, diszjunkt kdrék unidja.

Minden véges grafnak van core-ja.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Nem core pl. K, \ e, Cop, diszjunkt kdrék unidja.
Minden véges grafnak van core-ja.

G retraktumai kdziil egy legkisebb csicsszamu core is.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Nem core pl. K, \ e, Cop, diszjunkt kdrék unidja.
Minden véges grafnak van core-ja.
G retraktumai kdziil egy legkisebb csicsszamu core is.

Ha G-nek van tébb core-ja, akkor azok izomorfak.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Nem core pl. K, \ e, Cop, diszjunkt kdrék unidja.
Minden véges grafnak van core-ja.

G retraktumai kdziil egy legkisebb csicsszamu core is.
Ha G-nek van tébb core-ja, akkor azok izomorfak.

Szokas ezért egy G graf core-jardl ugy beszélni, mintha csak egy
ilyen lenne neki, hiszen mindegyik izomorf.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Homomorf ekvivalencia.

Ha létezik homomorfizmus G-bél H-ba, akkor mondjuk réviden azt,
hogy G a H-ba leképezhetd, (G — H).
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Homomorf ekvivalencia.

Ha létezik homomorfizmus G-bél H-ba, akkor mondjuk réviden azt,
hogy G a H-ba leképezhetd, (G — H).

A leképezhetd relacié nyilvan reflexiv, tranzitiv de nem feltétlenil
szimmetrikus relacio.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Homomorf ekvivalencia.

Ha létezik homomorfizmus G-bél H-ba, akkor mondjuk réviden azt,
hogy G a H-ba leképezhetd, (G — H).

A leképezhetd relacié nyilvan reflexiv, tranzitiv de nem feltétlenil
szimmetrikus relacio.

Ha G és H kolcsondsen leképezhetd a masikba, akkor homomorf
ekvivalensnek mondjuk 8ket, (G < H).
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Homomorf ekvivalencia.

Ha létezik homomorfizmus G-bél H-ba, akkor mondjuk réviden azt,
hogy G a H-ba leképezhetd, (G — H).

A leképezhetd relacié nyilvan reflexiv, tranzitiv de nem feltétlenil
szimmetrikus relacio.

Ha G és H kolcsondsen leképezhetd a masikba, akkor homomorf
ekvivalensnek mondjuk 8ket, (G < H).

Ha tehat R a G retraktuma, akkor definicié szerint G < R.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

Homomorf ekvivalencia.

Ha létezik homomorfizmus G-bél H-ba, akkor mondjuk réviden azt,
hogy G a H-ba leképezhetd, (G — H).

A leképezhetd relacié nyilvan reflexiv, tranzitiv de nem feltétlenil
szimmetrikus relacio.

Ha G és H kolcsondsen leképezhetd a masikba, akkor homomorf
ekvivalensnek mondjuk 8ket, (G < H).

Ha tehat R a G retraktuma, akkor definicié szerint G < R.

Ha G és H két gréf és G « H, akkor core-jaik izomorfak.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

A homomorf ekvivalencia egy ekvivalencia relécié a grafokon. A G
grafot tartalmazo ekvivalenciaosztalyt jeléljuk H(G)-vel.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

A homomorf ekvivalencia egy ekvivalencia relécié a grafokon. A G
grafot tartalmazo ekvivalenciaosztalyt jeléljuk H(G)-vel.

Definici6

Legyenek G és F grafok. Ha G — F, akkor vezessiik be a
H(G) < H(F) parcialis rendezést az ekvivalenciaosztaly kézétt.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

A homomorf ekvivalencia egy ekvivalencia relécié a grafokon. A G
grafot tartalmazo ekvivalenciaosztalyt jeléljuk H(G)-vel.

Definici6

Legyenek G és F grafok. Ha G — F, akkor vezessiik be a
H(G) < H(F) parcialis rendezést az ekvivalenciaosztaly kézétt.

A bevezett parcialisan rendezett halmaz halé.
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Homomorfizmusok és a kromatikus szam Kromatikus szam

A homomorf ekvivalencia egy ekvivalencia relécié a grafokon. A G
grafot tartalmazo ekvivalenciaosztalyt jeléljuk H(G)-vel.

Definici6

Legyenek G és F grafok. Ha G — F, akkor vezessiik be a
H(G) < H(F) parcialis rendezést az ekvivalenciaosztaly kézétt.

A bevezett parcialisan rendezett halmaz halé.

Tétel (Welzl tétele)

Legyenek G és F grafok, melyekre G — F és F -» G. Ekkor létezik
egy kézbllsé K graf, melyre G - K - Fés F » K -+ G.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Akromatikus szam
Cayley grafok

Cayley grafok

Definicio

Legyen I egy csoport és S al részhalmaza, amely zart az
inverzképzésre, de nincs benne az egységelem. Egy ilyen S-et
Cayley részhalmaznak neveziink. Képezziink egy grafot,
amelynek csucshalmaza I', valamint az u és v cstucsokat pontosan
akkor tekintjiik szomszédosnak, ha u™'v € S. Ezt hivjuk Cayley
grafnak és Cay(l', S) a jele.
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Akromatikus szam

Cayley grafok

Cayley grafok

Definicio

Legyen I egy csoport és S al részhalmaza, amely zart az
inverzképzésre, de nincs benne az egységelem. Egy ilyen S-et
Cayley részhalmaznak neveziink. Képezziink egy grafot,
amelynek csucshalmaza I', valamint az u és v cstucsokat pontosan
akkor tekintjiik szomszédosnak, ha u™'v € S. Ezt hivjuk Cayley
grafnak és Cay(l', S) a jele.

Tétel (Sabidussi, 1964)

A Cayley grafok reprezentaljak az 6sszes csucstranzitiv grafokat.
Barmely csucstranzitiv graf rektraktuma valamely Cayley grafnak.
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Nincs homomorfizmus!

A csucstranzitiv grafok egy szép tulajdonsaga a kdvetkezo allitas.
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Akromatikus szam

Cayley grafok

Nincs homomorfizmus!

A csucstranzitiv grafok egy szép tulajdonsaga a kdvetkezo allitas.

Definici6

A G gréf fiiggetlenségi aranydnak nevezziik az i(G) = fé((%

szamot.
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Akromatikus szam

Cayley grafok

Nincs homomorfizmus!

A csucstranzitiv grafok egy szép tulajdonsaga a kdvetkezo allitas.

Definici6

A G gréf fiiggetlenségi aranyanak nevezziik az i(G) = ~C)

IV(G)I
szamot.

Lemma (Nincs-homomorfizmus, Albertson és Collins, 1985)

Legyenek G és H grafok, H csucstranzitiv és G — H. Ekkor
i(G) > i(H).
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

Legyen S(H) a H maximalis, a(H) méretii stabil részhalmazainak
csaladja. H szimmetriaja miatt mindegyik cstcs ugyananyiszor
(mondjuk m-szer) fordul el az S(H) csalad elemeiben. Az

a(H) x|S(H)| = mx |H|

egyenl6ség igaz, mivel kétféleképpen szamoltuk meg egy cstcs
el6fordulasait egy elemében a csaladnak.
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

Legyen S(H) a H maximalis, a(H) méretii stabil részhalmazainak
csaladja. H szimmetriaja miatt mindegyik cstcs ugyananyiszor
(mondjuk m-szer) fordul el az S(H) csalad elemeiben. Az

a(H) x|S(H)| = mx |H|

egyenl6ség igaz, mivel kétféleképpen szamoltuk meg egy cstcs
el6fordulasait egy elemében a csaladnak.

Legyen ¢ : G — H egy homomorfizmus. Ekkor minden | € S(H)
esetén tudjuk, hogy ¢~ (I)| < (G).
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

Legyen S(H) a H maximalis, a(H) méretii stabil részhalmazainak
csaladja. H szimmetriaja miatt mindegyik cstcs ugyananyiszor
(mondjuk m-szer) fordul el az S(H) csalad elemeiben. Az

ao(H) x|S(H)l = mx |H|
egyenl6ség igaz, mivel kétféleképpen szamoltuk meg egy cstcs
el6fordulasait egy elemében a csaladnak.

Legyen ¢ : G — H egy homomorfizmus. Ekkor minden | € S(H)
esetén tudjuk, hogy ¢~ (I)| < (G).

Osszegezve az egyenlbtlenségeket az 6sszes | € S(H)-re, kapjuk a
kdvetkez6 egyenlbtlenséget

> ()1 < a(G) x IS(H).

leS(H)
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

(folyt.) Maskuilénben meg mindegyik u € V(G) cstcs m-mel jarul
hozza a baloldalhoz, mivel a ¢(u) az S(H) csaladnak pontosan m
tagjahoz tartozik.
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

(folyt.) Maskuilénben meg mindegyik u € V(G) cstcs m-mel jarul
hozza a baloldalhoz, mivel a ¢(u) az S(H) csaladnak pontosan m
tagjahoz tartozik.

Igy tehat
D, 7' (= mx|Gl.

leS(H)
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

(folyt.) Maskuilénben meg mindegyik u € V(G) cstcs m-mel jarul
hozza a baloldalhoz, mivel a ¢(u) az S(H) csaladnak pontosan m
tagjahoz tartozik.

Igy tehat
D, 7' (= mx|Gl.

leS(H)
A fenti harom dsszefliggésbdl kijén az allitas!

a(G) . _m a(H)

()= V@) 2 s~ A

= i(H).
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Bizonyitas

(folyt.) Maskuilénben meg mindegyik u € V(G) cstcs m-mel jarul
hozza a baloldalhoz, mivel a ¢(u) az S(H) csaladnak pontosan m
tagjahoz tartozik.

Igy tehat
D, 7' (= mx|Gl.

leS(H)
A fenti harom dsszefliggésbdl kijén az allitas!

a(G) . _m a(H)

@) =wey = sty = 1A~

A bebizonyitott tételt Ggy is fogalmazhatjuk:
Ha H csucstranzitiv és i(G) < i(H), akkor G - H.
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Definicié

Egy G graf akromatikus szamanak nevezziik és achr(G)-vel
jeléljiik a legnagyobb olyan s pozitiv egészet, amire létezik
G — K; teljes homomorfimus.
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Definicié

Egy G graf akromatikus szamanak nevezziik és achr(G)-vel
jeléljiik a legnagyobb olyan s pozitiv egészet, amire létezik
G — K; teljes homomorfimus.

A fentiekhez hasonléan kaphatok a kbvetkezd eredmények:

Ha ¢ : G — H teljes homomorfizmus, akkor achr(G) > achr(H).
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Akromatikus szam

Cayley grafok

Ha ¢ : G — H elemi homomorfizmus, akkor
achr(G) — 2 < achr(H) < achr(G).
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Akromatikus szam
Cayley grafok

Ha ¢ : G — H elemi homomorfizmus, akkor
achr(G) — 2 < achr(H) < achr(G).

Legyen G egy graf. Minden olyan s-re, amire y(G) < s < achr(G)
létezik G — Kj telijes homomorfizmus.
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Tartalomjegyzék:

@ Hipergrafok, szinezések

@ Alkalmazasok, érdekességek
@ Kromatikus spektrum
@ Sik-hipergrafok
@ Specialis hipergrafok szinezhetésége
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Hipergréafok, szinezések

Hipergrafok

Definicié

Hipergrafnak neveziink egy H = (X, E) part, ahol X a csticsok
halmaza, és E pedig az élek halmaza, ahol az élek az X
csucshalmaz részhalmazaibdl keriilnek ki.
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Hipergréafok, szinezések

Hipergrafok

Definicio

Hipergrafnak neveziink egy H = (X, E) part, ahol X a csticsok
halmaza, és E pedig az élek halmaza, ahol az élek az X
csucshalmaz részhalmazaibdl keriilnek ki.

Definicio

Egy hipergraf megfelel6 szinezése a csticsainak egy olyan
szinezése, amelyre teljesiil, hogy nincsen olyan él, amelynek
minden cstcsa egyszinl. (ez altalanositia a megfelel6é szinezés
grafokra vonatkozd fogalmat)
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Hipergréafok, szinezések

Hipergrafok

Definicio

Hipergrafnak neveziink egy H = (X, E) part, ahol X a csticsok
halmaza, és E pedig az élek halmaza, ahol az élek az X
csucshalmaz részhalmazaibdl keriilnek ki.

Definicio

Egy hipergraf megfelel6 szinezése a csticsainak egy olyan
szinezése, amelyre teljesiil, hogy nincsen olyan él, amelynek
minden cstcsa egyszinl. (ez altalanositia a megfelel6é szinezés
grafokra vonatkozd fogalmat)

Definicié
Egy hipergraf kromatikus szama az a legkisebb k pozitiv egész,
amelyre létezik a hipergrafnak k szinii megfelelé szinezése.
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Hipergréafok, szinezések

Kulénleges szinezések.

Sokféle grafszinezési fogalommal talalkoztunk.
A hipergrafok esetében olyan véaltozatok is lehetségesek, amelyek
nem tdl érdekesek a specidlis hipergrafokra: a grafokra.
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Hipergréafok, szinezések

Kulénleges szinezések.

Sokféle grafszinezési fogalommal talalkoztunk.
A hipergrafok esetében olyan véaltozatok is lehetségesek, amelyek
nem tdl érdekesek a specidlis hipergrafokra: a grafokra.

Definici6

H eros k-szinezése az X egy particiéjat jelenti k stabil részre gy,
hogy minden élben legfeljebb egy cstcs lehet minden osztalybdl.
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Hipergréafok, szinezések

Kulénleges szinezések.

Sokféle grafszinezési fogalommal talalkoztunk.
A hipergrafok esetében olyan véaltozatok is lehetségesek, amelyek
nem tdl érdekesek a specidlis hipergrafokra: a grafokra.

Definici6

H eros k-szinezése az X egy particiéjat jelenti k stabil részre gy,
hogy minden élben legfeljebb egy cstcs lehet minden osztalybdl.
Jeldlje y(H) azt a legkisebb k-t, melyre létezik H-nak egy erés
k-szinezése.

v(H) a H erés kromatikus szama.
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Hipergréafok, szinezések

Kulénleges szinezések.

Sokféle grafszinezési fogalommal talalkoztunk.
A hipergrafok esetében olyan véaltozatok is lehetségesek, amelyek
nem tdl érdekesek a specidlis hipergrafokra: a grafokra.

Definici6

H eros k-szinezése az X egy particiéjat jelenti k stabil részre gy,
hogy minden élben legfeljebb egy cstcs lehet minden osztalybdl.
Jeldlje y(H) azt a legkisebb k-t, melyre létezik H-nak egy erés
k-szinezése.

v(H) a H erés kromatikus szama.

Nyilvan x(H) < y(H), hiszen egy erés k-szinezés normal
k-szinezés is. Ha a hipergraf specialisan egy graf, akkor a két
fogalom egybeesik.
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Hipergréafok, szinezések

Definici6

H kiegyensulyozott k-szinezése az X egy particiéjat jelenti k
stabil részre tgy, hogy minden D; € E élnek és S; szinosztalynak a
metszetére

|Dj] |Dj|

I‘TJ <IDiN §j < FT

teljesdil.
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Hipergréafok, szinezések

H kiegyensulyozott k-szinezése az X egy particiéjat jelenti k
stabil részre tgy, hogy minden D; € E élnek és S; szinosztalynak a
metszetére
|Djl |Djl
I‘TJ <IDin S| < r7-|

teljesdil.

H j6é k-szinezése az X egy particidjat jelenti k stabil részre gy,
hogy minden D; € E élben van min{|Dj|, k} kiilénb6éz6 szin.
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Hipergréafok, szinezések

H kiegyensulyozott k-szinezése az X egy particiéjat jelenti k
stabil részre tgy, hogy minden D; € E élnek és S; szinosztalynak a
metszetére
|Djl |Djl
I‘TJ <IDin S| < r7-|

teljesdil.

H j6é k-szinezése az X egy particidjat jelenti k stabil részre gy,
hogy minden D; € E élben van min{|Dj|, k} kiilénb6éz6 szin.

Ha k < minjc, |Dj|, akkor minden S; a H transzverzalisa. Ha

k > max;e |Djl, akkor egy jO k-szinezés egy erés k-szinezés. A H
kiegyensulyozott k-szinezése egy jo k-szinezés is.
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Hipergréafok, szinezések

Definici6

A normal, az er6s és a kiegyensulyozott szinezések kézés
altalanositasa, ha minden D; élhez elére megadunk ket
nemnegativ szamot, 0 < a; < b; < |Djl.
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Hipergréafok, szinezések

Definici6

A normal, az er6s és a kiegyensulyozott szinezések kézés
altalanositasa, ha minden D; élhez elére megadunk ket
nemnegativ szamot, 0 < a; < b; < |Djl.

részre Ugy, hogy minden D; € E éelre

aj < |Dj NS < bj.
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Hipergréafok, szinezések

A grafok szinezésekor bevezetett fogalmak a hipergrafok esetében
is fontosak, definiciéjuk olyan, hogy a specialis graf esetben
visszakapjuk a mar megismert eredeti fogalmat.
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Hipergréafok, szinezések

A grafok szinezésekor bevezetett fogalmak a hipergrafok esetében
is fontosak, definiciéjuk olyan, hogy a specialis graf esetben
visszakapjuk a mar megismert eredeti fogalmat.

Definici6

A H hipergraf egy x csucsanak monofoka, m(x,H) azon élek
maximalis szama, amelyek mind tartalmazzak x-et, de paronkénti
metszetlik csak az x-et tartalmazza. Legyen

M(H) = [ H/Y).

(H) = ey mipmix H/)

(ahol H/Y az Y altal feszitett részhipergréfjat jelenti H-nak,
melynek alaphalmaza Y és H azon élei alkotjak az éleit, amelyek
részhalmazai Y-nak)

Grafokra az M(H) + 1 volt az Erdés és Hajnal altal bevezetett
szinezési szam.
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Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio
Kevert hipergrafnak neveziink egy H = (X, C, D) harmast, ahol
X a csticshalmaz, és C és D is az X részhalmazainak csaladja: a

C-élek és a D-élek.
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Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio
Kevert hipergrafnak neveziink egy H = (X, C, D) harmast, ahol

X a csucshalmaz, és C és D is az X részhalmazainak csaladja: a
C-élek és a D-élek.

Definicié

Egy kevert hipergraf megfelel6 k-szinezése egy X — {1,2,...,k}
flggvény, amire minden C-élben van két egyforma szin(i csucs
(nincs teljesen tarka C-él) és minden D-élben van két kiilébnb6z6
szin csucs (nincs teljesen egyszinii D-él).
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Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio

Kevert hipergrafnak neveziink egy H = (X, C, D) harmast, ahol
X a csticshalmaz, és C és D is az X részhalmazainak csaladja: a
C-élek és a D-élek.

Definicio

Egy kevert hipergraf megfelel6 k-szinezése egy X — {1,2,...,k}
flggvény, amire minden C-élben van két egyforma szin(i csucs
(nincs teljesen tarka C-él) és minden D-élben van két kiilébnb6z6
szin csucs (nincs teljesen egyszinii D-él).

Megjegyzés

Nem minden kevert hipergrafnak van megfelelé szinezése!
Példaul a kévetkezének nincsen: H = ({1,2}; {{1,2}}; {1, 2}}).
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Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio
Egy kevert hipergraf k szinnel szinezheto, ha létezik legfeliebb k
szint hasznalé megfelel6 szinezése.
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Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio

Egy kevert hipergraf k szinnel szinezheto, ha létezik legfeliebb k
szint hasznalé megfelel6 szinezése.

Feszitett k-szinezésnek neveziink egy megfelel6 k-szinezést,
ami az dsszes szint hasznalja (tehat a fliggvény szlirjektiv)

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio

Egy kevert hipergraf k szinnel szinezheto, ha létezik legfeliebb k
szint hasznalé megfelel6 szinezése.

Feszitett k-szinezésnek neveziink egy megfelel6 k-szinezést,
ami az dsszes szint hasznalja (tehat a fliggvény szlirjektiv)

Definicié

Egy H kevert hipergraf esetén a feszitett szinezéseiben
hasznalhaté maximalis szinszamot fels6 kromatikus szamnak
nevezzliik és x (H)-val jeléljlik.
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Hipergréafok, szinezések

Kevert hipergrafok

Definicio

Egy kevert hipergraf k szinnel szinezheto, ha létezik legfeliebb k
szint hasznalé megfelel6 szinezése.

Feszitett k-szinezésnek neveziink egy megfelel6 k-szinezést,
ami az dsszes szint hasznalja (tehat a fliggvény szlirjektiv)

Definicié

Egy H kevert hipergraf esetén a feszitett szinezéseiben
hasznalhaté maximalis szinszamot fels6 kromatikus szamnak
nevezzliik és x (H)-val jeléljlik.

Hasonléan a minimalis szinszamot alsé kromatikus szamnak
nevezzliik és x(H)-val jeléljiik.
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Hipergréafok, szinezések

A hipergrafok és kevert hipergrafok kapcsolata

Megjegyzés

Jeldlje Hp a (X, 0, D) harmast és nevezziik ezt D-hipergrafnak.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Hipergréafok, szinezések

A hipergrafok és kevert hipergrafok kapcsolata

Megjegyzés

Jeldlje Hp a (X, 0, D) harmast és nevezziik ezt D-hipergrafnak.
Vegylik észre, hogy a D-hipergrafok vizsgalata a minimalis
szinszam vizsgalatat jelenti a hipergrafok kérében.
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Hipergréafok, szinezések

A hipergrafok és kevert hipergrafok kapcsolata

Megjegyzés

Jeldlje Hp a (X, 0, D) harmast és nevezziik ezt D-hipergrafnak.
Vegylik észre, hogy a D-hipergrafok vizsgalata a minimalis
szinszam vizsgalatat jelenti a hipergrafok kérében.

Hasonléan jelélie He a (X, C,0) harmast és nevezziik ezt
C-hipergrafnak.
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Hipergréafok, szinezések

A hipergrafok és kevert hipergrafok kapcsolata

Megjegyzés

Jeldlje Hp a (X, 0, D) harmast és nevezziik ezt D-hipergrafnak.
Vegylik észre, hogy a D-hipergrafok vizsgalata a minimalis
szinszam vizsgalatat jelenti a hipergrafok kérében.

Hasonléan jelélie He a (X, C,0) harmast és nevezziik ezt
C-hipergrafnak.

Vegylik észre, hogy a C-hipergrafok vizsgalata pedig a maximalis
szinszam vizsgalatat jelenti a hipergrafok kérében.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Hipergréafok, szinezések

A hipergrafok és kevert hipergrafok kapcsolata

Megjegyzés

Jeldlje Hp a (X, 0, D) harmast és nevezziik ezt D-hipergrafnak.
Vegylik észre, hogy a D-hipergrafok vizsgalata a minimalis
szinszam vizsgalatat jelenti a hipergrafok kérében.

Hasonléan jelélie He a (X, C,0) harmast és nevezziik ezt
C-hipergrafnak.

Vegylik észre, hogy a C-hipergrafok vizsgalata pedig a maximalis
szinszam vizsgalatat jelenti a hipergrafok kérében.

Ebbdl lathat6, hogy az altalanosabb kevert hipergrafok vizsgalata
soran minden olyan probléma felmerl, ami kilén-kilén a
minimalis- és maximalis szinszam vizsgalatandl felmeral.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definici6

Megengedett halmaznak nevezziik azon k pozitiv egészek
halmazat, amelyekre a H hipergrafnak van feszitett k-szinezése.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Definicio
Megengedett halmaznak nevezziik azon k pozitiv egészek
halmazat, amelyekre a H hipergrafnak van feszitett k-szinezése.

Definicié

Minden egyes k-ra legyen rx az X cstcshalmaz olyan particiéinak
szama, amely k nemdires osztalybdl all (ezek a szinosztalyok) és a
C-élekre, valamint a D-élekre vonatkoz6 szinezési feltételek is
teljesdinek.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Definicio
Megengedett halmaznak nevezziik azon k pozitiv egészek
halmazat, amelyekre a H hipergrafnak van feszitett k-szinezése.

Definicié

Minden egyes k-ra legyen rx az X csucshalmaz olyan particidinak
szama, amely k nemdires osztalybdl all (ezek a szinosztalyok) és a
C-élekre, valamint a D-élekre vonatkozd szinezési feltételek is
teljesdinek.

Ezeket a particiokat megengedett particioknak nevezziik.

rk megegyezik a feszitett k-szinezések szamaval (ha a szinek

klldnbdzdknek).
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Definicio
Az R(H) = (r1,...,r) vektort nevezziik a H hipergraf kromatikus
spektrumanak.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Definicio
Az R(H) = (r1,...,r) vektort nevezziik a H hipergraf kromatikus
spektrumanak.

Tekintsiink egy szinezhet® H kevert hipergrafot.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek . o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definicié

Az R(H) = (r1,...,r) vektort nevezziik a H hipergraf kromatikus
spektrumanak.

Tekintsiink egy szinezhet® H kevert hipergrafot.

Ekkor természetesen adodik a kérdés, hogy az alsé- és felsd
kromatikus szama kozotti tetszéleges k-ra létezik-e feszitett
k-szinezése?
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek o o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definicié

Az R(H) = (r1,...,r) vektort nevezziik a H hipergraf kromatikus
spektrumanak.

Tekintsiink egy szinezhet® H kevert hipergrafot.

Ekkor természetesen adodik a kérdés, hogy az alsé- és felsd
kromatikus szama kozotti tetszéleges k-ra létezik-e feszitett
k-szinezése?

A valasz nemleges, vagyis a kromatikus spektrumban lehetnek
lyukak.

Definicié

A kromatikus spektrumnak k-ban lyuka van, ha a megengedett
halmaz tartalmaz k-nal kisebb és nagyobb elemet is, de a k-t nem.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Megjegyzés
Tetszbleges 2 < s < t — 2-re létezik olyan Hs; kevert hipergraf,
aminek megengedett halmaza {s, t}.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Megjegyzés

Tetszbleges 2 < s < t — 2-re létezik olyan Hs; kevert hipergraf,
aminek megengedett halmaza {s, t}.

Szintén érdekes kérdés, hogy a pozitiv egészeknek melyek azok a
részhalmazai, amik kevert hipergrafnak lehetnek megengedett
halmazai?
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Megjegyzés
Tetszbleges 2 < s < t — 2-re létezik olyan Hs; kevert hipergraf,
aminek megengedett halmaza {s, t}.

Szintén érdekes kérdés, hogy a pozitiv egészeknek melyek azok a
részhalmazai, amik kevert hipergrafnak lehetnek megengedett
halmazai?

Megjegyzés

Az bizonyitott, hogy a pozitiv egészeknek egy véges részhalmaza
akkor és csak akkor megengedett halmaza valamely kevert
hipergrafnak, ha vagy az {1,2,...,t} kezdé-intervallum vagy ha
nem tartalmazza az 1 elemet.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

H ; konstrukcioja

Legyen X = {X17X29 ais, ..., a2, b1’ ey bf—2}-
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek . o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

H ; konstrukcioja

Legyen X = {xy, X0, ay,...,8t-2,b1,...,bt_2}.

Jelblje T az xrajb; szerkezetli harmasok halmazat, ahol r € {1, 2}
ésie{1,2,...,t -2}, valamint jelolje U az ajb;a;b; alaki négyesek
halmazat, ahol i,j € {1,2,...,t - 2}.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek . o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

H, ; konstrukcioja

Legyen X = {xy, X0, ay,...,8t-2,b1,...,bt_2}.

Jelblje T az xrajb; szerkezetli harmasok halmazat, ahol r € {1, 2}
ésie{1,2,...,t -2}, valamint jelolje U az ajb;a;b; alaki négyesek
halmazat, ahol i,j € {1,2,...,t - 2}.

Legyen W minden i,j € {1,2,...,t - 2}-re az {a;, b;, a;, bj}
négyelem{ halmazbdl készithetd harmasok (minden négyelemi
halmazbdl 4 ilyen szarmazik) unidja.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek . o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

H, ; konstrukcioja

Legyen X = {xy, X0, ay,...,8t-2,b1,...,bt_2}.

Jelblje T az xrajb; szerkezetli harmasok halmazat, ahol r € {1, 2}
ésie{1,2,...,t -2}, valamint jelolje U az ajb;a;b; alaki négyesek
halmazat, ahol i,j € {1,2,...,t - 2}.

Legyen W minden i,j € {1,2,...,t - 2}-re az {a;, b;, a;, bj}
négyelem{ halmazbdl készithetd harmasok (minden négyelemi
halmazbdl 4 ilyen szarmazik) unidja.

Ekkor a C-élek legyenek T U W és a D-élek legyenek

T U UU {x1x2}.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek . o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

H, ; konstrukcioja

Legyen X = {xy, X0, ay,...,8t-2,b1,...,bt_2}.

Jelblje T az xrajb; szerkezetli harmasok halmazat, ahol r € {1, 2}
ésie{1,2,...,t -2}, valamint jelolje U az ajb;a;b; alaki négyesek
halmazat, ahol i,j € {1,2,...,t - 2}.

Legyen W minden i,j € {1,2,...,t - 2}-re az {a;, b;, a;, bj}
négyelem{ halmazbdl készithetd harmasok (minden négyelemi
halmazbdl 4 ilyen szarmazik) unidja.

Ekkor a C-élek legyenek T U W és a D-élek legyenek

T U UU {x1x2}.

Megmutathat6, hogy ennek a kevert hipergrafnak a megengedett
halmaza {2, t}.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek . o . .
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

H, ; konstrukcioja

Legyen X = {xy, X0, ay,...,8t-2,b1,...,bt_2}.

Jelblje T az xrajb; szerkezetli harmasok halmazat, ahol r € {1, 2}
ésie{1,2,...,t -2}, valamint jelolje U az ajb;a;b; alaki négyesek
halmazat, ahol i,j € {1,2,...,t - 2}.

Legyen W minden i,j € {1,2,...,t - 2}-re az {a;, b;, a;, bj}
négyelem{ halmazbdl készithetd harmasok (minden négyelemi
halmazbdl 4 ilyen szarmazik) unidja.

Ekkor a C-élek legyenek T U W és a D-élek legyenek

T U UU {x1x2}.

Megmutathat6, hogy ennek a kevert hipergrafnak a megengedett
halmaza {2, t}.

Tehat, ha t > 4, akkor ez a példa mutatja, hogy a megengedett
halmaznak lehet lyuka.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Tekintstink egy H = (X, E) hipergrafot.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Tekintslink egy H = (X, E) hipergréafot.

Ennek a paros graf reprezentacidja B(H) egy olyan paros graf,
aminek két osztalya X és E és egy X-beli cslicsot akkor és csak
akkor kétlnk dssze egy E-beli éllel, ha a cslcs eleme ennek az
élnek.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Tekintslink egy H = (X, E) hipergréafot.

Ennek a paros graf reprezentacidja B(H) egy olyan paros graf,
aminek két osztalya X és E és egy X-beli cslicsot akkor és csak
akkor kétlnk dssze egy E-beli éllel, ha a cslcs eleme ennek az
élnek.

Definici6

Egy H hipergrafot sik-hipergrafnak neveziink pontosan akkor, ha
B(H) sikgraf.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Tekintslink egy H = (X, E) hipergréafot.

Ennek a paros graf reprezentacidja B(H) egy olyan paros graf,
aminek két osztalya X és E és egy X-beli cslicsot akkor és csak
akkor kétlnk dssze egy E-beli éllel, ha a cslcs eleme ennek az
élnek.

Definici6

Egy H hipergrafot sik-hipergrafnak neveziink pontosan akkor, ha
B(H) sikgraf.

Vegylk észre, hogy a sik-hipergrafoknak létezik a sikba olyan
beagyazasa, hogy a csucsokhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik és
minden élnek megfelel egy zart sikrész (ami homeomorf a
korlappal) és nem tartalmaz mas csucsokhoz rendelt pontokat,
viszont tartalmazza a sajat cslcsaihoz tartoz6 pontokat a hataran.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Tekintslink egy H = (X, E) hipergréafot.

Ennek a paros graf reprezentacidja B(H) egy olyan paros graf,
aminek két osztalya X és E és egy X-beli cslicsot akkor és csak
akkor kétlnk dssze egy E-beli éllel, ha a cslcs eleme ennek az
élnek.

Definici6

Egy H hipergrafot sik-hipergrafnak neveziink pontosan akkor, ha
B(H) sikgraf.

Vegylk észre, hogy a sik-hipergrafoknak létezik a sikba olyan
beagyazasa, hogy a csucsokhoz a sik egy-egy pontjat rendeljik és
minden élnek megfelel egy zart sikrész (ami homeomorf a
korlappal) és nem tartalmaz mas csucsokhoz rendelt pontokat,
viszont tartalmazza a sajat cslcsaihoz tartoz6 pontokat a hataran.
Tovabba két ilyen sikrész csak az élek kézds csucsainak megfeleld
pontokban metszhetik egymast.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf.
Jeldlje E = C U D. Ha van olyan C-él, ami egybeesik egy D-éllel (vagyis
bi-él), akkor az az E-ben csak egyszer szerepel.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf.

Jeldlje E = C U D. Ha van olyan C-él, ami egybeesik egy D-éllel (vagyis
bi-él), akkor az az E-ben csak egyszer szerepel.

Nevezzik a H' = (X, E) hipergréfot a H kevert hipergrafhoz rendelt
hipergrafnak. (ha a C-élek mind egybeesnek a D-élekkel, akkor
bihipergrafroél beszélhetlink)

Definicié

A H = (X, C, D) kevert hipergraf sik-hipergraf, akkor és csak akkor, ha a
hozzarendelt hipergraf sik-hipergraf.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf.

Jeldlje E = C U D. Ha van olyan C-él, ami egybeesik egy D-éllel (vagyis
bi-él), akkor az az E-ben csak egyszer szerepel.

Nevezzik a H' = (X, E) hipergréfot a H kevert hipergrafhoz rendelt
hipergrafnak. (ha a C-élek mind egybeesnek a D-élekkel, akkor
bihipergrafroél beszélhetlink)

Definicio
A H = (X, C, D) kevert hipergraf sik-hipergraf, akkor és csak akkor, ha a
hozzarendelt hipergraf sik-hipergraf.

Megjegyzés
Az nyilvanvald, hogy minden D-hipergraf, ami sik-hipergréf is az
szinezheté megfeleléen.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf.

Jeldlje E = C U D. Ha van olyan C-él, ami egybeesik egy D-éllel (vagyis
bi-él), akkor az az E-ben csak egyszer szerepel.

Nevezzik a H' = (X, E) hipergréfot a H kevert hipergrafhoz rendelt
hipergrafnak. (ha a C-élek mind egybeesnek a D-élekkel, akkor
bihipergrafroél beszélhetlink)

Definicié

A H = (X, C, D) kevert hipergraf sik-hipergraf, akkor és csak akkor, ha a
hozzarendelt hipergraf sik-hipergraf.

Megjegyzés

Az nyilvanvald, hogy minden D-hipergraf, ami sik-hipergréf is az
szinezheté megfeleléen.

Hasonléan minden C-hipergréf is, ami sik-hipergraf.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Legyen most H = (X, C, D) egy kevert hipergraf.

Jeldlje E = C U D. Ha van olyan C-él, ami egybeesik egy D-éllel (vagyis
bi-él), akkor az az E-ben csak egyszer szerepel.

Nevezzik a H' = (X, E) hipergréfot a H kevert hipergrafhoz rendelt
hipergrafnak. (ha a C-élek mind egybeesnek a D-élekkel, akkor
bihipergrafroél beszélhetlink)

Definicio
A H = (X, C, D) kevert hipergraf sik-hipergraf, akkor és csak akkor, ha a
hozzarendelt hipergraf sik-hipergraf.

Megjegyzés

Az nyilvanvald, hogy minden D-hipergraf, ami sik-hipergréf is az
szinezheté megfeleléen.

Hasonléan minden C-hipergréf is, ami sik-hipergraf.

Azonban altalanos kevert sik-hipergrafok esetén mar nem feltétlendl
létezik megfelelb szinezés.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

A legkisebb (nemtrividlis) nem szinezhet6 kevert
H = (X, C, D) sik-hipergraf a kvetkezé: X = {1,2, 3},
C=1{(1,2,3)} és D ={(1,2),(2,3),(1,3)}.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Példa

A legkisebb (nemtrividlis) nem szinezhet6 kevert

H = (X, C, D) sik-hipergraf a kvetkezé: X = {1,2, 3},
C=1{(1,2,3)} és D ={(1,2),(2,3),(1,3)}.

| \

Megjegyzés

Nem nehéz ebbdl a példabdl kiindulva gyartani nem szinezheté
kevert sik-hipergrafok végtelen csaladjat sem.

A
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Példa

A legkisebb (nemtrividlis) nem szinezhet6 kevert

H = (X, C, D) sik-hipergraf a kvetkezé: X = {1,2, 3},
C=1{(1,2,3)} és D ={(1,2),(2,3),(1,3)}.

| \

Megjegyzés

Nem nehéz ebbdl a példabdl kiindulva gyartani nem szinezheté
kevert sik-hipergrafok végtelen csaladjat sem.

Viszont a nem szinezheté kevert sik-hipergrafok szerkezete még
nem ismert.

A
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Egy hipergrafot r-uniformnak neveziink, ha nincsenek t6bbszdrds élei
és minden élnek a mérete r.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definicié

Egy hipergrafot r-uniformnak neveziink, ha nincsenek t6bbszdrds élei
és minden élnek a mérete r.

Teljes r-uniformnak nevezziik azt az r-uniform hipergrafot, amiben az
élek éppen az X cstcshalmaz 6sszes r elem(i részhalmazai (az ésszes
r elem( részhalmazt jeléljik ()f)-rel).
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definicié

Egy hipergrafot r-uniformnak neveziink, ha nincsenek t6bbszdrds élei
és minden élnek a mérete r.

Teljes r-uniformnak nevezziik azt az r-uniform hipergrafot, amiben az
élek éppen az X cstcshalmaz 6sszes r elem(i részhalmazai (az ésszes
r elem( részhalmazt jeléljik ()f)-rel).

Ennek jele: Kf, ahol |X| = n.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definicié

Egy hipergrafot r-uniformnak neveziink, ha nincsenek t6bbszdrds élei
és minden élnek a mérete r.

Teljes r-uniformnak nevezziik azt az r-uniform hipergrafot, amiben az
élek éppen az X cstcshalmaz 6sszes r elem(i részhalmazai (az ésszes
r elem( részhalmazt jeléljik ()f)-rel).

Ennek jele: Kf, ahol |X| = n.

Ezt a fogalmat altalanosithatjuk kevert hipergrafokra is:

Definici6

Egy kevert hipergrafot (I, m)-uniformnak neveziink, ha nincsenek
tébbszdrds élei, minden C-él mérete | és minden D-él mérete m.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Definicié

Egy hipergrafot r-uniformnak neveziink, ha nincsenek t6bbszdrds élei
és minden élnek a mérete r.

Teljes r-uniformnak nevezziik azt az r-uniform hipergrafot, amiben az
élek éppen az X cstcshalmaz 6sszes r elem(i részhalmazai (az ésszes
r elem( részhalmazt jeléljik ()f)-rel).

Ennek jele: Kf, ahol |X| = n.

Ezt a fogalmat altalanosithatjuk kevert hipergrafokra is:

Definicio

Egy kevert hipergrafot (I, m)-uniformnak neveziink, ha nincsenek
tébbszérés élei, minden C-él mérete | és minden D-él mérete m.
Teljes (I, m)-uniformnak nevezziik azt az (I, m)-uniform kevert
hipergrafot, amiben a C-élek az X cstcshalmaz ésszes | elemi
részhalmazai és a D-élek az 6sszes m elem(i részhalmazok, vagyis:
K(n.l,m) = (X,C.,D) = (X.(}).(})). ahol IX| = n.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kevert uniform hipergrafok szinezhetdsége

K(n, I, m) akkor és csak akkor nem szinezheté megfeleléen, ha
nx({-1)(m-1)+1.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kevert uniform hipergrafok szinezhetdsége

K(n, I, m) akkor és csak akkor nem szinezheté megfeleléen, ha
nx({-1)(m-1)+1.

Bizonyitas
El6sz6r megmutatjuk, hogy ha n < (I—1)(m — 1), akkor van
megfelel6 szinezés.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kevert uniform hipergrafok szinezhetdsége

K(n, I, m) akkor és csak akkor nem szinezheté megfeleléen, ha
nx({-1)(m-1)+1.

Bizonyitas
El6sz6r megmutatjuk, hogy ha n < (I—1)(m — 1), akkor van
megfelel6 szinezés.

Szinezziik az elsé (m — 1) cstcsot az elsé szinnel, a kbvetkez6
(m — 1)-et a masodikkal, stb.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kevert uniform hipergrafok szinezhetdsége

K(n, I, m) akkor és csak akkor nem szinezheté megfeleléen, ha
nx({-1)(m-1)+1.

Bizonyitas

El6sz6r megmutatjuk, hogy ha n < (I—1)(m — 1), akkor van
megfelel6 szinezés.

Szinezziik az elsé (m — 1) cstcsot az elsé szinnel, a kbvetkez6
(m — 1)-et a masodikkal, stb.

Mivel n < (I-1)(m - 1), ezért igy legfeljebb (I - 1) szint
hasznalunk fel és az igy kapott szinezés a K(n, I, m) egy megfelel6
szinezese.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Han > (I-1)(m—-1)+ 1, akkor mivel minden | méret(i részhalmaz
egy C-él, ezért nem hasznalhatunk csak legfeljebb (I — 1) szint;
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Bizonyitas

Han > (I-1)(m—-1)+ 1, akkor mivel minden | méret(i részhalmaz
egy C-él, ezért nem hasznalhatunk csak legfeljebb (I — 1) szint;

valamint mivel minden m méret(i részhalmaz egy D-él, ezért egy
szinosztalyban legfeliebb (m — 1) csucs szerepelhet.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Bizonyitas

Han > (I-1)(m—-1)+ 1, akkor mivel minden | méret(i részhalmaz
egy C-él, ezért nem hasznalhatunk csak legfeljebb (I — 1) szint;

valamint mivel minden m méret(i részhalmaz egy D-él, ezért egy
szinosztalyban legfeliebb (m — 1) csucs szerepelhet.

Ebbdl trividlisan kdvetkezik, hogy marad olyan csucs, amit mar
nem tudunk megfeleléen szinezni.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok
Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Alkalmazasok, érdekességek

Bizonyitas
Han > (I-1)(m—-1)+ 1, akkor mivel minden | méret(i részhalmaz
egy C-él, ezért nem hasznalhatunk csak legfeljebb (I — 1) szint;

valamint mivel minden m méret(i részhalmaz egy D-él, ezért egy
szinosztalyban legfeliebb (m — 1) csucs szerepelhet.

Ebbdl trividlisan kdvetkezik, hogy marad olyan csucs, amit mar
nem tudunk megfeleléen szinezni.

Kdvetkezmény

Egy H = K(n, I, m) kevert hipergraf megfeleléen szinezhet6 akkor
es csak akkor, ha a kromatikus inverze (amit a C és D-élek
felcserélésével kapunk) H = K(n, m, I) is szinezhet®.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kévetkezmények

Kdvetkezmény

Régzitett (I, m) parra tehat majdnem minden K(n, I, m) nem
szinezheté megfelel6en.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kévetkezmények

Kdvetkezmény
Régzitett (I, m) parra tehat majdnem minden K(n, I, m) nem
szinezheté megfelel6en.

A fentiek trivialisan kdvetkeztek a tételbdl, és a kovetkezd allitast
sem tul nehéz belatni.
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Kromatikus spektrum
Sik-hipergrafok

Alkalmazasok, érdekességek Specidlis hipergrafok szinezhetésége

Kévetkezmények

Kdvetkezmény

Régzitett (I, m) parra tehat majdnem minden K(n, I, m) nem
szinezhetb megfelel6en.

A fentiek trivialisan kdvetkeztek a tételbdl, és a kovetkezd allitast
sem tul nehéz belatni.

Kdvetkezmény

Ha az (I, m) part nem régzitjiik, akkor viszont majdnem minden
K(n, I, m) szinezhet6.
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Tartalomjegyzék:

@ A négyszinsejtés térténete
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A négyszinsejtés torténete

Vajon kinek jutott eszébe legel6sz6r a kérdés? Talan mar
masoknak is feltlint, de nem beszélt réla senkinek. Talan nem
ismerte fel, hogy kérdése érdekes!? Azt hihette nagyon egyszerl a
valasz.

Kicsit furcsa, hogy az iskolasok nem kérdeznek meg ilyeneket a
tanaraiktol? Az is lehet, hogy kérdeznek a fiatalok szép dolgokat,
de "a tananyaggal haladni kell" és még az is megfeledkezik sajat
Otletérdl aki felvetette.

De Morgan tanitvanyaként, Francis Guthrie Londonban egyetemen
tanult matematikat, majd jogot és botanikat is. Occsének,
Fredericknek emlitette min téri a fejét, aki akkor mar szintén De
Morgantél tanult matematikat. Megkérte, kérdezze meg a nagy
matematikust a térképek szinezésének problémajardl.
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A négyszinsejtés torténete

1. dbra. Francis Guthrie, 1831-1899




A négyszinsejtés torténete

@ Francis Guthrie 1852-ben kérdezte meg, vajon ki lehet-e
szinezni barmely térképet 4 szinnel gy, hogy
hatarszakasszal szomszédos orszagok a térképen kiilénbdzo
szineket kapjanak?

@ Francis Guthrie késdbb Dél-Afrikdban lett matematikus és
botanikus. A Cape Town egyetemrdl ment nyugdijba
1898-ban.

@ A South African Philosophical Society tagja volt.
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A négyszinsejtés torténete

2. dbra. A Jéreménység foka
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A négyszinsejtés torténete

3. abra. Frederick Guthrie, 1833-1886



A négyszinsejtés torténete

@ Frederick Guthrie megkérdezte Augustus De Morgant fivére
problémajardl.

@ De Morgan nem oldotta meg a feladatot, viszont megirta azt
Dublinba Hamiltonnak. Megirta, hogy 4 szin sziikséges, de
nem talalt olyan példa - térképet, amelyet nem tudott volna
kiszinezni 4 szinnel. A didkja sejtése igaznak tlnik.

@ 3 nap mulva megérkezett Hamilton valasza - nem volt
gyorsposta, csak gyors volt a posta akkoriban!
Hamilton nem igérte meg, hogy gyorsan foglalkozna a 4 szin
sejtéssel!
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A négyszinsejtés torténete

4. abra. Augustus De Morgan, 1806-1871



A négyszinsejtés torténete

@ Indiaban sziiletett, kora gyermekkoratol egyik szemére vak
volt.

@ Egyetemi tanulmanyai utan kivalé oktatéva valt, 22 évesen
professzor lett. A London Mathematical Society
megalakitdsaban is fontos szerepet jatszott.

@ A logika mellett a trigonometria, az algebra megalapozasaban
kiemelkedd szerepe volt.

@ A Hold egy kraterét réla nevezték el.
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A négyszinsejtés torténete

5. abra. Sir William Rowan Hamilton, 1805-1865



A négyszinsejtés torténete

@ ir fizikus, matematikus, csillagasz.

@ A newtoni mechanikat Hamilton mechanikanak is hivjak az
egzakt matematikai megalapozottsaga kdvetkeztében. Az
elektromagnesesség, a kvantummechanika és az optika
terliletén elméleti munkassaga nagy jelentdséga.

@ A kvaterni6 fogalmat 6 vezette be, altalanositva a komplex
szamfogalmat.

@ Az analizis mellett diszkrét matematikaval is foglalkozott,
szabdlyos testek élhalézatat is vizsgalta, a grafelméletben a
Hamilton kér és Ut viseli a nevét.
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A négyszinsejtés torténete

@ De Morgan tovabb népszerisitette Guthrie problémajat.

@ Az amerikai Charles Sanders Peirce is megprébalta
bizonyitani a sejtést 1860-ban, de késbbb is foglalkoztatta a
feladat.

@ 1878-ban De Morgan a London Mathematical Society
tagjainak figyelmébe ajanlotta az érdekes sejtést.

@ Egy évvel késdbb Arthur Cayley a Royal Geographical Society
részére irt cikket, On the colouring of maps cimmel, melyben
elmagyarazza miért is nehéz megvalaszolni a
4-szinezhetbséget.
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A négyszinsejtés torténete

6. abra. Charles Sanders Peirce, 1839-1914



A négyszinsejtés torténete

7. abra. Arthur Cayley, 1821-1895



A négyszinsejtés torténete

@ Bar Cayley Richmondban szlletett, szlleivel egy(tt az elsé 7
évét Szentpétervarott toltdtte.

@ Cayley gyakorl6 jogasz volt Londonban 1849-t61 1863-ig.
Szabadidejében t6bb mint 300 matematikai cikket publikélt.

@ 1852-ben a Royal Society tagjava valasztottak, majd 1963-t6l
matematika professzor lett Cambridge-ben.

@ Cayley alapvetden jarult hozza Cambridge hirnevéhez!
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A négyszinsejtés torténete

@ A csoportelmélet, a gorbék és felliletek algebrai elmélete, a
linearis algebra, matrixelmélet az elliptikus fliggvények
tertiletén munkassaga alapveto.

@ A geometria szamos teriiletén alkotott: analitikus geometria,
projektiv geometria, nemeuklideszi geometria.

@ A kombinatorika és a grafelmélet is érdekelte.

@ Mechanikardl, csillagaszatrdl is irt, 6sszesen mintegy 1000
cikke jelent meg.
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A négyszinsejtés torténete

8. abra. Alfred Bray Kempe, 1849-1922



A négyszinsejtés torténete

Alfred Bray Kempe 1879-ben a Nature-ben kihirdette, hogy
megoldotta a négyszinsejtést.

Cayley tanitvanya volt, aki batoritotta, hogy kézélje tételét az
American Journal of Mathematics szaklapban.

Kempe torvényszéki ligyvéd lett, pedig mind a matematika,
mind a zene elvarazsolta. Mégis késdbb a London
Mathematical Society elndke volt az 1872-1874-es
idészakban.

Bar bizonyitasa nem volt t6kéletes, mégis ideai egy
évszazada élnek. Az "elkerllhetetlenség", "redukalhatésag"
és a Kempe-lanc megkerllhetetlen fogalmak.

Blazsik Zoltan Szines halézatok



A négyszinsejtés torténete

@ Tekintsiink egy térképet, amelyben az O orszag kivételével a
tobbi jol ki van szinezve négy szinnel. Ha az O
hatarszakasszal nem szomszédos mind a négy szin{
orszaggal, akkor O-t is ki lehet j6l szinezni.

@ Tegyk fel, hogy O szomszédos a P, F, Z, S orszagokkal
(ebben a kéruljarasi sorrendben), amelyek rendre piros, fehér,
z06ld és sarga szinliek.

@ Ha nincs egy alternal6 piros-z6éld lanc csatlakozé orszagokbdl
a P-t6l a Z-ig, akkor minden P-bdl indul6 alternal6 piros-zéld
lancban cseréljik a piros szint zdldre és a zéldet pirosra.
Mivel nem lehet egy ilyen lanccal elérni a Z orszagot, igy
elérjik, hogy O-nak nem lesz piros szomszédja, vagyis az O
pirossal kiszinezhetd.
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A négyszinsejtés torténete

@ Ha létezik alternal6 piros-zéld lanc csatlakozé orszagokbol a
P-t6l a Z-ig, akkor nem lehet az F-t6l az S-ig fehér-sarga
alternalo lanc, mivel nem metszhetik egymast a piros-zéld
lanccal. De ekkor a fehér-sarga szin betélti a piros-z6ld eldbbi
szerepét.

@ Kempe "megoldasat" az American Journal of Mathematics
szerkesztbje, William Edward Story is javitotta, kiegészitette.
A fészerkesztd Sylvester volt ebben az idében.

@ Charles Sanders Peirce amerikai logikus, matematikus is
kbzzétette észrevételeit, hogyan lehetne Kempe bizonyitasat
precizebbé tenni.
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A négyszinsejtés torténete

9. abra. Charles Sanders Peirce, 1839-1914



A négyszinsejtés torténete

10. abra. James Joseph Sylvester, 1814 - 1897



A négyszinsejtés torténete

@ James Joseph Londonban sziiletett, 6 is De Morgan
tanitvanya volt.

@ A Johns Hopkins University, majd Oxford professzora. Az
American Journal of Mathematics megalapitoja.

@ A Sylvester-Gallai tétel allitja, hogy a sikon N pont vagy egy
egyenesre esik, vagy létezik olyan két pont, amelyek
egyenesén mas megadott pont nincs.

@ K egymast kdvetd, K-nal nagyobb egész szorzata oszthatd
egy K-nal nagyobb primmel - ez a tétel is Sylvester nevéhez
flzédik.
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A négyszinsejtés torténete

11. 4bra. Peter Guthrie Tait, 1831 - 1901



A négyszinsejtés torténete

@ 1880-ban a skot fizikus P. G. Tait irt két cikket a négyszintétel
bizonyitadséarél, amelyekben hibakat javitott és vildgosabban
érvelt.

@ Hamilton tan4csai alapjan a kvaternidkkal is foglalkozott,
tankényvet irt az uj fogalomrdl.

@ Természetfiloz6fus, a termodinamika, kinetikus gazelmélet
tuddsa is.

@ Lord Kelvinnel nemcsak fizikai, topolégia munkassag is
Osszeflizi. A csomok elméletét 6k kezdték el kidolgozni.
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A négyszinsejtés torténete

12. dbra. William Thompson (Lord Kelvin), 1824 - 1907



A négyszinsejtés torténete

@ Julius Petersen az 1898-ban megjelent hires dolgozataban
bemutatott egy ellenpéldat a Tait altal haszndlt allitasra,
miszerint a 3-regularis grafok 1-faktorizalhatok.

@ A Petersen graf a legkisebb 3-regularis, hid nélkdli graf amely
nem 1-faktorizalhaté.

@ Bar mindenki gy hiszi a grafot elész6r Petersen mutatta be,
Kempe 1886-0s munkajaban 12 évvel korabban mar
megijelent.

@ Nem sikgréaf! Mindkét minimalis nem sikgrafot minorként
tartalmazza! Nincs Hamilton kore!
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A négyszinsejtés torténete

A7
13. abra. Julius Petersen, 1839 - 1910



A négyszinsejtés torténete

14. abra. Petersen-graf nem bonthaté 3 teljes parositas diszjunkt
unidjara
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A négyszinsejtés torténete

Sejtés (Tait, 1884)

Minden 3-6sszefiiggd, sikbeli, 3-regularis graf tartalmaz
Hamilton-Kkért.

Tutte megcafolta a sejtést, ellenpéldat mutatott.

15. dbra. Bill Tutte példaja 1946-bdl, 46 cslcs, 69 él, 25 orszag
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A négyszinsejtés torténete

Minden 3-6sszefliggb, 3-regularis paros graf tartalmaz
Hamilton-kért.

Joseph D. Horton és Mark N. Ellington ellenpéldakkal cafolta a
sejtést.

16. abra. 54 csuicsu, 2-kromatikus
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17. dbra. 78 csucsU, 2-kromatikus




A négyszinsejtés torténete

18. abra. 54 csuicsU, 3-kromatikus
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A négyszinsejtés torténete

@ Tutte 1935-ben kezdte meg természettudomanyos, féleg
kémiai tanulmanyait, a Trinity College, Cambridge egyetemen.

@ A matematika miatt csatlakozott a Trinity Mathematical
Society -hoz. 1939-ben két tanulmanyt is kdzolt kémiardl,
majd inkabb a matematika mellett maradt.

@ A masodik vilaghaboru alatt titkos rejtjelezések
megfejtésében segitett. Ebben a fontos és nagy munkaban
matematikai zsenialitasara volt sziikség.

@ A Whitney altal bevezetett matroid fogalmat a grafelméletben
szamos problémaban alkalmazta.
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A négyszinsejtés torténete

19. dbra. William Thomas Tutte, 1917-2002
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A négyszinsejtés torténete

@ Donald Coxeter meghivta a torontoi egyetemre. 1962-ben a
University Waterloo tanara lett. Az 5 éves egyetemen
kombinatorika és optimalizalas fakultast alapitott és vezetett.

@ Grafokrdl és hipergrafokrol irt monogréfiaja alapmd.

@ A grafok szinezésével kapcsolatban a teljes parositasok
létezésének karakterizacioja szerepel az egyik, mig a
kromatikus polinom fogalma egy masikban.

@ Tutte egyik hires tétele:
Minden 4-6sszefliggd sikgraf tartalmaz Hamilton-kért.
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A négyszinsejtés torténete

Blanche Descartes, 1935 -

Bill Tutte térténetének misztikus fejezete, hogy 1935-ben, amikor
tarsaival a Trinity College hallgatéja volt Cambridge-ben, R.
Leonard Brooks, Arhur Harold Stone és Cedric Smith
tarsasagaban kitalaltak a fenti alnevet.

Késdbb mintegy 30 irast publikaltak ezen a néven, matematikai
cikkek mellett verseket, humoros irasokat.

Egyitt oldottdk meg a hires rejtvényt: egy négyzetet fel tudtak
bontani tébb kicsi, kilénbdzd méretli négyzetre.

Tutte ezen az alnéven irt szinezési eredményeirdl is, sét a 210
csucsu snark létezését is igy publikalta.
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A négyszinsejtés torténete

20. abra. William (Blanche Descartes) Tutte, 1948



A négyszinsejtés torténete

Tétel (Grinberg tétele)

Legyen G egy véges sikgraf, amelyben C egy Hamilton-kér. Ha fy
és g jeldli rendre a C-n bellili és kiviili k oldalu orszagok szamat.
Ekkor fennall a

D (k=2)(fc—gk) =0

k>3
formula.

21. dbra. Emanuel Grinberg, 1911-1982, lett matematikus




A négyszinsejtés torténete

22. abra. Emanuel Grinberg tételével megallapithatd, hogy nincs
Hamilton-kére
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A négyszinsejtés torténete

Definicio

Egy graf ciklikusan k-él6sszefliggd, ha legalabb k élt kell ahhoz téréini a
grafbdl, hogy két olyan komponensre essen szét, amelyek
mindegyikében van Kor.

A fenti fogalmat a Négyszinsejtés hivta el.
A Tutte-graf ciklikusan 3-él6sszefliggd.

Grinberg a tételét felhasznalva talalt Hamilton-k&rt nem tartalmazé
3-regularis, poliéder élhal6zata tipusu (3-cstucsdsszefliggd, sik) grafot,
amelynek a ciklikus éldsszefliggésége 4.

Az eléz6 abra pedig egy ciklikusan 5-6sszefliggd graf. Vegylik észre,
hogy minden korlatos orszadganak 5 vagy 8 oldala van, mig a kdilsd,
nem Kkorlatos 6ceénnak 9 él a hatdra. Ha lenne Hamilton-kére, akkor
barmely orszag kivil vagy belll 5 vagy 8 oldalu, igy a formuldban
minden tag oszthaté 3-mal, kivéve a kiilsd orszagé. igy az egyenléség
nem teljesilhet.
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A négyszinsejtés torténete

Sejtés (Barnette sejtése)
Minden 3-regularis, paros poliéder graf (konvex poliéder
élhalézata) tartalmaz Hamilton-kért.

Tétel (Steinitz tétel)

Egy 3 dimenziés konvex poliéder csucsai és élei altal
meghatarozott grafok pontosan a 3-csticsésszefliggd sikgrafok.
Tehat minden konvex poliéder csucs és él grafja
3-cslicsOsszefliggl sikgraf, valamint minden 3-csticsésszefliggb
sikgraf reprezentalhato, mint egy konvex poliéder élhalézata.
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A négyszinsejtés torténete

@ Barnette sejtése megoldatlan.

@ A sejtés Tait hamis sejtése és Tutte ide vonatkoz6 hamis
sejtésének egy kombinacidja.

@ Masképp fogalmazva Barnette sejtése azt mondja, ha egy
graf cafolja Tait sejtését, akkor az nem lehet paros graf.

@ 2000-ben egy kapcsolddo sejtés allitja:
Minden 3-regularis, poliéder graf, amelynek minden orszaga 6
vagy kevesebb oldalu tartalmaz Hamilton-kort.

@ Nincs 178-nal kevesebb csucsu ellenpélda az el6z6 sejtésre.
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23. dbra. Horton legelsd cafolata Tutte sejtésére
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A négyszinsejtés torténete

Sejtés (Michael Plummer kérdése)

Mi a legnagyobb ciklikus élésszefliggbségi szama egy
5-6sszefliggb sikgrafnak? (A valasz 10, 11, 12 vagy 13.)
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A négyszinsejtés torténete

A Heawood-szam

Heawood egész életében - 93 évet élt - a négyszintétellel
foglalkozott. 1890-ben a 11 éve létez6 Kempe-féle bizonyitasrol
kideritette, hogy nem lehet helyes.

Heawood a sikon kiviil mas fellileteken is hasonlé
térképszinezéseket vizsgalt. Ha S egy felllet, jeldlje e(S) az
Euler-karakterisztikat. 1890-ben Heawood bebizonyitotta (a
gbémbfelllet esetét kivéve), hogy

7+ \J49 — 24¢(S)
N 2

H(S)

fels korlatja a szikséges szinek szamanak.

H(S) a Heawood-szam, e(S)=2 esetén H(S)=4.
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A négyszinsejtés torténete
-

24. abra. Percy John Heawood, 1861 - 1955
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A négyszinsejtés torténete

A Heawood-graf
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A négyszinsejtés torténete

Paraméterek

@ 3-regularis
@ alegrévidebb kér 6 hosszu

@ alegkevesebb csucsu ilyen: "cage”

@ Petersen graf - (3,5)-cage

@ Heawood graf - (3,6)-cage

@ Tutte-Coxeter graf - (3,8)-cage

@ Balaban, Harries, Wong grafok - (3,10)-cage
@ Balaban - (3,11)-cage

@ Hoffman - Singleton graf - (7,5)-cage

Blazsik Zoltan Szines halézatok






27. dbra. Balaban graf, 70 csucs, 105 él, derékbbség 10




28. abra. Harries-Wong graf, 70 cslcs, 105 él, derékbbség 10




A négyszinsejtés torténete

Egység tavolsagu graf

@ A Heawood gréafot le lehet rajzolni a sikra gy, hogy minden él
egy egész hosszlUsagu szakasz legyen.

@ A Heawood graf beagyazhaté a térusz fellletébe gy, hogy az
élek nem metszik egymast.

@ Eppen egy ilyen beagyazast jelenit meg a Szilassi poliéder.
Nem konvex, topolégiailag térusz, 7 hatszdgl arca van.
Mindegyik arc éppen egy oldalaval szomszédos a tovabbi 6
arccal.

@ Atdruszon 1 "lyuk" van. Ha egy h lyuku test fellletére a fenti
tulajdonsagu beagyazas sikerdl f arccal, akkor fennall a

(f—4)(f-23)
12

Osszefliggés.
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A négyszinsejtés torténete

29. abra. Szilassi Lajos poliédere
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A négyszinsejtés torténete

30. abra. A Szilassi poliéder szines lapjai
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A négyszinsejtés torténete

Ha egy poliéder 0 lyuku, vagyis topolégiailag a gémbbel
ekvivalens, akkor a fenti formulaban a h zérus. Tehat f = 4, vagyis
4 lapja lehet egy megfelel6 testnek. Ez a tetraéder.

A Szilassi poliéder a h = 1 esetet mutatja, f = 7. A h = 2 esetben
az f nem egész szam! A kdvetkezd - elvileg lehetséges - poliéderre
h=6,ésf=12.

Még nem konstrualtak meg.

Az 1949-ben Csaszar Akos altal felfedezett toroidalis poliéder a
Szilassi poléder dualisa. Tehat 7 cslicsa van, minden csucsnak 6
szomszédja van, vagyis a hal6ja a 7 pontu teljes graf: K7. Tehat a
K7 beagyazhat6 a térusz fellletére.
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A négyszinsejtés torténete

A Csészar poliéder élhalézata alkalmas bizonyos Steiner-féle
haromszégrendszer megtalalasara.

Egy alaphalmaz bizonyos harmasait kell Ugy kivalasztani, hogy
barmely kettes pontosan egy harmasban forduljon el6. Ez egy
Specidlis Steiner-rendszer.

Kirkman 1847-ben az iskolas lanyok harmas sorokban térténd
sétaltatasanak problémajaval foglalkozott bizonyos feltételek
mellett.
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A négyszinsejtés torténete

31. abra. Jacob Steiner, 1796-1863
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A négyszinsejtés torténete

Heinrich Heesch német matematikus a vilaghaborus évek alatt
otthon dolgozott matematikai kérdéseken. Uttérd szerepe volt
abban, hogy a négy szinezhetéséget szamitdgéppel kezdték
vizsgalni.

O volt aki a redukalhatésag fogalmaval szisztematikusan él.
Algoritmust dolgozott ki és dnmaga implementalta azt. O beszélt
el6szo6r az konfiguraciok elkerllhetetlen halmazarél. Karl Darre
kbzépiskolas tanar segitségét is igénybe vette

Akkor, 1964-ben Dirre az Algol 60 nyelven irt ériasi terjedelm
programot. A grafok szomszédsagi matrixat lyukkartyakon vitték
be a gépbe.
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A négyszinsejtés torténete

32. &bra. Heinrich Heesch, 1906-1995
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A négyszinsejtés torténete

@ Durre programja megmutatta, hogy a Birkhoff diamond
valéban redukalhaté. 1965-ben egy 9 méretl gylirrdl a
program mutatta meg, hogy redukalhato, korabban ez még
nem volt ismert.
lehetdségeit, a kapott eredményeit.

@ Mivel az Egyestilt Allamokban a komputerek egy kicsit
fejlettebbek voltak, Heesch - Wolfgang Haken segitségével -
eljutott New York-ba, Brookhavenbe. Shimamoto 1967-ben
meghivta, 6t is érdekelte a hires probléma.

@ A CDC 6600 gépen kapott lehetdséget, ezen mar a Fortran
programozasi nyelven irt program futott.
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A négyszinsejtés torténete

@ Heawood,majd Oswald Veblen a térképszinezést matematikai
eszkdzOkkel prébaltak vizsgalni. Elemi szamelmélettel,
lineéris egyenletekkel.

@ Veblen fiatal kollégaja volt George David Birkhoff, aki Kempe
nyoman kivant haladni, szép ideakkal jutni elébbre.

@ Birkhoff nagy matematikus volt, szdmos terlleten bizonyitott
hires tételeket. A Poincaré-Birkhoff fixpont tételt,
ergodelméleti tételt,
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A négyszinsejtés torténete

33. abra. George David Birkhoff, 1884-1944



A négyszinsejtés torténete

@ Birkhoff munkassaga nyoman Franklin 1922-ben belatta, hogy
a 4-szintétel igaz, ha a tartomanyok szama nem tébb 25-nél.

@ Heesch hozzajarulasa a végso bizonyitashoz a "reducibility”
és a "discharging" fogalmak voltak. Az utobbi fogalom kellett
ahhoz, hogy a bizonyitasi kisérletek sikerrel végzédjenek.

@ Appel és Haken 1976-ban, amikor kihirdették a 4-szintételt
megerdsitették Heesch érdemeit.

@ A komputeres ellendrzés elkerulhetetlen volt 1976-ban, mivel
pl. 1476 gréafot kellett megvizsgalni!
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A négyszinsejtés torténete

34. abra. Wolfgang Haken,1928 -



A négyszinsejtés torténete

35. dbra. Kenneth Appel, 1932 -



A négyszinsejtés torténete

36. abra. Robin Thomas
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A négyszinsejtés torténete

Edward R. Swart a programoz6

@ Appel és Haken mellett dolgozott E. R. Swart. 1957-ben a
Pretoriai egyetemen végzett, majd a Ph.D. fokozatot a
Witwatersrand egyetemen kapta meg D. S. Henderson
iranyitasa alatt 1977-ben.

@ A bizonyitas komoly matematikai, filozo6fia vitat generalt.
Vajon mennyire tekinthetd egy bizonyitas korrektnek, ha
vannak benne olyan részek, amelyeket szamitogépek
ellendriztek? Szokasos volt azt gondolni, hogy minden igazi
matematikai bizonyitasnak szépnek, révidnek, frappansnak
kell lennie. Azonban ezek a jelzék sem egzakt fogalmak.
Tébb kutaté megprobalt "igazi" bizonyitast adni.
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A négyszinsejtés torténete

37. abra. Daniel P. Sanders
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A négyszinsejtés torténete

Egy modern bizonyitasrol!

@ Neil Robertson, Daniel P. Sanders, Paul Seymour és Robin
Thomas az elmult években megkisérelte reprodukalni az
1976-0s bizonyitast atgondolassal. Nem sikeriilhetett, igy
sajat bizonyitast terveztek meg, amely a korabbi
alapgondolatokat mind felhasznalja.

@ Minimalis ellenpéldat prébéltak keresni mar régéta.
Megvizsgaltak 633 konfiguraciét, amelyekrél kiderilt, hogy
redukalhatok. llyenek a minimdlis ellenpéldaban tehat nem
lehetnek.

@ Egy algoritmust hasznéltak, amely ha egy redukalhat6é
konfiguracio egy magas 6sszefliggéségii G sikgrafban
megjelenik, akkor kbnnyen megad egy kisebb G’ sikgrafot,
melynek barmely 4-szinezésébdl kdbnnyen kaphaté a G egy
4-szinezése.
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A négyszinsejtés torténete

38. abra. Niel G. Robertson
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A négyszinsejtés torténete

@ Birkhoff 1913-ban megmutatta, hogy minden minimalis
ellenpélda a 4-szinezhetdségre egy belllrél 6-6sszefliggd,
haromszdgezett graf. (Az "internally 6-connected"” jelentése:
nincs olyan C kére, amelyben tébb, mint 5 él megy.)

@ Bebizonyitottak, hogy minden "bellilrdl 6-6sszefliggd”
haromszdgezett sikgrafban felbukkan valamelyik konfiguracié
a 633-bdl.

@ Ezt hivjak az elkeriilhetetlenségi bizonyitasnak.
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A négyszinsejtés torténete

39. abra. Paul Seymour
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A négyszinsejtés torténete

@ Sikertilt a "discharging modszert" (igyesebben alkalmazni,
Appel és Haken 487 szabalyt alkalmazott, mig a négy kutaté
32-re csbkkentette ezek szamat.

@ Mig az eredeti bizonyitas negyedrendi algoritmust
alkalmazott, a javitott négyzetes. Bar szamitdgépet 0k is
hasznaltak, de atlathaté lett a bizonyitas szerkezete.

@ Formalis tételbizonyité programmal késébb ellendrizték
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Tartalomjegyzék:

@ Szinezési feladatok
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Szinezési feladatok

Graf miveletek

Legyenek G és H grafok.

A G + H diszjunkt unié az a graf, amely a G és a H egy-egy
példanyanak diszjunkt unidja.

A G és H egyszerii grafokra a G v H a G + H-bdl szarmaztathaté,
ha dsszekétiink minden u € G és v € H csucsot egyetlen éllel.

A G & H Cartesian szorzat csucshalmaza V(G) x V(H) és
ue V(G), v e V(H) esetén ((u,v),(u’,v’)) pontosan akkor él, ha
vagy u = U’ és(v,v’) € E(H); vagy (u,u’') € E(G) ésv = V'
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Szinezési feladatok

Feladatok

Feladat
1. x(G + H) = max{x(G), x(H)}

Feladat
2. x(GV H) = x(G) +x(H)

Feladat
3. x(G x H) = max{x(G).x(H)}
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Szinezési feladatok

Feladat

4. Legyen C, egy n hosszu kér, r egynél nagyobb, s pozitiv egész.
Mutassuk meg, hogy x(Car+1 V Ks) = s + 3, mig

Feladat

5. Igazoljuk, hogy G pontosan akkor m-szinezhet6, ha
a(Gx Kp) = V(G)!

6. Legyen G egy olyan graf, amelyben barmely két paratlan kérnek
van k6z6s pontja.
Bizonyitsuk be, hogy x(G) < 5!
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Szinezési feladatok

Egyenesek a sikon

Feladat

7. Adott n egyenes a sikon. Az altaluk meghatarozott sikrészeket
szinezzlik Ki gy, hogy barmely szakasz két oldalan eltérd szini
(korlatos vagy korlatlan) orszag legyen. Vajon legalab hany szin
szlikséges egy ilyen kiszinezéshez?

Feladat

8. Az el6z6 feladatban keletkezett abran most a (korlatos vagy
korlatlan) szakaszokhoz rendeljiink szineket. EQy szakasz alatt
két, egyenesen szomszédos metszéspont kéz6tti részt, vagy olyan
félegyenest értlink, amely egy metszéspontbdl indul. Hany szin
szlikséges a szakaszok kiszinezéséhez, ha egy metszésponthoz
illeszkedd szakaszok mas-mas szint kell, hogy kapjanak?
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Szinezési feladatok

Feladat

9. Szinezziik a metszéspontokat az abran, de egy szakasz két
végpontja nem lehet egyszinli. Hany szint kell hasznalnunk?

Feladat

10. Legyenek az egyenesek a sikon altalanos helyzetiiek, vagyis
barmely ketté metszi egymast és nincs olyan metszéspont,
amelyen ketténél tobb egyenes menne keresztiil. Hany szinnel
lehet kiszinezni a csticsokat és az éleket, ha két illeszkedb elem
nem lehet azonos szinli? (Tehat szomszédos csucsok,

szomszédos élek és egy él és a végpontja nem lehet egyszin(i.)

Feladat

11. Mi a valasz, ha a csticsokat és a tartomanyokat szinezz(ik, és
két szomszédos orszag, két szomszédos csucs €s egy orszag és a
csucsa nem lehet azonos szin(i?
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Szinezési feladatok

Melyik kérdés nehéz?

Feladat

12. Szinezziik az orszagokat és a szakaszokat. Egy szakasz nem
lehet azonos szinli azon orszagokkal, amelyekkel nem csak
csucsban érintkezik. Hany szin kell minimum?

Feladat

13. Mi a totalis kromatikus szama az utébbi feladatokban vizsgalt
grafoknak?

14. A sakktabla mezbit szeretnénk kiszinezni oly médon, hogy az
egymastol huszarlépésnyire 1évé mezbk szine mas legyen. Hany
szint kell feltétlentil hasznalnunk?

Mi a valasz, ha a 16 taltos és menetmddja nem (1,2), hanem (2,3)?
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Szinezési feladatok

Iranyitas és szinezés

Feladat

15. Ha a G grafnak a D egy iranyitasa, és a leghosszabb iranyitott Gt
hossza I(D), akkor van G-nek olyan j6 szinezése, amely I(D) + 1 szint
hasznal. Létezik olyan D’ iranyitds, amelyre I(D’) = x(G) — 1. A G egy
masik y csucsara legyen g(y) a g(W) maximuma, ahol a maximumot az
Xx—y kézétti W sétakra vesszik.

a) lgazoljuk, hogy g(y) véges és jol definialt, valamint a g(y) hasznalhaté
a G egy jo r(D) + 1 szinezésére.
Tehat a G r(D) + 1 szinezhet6.

b) Bizonyitsuk be azt is, hogy

x(G) = mDin(r(D) +1),

ahol a D végigfut az dsszes iranyitott kbrmentes iranyitason.
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Szinezési feladatok

Feladat

16. Legyen G hurokél nélkdili 6sszefliggd graf és legyen D egy
kérmentes iranyitasa. Legyen r(D) = maxc[ 41, ahol C egy kér
G-ben, a a C eléremend, b a C hatramend éleinek szamat jel6li.
Vegylink egy x csucsot V(G)-bbl és legyen W egy x-bél kiinduld
séta. Legyen g(W) = a — b x r(D), ahol a jeldli a sétaban
eléremend élek szamat, mig b a hatramené élek szamat
(természetesen ez az a és b mas, mint a C esetében).
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Szinezési feladatok

Feladat

20. A sik pontjait kiszineztiik pirossal vagy kékkel. Legyen d egy
pozitiv szam. Igazoljuk, hogy van a kiszinezett sikon két azonos
szind pont, amely d tavolsagra van.

Feladat

21. A sik pontjait kiszineztiik pirossal vagy kékkel. Legyen d egy
pozitiv szam. Igazoljuk, hogy legalabb az egyik allitas fennall:

a) A P ponthoz van vele azonos szinl pont d tavolsagra

b) A P pont egy 2d hosszu, egyszinii végpontu szakasz
felez6pontja.
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Szinezési feladatok

Feladat

22. A sik pontjait kiszineztiik pirossal vagy kékkel. Legyen d egy
pozitiv szam. Igaz-e, hogy legalabb az egyik allitas fennall:

a) A P ponthoz van végtelen sok, vele azonos szinii pont d
tavolsagra

b) A P pont végtelen sok 2d hosszu, egyszinli végpontu szakasz
felez6pontja.

Feladat

23. Ki tudjuk-e szinezni a sik pontjait két szint felhasznalva ugy,
hogy ne legyen két kiilénb6zé szinli pont 1 tavolsagra?

24. Ki tudjuk-e szinezni a sik pontjait harom szint felhasznalva
ugy, hogy ne legyen két kiilénbdz6 szinii pont 1 tavolsagra?
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Szinezési feladatok

Feladat

25. A sik pontjait kiszineztiik 3 szinnel. Legyen d egy pozitiv
szam. Igazoljuk, hogy van a kiszinezett sikon két azonos szini
pont, amely d tavolsagra van.

Feladat

26. Ki lehet-e szinezni a szamegyenes pontjait 2 szinnel tgy, hogy
ne legyen egyszini végpontl 1-szakasz?

Feladat

27. Ha a szamegyenest pirossal és kékkel kiszinezzlik, akkor lehet
talalni olyan harom azonos szind pontot, amelyek szamtani
sorozatot alkotnak! (A k6zéps0, a két szélsé pont szakaszanak
felezbpontja.)
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Szinezési feladatok

Feladat

28.x Ki lehet-e szinezni a szamegyenes pontjait 3 szinnel tgy,
hogy ne legyen olyan szakasz, amelynek a végpontjai és a kézepe
is azonos szinl?

Feladat

29. A sikot két szinnel szinezve mindig létezik egyenld oldalt
haromszdg, amelynek harom cstcsa egyszinii!

Feladat

30. Egy végtelen szabalyos haromszdgracs csucsait 2 szinnel
kiszinezziik. Van-e biztosan egyszin(i csticsokkal rendelkezb
egyenlé oldali haromsz6g?
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Szinezési feladatok

Feladat

31. Van-e a siknak olyan 3-szinezése, hogy barmely egyenesrél
hianyzik az egyik szin?

Feladat

32. Létezik-e a végtelen négyzetracs csucsainak olyan
3-szinezése, hogy barmely két racspontot 6sszekétd egyenes
legfeljebb két szinli racspontot tartalmazzon?

Feladat

33. Létezik-e a végtelen szabalyos haromszégracs cstcsainak
olyan 3-szinezése, hogy barmely két racspontot ésszekétd
egyenes legfeliebb két szinl racspontot tartalmazzon?

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Szinezési feladatok

Feladat

34. Ki lehet-e szinezni a sikot 2 szinnel tgy, hogy barmely téglalap
négy csucsa kézétt legyen mindkét szini?

Feladat

35. x Ki lehet-e szinezni a sikot 2 szinnel gy, hogy barmely
négyzet négy csucsa kézétt legyen mindkét szinl?

Feladat

36. x Ki lehet-e szinezni egy végtelen négyzetracsot 2 szinnel ugy,
hogy barmely négyzet négy csticsa k6z6tt legyen mindkét szin(i?
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Szinezési feladatok

37.x Ki lehet-e szinezni egy végtelen négyzetracsot k szinnel tgy,
hogy barmely téglalap négy cstcsa kézétt legyen mindkét szin(i?
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Szinezési feladatok

Megoldasok

Megoldas (Gallai Tibor, 1968, Roy, 1967, Vitaver, 1962)

15. Valéban ha a G gréfot kiszinezziik az {1, ..., x(G)} szinnel,
akkor iranyithatjuk tgy, hogy minden él a kisebb sorszamu szin(i
végétdl a nagyobb felé legyen iranyitva. Ekkor a leghosszabb Ut
hossza legfeliebb x(G) — 1.

Masrészt tekintsik a maximalis, iranyitott kbrmentes D’ részgrafjat
a D-nek. Ez a D minden csucsat tartalmazza, hiszen ha csak
egyetlen él kéti be a v csucsot, akkor kért biztosan nem hoz létre.
Tehat V(D’) = V(D) = V A D-ben minden v € V cslcsra nézziik
meg milyen hosszu a leghosszabb v-ben végzddé ut! Rendeljlik
ezt a hosszat - mint szint - a v csticshoz! Nem nehéz latni, hogy
barmely iranyitott dton haladva a szinek szigortian nének.
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Szinezési feladatok

Megoldas

Vegylink a D-ben egy tetszbleges (u, v) € A(D) iranyitott élt! A
D’-ben biztosan megy az u és a v kbzétt ut, hiszen vagy maga az
(u,v) él be van huzva a D’-ben, vagy ha behtznank, akkor a D’-ben
lenne iranyitott kér.

De ekkor léteznie kell egy iranyitott dtnak v-bél u-ba! Ezen az tton
haladva szigortian nének a szinek, vagyis u és v biztosan nem
egyszinliek.
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Szinezési feladatok

Megoldas

20. Vegylink egy szabalyos, d oldalt haromszdget. Valamelyik
oldal két végpontja egyszin(.

Megoldas

22. Vegylik a P pont kérili d sugart kért. Ha a kérvonalon van
végtelen sok olyan pont, amely a P-vel azonos szind, akkor
rendben van, a) teljesdl. Ha nem igy van, akkor csak véges sok
pont azonos szind a P-vel, igy létezik végtelen sok atellenes
pontpar a kérén, amelyek P-vel ellentétes szinliek, tehat
egymassal azonosak.
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Szinezési feladatok

Megoldas

25. Készitslink két szabalyos, 1 oldalt haromsz6gbél egy
rombuszt azzal, hogy a két haromszdg egy-egy oldalat egyesitjik.
Vegylink két ilyen rombuszt, ABDC-t és AEGF-et! Egy-egy 60°-0s
csucsukat egyesitettiik, és még a DG szakasz is 1 hosszu legyen.
Ha pl. az A kék, akkor ha el akarjuk kertilni az egyszinii 1 hosszu
szakaszt, akkor a B és a C nem kék és mas-mas szinli. De ekkor
a D csak kék lehet, mert 6sszesen 3 szin van. De ugyanigy
kévetkezik, hogy a G is kék. De igy mégis lett egy azonos
végpontu 1-szakasz! Az elkészitett abra megtalalhaté az egyik
dian, bizonyitva, hogy sik kromatikus szama nagyobb, mint 3.

Vajon létezik-e hasonlé konstrukcid, amely kikényszeriti 5 szin
hasznalatat, ha az 1-tavolsagu pontok nem lehetnek azonos
szinlek?
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Szinezési feladatok

Megoldas

27. Probaljunk tébbet igazolni! Bizonyitsuk be, hogy a
szamegyenesen az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 pontokat sem lehet két
szinnel ugy megszinezni, hogy ne legyen 3 tagu szamtani
sorozatot alkoté egyszinli harmas!

Megoldas

34. Tekintslik a négyzetracsnak egy 3, egymast kévetd vizszintes
és 9 egymas melletti fliggbleges racsegyenesét. Mar ebbdl a
keletkezett 27 racspontbdl is biztosan talalunk 4 egyszin(it,
amelyek téglalapot hataroznak meg! Van ugyanis két olyan
fliggbleges harmas amely egyforma mintat mutat a vizszintesekkel
vett metszetében. Igy ezen a két egyenesen a harom pontbdl
kivalasztjuk a két-két egyforma szin(it, amelyek éppen egy téglalap
csucsai.
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Szinezési feladatok

Megoldas

37. Nem. Mindig talalunk egyszinii téglalapot! Tekintsl(ink egy
N x N méretli részracsot.
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Monoton részsorozat

Legyen az a; (n? + 1) tagu, kiilénb6z6 pozitiv egészekbél &llé
sorozat.

Létezik az aj-nak (n + 1) hosszu monoton részsorozata.
Erdés Pal, Szekeres Gydrgy
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Bizonyitas

Jeléljik li-vel az aj-vel kezd6db leghosszabb névekvo részsorozat
hosszat. Ha I; > n + 1 valamely i-re, készen vagyunk. Feltehetjiik
tehat, hogy |; < n minden egyes 1 < i < n® + 1 esetén. Mivel
mindegyik I; hosszusag 1 és n kéz6tt van, igy a skatulya elv szerint
vanolyanje {1,2,...,n} melyhez van n+ 1 olyan i érték amelyre
li éppen j-vel egyenlé. Jelblje ezeket I, I, . .., I, ahol

Iy <lp <---<lpyq. Szemeljik ki az a;,, aj,, . . ., aj,,, részsorozatot!.
Allitiuk, hogy ez egy csbkkend részsorozat. Valéban, hiszen ha

aj, < aj ., lenne valamely k-ra, akkor létezne egy aj,-val indulo
névekvo részsorozat, amely hosszabb j-nél, hiszen van a, , ,-val
kezd6dbé j hosszl részsorozat.
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Egy sikbeli példa

Szinezzik ki a koordinatasik racspontjait pirossal és kékkel.
Mutassuk meg, hogy mindig talalhat6 olyan téglalap, melynek
minden cslcsa azonos szind racspont.

Otlet:
Elegendd, ha csak kilenc vizszintes és harom fliggéleges
racsegyenes 27 metszéspontjara koncentralunk.
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Schur tétele
Richard Rado
Korlatok

van der Waerden tétele

van der Waerden tétele

Minden pozitiv k és r egészekhez létezik olyan legkisebb w(k, r)
pozitiv egész, melyre igaz, hogy akarhogyan szinezz(ik is ki r
szinnel az [1, w(k, r)] intervallum egészeit, taldlunk azonos szin(,
k hosszu szamtani sorozatot.

van der Waerden, 1927
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Schur tétele
Richard Rado
Korlatok

van der Waerden tétele

van der Waerden tétele

w(2,r)=r+1
w(3,2) = 9; w(3,3) = 27; w(3,4) = 76
w(4,2) =35
w(5,2) = 178

Miért nem ismert a tobbi érték?

w(3,5) =? w(3,5) < 1007

Ha szamitégéppel ellendrizni akarjuk vajon az [1, 100] szamok
mindegyik 5-szinezése tartalmaz-e egyszinl 3 tagu szamtani
sorozatot, akkor 5'%° ~ 8 x 1089 szinezést kell megvizsgalnunk.

Esetleg egy j0 elképzelés segithet!

Blazsik Zoltan Szines halézatok



Schur tétele

van der Waerden tétele Richard Rado

Korlatok

Altalanositott van der Waerden szamok:
w(ki, ko, . .., kr; r) hasonléan definidlhaték.
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Schur tétele
Richard Rado
Korlatok

van der Waerden tétele

Altalanositott van der Waerden szamok

=
>
&
g

w
- |27
- |21
- | 51
- | 40
- | 84
- 132
- | 77
71
40
17
40
76
25
60
53
43
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Schur tétele
Richard Rado
Korlatok

van der Waerden tétele

Schur tétele

Barmely r > 1-re létezik olyan s = s(r) legkisebb pozitiv egész,
melyre az [1, s] tetszéleges r-szinezése esetén létezik egyszinl
megoldasa, az x + y = z egyenletnek.

Issai Schur, 1916

s(1) =2;s(2) =5; s(3) = 14; s(4) = 45; s(5) =7
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Schur tétele
Richard Rado
Korlatok

van der Waerden tétele

Altalanositasok

"Rengeteg megoldatlan probléma van és tovabbi érdekes, Uj
kérdéseket sokkal kdnnyebb felvetni, mint a meglévoket
megoldani.”

F. Harary
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Schur tétele
Richard Rado
Korlatok

van der Waerden tétele

Richard Rado

Definicio

Az r > 1 egészre egy € linearis egyenletet r-regularisnak
neveziink, ha létezik n = n(e; r), melyre az [1, n]| minden
r-szinezése esetén létezik e-nak monokromatikus megoldasa.
Regularisnak, ha minden r > 1 esetén r-regularis.

Schur tétele: Az x + y = z egyenlet regularis.

(Rado egy egyenletre vonatkozo tétele.) Legyen az € linearis
egyenlet alakja 2?11 cixi =0, aholcj € Z\ {0} minden0 <i<n
esetén. Ekkor e pontosan akkor regularis, ha a c; egytitthaték
valamely nemdres részhalmazaban az elemek dsszege 0.
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Schur tétele

van der Waerden tétele Richard Rado

Korlatok
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

un-Schur probléma

Ha az [1,3n] szamokat Ugy szinezziik ki harom szinnel, hogy
mindegyik szinosztaly ugyanakkora, akkoraz x +y = z
egyenletnek létezik olyan megoldasa, hogy az x, y és z paronként
eltéré szind.

Alekseev, Savchev, 1987

Az ilyen megoldast hivjak szivarvany megoldasnak.
Erdds és Szekeres kérdezte, vajon mennyire gyengithet6 a
szinosztalyok méretére vonatkoz6 feltétel.
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

un-Shur é€s un-van der Waerden eredmények

Az [1, n] barmely 3-szinezésére, ha mindegyik szinosztaly
nagyobb mint 3, akkor az x + y = z egyenlet rendelkezik
szivarvany megoldassal.

Az § érték nem javithatd.

Schénheim, 1990

Az [1,3n] szamok minden egyenletes 3-szinezésére létezik
szivarvany AP(3), vagyis az x + y = 2z egyenletnek olyan
megoldasa, amelyben az x, y és z kiilénb6z6 szinli. Radoi¢ic¢
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Sejtés

Minden n > 3 egészre az [1, n]| minden 3-szinezése esetén, ha
mindegyik szinosztaly nagyobb mint r(n), ahol

|2E2] ifn#2 (mod6)
N 6
r(n) '_{%‘ ifn=2 (mod6)

taldlhato szivarvany AP(3) részsorozat.
Jungi¢, Licht, Mahdian, Ne$etFil, Radoi¢i¢, 2003
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Az N természetes szamok barmely 3-szinezésére, ha a

szinosztalyok felsé sdriisége nagyobb, mint % talalhato tarka
AP(3).

Van az N halmaznak olyan szivarvany AP(3)-mentes 3-szinezése,
hogy minden n-ig a legkisebb szinosztaly mérete [%J
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Bizonyitas

Tekintslik az N kdvetkezb szinezését:

piros ifi=1 (mod 6)
c(i) =1 fehér ifi=4 (mod 6)
z6ld egyébkeént.

A fehér szinosztaly | =2 | elemdi,

PZZFZZPZZFZ7ZPZZFZ7...
A szinezés modszere nem fligg a vizsgalt prefix hosszatél.
Periodikus szinezés.
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

A sejtés nem javithato!

Minden n > 3-ra létezik szivarvany-mentes 3-szinezése [1, n]-nek,
amelyben a legkisebb szinosztaly elemszama éppen r(n).

fehér ifi=4 (mod 6)
z6ld egyébkent.

piros ifi=1 (mod 6)
c(i) := {

PZZFZZ2|PZZFZZ|PZZFZZ

A szinezés periodikus.
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Bizonyitas

Ha n # 2 (mod6), akkor az el6z6 altalanos szinezés j6. Az
n = 6k + 2 esetben legyen ¢ a kbvetkezé:

piros ha i <2k + 1 és i pdaratlan,
c(i) :={ fehér hai> 4k + 2 és i pdros,
26ld  egyébként.

A legkisebb szinosztély mérete k + 1 = | 254 .
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

PZPZPZZZZFZFZF
PZPZPZPZ772777FZFZFZF

A P és az F egy tarka AP(3)-ban csak a két szélen lehetne a
hosszU k6zéps6 Z blokk miatt.

Masrészt barmely P és F paratlan tavolsagra van, tehat
nincs k6zo6ttik féluton egy Z!
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Tébb szinnel elkerllhetd a szivarvany!

Mit mondhatunk akkor, ha az [1, n] szamokat k > 5 szinnel,
szivarvany AP(k) nélkil szeretnénk kiszinezni?

Az n = 2mk alaku hosszakra létezik egyenld méretii
szinosztalyokkal is szivarvany AP(k) nélkili szinezés.
Jelblje Sq,..., Sk az n felosztasat k egymast kovetd, egyenld
hosszl részre. Legyen t = [gJ

t haie S U Siio és i paros,
t+2 haje St U S;yp és i paratlan.

] haie Sjésj #t, j#t+2
c(i) :=
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

11]42|33|42|55
k=5m=1

11111111]|42424242|33333333|42424242|55555555
k=5 m=4

11111111|22222222|53535353|44444444|53535353|66666666
k=6m=4

At és t 4 2 szinl elemek paronként paratlan tavolsagra
vannak, emiatt k6z6ttik nem lehet paratlan sok szam a
szamtani sorozatban. igy t és t + 2 nem lehet masik

blokkban. Ha egy blokkban vannak, akkor a legtavolabbi szin
nem érhetd el.
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Egy szivarvany AP(4) nélkili szinezés.

n=10m+1,
harom szinbdl 2m-et hasznalunk, egyikbdl (4m-+1)-et.

AB|AC|CCC|DC|DB
ABABJACAC|CCCCC|DCDC|DBDB
ABABAB|ACACAC|CCCCCCC|DCDCDC|DBDBDB
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Szivarvany négy szin sejtés?

Elkeriilheté-e a szivarvany AP(4), ha az [1,4n]-et 4 szinnel,
mindegyikbdl n-et felhasznalva szinezziik ki?
Axenovich, Fon-Der-Flaass (2003)
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Minden pozitiv n = 8m alaku hosszra létezik szivarvany AP(4)
nélkiili szinezés egyenlé szinosztalyokkal.

ABCCDDAB

Ebben nincs tarka AP(4).
Es ha t6bbsz6rdzzik?

ABCcDDaB|AbCCdDAB
Mar van. A masodik felében cseréljik ki a C-t a D-vel!
ABCCDDAB|ABDDCCAB

Ez j6. Es ha tébbszorozzik?
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

ABCCDDAB|ABDDCCAb|ABcCDdAB|aBDDCCAB

Kildn probléma a ciklikus eset! Ugyanazokra a kérdésekre
mi a valasz, ha egy korre irjuk a szamokat?

Definicié

Legyen W = (ABCC)™(DDAB)™ |

A W egy 8m hosszU, szivarvany AP(4) nélkili szinezés.
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Szivarvany szin(i szamtani sorozatok

Mit ad tikrozés modszere?

1. Egyéb hosszakra van-e U™V™ alakd 2pm hosszU j6 sz6,
melyben az U egy p hosszu sz4, mig a V-t (gy kapjuk az U-bdl,
hogy megforditjuk majd az A-t a B-vel, a C-t a D-vel kicseréljuk?

2. Az U és V tetszbleges, de mindegyikbdl hianyzik legalabb egy
szin. Ebben az esetben egy konstrukcio ellenérzésekor elég olyan
AP(4)-eket megnézni, amelyeknek egyarant van eleme egy U-ban
is és egy V-ben is.

3. Az U és a V tetszbleges, csak a W egyenletesen legyen
kiszinezve négy szinnel.
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Erd6s Pal és Dirac Gabor

Kromatikus kritikus grafok

Flggetlen cstcshalmazok kritikus grafokban
Sajatértékek és a kromatikus szam

A kromatikus polinom

A Tutte-polinom

Egy diplomamunka a polinomokrol
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